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Mannigfaltigkeiten

4. Übung

Aufgabe 4.1 Zeigen Sie, dass das Tangentialbündel T (S1) des Einheitskreises
diffeomorph zu S1 × R ist.

Aufgabe 4.2 Sei X ein topologischer Raum und f, g : X → X stetig. Dann
heißen f und g homotop, falls eine stetige Abbildung

H : X × [0, 1]→ X

existiert mit H(x, 0) = f(x) und H(x, 1) = g(x) für alle x ∈ X.

Sei k ∈ N ungerade. Nach Blatt 2 Problem 6 (ii) existiert auf Sk ein nicht ver-
schwindendes glattes Vektorfeld v. Konstruieren Sie mit Hilfe des normierten Vek-
torfelds v/‖v‖ eine Homotopie zwischen der Identität auf Sk und der antipodalen
Abbildung −IdSk .

Aufgabe 4.3 Sei N ∈ N und M ⊂ RN eine Untermannigfaltigkeit von RN von
Dimension k ∈ N. Zeigen Sie, dass das Einheitssphärenbündel

S(M) = {(x, v) ∈ TM ⊂ RN × RN : ‖v‖ = 1}

eine 2k − 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TM ist.

Aufgabe 4.4 Betrachten Sie den linearen Raum

M :=

(xj)j∈N ∈ RN :
∑
j∈N

x2
j

j2
<∞

 .

Zeigen Sie, dass M als Hilbertraum isomorph zu l2(N) ist.

Betrachten Sie die glatte Abbildung

f : M → R, x 7→
∑
j∈N

(3x2
j − 2x3

j )/2j .

Seien C ⊂M die kritischen Punkte von f . Zeigen Sie, dass [0, 1] ⊆ f(C) und damit
der Satz von Sard für M nicht gilt.


