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SL(2,R)
5. ﬂ'bungsblatt

Aufgabe 5.1 Seien h,et,e™ € s1(2,C) mit
[h,et] =2et,[h,e”] = -2, [eT, e ] = h.
(In der Literatur werden Tripel der Form (h,e™,e™) mit den oben genannten Re-

lationen sly-Tripel genannt). Zeigen Sie, dass fir X,Y € sl(2,C) und n € Ny die
folgenden Identitéaten in U (sl(2,C)) gelten:
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Aufgabe 5.2 Sei (m,V) eine nicht triviale endlichdimensionale Darstellung von
SL(2,R).

(a) Zeigen Sie, dass ein 0 # v € V und ein Charakter A : AN — C* mit A(N) =1
existiert, sodass m(an)v = A(an)v = A(a)v fir alle an € AN gilt. Insbeson-
dere folgt VIV £ 0 fiir jede nicht triviale endlichdimensionale Darstellung von

G.

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass es einen gemeinsamen N Eigenvektor v
gibt, mit zugehdrigem Charakter y : N — C*. Zeigen Sie danach, dass
m(a)V () C V(u®) fiir alle a € A gilt, wobei u® : N — C*,n + p(a"*na).)

(b) Sei 7 irreduzibel und 0 # v € V ein gemeinsamer AN Eigenvektor. Zeigen
Sie, dass v K-zyklisch ist.

(¢) Zeigen Sie mit Hilfe von (b), dass fiir irreduzibles = die K-Typen hochstens
von Dimension eins sind.

Aufgabe 5.3

(a) Sei g eine endlich dimensionale reelle Lie-Algebra. Zeigen Sie, dass ein ein-
deutiger antilinearer Antialgebrenisomorphismus

" :U(gc) = Ulge), D — D”
existiert mit X* = —X fiir alle X € g.

(b) Sei 7 eine unitédre Darstellung einer Lie-Gruppe G mit Lie-Algebra g. Zeigen
Sie, dass dann
(dm(D)v,w) = (v, dm(D")w)

fiir alle v,w € V*° und alle D € U(gc) gilt.



