
8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Matrizen

Definition 8.13
Ein Schema von Elementen αik ∈ R der Form

α11 α12 · · · α1n
α21 α22 · · · α2n

...
...

...
αm1 αm2 · · · αmn


heißt (reelle) m × n-Matrix. Die Menge aller reellen
m × n-Matrizen wird mit Mm,n(R) oder kurz Mm,n bezeichnet.

Schreibweise: A = (αik ) ∈ Mm,n.

Für m = n heißt A quadratische Matrix.

Cornelia Kaiser Mathematik für Chemiker

8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Beispiele und Bemerkungen

Beispiele 8.14

A =

(
1 0 2
−1 3 7

)
∈ M2,3, B =

(
4
1
−2

)
∈ M3,1

C =
(

0 1 −3
)
∈ M1,3, D =

(
1 0
0 1

)
∈ M2,2.

1 (αi1, . . . , αin) heißt i-te Zeile von A.

2

 α1j
...
αmj

 heißt j-te Spalte von A.

3 Jeder Vektor x ∈ Rn kann als Matrix mit einer Spalte
aufgefasst werden: Rn ∼ Mn,1.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen

Seien A,B ∈ Mm,n(R) mit A = (αij), B = (βij) und λ ∈ R.
Wir definieren

A + B := (αij + βij) =

 α11 + β11 · · · α1n + β1n
...

...
αm1 + βm1 · · · αmn + βmn



λA := (λαij) =

 λα11 · · · λα1n
...

...
λαm1 · · · λαmn


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Matrizenprodukt: Definition

Definition 8.15
Sei A = (αij) ∈ Ml,m eine `×m-Matrix und B = (βjk ) ∈ Mm,n
eine m × n-Matrix.
Wir definieren das Produkt A B als die l × n-Matrix

A B := (γik ) mit γik =
m∑

j=1

αijβjk , i = 1, . . . , `, k = 1, . . . ,n.

Ausgeschrieben:

A B =



m∑
j=1

α1jβj1 · · ·
m∑

j=1

α1jβjn

...
...

m∑
j=1

α`jβj1 · · ·
m∑

j=1

α`jβjn


=

 γ11 · · · γ1n
...

...
γ`1 · · · γ`n


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Matrizenprodukt: Bemerkungen und Beispiele

1 A B ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von
A mit der Anzahl der Zeilen von B übereinstimmt!

2 Die Berechnung von A B merkt man sich als Schema
“Zeile × Spalte”.

Beispiel 8.16

A =

(
1 2 3
−2 0 4

)
, B =

 0 −3
2 1
−1 4

 , C =

(
1 −1
2 0

)

Berechnen Sie alle möglichen Produkte.

Beachten Sie, dass auch für quadratische Matrizen C,D im
Allgemeinen C D 6= D C gilt: Das Matrizenprodukt ist nicht
kommutativ.
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Die transponierte Matrix

Sei A = (αij) ∈ Mm,n. Die zu A transponierte Matrix entsteht aus
A durch Vertauschen von Zeilen mit Spalten und wird mit AT

bezeichnet. AT ist eine n ×m-Matrix.

AT =


α11 α12 · · · α1n
α21 α22 · · · α2n

...
...

...
αm1 αm2 · · · αmn


T

=


α11 α21 · · · αm1
α12 α22 · · · αm2

...
...

...
α1n α2n · · · αmn


Beispiel 8.17

A =

(
1 2 0
−1 0 3

)
Rechenregel: (A B)T = BT AT, falls A B definiert ist.
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Bild, Kern und Rang

Sei A ∈ Mm,n.
Der Teilraum {x ∈ Rn : Ax = 0} des Rn heißt Kern von A,
kurz Kern(A).
Der Teilraum {Ax ∈ Rm : x ∈ Rn} des Rm heißt Bild von A,
kurz Bild(A).
Die Dimension von Bild(A) wird als Rang von A, kurz
Rang(A), bezeichnet.

Satz 8.18
Sei A ∈ Mm,n. Dann gilt die Dimensionsregel:

dim Kern(A) + dim Bild(A) = n.

Also: Dimension von Kern(A) plus Rang von A ergibt die
Anzahl der Spalten von A.
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Zur Berechnung von Rang(A)

Satz 8.19
Sei A ∈ Mm,n. Dann gilt

Rang(A)

= maximale Anzahl linear unabhängiger Spalten von A
= maximale Anzahl linear unabhängiger Zeilen von A.

Insbesondere gilt: Rang(A) = Rang(AT).

Beispiel 8.20

Wir bestimmen den Rang von A =

 1 0 3 4
0 1 5 2
0 2 10 4

.
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