8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Matrizen

Definition 8.13
Ein Schema von Elementen «aj € R der Form

Q11 Q42 - Qqp
Qg1 QP2 - Qop
Om Om2 - Omn

heil3t (reelle) m x n-Matrix. Die Menge aller reellen
m x n-Matrizen wird mit M, h(R) oder kurz Mp, , bezeichnet.

Schreibweise: A = (ajk) € Mm n.
FUr m = n hei3t A quadratische Matrix.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Beispiele und Bemerkungen

Beispiele 8.14
4
1 0 2
A:<—1 3 7)6/\/’2,3, B:<;>€M3,1
1 0
CZ(O 1 —3)6/\/’1,3, D = 0 1 e M-

@ (i1, ..., o) heiBt i-te Zeile von A.
0
@ ; heiBt j-te Spalte von A.
)
@ Jeder Vektor x € R” kann als Matrix mit einer Spalte
aufgefasst werden: R” ~ M, 4.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen

Seien A, B € Mp, 5(R) mit A= (o), B= (8j) und A € R.

Wir definieren

11 + F11
OA—|—B:=(O¢,'j—|—ﬂ,'j):
ami + Bm
Aaqr o Aaqp
0 M= (A\aj) =
Admt -+ AQmn
Cornelia Kaiser
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Matrizenprodukt: Definition

Definition 8.15

a1n + B1n

Qmn + 5mn
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Sei A = (ajj) € M, eine £ x m-Matrix und B = (B) € Mnn

eine m x n-Matrix.

Wir definieren das Produkt A B als die / x n-Matrix

m
AB = (’Wk) mit’yik:Z&,‘jﬁjk, i=1,....¢, k

Ausgeschrieben:

/ Z 1)1
j=1

AB =

\ Z Bt
=1

j=1

zm: 041j5jn \
j=1

i i Bin )
=1

Y11

Vel
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=1,...,n.
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Yen




8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Matrizenprodukt: Bemerkungen und Beispiele

@ AB st nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von
A mit der Anzahl der Zeilen von B Ubereinstimmt!

@ Die Berechnung von A B merkt man sich als Schema
“Zeile x Spalte”.

Beispiel 8.16

0 -3
1 2 3 1 —1
A:<—204>’ B(f 1) C_(z o)

Berechnen Sie alle mdglichen Produkte.

Beachten Sie, dass auch fir quadratische Matrizen C, D im
Allgemeinen C D # D C gilt: Das Matrizenprodukt ist nicht
kommutativ.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Die transponierte Matrix

Sei A = (ajj) € Mp, 5. Die zu A transponierte Matrix entsteht aus
A durch Vertauschen von Zeilen mit Spalten und wird mit AT
bezeichnet. AT ist eine n x m-Matrix.

-
Q11  Qq2 - Oqp Q{1 Q21 - Om
AT _ Q21 Qp2 -+  Q2p _ Q2 Qg2 - Om2
Om OCm2 -+ Omn &1p Q2n -+ Omn
Beispiel 8.17

1 2 0
A= 53)
Rechenregel: (AB)" = BT AT, falls A B definiert ist.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Bild, Kern und Rang

Sei Ae Mpy p.

@ Der Teilraum {x € R" : Ax = 0} des R" heif3t Kern von A,
kurz Kern(A).

o Der Teilraum {Ax € R™ : x € R"} des R heif3t Bild von A,
kurz Bild(A).

@ Die Dimension von Bild(A) wird als Rang von A, kurz
Rang(A), bezeichnet.

Satz 8.18
Sei A € M n. Dann gilt die Dimensionsregel:

dim Kern(A) + dim Bild(A) = n.

Also: Dimension von Kern(A) plus Rang von A ergibt die
Anzahl der Spalten von A.
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8. Elemente der linearen Algebra 8.3 Matrizen

Zur Berechnung von Rang(A)

Satz 8.19
Sei A € My, . Dann gilt

Rang(A)
= maximale Anzahl linear unabhédngiger Spalten von A
= maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen von A.

Insbesondere gilt: Rang(A) = Rang(A").
Beispiel 8.20

o o =
N = O
o 01 W

Wir bestimmen den Rang von A = (

AN B~
N~ —
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