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Skript fiir die Lesewoche

KOMMUTATORENUNTERGRUPPEN & AUFLOSBARKEIT

Definition 1 Seien G eine Gruppe und z,y € GG. Der Kommutator von z und y

ist definiert als:

[, y] = zyx 'y~

Es gilt fiir alle x,y € G:

(1) [z,v] = & oy =yz < 2 und y kommutieren.
2) [zyl™ =yay~ e = [y, 2]

Definition 2 Die Kommutatorengruppe von G ist definiert als die Gruppe

G' =[G, G = {[x,y] | x,y € G).

Alternativ:

G ={lxi,y1] o [0, Yn) | T15 o, Ty Y1y oo, Y € G, € N}

7

G’ ist also abgeschlossen unter ” -

Satz 1 Die Untergruppe G' ist normal in G und G® := G /G’ ist abelsch.
(G’ heifst Abelianisierung von G.)

Beweis. (1) Behauptung: Sei H % H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
o(H') C H'.
Beweis folgt aus ¢ ([z,y]) = [p(z), ¢(y)] fur alle x,y € H.
(2) Seia € G. Dann ist die Abbildung G Adg G, g — aga~"' ein Homomorphismus.
= YacG: aGalc@ = G'<«G.
—
—Ada(G")
(3) Seien z,y € G/G'. Es gilt:
Ty = yz,
da fiir alle 7,y € G: ayz~ 'y~ € G



Lemmal Sei K <G ein Normalteiler mit G/ K abelsch.
Dann gilt: G' C K.

Beweis. Wir betrachten die Projektion G = G/K.
Aus G/K abelsch folgt fir alle z,y € G 7([z,y]) = [7(z),7(y)] = e.
= 7(G)={e} = G CK. O

Satz2 Seien G eine Gruppe, ™ : G — G® = G/G' die kanonische Projektion
und A eine abelsche Gruppe. Dann ist die Abbildung

HomGT(G“b, A) AN Homg, (G, A),
(G 5 A)— 7" (p) =por: (G5 G? 5 A)

eine Bijektion.

Beweis. (1) m* ist injektiv:
Betrachte @1, @s € Homg,(G*, A) mit ¢, o7 = pyo 7.
Aus der Surjektivitdt von 7 folgt sofort: ¢ = @9 .
(2) 7* ist surjektiv.
Sei ¢ € Home, (G, A).
Es gilt fir K = Ker(v): G/K =1Im(y) C A

+
abelsch

C Y

A univ. Eigenschaft
X‘ ) E”ZZJ - ' CK von G /G’ HI@EG/G’%A J)Oﬂ.:w
G/

= Y =m"(¢)
Motivation Seien G eine Gruppe und K ein Korper.
Eine Darstellung von G ist ein Homomorphismus G 2 GL, (K).
n=1 = p¢c Homg (G, K*) = Home, (G™, K*)
Satz3 Sein >3 und G =X%,. Dann qgilt: G' = A,.
Korollar1 Fiirn >2: Y% =13,/A, 2 Z,.
Denn ¥ ist isomorph zu Z,; und ¥} = {e}.

Bemerke dabei:

Es gilt:



Homg, (Zo, C*) = {t, s}, wobei t(I) =1 und s(i) = —1.
= Homg,(X,,C*) ={T,S} mit T'(¢) =1, S(0) = sgn(o) fir alle o € 3,,.

T

N

Y/ An

Xn

Beweis. (1) Behauptung: ¥/ C A,
Beweis: A, = Ker(3, =25 {+1,—1})
Aus X, /A, abelsch folgt sofort: ¥/ C A,.
(2) Seien i,j,k € {1,...,n} mit |{7, j, k}| = 3. Es gilt:
(i )@ k)G g) (i k)" = (i §) (0 k)i j) (i k) = (i j k) € 33,
(3) Behauptung: Die 3-Zykel (i j k) erzeugen A, fiir alle n € N.
(A1 = Ay = {e})
Beweis:
(a) Sei o € A,. Es gilt:
o = [(ix J1)(i2 j2)] - - - [(f2m—1 Jom—1)(izm Jom)]
fiir geeignete iy, ..., iom, 71, -y Jom € {1, ...,n} mit iy # jx, m € N.
(b) Fiir {a,b,¢,d}| =4: (ab)(cd)=(acb)(acd).
Fir [{a,b,c}| =3: (ab)(ac)=(ach).
(4) Somit gilt:
Ay ={(abc) | abee{l . .n}, [{abe} =3) C ¥,
=A,=%. O
Frage: Was ist A/, bzw. A2P?

Satz4 (1) Seien n > 4, a;,b;,¢c;,d; € {1,....n} mit |{a;,b;,¢c;,d;}| = 4 firi €
{1,2}.
Dann gilt:  (ay by)(c1 dy) ~ (ag be)(cy do) in A,.
(2) Seien n > 5 und x;,y;, z; € {1,...,n} mit |{z;,y;, z:}| =3 fir i € {1,2}.
Dann gilt:  (x1 y1 21) ~ (2 y2 29) in A,.

Beweis. (1) Sei n = 3.
= |A3]=3 = Az =Z; ist abelsch.
Es gilt: (123)~(132)in X3, aber (12 3) » (132)in As.
(2) e Betrachte o = (a b)(c d). Es gilt:
=(ab) = mor'=o0.
e Betrachte o = (z y z). Es gilt:
70:= (e fymite f e {l,...n}\{z,y,2} (n>5) = mnor,' =o0.



(3) In den beiden Fillen gilt:
C(o)s, = {7’07'_1 | T € Zn} = {7’07'_1 | T € An} =C(0)a,-

> ist klar
Denn fiir sgn(7) = —1:
Tor ' = (tm9)o (') und sgn(rm) = 1.
(4) Fir 0,6 € ¥, gilt:

o~ <= typ(o)=typ(d)

= 0, L Clo)s, = C6)5, 2 C6G)a,.
= Aussage. O

n

Definition 3 Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie keine Normalteiler auler {e}
und G enthalt.

Beispiel1 (1) Sei p eine Primzahl. Dann ist Z,, einfach.
(2) SO3(R) ist einfach.

In den 80-er Jahren wurden alle endlichen einfachen Gruppen beschrieben.
Satz 5 A, ist einfach fir alle n > 5.

Beweis. (1) Sei o = (i1 ... i) (J1 - Js) v (k1 ... ky) € 3, in der Zyklendarstellung
und p € X,. Dann gilt:
pop~t = (p(ir) - p(ir))(p(1) - p(s)) - - (p(Kr) .. k).
(2) Seien N <1 A, und o € N \ {e}. Schreibe ord(o) als Produkt aus Primzahlen:

Primzahlen

= (0")” =, auBerdem gilt: o' € N.
Durch Betrachten von ¢! anstatt o kénnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen: ord(o) = p ist eine Primzahl.
= Die Zyklendarstellung von ¢ hat die Form (i1 ... i,)(j1 ... Jp) « ----
(3) (a) Fall p > 5: Schreibe o = (iy i3 i3 ... i) - 7, wobei 7 aus dem Produkt der
restlichen Zykel besteht.
Sei P = <Z1 ’ig 23) Dann gllt
o' =popt = (igiziy iy ... i) TEN

= o -0t =(igiz iy | i | .. ip)(ip ... | ig i3z 4) EN

== (22 i3 il 24)(24 ig ig 21)
= (iy 1y 13)

Alle 3-Zyklen sind konjugiert in A,, und erzeugen A,,.



= N=A4,
(b) Fall p = 3:
Falls gilt (i1 is i3) € N, so folgt direkt N = A,,.
Sonst fiir o = (i1 92 3)(J1 J2 j3) - 7 € N, wobei 7 wieder das Produkt der
restlichen Zykel ist, gilt:
pi=(in )2 j2) = o' =popt = (ji jois)(ir ia j3) -7 €N
o'o™ = (ji ja i3)(ir i j3)(i1 iz i3)(j1 J2 Ja) € N
= (i1 j1)(43 js)
Alle Elemente der Form (a b)(c d) sind konjugiert in A,, und erzeugen A,,.
= N=A,
(c) Fall p = 2: Schreibe o = (i1 i2)(i3 i4) - T, wobei 7 wieder das Produkt der
restlichen Zykel ist. Es gilt:
pi=(iyigi3) = o =pop ' = (iyi3)(iyis) -TEN

= 0',0'_1 == (Z2 23)(21 24)(23 24)(21 22) = (Zl 23)(7,2 24) e N

= N=4,
U
Korollar2 Firn >5: Al =A,.
Beweis. A, ist einfach und A/, < A,,.
= A, € {{e}, 4}
Weiter gilt: A, /A] ist abelsch, A, allerdings nicht.
= A #{e} = A =A,. O

Korollar 3 FEs gilt firn >5: A% = {e}.
Insbesondere gilt:

Homg, (A, K*) = {t}, wobei Yo € A, : t(o)=1.

Definition 4 Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls eine Kette
{6}:G0<]G1<...<]Gn:G
existiert, so dass fiir alle 1 <14 < n die Faktorgruppe G;/G;_; abelsch ist.

Beispiel 2 (1) Die symmetrische Gruppe >, ist auflésbar:
Yy > A4 > Vi {6, (1 2)(3 4)},

=:C

wobei:

YufAy =y, Ay)Vy=Zs, Vi)C = Zs.



(2) Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe (also ord(G) = p").
Dann ist G auflosbar. Denn es existiert eine Kette

{6}:G0<]G1<...<]GHZG

mit G;/Gi—1 = Z,, fir alle 1 <i <n.
(3) A, ist nicht auflésbar fir alle n > 5.
Beweis: Sei K <9 A, mit K # A, und A, /K abelsch. Dann gilt A, C K.
Aber A/ = A, und somit folgt K = A,,. 4
(4) D, ist auflosbar fiir alle n > 3.
Beweis: D,, = (a,b | a" =b*=¢, bab™' =a"!)
= Z, = A:=(a)<D,und |D,/A| =2 =2

Satz6 Sei G eine aufliosbare Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann ist H
auch auflosbar.

Beweis. Betrachte die Kette:
G=G,>Gp1>...>Go={e}
U
H=H,D>H, 1D..D Hy={e},
wobei G;/G;_1 abelsch und H; := G; N H fiir alle 1 <i <n.
(1) H,_ | < H;:
Sei h € G; N H beliebig.
Dann gilt h(G;_y N H)h™' C H; 1 N H, denn:
e helG;, = hGi_lhfl C G
ehcH = hHh'CH
(2) Wir betrachten die folgende Verkniipfung:

Hi = GZ NH Gl Gi/Gifl

Pi

Es gilt:
Ker(gpi) = Hz N Gifl =HnN H,L N Gi,1 =HnN Gi,1 = H,L',l,

G,;/G;_1 ist abelsch, insbesondere also auch H;/H; ;.

Korollar 4 Die symmetrische Gruppe ¥, ist nicht auflosbar fiir n > 5.

Beweis. Wire ¥, auflésbar, so wire auch A,, C ¥, auflésbar. 4 O



Satz7 Seien G eine auflosbare Gruppe und G —— H ein surjektiver Homomor-
phismus. Dann ist H aufldsbar.

Beweis. Wir betrachten die Ketten:
{6}:G0<]G1<]...<]Gn: G

|=

{e}=HyCH,C..CH,=H

wobei H; := w(G;) fiir alle 0 <i < n.

(1) Behauptung: V1<i<n: H; 1< H,.
Seien b € H; und h € H;_; beliebig. Wir miissen zeigen: bhb~! € H;_;.
Aus der Surjektivitdt von 7 folgt:

JaeG;: b=m(a) AN FgeGi1: h=m(g)

Gi1 G; G
g a
R
h b
H; 4 H; H

Aus G;_; < G, folgt: aga™ € G;_;.
Insbesondere gilt:
bhb™t = 7(a)m(g)n(a)™?
= mw(aga™) € H;_;.
(2) Behauptung: H;/H; ; ist abelsch fiir alle 1 <i < n.

(a) Identifiziere m = 7|g, fiir alle 0 < i < n. Weiter, seien p: G; — G;/G;_1
und ¢ : H; — H;/H; ; die Projektionen und r := g o 7.
Dann existiert genau ein s : G; — G;/G;_1, so dass das folgende Dia-
gramm kommutiert:

G a2 GG
SN
us m v dls
” !
H; 4 H; H;/H;
bzw.
G — e Gi/Gi
{0 s



(b) Es gilt: r(G;—1) ={e} C H;/H;4
Denn fiir g € G, gilt:  r(g9) = q(n(g9)) =€, da q(H;_1) = {e}.

(c) Aus der universellen Eigenschaft von G;/G;_; erhalten wir genau einen
Homomorphismus s : G;/G;_1 — H;/H; 1, so dass sop =r.
Behauptung: s ist surjektiv.

Es gilt:
sop= qom =7

T . T.
surjektiv

= rist surjektiv. = s ist surjektiv.
Alternativ: Es gilt fur alle a € G;: s(aGi—1) = 7(a)H;—1.
(d) Da der Homomorphismus G;/G;_; — H;/H;_, surjektiv und G;/G;_,
abelsch sind, folgt:
H;/H;—1 =Im(s) = (G;/Gi-1)/ Ker(s) ist abelsch.

Satz8 Seien G eine Gruppe, K <G und H = G/K. Dann gilt:
G ist aufiosbar. <= K und H sind auflosbar.

Beweis. 7 =7 wurde bereits gezeigt.
7 <" Wir betrachten die Ketten:

{6}:K0<]...<]Km_1< K G H
U - \Y
anl - anl
U \Y
U v

GU L>.[’.[0:{6}

wobei K;/K;_y und H;/H,_; abelsch sind fiir alle ¢ und j.
Wir definieren G; := 7~ '(H;) fiir alle 0 < ¢ < n — 1. Dann folgt aus dem Korre-
spondenzsatz fiir alle 1 < i < n:

e G,_1<G;
L Gi/Gi—l = Hi/Hi—l
L] Go =K
Somit ist
{e} =K< K1 <..<9K,,,=K=G<G,<..19G, =G

die gesuchte Kette. 0



Sei GG eine Gruppe. Wir definieren induktiv fiir n € N:
G :=|[G,G] Kommutatorengruppe
G" =[G, G

Gt = (g™ ™)
So erhalten wir die Kette
LG 96W g G a@
mit G /G"+1) abelsch fiir alle n € N.

Satz9 Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:
G ist auflosbar <= IneNy: GOD = {¢}

Beweis. o —":
{e} = G(n+1) 4 G(n) G(n+1)

) abelsch
G/G/ /

G™) ist abelsch = G ist auslosbar = G~ ist auflosbar = ...
= @ ist auflosbar.
Somit ist {e} <G™ < ... <G = G die gesuchte Kette.
o —":
(1) G ist endlich und wir betrachten die Kette G > G' > G" > ... D G
= 3dncN: entweder G™ = {e} oder G = GV £ {e}.
Fir H = G™ gilt also: H' = Gt = H.
(2) Behauptung: Sei H # {e} eine Gruppe mit H = H'. Dann ist H
nicht auflésbar und H” = H'.
Beweis:
— Sei K <H ein Normalteiler mit H/K abelsch. Also folgt H' C K,
aber es gilt H' = H. Insbesondere folgt: K = H.
— Aus H' = H nicht abelsch folgt H” # {e}.
Angenommen K := H” # H’  dann existiert also ein Normalteiler
K <H'=H mit H/K abelsch und K C H'. 4
(3) Aus G auflosbar folgt somit, G D G™ =: H ist auch auflésbar. Wenn
also H = H' gilt, folgt H = {e}.

1R

G'adG

0



Beispiel 3 Seien K ein Korper (zum Beispiel K = Z, fiir eine Primzahl p) und

G:{(a b) |a,c€K*,b€K}.
0 c

Dann ist G auflosbar.

Beweis: Seien [ ! b , @ by € G beliebig. Dann gilt:
0 C1 0 Co

aq b1 (05} b2 [ a1a2 albg + b102
0 ¢ 0 /) \ 0 C1C2
- aq b1 a9 bQ [ b1 (05} bg al_l * CL2_1 *
0 ¢/ \0 ¢ \0 ¢ 0 ¢ 0 cl_1 0 02_1

(1 A , .
—(0 1) € G, firein A € K.

= G’C{((l) i‘) |)\6K}i>(K,+)
= G ist abelsch und somit G” = {e}, also wir erhalten die Kette:
{e} =G"<G <G.
= ( ist auflosbar.

Bemerkung Fiir alle n € N ist

* *

auflosbar.
Allerdings fir G = GL,(K) ist H :== G’ = SL,(K) und H = H’. Somit sind
GL,(K) und SL,(K) nicht auflosbar.
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