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Erginzung zur Vorlesung am 22. Mai

Alle Aufgaben vom Blatt 7 lassen sich mithilfe der Bahnformel II (Lemma von
Burnside) 16sen. Die Vorgehensweise ist dabei stets die folgende:

e Bestimmung der Menge M aller Konfigurationen (noch ohne Berticksichtigung
der Symmetrie).

e Bestimmung der Gruppe G und seiner Wirkung auf M.

e Fiir die Bahnformel

(1) M/G| = ﬁ S x(9)

ist die Bemerkung hilfreich, dass x(¢g) = x(h) fir g ~ h ist. Wenn also
die Konjugationsklassen von G' bekannt sind (aus der Vorlesung oder aus
fritheren Ubungen), dann reicht es, y(g) fiir ein einzelnes g aus jeder Konju-
gationsklasse zu bestimmen. Am Ende muss dann y(g) mit der Méchtigkeit
der entsprechenden Konjugationsklasse multipliziert werden.

Problem. Was ist die Anzahl von unorientierten einfachen Graphen (d.h. Gra-
phen ohne Schlaufen bzw. Doppelpfeile) mit vier Knoten bis auf Permutation der
Knoten?

Losung. Sei K = {1, 2,3, 4} die Menge der Knoten und
Po(K) = {{1.2}.{1,3}. {1,4},{2,3}, {2,4}.{3,4} }

die Menge aller zweielementigen Teilmengen von K. Dann steht die Menge aller
einfachen unorientierten Graphen mit Knoten aus K in einer Bijektion mit der
Potenzmenge M = P(P5(K)) (der Menge aller Teilmengen von P»(K)).

Beispiel. Die Teilmenge

E = {{1,2},{1,3}, (2,3}, {2,4}}

entspricht dem Graphen
1—2

A

Es gilt: |Py(K)| =6 und |M| = 2/P(F) = 26 = 64,



Die Gruppe G := 3, operiert auf der Menge K; deshalb operiert sie auch auf der
Menge Py(K).

Beispiel. Sei 0 = (1 2 3) € G. Dann gilt:

{1.2} & {2,3} & {1,3} & {1,2}
bzw.

{1,4} % {2,4} % {3,4} % {1,4}.

Da die Gruppe G auf der Menge P,(K) operiert, operiert sie auch auf ihrer Po-
tenzmenge M = P(P,(K)). Wir bekommen somit eine Gruppenwirkung

(2) Gx M-+ M

und die gestellte Frage nach der Anzahl aller einfachen Graphen mit vier Knoten,
bis auf Permutation ldsst sich als die Frage nach der Anzahl der Bahnen M/G
iibersetzen.
Man beachte weiterhin, dass die Operation G x Py(K) — P5(K) einen Gruppen-
homorphismus

G =3, 5 5 2 B(P(K))

definiert.
Beispiel. Sei 0 = (12 3) € G und E = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}} € M. Dann
gilt:
(0(0))(E) = {{2,3},{1,2},{1,3}, {3,4} }.
Ferner, sei

a=1{1,2}, b={1,3}, c={1,4}, d ={2,3}, e={2,4}, f={3,4}.
Dann gilt: Py(K) = {a,b, c, d,e,f} und

dor=(4 0 ey ) —aaneen

Man beachte, dass o = e, deshalb gilt auch: (cp(a))3 =e.
Die folgende Beobachtung ist zentral fiir die Losung des Problems.

Behauptung. Sei 7 € G = ¥4 und p(7) = @1 ... ¢, die zyklische Darstellung von
() € Xg. Dann hat m genau 2™ Fixpunkte beziiglich der Gruppenoperation ([2]).

Beispiel. Sei p= (123 4) € G. Dann gilt: p(p) = (a d f ¢)(b e). Fiir ein Element
E e M gilt po EF = E genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) entweder sind alle Elemente a, d, f, ¢ des ersten Zykels in der Menge F oder
sie sind alle nicht in E;

(2) entweder sind die beiden Elemente b und e des zweiten Zykels in der Menge F
oder sie sind beide nicht in .



Die Fixpunkte von p sind deshalb die folgenden vier Elemente der Menge M:
®7 {a7d7f7c}7 {b’6}7 {a’7b7c7d7e7f}'

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass es in der Gruppe G = ¥4 genau fiinf Konju-
gationsklassen von Elementen gibt.

(1) Die Konjugationsklasse von p = (1 2 3 4) enthélt 6 Elemente. Wir haben
bereits bestimmt, dass fiir die Anzahl der Fixpunkte gilt x(p) = 4.
(2) Die Konjugationsklasse von o = (1 2 3) enthélt 8 Elemente. Es gilt:

(o) = (adb)(ce [).
Das impliziert, dass y(c) = 23 = 8.
(3) Die Konjugationsklasse von 7 = (1 2)(3 4) enthélt 3 Elemente. Es gilt:
(1) = (a)(b e)(c d)(f).
Es gilt: x(7) = 2* = 16.
(4) Die Konjugationsklasse von v = (1 2) enthélt 6 Elemente. Es gilt:
p(v) = (a)(b d)(c e)(f).
Es gilt: x(v) = 2* = 16.
(5) Die Konjugationsklasse vom neutralen Element e enthilt ein Element und hat
64 Fixpunkte.

Die Bahnformel liefert:
1
[M/G| = 5;(4-6+4-8416-3+16-6+64-1) = 11.

Es gibt also (bis auf Permutation der Knoten) genau 11 einfache unorientierte
Graphen mit vier Knoten.



