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1. EINLEITUNG

Die Idee der algebraischen Topologie ist, topologische Rdume - etwa Sphéren, Tori, pro-
jektive Raume - besser zu verstehen, indem man ihnen algebraische Daten - etwa Zahlen,
Gruppen, Ringe - zuordnet, denn oft sind diese algebraischen Daten leichter handhabbar.
Man verwendet diese Idee, um topologische Rdume zu unterscheiden; bisweilen gelingt sogar
die Klassifikation einer gewissen Klasse topologischer Raume.

Zur Motivation nennen wir einige Resultate der Topologie. Dabei gehen wir davon aus,
dass der Leser mit der Stetigkeit von Funktionen in mehreren reellen Variablen vertraut ist.
Wir erinnern an die n-dimensionale Kugelschale oder n-Sphére

(1)

§" = {w € R™! | flaf| = y/at +- - +a2,, = 1},

Fir n > 0 gibt es keine stetige injektive Abbildung S” — R™. Der Fall n = 2
wird in der Vorlesung behandelt und ist anschaulich klar: Das Plattdriicken eines
Gummiballs in die Ebene ist nie injektiv. Stetigkeit bedeutet, dass man den Ball
nicht zerreiflen darf - Verbeulen und Dehnen ist aber erlaubt. Genauer werden wir
zeigen, dass es fiir jede stetige Abbildung f: S? — R? einen Punkt z € S? mit
f(z) = f(—=x) gibt; diese Aussage ist eine Version des Satzes von Borsuk-Ulam.
Eine anschauliche Konsequenz ist, dass es stets Antipodenpunkte (also zwei einander
direkt gegeniiberliegende Punkte) auf der Erdoberfliche gibt, an denen Temperatur
und Luftdruck {ibereinstimmen.

,Ein (rundum bestachelter) Igel 148t sich nicht ohne Wirbel kimmen*, Satz vom Igel,
hairy ball theorem: Es gibt keine stetige Abbildung v: S? — S?, fiir die v(x) fiir alle
x € S? senkrecht auf z steht. Frisiertechnisch interpretiert man v(x) als die Richtung
des Stachels am Punkt z auf der 2-dimensionalen Igeloberfliche. Mathematisch be-
deutet dieses Ergebnis, dass es auf der S? kein (Tangential-)Vektorfeld ohne Nullstelle
gibt, denn jedes solche Vektorfeld lieBe sich normieren.

Sei D" := {x € R™ | ||z|| < 1} die n-dimensionale (abgeschlossene) Vollkugel. Dann
hat jede stetige Abbildung f: D™ — D™ der Vollkugel in sich selbst einen Fixpunkt,
es gibt also einen Punkt x € D" mit f(x) = x (Brouwerscher Fixpunktsatz). Der Fall
n = 2 wird in der Vorlesung behandelt. Eine Anwendung des Brouwerschen Fixpunkt-
satzes ist der Satz von Perron-Frobenius. Dieser wird im PageRank-Algorithmus ver-
wendet, der der Gewichtung von Internetseiten dient.

Wir sagen, dass zwei Teilmengen A C R™, B C R” homdomorph sind, wenn es eine
bijektive stetige Abbildung f: A — B gibt, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.
Beispielsweise ist die n-dimensionale Vollkugel D™ hom6éomorph zum Einheitswiirfel [0, 1]™;
die Oberfliche einer Tasse ist homéomorph zur Oberfliche eines Rettungsrings (oder zur
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Oberfldche eines Donuts, oder zu einem Torus, also der Oberfliche eines Volltorus). Der
Homdoomorphiebegriff hat in der Topologie dieselbe zentrale Bedeutung wie der Begriff der
invertierbaren linearen Abbildung in der Linearen Algebra. Stellen wir uns die Teilmengen A
und B aus Knetgummi vor, so sind A und B homdéomorph, wenn es moglich ist, A und B
durch Dehnen und Verbeulen, aber ohne Zerreiflen oder Verkleben, ineinander zu deformie-
ren.! Scherzhaft wird Topologie deswegen Gummigeometrie genannt. Wir setzen die obige
Liste fort.

(4) Invarianz der Dimension: Sind R™ und R™ homdomorph, so gilt m = n.?
(5) Der Torus S' x S! ist nicht homdomorph zu S2. Dies ist leicht mit Hilfe der Funda-
mentalgruppe zu zeigen.

Allgemein interessiert sich die Topologie fiir die Klassifikation gewisser topologischer Réume
bis auf Homoéomorphie, etwa fiir die Klassifikation zusammenhéangender kompakter Flachen;
Beispiele solcher Flichen sind S? und S* xS!, aber etwa auch die nicht orientierbare Kleinsche
Flasche.

1.1. Inhalt der Vorlesung. Mengentheoretische Topologie, Fundamentalgruppe, Uberla-
gerungstheorie, unterwegs etwas Kategorientheorie.

1.2. Zur verwendeten Literatur. Die Vorlesung basiert hauptséchlich auf Skripten von
Wolfgang Soergel, die man leicht im Internet findet, und auf | I, [ ].

1.3. Danksagung. Fiir Anregungen, Hinweise und Korrekturen danke ich Gregor Fliichter,
Robin Denart, Markus Kiirten, Carsten Hecht, Joao Poppel, Max Westerwelle, Daniel Kahl.

1.4. Konventionen und grundlegende Definitionen.

1.4.1. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist N = {0,1,2,...}. Die Symbole Z, Q, R, C
bezeichnen die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen.

1.4.2. Die Notation S C T bedeutet, dass S eine Teilmenge von T ist. Die Notation S C T’
bedeutet, dass S eine echte Teilmenge von T ist. Sind S und 7' Teilmengen einer gegebenen
Menge, so schreiben wir S\ T" fiir die Menge aller Elemente von S, die nicht in T liegen. Ist
x ein Punkt der umgebenden Menge, so schreiben wir S\ x statt S\ {«}. Schreiben wir eine
Vereinigung S UT als S UT, so deutet dies an, dass die beiden Mengen S und 7' disjunkt
sind.

1.4.3. Ist eine Abbildung S — T von Mengen injektiv bzw. surjektiv bzw. bijektiv, so deuten
wir dies durch die Notation S < T bzw. S — T bzw. S = T an.

1.4.4. Die Notation P(M) = {A C M} bezeichnet die Potenzmenge einer Menge M, also
die Menge all ihrer Teilmengen.

IDiese Aussage dient der Anschauung und ist mathematisch offensichtlich nicht besonders prézise.
2Aus der linearen Algebra ist bekannt: Gibt es eine invertierbare R-lineare Abbildung R™ = R™, so gilt
m=n.
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2. MENGENTHEORETISCHE TOPOLOGIE

Wir fiithren einige wichtige Begriffsbildungen aus der mengentheoretischen Topologie ein,
die jeder Mathematiker kennen sollte. Unsere Auswahl ist durch das eigentliche Thema der
Vorlesung, die algebraische Topologie, beeinflufit. Wer sich fiir weiterfithrende Themen aus
der mengentheoretischen Topologie interessiert, sei auf die Literatur verwiesen, etwa auf die
aktuelle Auflage von | ] oder auf [?].

2.1. Metrische Raume.

2.1.1. Der in diesem Abschnitt diskutierte Begriff eines metrischen Raums ist vermutlich
aus den Grundvorlesungen bekannt. Er motiviert die Definition eines topologischen Raums
im néchsten Kapitel.

Definition 2.1.2. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d: X x X — R
mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir alle z,y € X gelten:
o d(z,y) >0,
e d(z,y) =0 genau dann, wenn z = y,
o d(z,y) = d(y, ).
(b) Fiir alle x,y, z € X gilt die Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Man nennt d(z,y) die Distanz oder den Abstand der Punkte x und y. Ein metrischer
Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X und einer Metrik d auf X. Sprechen
wir schlicht von einem metrischen Raum X, so ist die Metrik implizit mitverstanden.

Beispiele 2.1.3. (a) Sei X eine beliebige Menge. Dann definiert

d(z,y) = 0 falls z =y,
T falls © # v,

fiir x,y € X, eine Metrik auf X, genannt diskrete Metrik.

(b) Sei n € N. Auf R" definiert d(z,y) := />, (v; — y;)? eine Metrik. Diese Metrik
heiflit euklidische Metrik und R" mit dieser Metrik heifft n-dimensionaler eukli-
discher Raum. Speziell wird R = R! ein metrischer Raum.

(c) (Verallgemeinerung des vorigen Beispiels) Sei (V, || - ||) ein normierter reeller (bzw.
komplexer) Vektorraum (d. h. ||v]| > 0 fiir alle v € V' mit Gleichheit genau dann, wenn
v="0; ||| = |A|||v]| fur alle v € V und A € R (bzw. A € C); ||v +w|| < ||v]| + ||w]]
fiir alle v,w € V). Dann definiert

d(v,w) = [lv — wl|
eine Metrik auf V.

2.1.4. (Induzierte Metrik) Ist (X, d) ein metrischer Raum und F C X eine Teilmenge, so
ist £/ zusammen mit der Einschrinkung d|gxp: £ X E — R ein metrischer Raum.
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Aufgabe 2.1.5. Seien (Xi,d;) und (Xs,ds) metrische Rdume. Dann definieren

d(z,y) == di(x1, 1) + do(x2, y2) (Taxi- oder Manhattan-Metrik),
d'(z,y) == v/ (di(z1,11))2 + (do(72, y2) )%,
d"(v,y) = max(di(v1,91), da (22, y2)) (Maximum-Metrik),

fir z,y € X; x Xy, drei Metriken auf X; x X5.%

Definition 2.1.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Gegeben x € X und eine relle Zahl r > 0 heif3t

B.(z) :={y € X |d(y,r) <1}

offener Ball mit Mittelpunkt x und Radius r. Manchmal sagt man offene
Kugel statt offener Ball.

(b) Eine Teilmenge U C X heifit offen, falls® fiir alle u € U ein r > 0 mit B,(u) C U
existiert.

(c) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement X \ A offen ist.

Lemma 2.1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Jeder offene Ball B,.(x) ist eine offene
Teilmenge von X. Hier sind x € X und r > 0 beliebig. Die Terminologie offener Ball ist
somit gerechtfertigt.

Beweis. Sei u € B,(z). Setze a := r — d(x,u) > 0. Dann gilt B,(u) C B,(X) nach der
Dreiecksungleichung. 0

Aufgabe 2.1.8. Sei X ein metrischer Raum, seien z € X und r > 0. Dann ist D,(r) :=
{y € X | d(y,z) < r} abgeschlossen in X. Man nennt D,(r) den abgeschlossenen Ball
mit Mittelpunkt x und Radius r.

Satz 2.1.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gelten:

(a) & und X sind offene Teilmengen von X .
(b) Jede (beliebige) Vereinigung offener Teilmengen von X ist offen.
(c) Jeder endliche Durchschnitt offener Teilmengen von X ist offen.

Beweis. Es ist klar, dass @ und X offen in X sind.

Sei (U;)ier eine Familie offener Teilmengen von X. Sei x € (J,; U;. Dann gibt es ein j € [
mit x € U;. Da Uj offen ist, gibt es ein 7 > 0 mit B,(x) C U; und somit B,.(x) C U; C |J;¢; Ui
Also ist (J;c; U; offen in X.

Seien Uy, ..., U, offene Teilmengen von X. Sei x € (;_; U;. Dann gibt es fiir jedes i =
1,...,nein r;, > 0 mit B,,(z) C U;. Setze r := min(ry,...,r,) > 0. Dann gilt B,.(z) C
N By, (x) C N, Ui. Also ist (;_, U; offen in X. O

Aufgabe 2.1.10. Betrachte R mit der euklidischen Metrik. Welche der Teilmengen [0, 1],
[0,1), (0,1], (0,1) sind offen bzw. abgeschlossen?

3Man kann dies leicht auf das Produkt endlich vieler metrischer Réume verallgemeinern.
Wir folgen der iiblichen Konvention, in Definitionen falls oder wenn im Sinne von genau dann, wenn zu
verwenden.
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2.2. Stetige Abbildungen.

Definition 2.2.1. Seien (X, d) und (Y, d') metrische Raume.

(a) Sei z € X. Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig in z, falls es zu jedem € > 0 ein
d > 0 gibt, so dass fiir alle 2’ € X aus d(a',z) < § bereits d'(f(2'), f(z)) < € gilt
(oder kurz: so dass f(Bs(x)) C B:(f(x)) gilt).

(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig, falls sie in allen Punkten x € X stetig ist.

Satz 2.2.2. Fir eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Riumen sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) Urbilder offener Mengen sind offen: fir alle offenen Teilmengen V wvon Y st ihr
Urbild f=Y(V') offen in X ;

(¢) Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Ubungsaufgabe 2.2.4. OJ

Aufgabe 2.2.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir fixiertes € X ist die Abbildung
f: X =R, y—d(y,x), stetig.

Aufgabe 2.2.4. Beweise Satz 2.2.2.

Aufgabe 2.2.5. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Betrachte die
beiden Aussagen

(a) f ist stetig.
(b) Bilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen: Fiir alle abgeschlossenen Teilmen-
gen A C X ist f(A) abgeschlossen in Y.

Gilt die Implikation (a) = (b)? Gilt die Implikation (b) = (a)?
Aufgabe 2.2.6 (Hausdorff-Metrik). Sei X ein metrischer Raum.
(a) Der Abstand eines Punktes z € X von einer nichtleeren Teilmenge A C X ist durch
plz, A) = inf d(z, a)
definiert. Die Abbildung p := p(—, A): X — Ry ist stetig.
Eine Teilmenge A C X heifit beschrdinkt, falls sup, ,c 4 d(7,y) < oo gilt.

(b) Sei B(X) die Menge aller beschrénkten, abgeschlossenen, nichtleeren Teilmengen von
X. Der Hausdorff-Abstand zweier Elemente A, B € B(X) ist durch

dy (A, B) := max { sup p(a, B),sup p(b, A)}

acA beB

definiert. Dann ist (B(X), dy) ein metrischer Raum.

(Bonus) Fiir A C X und ¢ > 0 definiere die e-Umgebung von A durch

A, :={x € X |es gibt a € A mit d(a,z) < }.
Fiir alle A, B € B(X) gilt dann
dy(A,B) =u(A,B) :==inf{e >0 | AC B. und B C A.}.
6



2.3. Topologische Riume.

Definition 2.3.1. Sei X eine Menge und sei 7 eine System” von Teilmengen von X (mit an-
deren Worten ist 7 also eine Teilmenge der Potenzmenge P(X) von X, in Formeln 7 C P(X)
oder dquivalent 7 € P(P(X))). Dann heiBt 7 eine Topologie auf X, falls die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

(a) “Es gelten @ € T und X € T.
(b) T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen: Gegeben beliebige Elemente U; €
T, fiir ¢ € I, wobei I eine beliebige Indexmenge ist, gilt (J,.; U; € T.
(c) T ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten: Gegeben endlich viele Elemente
Up,...,U,eT, firneN, git UyNn---NU, €T.
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7), wobei X eine Menge und 7 eine Topologie
auf X sind.
Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir nenne eine Teilmenge von X offen, wenn sie ein
Elemente von 7 ist. Statt U € T schreiben wir meist

Uc X.

Eine Teilmenge A von X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen in X ist. Unsere abkiirzende
Schreibweise dafiir ist A@ X. Die Notationen @ und @ sind sehr praktisch, aber in der
Literatur uniiblich.

Beispiel 2.3.2. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bilden die im Sinne von Definition 2.1.6
offenen Teilmengen von X nach Satz 2.1.9 eine Topologie auf X, genannt metrische Topo-
logie. Man nennt zwei Metriken auf X topologisch dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie
auf X definieren.

Aufgabe 2.3.3. Die drei Metriken aus Aufgabe 2.1.5 liefern dieselbe Topologie auf X; x X,
sind also topologisch dquivalent.

Beispiel 2.3.4. Die von der euklidischen Metrik auf R"” induzierte metrische Topologie wird
auch als Standardtopologie auf R" bezeichnet.

Beispiele 2.3.5. (a) Ist X eine Menge, so ist T = P(X) eine Topologie auf X, genannt

diskrete Topologie.

(b) Ist X eine Menge, so ist T = {&, X'} eine Topologie auf X, genannt Klumpentopo-
logie oder indiskrete Topologie.

(c) Sei X = R und bestehe T aus beliebigen Vereinigungen (offener) Intervalle (a, b), fiir
a,b € R. Dann ist T die Standardtopologie auf R, siehe Beispiel 2.3.4.

(d) Sei X = R und bestehe 7 aus beliebigen Vereinigungen (offener) Intervalle (—oo, a),
fiir a € R. Dann ist 7 eine Topologie auf R.

(e) Sei X eine beliebige Menge. Es bestehe 7 aus @ und der Menge aller Komplemente
endlicher Teilmengen von X. Dann ist 7 eine Topologie auf X, genannt koendliche
Topologie oder kofinite Topologie.

SWir verwenden den Begriff System schlicht als Synonym fiir Menge, denn System von Teilmengen klingt
etwas fiissiger als Menge von Teilmengen.
5Diese Forderung kann weggelassen werden, da sie aus den beiden folgenden Forderungen folgt (nimm
I = @, also die Vereinigung iiber gar keine Menge, und n = 0, also den Schnitt iiber gar keine Menge).
7



Definition 2.3.6. Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Die indu-
zierte Topologie (oder Spurtopologie oder Teilmengentopologie) auf Y ist durch die
Vorschrift

UcY 1« dJVecX:U=VnNY

definiert. Man priift leicht, dass dies eine Topologie auf Y definiert.

2.3.7 (Transitivitdt der Spurtopologie). Sei X ein topologischer Raum. Seien Z C Y C X
Teilmengen. Die von X auf Y induzierte Topologie induziert eine Topologie auf Z. Diese
stimmt mit der von X auf Z induzierten Topologie iiberein.

2.3.8. Ab jetzt wird jede Teilmenge Y eines topologischen Raumes X stillschweigend als
topologischer Raum mit der induzierten Topologie betrachtet.”

Beispiel 2.3.9. Versicht man R"*! mit der Standardtopologie, so wird die n-Sphire S" :=
{z € R"™ | ||z|| = 1} ein topologischer Raum.

Warnung 2.3.10. Sei X = R mit der Standardtopologie und Y = [0,2]. Dann ist (1,2] eine
offene Teilmenge von Y, sie ist aber nicht offen in X.

Wenn man eine Menge offen nennt, sollte man also immer dazusagen, welchen umgebenden
topologischen Raum man betrachtet. Man sollte also E ist offen in X oder EFG X schreiben.
Nur wenn aus dem Kontext eindeutig klar ist, welchen umgebenden Raum man betrachtet,
darf man von dieser Regel abweichen.

Fiir X = R mit der Standardtopologie gelten also etwa (1, 3]@ [0, 3] und (1,2)@ [0, 3) und
(1,2)@ R, jedoch ist (1, 3] nicht offen in R. Es gilt Q@ Q, aber Q ist nicht offen in R.

Ist Y eine Teilmenge eines topologischen Raums X, so gilt stets Y@ Y.

Analog ist der Begriff abgeschlossen immer in Bezug auf einen umgebenden topologischen
Raum zu verwenden.

Ende der 1. Vorlesung am 10.04.2019.

2.3.11. Sei UG X eine offene Teilmenge eines topologischen Raums. Fiir eine beliebige Teil-
menge V' C U gilt dann Ve U & V@ X. Die Implikation < ist trivial. Umgekehrt bedeutet
Ve U, dass es eine offene Menge W@ X mit V. = W N U gibt, was als Schnitt offener
Teilmengen von X offen in X ist.

Aufgabe 2.3.12. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von X ist abgeschlossen unter beliebigen
Durchschnitten und endlichen Vereinigungen.

(b) Sei Y eine Teilmenge von X. Dann ist A C Y genau dann abgeschlossen in Y, wenn
es eine abgeschlossene Teilmenge B C X mit A= BNY gibt.

(c) Sei A@ X. Fiir eine beliebige Teilmenge B C A gilt dann B@ A < Ba X.

Aufgabe 2.3.13. Sei X eine Menge und F eine Menge reellwertiger Funktionen f: X —
R, die unter Multiplikation abgeschlossen ist und die Einsfunktion enthélt. Gegeben eine
Teilmenge £ C F setze

V(E):={re X |g(x)=0 fir alle g € £}.
7 Manchmal sagt man kurz, dass Y ein Unterraum von X ist. Diese Sprechweise kann jedoch zu Unklar-

heiten fithren: Im Fall X = R" ist mit einem Unterraum oft ein Untervektorraum gemeint.
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Dann gibt es genau eine Topologie auf X, deren abgeschlossene Mengen genau die Mengen
der Form V(&) sind.

Bemerkung: Statt reellwertiger Funktionen kann man genausogut komplexwertige Funk-
tionen betrachten (oder Funktionen mit Werten in einem beliebigen Integrititsring). Gilt
X = C" und ist F die Menge aller polynomialen komplexwertigen Funktionen auf C", so
heifit diese Topologie Zariski-Topologie auf C".

2.4. Stetigkeit.

Definition 2.4.1. Eine Abbildung f: X — Y topologischer Réume heifit stetig, wenn fiir
alle offenen Teilmengen V von Y das Urbild f~'(V) eine offene Teilmenge von X ist. In
Worten bedeutet dies, dass alle Urbilder unter f von in Y offenen Mengen offen in X sind.
Man sagt meist kurz ,, Urbilder offener Mengen sind offen*.

Beispiele 2.4.2. Jede konstante Abbildung zwischen topologischen Raumen ist stetig (dabei
heifit f: X — Y konstant, falls f(X) einelementig oder leer ist). Die Identitit idyx: X — X
jedes topologischen Raums X ist stetig. Jede Abbildung in einen Raum mit der Klum-
pentopologie ist stetig. Jede Abbildung von einem Raum mit der diskreten Topologie ist
stetig.

Beispiel 2.4.3. Ist X ein topologischer Raum und Z C X eine Teilmenge, so ist die Inklusion
Z — X stetig. Hier tragt Z die induzierte Topologie.

2.4.4. Eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn Urbilder
abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind, denn es gilt f~1(Y'\T) = X\ f~1(T) fiir beliebige
Teilmengen T'C Y.

2.4.5 (Vergleich mit ,metrischer Stetigkeit“). Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen me-
trischen Rdumen. Dann ist f genau dann ,metrisch stetig®, also stetig im Sinne der Defini-
tion 2.2.1, wenn f ,topologisch stetig“ ist, also stetig im Sinne der Definition 2.4.1, wobei X
und Y mit der metrischen Topologie versehen sind. Dies ist klar nach Satz 2.2.2.

2.4.6. Sprechen wir im folgenden von einer stetigen Abbildung f: X — Y, so setzt dies
implizit voraus, dass X und Y topologische Rdume sind.

Satz 2.4.7. Die Verkniipfung stetiger Abbildungen ist stetig: Sind f: X — Y undg: Y — Z
stetige Abbildungen, so ist g o f ebenfalls stetig.

Beweis. Sei Ug Z. Es folgt g '(U)@ Y. Es folgt (go f)"'(U) = f~ (g ' (U))e X. Also ist
g o f stetig. U

2.4.8. Dieser Beweis ist kiirzer als der entsprechende Beweis fiir Abbildungen zwischen metri-
schen Rdumen, wenn man dort mit der e-9-Stetigkeit an beliebigen Punkten z € X arbeitet.

Lemma 2.4.9 (Universelle Eigenschaft der induzierten Topologie). Sei Y eine mit der indu-
zierten Topologie versehene Teilmenge eines topologischen Raums X und seii:Y — X die
Inklusion. Sei T ein beliebiger topologischer Raum und f: T — Y eine beliebige Abbildung
(von Mengen). Dann ist f: T — Y genau dann stetig, wenn io f: T — X stetig ist.
Insbesondere gilt: Ist g: T — X eine stetige Abbildung mit g(T') C Y, so ist die induzierte

Abbildung T — Y stetig.
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Beweis. Sei f stetig. Dann ist i o f als Verkniipfung stetiger Abbildung stetig (Satz 2.4.7),
denn i ist stetig (siehe 2.4.3).

Sei i o f stetig. Sei U@ Y. Nach Definition gibt es W@ X mit U = W NY =i }(W). Es
folgt f~H(U) = f1@ ' (W)) = (io f)"{ (W)@ T. Also ist f stetig. O

Beispiel 2.4.10. Ist f: X — Y stetig, so ist auch f: X — f(X) stetig.

2.4.11. Die in Lemma 2.4.9 beschriebene Eigenschaft der Spurtopologie charakterisiert diese
Topologie eindeutig. Der Beweis wird spéter allgemeiner gegeben, siehe Satz 2.8.20 und
Beispiel 2.8.19.

Definition 2.4.12. Sei X ein topologischer Raum. Ein System U« C P(X) von Teilmengen
von X heiBt Uberdeckung von X, wenn X = Uvey U gilt. Eine Uberdeckung U heiBt
offen, wenn alle U € U offene Teilmengen Uc X sind. Analog ist eine abgeschlossene
Uberdeckung definiert. Man nennt eine Uberdeckung U endlich, wenn sie aus endlich vielen
Teilmengen besteht, in Formeln |[U| < 00.”

Oft wird auch eine Familie (U;);e; von (offenen/abgeschlossenen) Teilmengen von X (offe-
ne/abgeschlossene) Uberdeckung genannt, wenn X = U,e; Ui gilt. Man schreibt eine solche
Uberdeckung manchmal salopp X = U, Ui- Endlichkeit einer solchen Uberdeckung bezieht
sich dann meist auf I statt auf {U; | i € I}.

Proposition 2.4.13. Seien X undY topologische Riume und sei f: X — Y eine Abbildung
von Mengen.
(a) (Stetigkeit ist ,lokal in der Quelle = im Definitionsbereich“) Sei U eine offene Uber-
deckung von X. Dann ist [ genau dann stetig, wenn alle Abbildungen fly: U — Y
stetig sind, fir U € U.
(b) Sei X = AU ---U A, eine endliche abgeschlossene Uberdeckung von X. Dann ist f
genau dann stetig, wenn alle f|a,: Ai = Y stetig sind.

Beweis. (a) Ist f stetig, so ist jedes f|y: U — X oy als Verkniipfung stetiger Abbildungen
stetig.
Seien umgekehrt alle f|y stetig. Sei V@Y. Dann gilt

oy =rrmnx=rvmnlJu=Jur ' v)nu) = A5 (v).
Ueu Ueu Ueu
Nach Annahme gelten f|;'(V)e Uc X fiir alle U € U. Nach 2.3.11 folgt f|,;'(V)c X fiir
alle U € U. Somit ist f~1(V) als Vereinigung offener Mengen offen in X. Also ist f stetig.

(b) Ist f stetig, so ist jedes f|a,: Ai = X Iy als Verkniipfung stetiger Abbildungen
stetig.
Seien umgekehrt alle f|4, stetig. Sei B@ Y abgeschlossen. Nach 2.4.4 ist f~!(B)@ X zu

zeigen. Analog wie oben gilt

=Y

=1

1 (B).

8Der aufmerksame Leser wird bemerken, dass das Adjektiv offen sich auf die Elemente von U, das Adjektiv
endlich sich aber auf U selbst bezieht (es wird nicht gefordert, dass die Elemente von U endliche Mengen
sind).
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Nach Annahme gelten f|;'(B)@ A;@ X fiir alle i = 1,...,n. Nach Aufgabe 2.3.12 folgt

flal(B)a X fiir alle i = 1,...,n, und f~(B) ist als endliche Vereinigung abgeschlossener
Mengen abgeschlossen in X. Also ist [ stetig. 0

Definition 2.4.14. Eine stetige Abbildung f: X — Y heiit Hom6omorphismus, falls es
eine stetige Abbildung ¢g: Y — X mit go f = idx und f o g = idy gibt.” Zwei topologische
Rdume X und Y heiflen hom&omorph, notiert X = Y, wenn es einen Homéomorphismus
zwischen ihnen gibt.

2.4.15. Fiir eine stetige Abbildung f: X — Y sind dquivalent:

e f ist ein HomGomorphismus;

e f ist bijektiv ist und ihre inverse Abbildung f~': Y — X ist stetig;

e f ist bijektiv und und bildet offene Teilmengen auf offene Teilmengen ab, ist also
offen im Sinne der spéteren Definition 2.7.9.

e f ist bijektiv und und bildet abgeschlossene Teilmengen auf abgeschlossene Teilmen-
gen ab, ist also abgeschlossen im Sinne der spéteren Definition 2.7.9.

Warnung 2.4.16. Es gibt viele bijektive stetige Abbildungen, die keine Hom&omorphismen
sind. Seien beispielsweise D bzw. K diskrete Topologie bzw. Klumpentopologie auf einer
Menge X. Dann ist idx: (X,D) — (X, K) bijektiv und stetig, aber im Fall |X| > 2 kein
Homo6omorphismus.

Aufgabe 2.4.17. Bestimmen Sie alle Topologien auf der zweipunktigen Menge {a,b} und
auf der dreipunktigen Menge {a, b, c}. Welche dieser Topologien kommen von einer Metrik?
Klassifiziere alle topologischen Rdume mit drei Punkten bis auf Homdomorphie.
Die Kenntnis dieser einfachen topologischen Rdume ist manchmal hilfreich, um Gegenbei-
spiele zu konstruieren.

Aufgabe 2.4.18 (Verallgemeinerung von Proposition 2.4.13.(b)). Sei A eine abgeschlossene
Uberdeckung eines topologischen Raums X, die in dem Sinne lokal-endlich ist, dass jeder
Punkt von X eine Umgebung hat, die nur endlich viele Elemente von A trifft.'” Seien Y ein
topologischer Raum und sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen. Dann ist f genau dann
stetig, wenn f|4 fiir alle A € A stetig ist.

Hinweis: Dies ist ein Korollar aus Proposition 2.4.13.

2.5. Inneres, Abschluss, Umgebung.

Definition 2.5.1. Sei X ein topologischer Raum und M eine Teilmenge.
(a) Die Menge
M° = int(M) := intx (M) := U v
UG X mit U C M
heifit das Innere von M (beziiglich X)) (manchmal auch der offene Kern), englisch

interior. Offensichtlich ist M die gréfite offene Teilmenge von X, die in M enthalten
ist.

90ffensichtlich ist dann auch g ein Homéomorphismus.
1O\ an sagt manchmal, dass sich zwei Mengen treffen, wenn ihr Schnitt nicht leer ist.
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(b) Die Menge
M = cl(M) = clx (M) := N A
AA X mit M C A

heifit der Abschluss von M (beziiglich X), englisch closure. Offensichtlich ist M die
kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M enthélt.
(c) Der Rand von M (beziiglich X) ist durch

OM := OxM := M — M°
definiert. Er ist abgeschlossen in X.

2.5.2. Im Allgemeinen gibt es weder eine grofite abgeschlossene Teilmenge von X, die in M
enthalten ist, noch eine kleinste offene Teilmenge von X, die M enthélt.

2.5.3. Es gilt stets (M°)° = M° C M C M :_ﬁ. Aus M C N folgen M° C N° und
M C N. Fiir Uc X gilt U° = U. Fiir A& X gilt A = A. Insbesondere gelten ° = g = @
und X° =X = X.

Beispiel 2.5.4. Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt stets B,(x) C D,(z) (siehe Aufga-
be 2.1.8). Im Fall beliebiger metrischer Rdume ist dies eine echte Inklusion, im Fall X = R"”
mit der metrischen Topologie aber eine Gleichheit.

Beispiel 2.5.5. Sei M C R? eine Teilmenge mit B,(0) C M C D;(0). Dann gelten M° =
B1(0) und M = D;(0) und M = S'.

Lemma 2.5.6. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Ist M C X eine Teilmenge, so gelten (Abschluss des Komplements ist Komplement
des Inneren, Inneres des Komplements ist Komplement des Abschlusses)

X\M=X\M°, (X\ M) =X\ M.
(b) Sind M, N Teilmengen von X, so gelten

MUN =MUN, (MNN)° = M°nN°.
Beweis. Es gilt
X\ M= N A= N X\U=X\ U U=X\M-.

AA X mit X\ M C A UG X mit U C M Uc X mit UC M

Dies zeigt die erste Gleichheit. Ersetzt man darin M durch X \ M, so ergibt sich M =
X\ (X \ M)° und daraus durch Komplementbildung die zweite Gleichheit.

Da M U N eine abgeschlossene Teilmenge von X ist, die M U N enthélt, folgt M UN C
MUN. Aus M C M UN folgt sicherlich M € M U N, und analog erhélt man N ¢ M U N.
Dies zeigt M UN C M U N. Analog zeigt man die andere Gleichheit. U

Aufgabe 2.5.7. Es gelten die Inklusionen M "N ¢ M NN, |JM; C |JM; und M°UN° C
(M UN)°, (NM;)° € (\M7. Die umgekehrten Inklusionen gelten im Allgemeinen nicht.

Finde Gegenbeispiele.
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Aufgabe 2.5.8. Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Wendet man auf
M sukzessive die Operationen ,Inneres® und , Abschluss® an, so erhélt man maximal 7

verschiedene Teilmengen, ndmlich M, M .M, M, ﬁ, ﬁ, M, denn es gelten M = M und M =
M. Das Hasse-Diagramm zwischen diesen sieben Mengen sieht wie folgt aus, wobei jeder
Pfeil — eine Inklusion C andeutet.

M

M
M—M M—M

Man finde eine Teilmenge M C R, so dass diese sieben Mengen verschieden sind und es keine
weiteren Inklusionen gibt aufler denjenigen, die aus dem Hasse-Diagramm folgen.

Ein dhnliches Problem ist Kuratowskis Abschluss-Komplement-Problem, siehe Kuratow-
ski’s closure-complement problem in der englischen Wikipedia.

Aufgabe 2.5.9. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen ist genau dann

stetig, wenn fiir alle Teilmengen M C X gilt f(M) C f(M).

Aufgabe 2.5.10. Sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raums X . Fiir eine Teilmenge
M C Y bezeichne M := cly (M) ihren Abschluss in Y und M= x (M) ihren Abschluss
in X. Esgilt M =M" NY.

Definition 2.5.11. Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Ein Punkt z € X
heiflt

e innerer Punkt von M, falls x € M°,
e Beriihrungspunkt von M, falls x € M,
e Randpunkt von M, falls z € OM.

Definition 2.5.12. Sei M eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Eine Teilmenge
U C X heifit Umgebung von M, falls es eine offene Menge V@ X mit M C V C U gibt.
Im Fall einer einpunktigen Menge M = {2} nennt man eine Umgebung von M Umgebung
von .

2.5.13. Jede Umgebung 148t sich zu einer offenen Umgebung verkleinern.
Lemma 2.5.14. Seien X ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge und v € X ein

Punkt. Dann gelten:

(a) x € M°® & M ist Umgebung von ,
(b) x € M < jede Umgebung von x trifft M,
(c) x € OM < jede Umgebung von x trifft sowohl M als auch X \ M.

Beweis. (a) Klar nach Definition von M°.
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(b) Nach Lemma 2.5.6 gilt
rdMe e (X\M)?°

Y x \ M ist Umgebung von x
< es gibt eine Umgebung von z, die M nicht trifft.

(¢) Nach Lemma 2.5.6 gilt OM = M\ M° = M N (X \ M°) = M N X \ M. Nun verwende
(b). O

Definition 2.5.15. Ein topologischer Raum heifit Hausdorff (oder separiert), wenn je
zwei verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen.

2.5.16. Jeder Unterraum eines Hausdorffraums ist Hausdorff. Jeder metrische Raum ist
Hausdorff.

Aufgabe 2.5.17. Ube Kritik an dem folgenden Beweis von | JT; C |JT; (vgl. Aufgabe 2.5.7):
Aus z € |JT; folgt, dass jede Umgebung U von x die Menge | J7; trifft. Also trifft U eines
der T;, d.h. z ist im Abschluss von T;. Es folgt « € |JT;.

Aufgabe 2.5.18. Fiir eine Teilmenge U eines topologischen Raums X sind die folgenden
Aussagen édquivalent:

(a) U ist offen in X.

(b) Fiir jedes u € U ist U Umgebung von v in X.

(c) Zu jedem u € U gibt es eine Umgebung V von z (in X) mit V C U.
(d) Zu jedem u € U gibt es eine Umgebung V von z (in X) mit UNVc V.

Aufgabe 2.5.19. Fiir eine Teilmenge 7' eines topologischen Raums X sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(a) Te X.
(b) Es gibt eine offene Uberdeckung ¢ von X mit TNUc U.
(c) Es gibt eine endliche abgeschlossene Uberdeckung (A4;)", von X mit 7' N A;@ A; fiir
alles=1,...,n.
(d) Zu jedem t € T gibt es eine Umgebung U von ¢ (in X) mit TNUc U.

Aufgabe 2.5.20. Fiir eine Teilmenge T eines topologischen Raums X sind die folgenden
Aussagen édquivalent:

(a) T@a X.

(b) Es gibt eine offene Uberdeckung ¢ von X mit TNU@ U.

(c) Es gibt eine endliche abgeschlossene Uberdeckung (A;)?_, von X mit T N A;@& A; fiir

alles=1,...,n.

Das Analogon zur Bedingung (d) in Aufgabe 2.5.19 fehlt hier, denn dieses Analogon ist echt
schwiécher; es taucht als Bedingung (c) in der folgenden Aufgabe 2.5.21 auf.

Aufgabe 2.5.21. Fiir eine Teilmenge T eines topologischen Raums X sind die folgenden
Aussagen édquivalent:
(a) Es gibt Teilmengen UG X und A& X mit T'= U N A.
(b) Esgilt Te T.
(¢) Zu jedem t € T gibt es eine Umgebung U von ¢ (in X) mit TNUG U.
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(d) (wegen 5.2.3 ergénzt:) Fiir alle x € X und alle Umgebungen U von z (in X) gibt es
eine Umgebung V' von z (in X) mit V C U, so dass VNT@& V gilt.

Man nennt 7" lokal abgeschlossen in X, wenn diese Bedingungen erfiillt sind.
2.6. Zusammenhang.

Definition 2.6.1. Sei X ein topologischer Raum und seien a < b reelle Zahlen (meist wird
a < b gelten). Eine stetige Abbildung v: [a,b] — X heiit Weg oder genauer Weg in X
von v(a) nach ~(b). Wir nennen X wegzusammenhingend, wenn X nicht leer ist und
es fiir je zwei Punkte z,y € X einen Weg von x nach y gibt.

Definition 2.6.2. Ein topologischer Raum heiit zusammenhingend, wenn er nicht leer'!
ist und sich nicht als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren offenen Teilmengen schreiben
1a83t.

Beispiele 2.6.3. Die rationalen Zahlen Q sind nicht zusammenhéngend. Die reellen Zahlen
R sind wegzusammenhéngend. Allgemeiner ist R" wegzusammenhéngend. Die n-Spére S"™
ist genau dann wegzusammenhéngend, wenn n > 1 gilt.

2.6.4. Ein topologischer Raum ist zusammenhéngend, wenn er nicht leer ist und sich nicht
als disjunkte Vereinigung von zwei nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen schreiben laft.
Nennen wir eine Teilmenge eines topologischen Raums zusammenhéngend bzw. wegzusam-
menhéngend, so bedeutet dies, dass sie als topologischer Raum mit der induzierten Topologie
zusammenhéingend bzw. wegzusammenhéngend ist.

2.6.5. Sind zwei topologische Raume homéomorph, so ist offensichtlich der eine genau dann
(weg)zusammenhéngend, wenn der andere diese Eigenschaft hat (dies folgt auch aus Pro-
position 2.6.6). Jede Eigenschaft topologischer Rédume, in deren Definition nur topologische
Begriffe auftauchen, ist in diesem Sinne unter Homéomorphie invariant (z. B. kompakt, Haus-
dorff, zusammenziehbar, ...).

Proposition 2.6.6. Bilder wegzusammenhingender (bzw. zusammenhdingender) Mengen
unter stetigen Abbildungen sind wegzusammenhingend (bzw. zusammenhdngend).

Beweis. Sei f: X — Y stetig. Ist T' C X wegzusammenhéngend bzw. zusammenhéngend, so
ist zu zeigen, dass f(T') dieselbe Eigenschaft hat. Indem wir f: X — Y durch die induzierte
stetige Abbildung T — f(7T) ersetzen, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass
T = X gilt und dass f surjektiv ist (Satz 2.4.7, Lemma 2.4.9).

Sei X wegzusammenhéngend. Seien y;,ys € Y. Da f surjektiv ist, gibt es x1, x5 € X mit
f(z1) = y1 und f(x9) = yo. Sei v: [a,b] — X ein Weg von x; nach xs. Dann ist f o ein
(stetiger) Weg von y; nach yo. Also ist Y wegzusammenhéngend.

Sei nun X als zusammenhéngend vorausgesetzt. Wegen X # & folgt Y = f(X) # @. Ist
Y nicht zusammenhéngend, so gilt Y = U UV fiir disjunkte, offene, nichtleere Teilmengen
U, V@Y. Dann ist aber X = f~1(U) U f~1(V) eine disjunkte Zerlegung von X in offene,
nichtleere Teilmengen; dies widerspricht der Annahme, dass X zusammenhéngend ist. [

Proposition 2.6.7. Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

(a) X ist zusammenhdngend.

1 In der Literatur wird die leere Menge oft als zusammenhiingend angesehen.
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(b) Das Bild jeder stetigen Abbildung X — {0,1}, wobei der Zielbereich die diskrete

Topologie trdgt, besteht aus genau einem Element.

Beweis. Sei X nicht zusammenhéngend. Ist X leer, so gibt es genau eine stetige Abbildung
X — {0,1}, und deren Bild ist die leere Menge. Sonst gilt X = U UV fiir zwei disjunkte,
offene, nichtleere Teilmengen U, V@ X. Sei f: X — {0,1} die eindeutige Abbildung mit
f(U) ={0} und f(V) = {1}. Sie ist offensichtlich stetig, und ihr Bild ist zweielementig.

Sei umgekehrt f: X — {0,1} eine stetige Abbildung, deren Bild nicht einelementig ist.
Dann ist ihr Bild entweder die leere Menge und es folgt X = &, oder ihr Bild ist {0, 1}, und
dann ist X = f~1(0)U f~1(1) eine disjunkte Zerlegung in zwei offene, nichtleere Teilmengen.
Also ist X nicht zusammenhéngend. O

Ende der 2. Vorlesung am 11.04.2019.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.2.6, Hausdorff-Metrik
(2) Aufgabe 2.3.13, Zariski-Topologie
(3) Aufgabe 2.5.8, sieben Mengen

(4) Aufgabe 2.5.21, lokal abgeschlossen

Prasenzaufgaben:
(a) Aufgabe 2.4.17, alle Topologien auf zwei- und dreipunktiger Mengen
(b) Aufgabe 2.5.9, Stetigkeit per f(M) C f(M).
(c) Aufgabe 2.5.20, Abgeschlossenheit per Uberdeckung testen

Satz 2.6.8 (Zusammenhingende Teilmengen von R). Fir eine Teilmenge T C R sind
dquivalent:

(a) T ist ein nichtleeres Intervall'?;
(b) T ist zusammenhdingend;

(c) T ist wegzusammenhdngend.

Beweis. (a) = (b): Sei T ein nichtleeres Intervall. Ist 7" nicht zusammenhéngend, so gibt es
nach Proposition 2.6.7 eine stetige surjektive Abbildung f: T — {0,1}. Dann ist aber auch

die Verkniipfung T’ ER {0,1} — R stetig, was dem Zwischenwertsatz widerspricht. Also ist
T zusammenhéangend.

(b) = (a): Sei T' zusammenhéngend. Dann ist 7" nicht leer. Ist 7" kein Intervall, so gibt es
reelle Zahlen s < r <tmits,t € T,r ¢ T. Dannist T = (I'NR.,)U(TNRs,) eine Zerlegung
von T in zwei offene, disjunkte, nichtleere Teilmengen, im Widerspruch zur Annahme. Also
ist T' ein nichtleeres Intervall.

(a) = (c): Jedes nichtleere Intervall ist offensichtlich wegzusammenhéngend.

(¢c) = (a):* Sei T wegzusammenhingend. Dann ist T" nicht leer. Ist T kein Intervall, so
gibt es reelle Zahlen s <r <t mit s,t € T, r € T. Sei v: [a,b] — T ein Weg von s nach .

Nach dem Zwischenwertsatz, angewandt auf die Verkniipfung [a,b] = T < R gibt es eine

P2Eine Teilmenge T" C R heifit genau dann Invervall, wenn fiir je zwei Punkte s,t € T mit s < t jede
reelle Zahl r mit s < r < t ebenfalls in T liegt. Alle Intervalle sind von der Form &, [a,b], (a,b], [a,b), (a,b),
(—00,a), (—00,4], (a,0), [a,00), R, &, fiir reelle Zahlen a < b. Dies ist klar nach Analysis I.

13 Abkiirzung: Nach dem bereits Bewiesenen geniigt es zu zeigen, dass T’ zusammenhéngend ist. Dies folgt
aus Satz 2.6.10, dessen Beweis nur die bereits bewiesene Tatsache verwendet, dass jedes nichtleere Invervall
zusammenhéngend ist.
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reelle Zahl ¢ mit a < ¢ < b (genauer gilt natiirlich a < ¢ < b) und r = y(¢) € T Dieser
Widerspruch zeigt, dass T" ein Intervall ist. 0

2.6.9. Man spricht abkiirzend meist von (weg)zusammenhénden Rédumen statt von (weg)zu-
sammenhéingenden topologischen Rédumen.

Satz 2.6.10. Jeder wegzusammenhdngende Raum ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei X wegzusammenhédngend. Dann ist X nicht leer. Sei X = U UV eine Zerlegung
in zwei disjunkte, offene, nichtleere Teilmengen. Seien v € U und v € V. Sei y: [a,b] — X ein
Weg von u nach v. Dann ist [a, b] = v~ (U) U~y (V) eine Zerlegung in zwei disjunkte, offene,
nichtleere Teilmengen. Eine solche kann es aber nicht geben, denn das nichtleere Intervall
la, b] ist nach Satz 2.6.8 zusammenhéngend. Also ist X zusammenhéngend. O

Beispiel 2.6.11. Die Sinuskurve des Topologen (siehe Aufgabe 2.6.18) ist zusammenhéngend,
aber nicht wegzusammenhéngend.

Definition 2.6.12. Sei X ein topologischer Raum. Auf X definieren wir die Relation W der
,» Wegverbindbarkeit“ durch die Vorschrift, dass Wy genau dann gilt, wenn es einen Weg von
z nach y gibt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf X (fiir die Transitivitit verwende
man, dass das ,,Aneinanderhidngen® von zwei Wegen wieder ein Weg ist, nach Propositi-
on 2.4.13). Die Aquivalenzklassen dieser Relation nennt man Wegzusammenhangskom-
ponenten von X. Gegeben x € X meint man mit der Wegzusammenhangskomponente
von z die Aquivalenzklasse von z.

2.6.13. Offensichtlich ist X die disjunkte Vereinigung seiner Wegzusammenhangskompo-
nenten, die Wegzusammenhangskomponenten sind die maximalen wegzusammenhéngenden
Teilmengen von X, und die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes z € X ist die
grofite wegzusammenhéangende Teilmenge von X, die x enthélt.

Definition 2.6.14. Eine maximale zusammenhéingende Teilmenge eines topologischen Raums
heiffit Zusammenhangskomponente.

Satz 2.6.15. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:

(a) Ist & # A C P(X) eine nichtleere Menge zusammenhdngender Teilmengen von X
mit nichtleerem Schnitt () c 4 A # @, 50 ist | c 4 A zusammenhdngend.

(b) Ist T' eine zusammenhingende Teilmenge von X, so liegt T in einer eindeutigen
Zusammenhangskomponente von X, und diese Zusammenhangskomponente ist die
grofite zusammenhdngende Teilmenge von X, die T umfaft.

(c) Jeder Punkt von X liegt in genau einer Zusammenhangskomponente, der Zusam-
menhangskomponente von x; es ist also X die disjunkte Vereinigung seiner Zu-
sammenhangskomponenten.

(d) Ist T eine zusammenhingende Teilmenge von X, so ist T und genauer jede Teilmenge
S mitT C S CT zusammenhingend. Insbesondere sind alle Zusammenhangskompo-
nenten abgeschlossen.

Beweis. (a) Sei v € ()44 A Da A nichtleer ist, ist  in Y := (J,. 4 A enthalten, es gilt also
Y # @.Sei Y = U UV eine Zerlegung in zwei disjunkte, offene Teilmengen, wobei ohne

Einschrankung z € U gelte.
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Fiir jedes A € Aist A= (UNA)U(VNA) eine Zerlegung in disjunkte, offene Teilmengen.
Weil A zusammenhéngend ist und z € U N A gilt, folgt VN A = @. Da A € A beliebig war,
folgt V = @. Also ist Y zusammenhéngend.

(b) Sei T" C X eine zusammenhéngende Teilmenge. Insbesondere gilt 7' # @. Sei A die
(nichtleere) Menge aller zusammenhéngenden Teilmengen von X, die 7" enthalten. Nach (a)
ist K := (J eq A zusammenhingend und somit die grofite zusammenhéngende Teilmenge
von X, die x enthélt. Ist S eine beliebige zusammenhéngende Teilmenge von X mit K C S,
so folgt T" C S und damit K = S. Somit ist K eine Zusammenhangskomponente. Dies zeigt
die Existenz. Fiir die Eindeutigkeit sei L eine Zusammenhangskomponente von X, die T
enthélt. Dann ist L zusammenhéngend und enthélt 7', so dass L C K folgt. Die Maximalitét
von L liefert L = K.

(c) Gegeben x € X wende man (b) auf die zusammenhéngende Menge {x} an.

(d) Sei T C X zusammenhingend. Wegen @ # T C T ist T nichtleer. Gelte T = B LI
C fiir disjunkte, nichtleere, offene Teilmengen B,C@T. Da T = (BNT) U (C NT) eine
disjunkte Zerlegung in offene Teilmengen ist und da 7' zusammenhéngend ist, muss eine
dieser Teilmengen leer sein. Gelte ohne Einschrinkung CNT = @, also T'= BNT C B.
Aus B& T (als Komplement von C') und T@ X folgt B& X. Wir erhalten T C B und somit
T = B und C = @ im Widerspruch zur Annahme. Also ist 7 zusammenhéngend.

Sei nun S mit T C S C T = clx(T) gegeben. Wenden wir das gerade fiir T C X bewiesene
auf T C S an, so erhalten wir, dass clg(7") zusammenhéngend ist. Nach Aufgabe 2.5.10 gilt
aber clg(T) = SNclx(T)=SNT = S. O

2.6.16. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X die disjunkte Vereinigung seiner Weg-
zusammenhangskomponenten und nach Satz 2.6.15 auch die disjunkte Vereinigung seiner
Zusammenhangskomponenten. Jede Wegzusammenhangskomponente ist zusammenhéngend
(Satz 2.6.10) und somit in genau einer Zusammenhangskomponente enthalten (nach Teil (b)
von Satz 2.6.15). Also ist jede Zusammenhangskomponente die disjunkte Vereinigung der in
ihr enthaltenen Wegzusammenhangskomponenten.

Lemma 2.6.17. Sei X ein topologischer Raum, so dass jeder Punkt von X eine wegzu-

sammenhdngende Umgebung besitzt. Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von X

offen und abgeschlossen und stimmen mit den Zusammenhangskomponenten von X tberein.
Insbesondere ist X genau dann wegzusammenhdngend, wenn X zusammenhdngend ist.

Beweis. Sei K eine Wegzusammenhangskomponente von X. Sei x € K. Sei U eine wegzu-
sammenhdngende Umgebung von z in X. Es folgt U C K. Da U eine offene Umgebung von
x enthélt, ist K offen in X.

Somit ist jede Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten offen in X, zum Beispiel
die Vereinigung aller von K verschiedenen Wegzusammenhangskomponenten. Als Komple-
ment dieser Menge ist K abgeschlossen in X.

Sei nun L die eindeutige Zusammenhangskomponente von X, die K enthilt (Satz 2.6.15.(b)).
Dann ist K offen und abgeschlossen (clopen = open and closed) in L. Da L zusammenhéngend
ist, folgt K = L (betrachte L = KU (L \ K)). Jede Wegzusammenhangskomponente ist also
eine Zusammenhangskomponente.

Da jede Zusammenhangskomponente die disjunkte Vereinigung der in ihr enthaltenen
Wegzusammenhangskomponenten ist (siehe 2.6.16), stimmt die Menge der Zusammenhangs-

komponenten mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten iiberein. 0]
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Aufgabe 2.6.18. Die Sinuskurve des Topologen C := {(t,sin(1/t)) | t € (0,1/x]} U{(0,s) |
s € [—1, 1]} ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend. Bestimme alle (Weg-)-
Zusammenhangskomponenten. Bestimme alle Punkte, die keine wegzusammenhéngende Um-
gebung haben (vgl. Lemma 2.6.17).

Aufgabe 2.6.19 (Zwischenwertsatz). Sei f: X — R eine stetige reellwertige Funktion auf
einem zusammenhingenden Raum X. Seien s, € f(X) mit s < ¢. Dann nimmt f jeden
Wert zwischen s und ¢ an.

Aufgabe 2.6.20. Besitzt jeder Punkt eines topologischen Raumes eine zusammenhéngende
Umgebung, so sind seine Zusammenhangskomponenten offen.

2.7. Kompaktheit.

Definition 2.7.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teiliiberdeckung einer Uberdeckung
U von X ist eine Teilmenge von U, die eine Uberdeckung von X ist.

Definition 2.7.2. Ein topologischer Raum X heifit quasi-kompakt (oder iiberdeckungs-
kompakt), wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Diese Be-
dingung bedeutet in Formeln: Gegeben ein beliebiges System U offener Teilmengen von X
mit X = (Jy, U gibt es eine endliche Teilmenge £ C U mit X = (J,,. U.

Definition 2.7.3. Ein topologischer Raum heifit kompakt, wenn er quasi-kompakt und
Hausdorft ist.

2.7.4. In der Literatur wird der Begriff kompakt oft auch im Sinne des hier eingefiihrten
Begrifts quasi-kompakt benutzt.

2.7.5. Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Kompaktheit von A (beziiglich
der induzierten Topologie) ist dquivalent zur folgenden Bedingung: Gegeben eine beliebige
Menge U offener Teilmengen von X mit A C (J;;, U gibt es eine endliche Teilmenge £ C U
mit A C Jyee U.

Lemma 2.7.6. Jede quasi-kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums ist abgeschlossen.

Beweis. Sei A eine quasi-kompakte Teilmenge eines Hausdorffraums X. Wir zeigen X \
Ac X. Sei z € X \ A. Da X Hausdorff ist, gibt es zu jedem Punkt a € A disjunkte offene
Umgebungen U,@ X von z und V,© X von a. Es gilt A C {J,.4 Va. Quasi-Kompaktheit von
A liefert eine endliche Teilmenge £ C A mit A C W := |J_.p Ve. Dann ist (), oz Ue eine

ecE "€
offene Umgebung von z, die W und erst recht A nicht trifft. Also ist X \ A offen. 0J

Lemma 2.7.7. Jede abgeschlossene Teilmenge eines quasi-kompakten Raums ist quasi-kom-
pakt.

Beweis. Seien X quasi-kompakt und A@ X. Sei U ein System offener Teilmengen von X mit
ACUyey U. Wegen X \ A X ist X = (X \ A) Uy, U eine offene Uberdeckung von X.
Da X quasi-kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge £ C U mit X = (X \ A)UJy e U.
Es folgt A C |Jyee U. Also ist A quasi-kompakt. O

Satz 2.7.8. Das Bild eines quasi-kompakten Raums unter einer stetigen Abbildung ist quasi-

kompakt.
19



Beweis. Sei f: X — Y stetig mit X quasi-kompakt. Sei ¢ ein System offener Teilmengen
von Y mit f(X) C Uy, U. Es folgt

xcriUm=U .
veu Ueu
Quasi-Kompaktheit von X liefert eine endliche Teilmenge & C U mit X C Uy f71(U),
und es folgt
rcrgtonpeJu
Uee Uee
Also ist f(X) quasi-kompakt. O

Definition 2.7.9. Seien X und Y topologische Raume. Eine (nicht als stetig vorausge-
setzte) Abbildung f: X — Y heifit abgeschlossen bzw. offen, wenn das Bild f(7") jeder
abgeschlossenen bzw. offenen Teilmenge T' C X abgeschlossen bzw. offen in Y ist.

Beispiel 2.7.10. Ist Y eine Teilmenge eines topologischen Raums X, so ist die Inklusion
Y — X genau dann offen (bzw. abgeschlossen), wenn Y eine offene (bzw. abgeschlossene)
Teilmenge von X ist (vgl. 2.3.11, Aufgabe 2.3.12).

Definition 2.7.11. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rédume heifit Ein-
bettung, falls f einen Homéomorphismus X — f(X) induziert, wobei f(X) die von Y
induzierte Topologie tragt.

2.7.12. Jede Einbettung ist insbesondere injektiv und stetig. Ist f: X — Y eine Einbettung,
so bedeutet das, dass man f mit der Inklusion f(X) < Y identifizieren kann.

2.7.13. Eine Abbildung f: X — Y topologischer Rdume ist genau dann eine Einbettung,
wenn f injektiv und stetig ist und fiir jedes offene U@ X die Menge f(U) offen in f(X) ist.

Beispiele 2.7.14.

(a) Ist T eine Teilmenge eines topologischen Raums X, so ist die Inklusion 7" < X eine
Einbettung.

(b) Die Abbildung [0,27) — R?, ¢ + (cost,sint), ist keine Einbettung, denn das Bild
der offenen Teilmenge [0, 1) ist nicht offen im Bild S* unserer Abbildung.

(c) Jede injektive, stetige, offene Abbildung ist eine Einbettung.

(d) Jede injektive, stetige, abgeschlossene Abbildung ist eine Einbettung.

(e) Im Allgemeinen ist eine Einbettung weder offen noch abgeschlossen (siehe (a)).

Satz 2.7.15. FEine stetige Abbildung von einem quasi-kompakten Raum in einen Haus-
dorffraum ist stets abgeschlossen. Ist eine solche Abbildung zusdtzlich bijektiv (bzw. injektiv),
so ist sie ein Homdomorphismus (bzw. eine abgeschlossene Einbettung).

Beweis. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung von einem quasi-kompakten Raum X in einen
Hausdorffraum Y. Sei A@ X. Da X quasi-kompakt ist, ist A quasi-kompakt (Lemma 2.7.7).

Da die Verkniipfung A — X Ly stetig ist, ist f(A) quasi-kompakt (Satz 2.7.8). Da Y
Hausdorff ist, gilt f(A)@ Y (Lemma 2.7.6). Dies zeigt, dass f abgeschlossen ist.

Ist f injektiv, so ist die induzierte Abbildung f: X — f(X) stetig, bijektiv und abge-
schlossen (als stetige Abbildung von dem quasi-kompakten Raum X in den Hausdorffraum

f(X)) und somit ein Homéomorphismus (siehe 2.4.15). Also ist f eine Einbettung. O
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Beispiel 2.7.16. Die Abbildung S® — Sz = (z1,...,2u11) = (2,0) = (21, ..., 7,41,0),
ist nach Satz 2.7.15 eine abgeschlossene Einbettung.

Ende der 3. Vorlesung am 16.04.2019.

Satz 2.7.17 (Extrema auf Quasi-Kompakta). Fine stetige reellwertige Funktion auf einem
nichtleeren quasi-kompakten Raum ist beschrinkt und nimmt ihr Mazimum und thr Minimum
an.

Beweis. Sei f: X — R stetig mit quasi-kompaktem X. Dann ist f(X) quasi-kompakt nach
Satz 2.7.8, also beschrankt (denn f(X) C [J,cn(—n, 7)) und abgeschlossen im Hausdorffraum
R (Lemma 2.7.6). Gilt X # &, so ist f(X) nichtleer, beschrankt und abgeschlossen in
R. Die ersten beiden Eigenschaften zeigen sup f(X),inf f(X) € R (da die reellen Zahlen
ordnungsvollstindig sind), und die dritte Eigenschaft zeigt dann sup f(X),inf f(X) € f(X).

O

Satz 2.7.18 (Uberdeckungssatz von Lebesgue). Sei U eine offene Uberdeckung eines quasi-
kompakten metrischen Raums X. Dann gibt es ein € > 0, so dass fir alle v € X ein
U e U mit B.(x) C U existiert; in Worten ist also jeder e-Ball bereits in einer Menge der
Uberdeckung enthalten.

Beweis. Definiere
f: X =R,
x +— sup{r € (0,1] | es gibt ein U € U mit B,(z) C U}.

Da U eine offene Uberdeckung ist, gilt f(z) > 0 fiir alle + € X. Wir zeigen nun die
Abschétzung

(2.7.1) |f(x) = f(y)| < d(x,y)

fiir alle x,y € X, woraus offensichtlich die Stetigkeit von f folgt.

Seien z,y € X fixiert. Sei r € (0,1] eine reelle Zahl, fiir die ein U € U mit B.(z) C U
existiert. Wir behaupten

r< fy) +d(z,y).

Im Fall y ¢ B,.(x) gilt stiarker r < d(z,y), und im Fall y € B,(x) gilt fir s := r — d(z,y)
die Inklusion Bs(y) C B.(z) C U und somit r = s + d(z,y) < f(y) + d(x,y). Aus dieser
Ungleichung folgt durch Supremumbildung f(x) < f(y) + d(z,y) und somit f(z) — f(y) <
d(x,y). Durch Vertauschen der Rollen von x und y erhdlt man (2.7.1).

Ohne Einschrankung gelte X # @. Nach Satz 2.7.17 nimmt f sein Minimum an. Dieses
Minimum ist positiv, und jede echt kleinere positive Zahl ist ein mégliches e. U

Aufgabe 2.7.19. Sind A, B disjunkte (quasi-)kompakte Teilmengen eines Hausdorffraums
X, so gibt es disjunkte offene Teilmengen U,V@ X mit AC U, BCV.
Hinweis: Beginne mit dem Fall A = {a}.

Aufgabe 2.7.20. In einem kompakten Raum lafit sich jede Umgebung jedes Punktes zu
einer abgeschlossenen Umgebung desselben Punktes verkleinern.
Hinweis: Aufgabe 2.7.19

Aufgabe 2.7.21. Seien X,Y, Z topologische Rdume und seien X Ly 4% 7 Abbildungen

von Mengen. Dann gelten:
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(a) Sind f und g offen (bzw. abgeschlossen), so ist g o f offen (bzw. abgeschlossen).

(b) Ist go f offen (bzw. abgeschlossen) und ist f surjektiv und stetig, so ist g offen (bzw.
abgeschlossen).

(c) Ist go f offen (bzw. abgeschlossen) und ist g injektiv und stetig, so ist f offen (bzw.
abgeschlossen).

Aufgabe 2.7.22. Die Abbildung (0,27) — C, t — exp(it), ist ein Homéomorphismus auf
ihr Bild, also eine Einbettung. (Aufgabe 2.8.49 liefert eine allgemeinere Aussage.)

2.8. Konstruktion topologischer Riume.

Definition 2.8.1. Seien 7 und 7’ Topologien auf einer Menge X. Man nennt 7 feiner
(oder groflergleich) als 77 und 7' grober (oder kleinergleich) als 7T, falls 77 C T gilt,
falls also jede T’-offene Menge T -offen ist.

2.8.2. Merkregel: Je feiner, desto mehr offene Mengen.

Beispiel 2.8.3. Die diskrete Topologie ist die feinste Topologie, die Klumpentopologie die
grobste Topologie auf einer gegebenen Menge.

2.8.4. Der Durchschnitt von Topologien auf einer Menge X ist wieder eine Topologie: Sei
(T:)ier eine Familie von Topologien auf X, so ist auch (,.; 7; C P(X) eine Topologie auf
X.14

Definition 2.8.5. Sei X eine Menge und £ C P(X) ein System von Teilmengen von X. Die
von £ erzeugte Topologie (£) ist definiert als der Schnitt iiber alle Topologien auf X, die
& umfassen, in Formeln

(&) = N T.

T Topologie auf X mit £ C T
Also ist (£) die grobste (oder kleinste) Topologie, die £ umfaft.

2.8.6. Man kann (€) explizit beschreiben. Die Mengen in (€) sind genau die Vereinigungen
von endlichen Schnitten von Elementen von £. (Die leere Vereinigung (:= Vereinigung iiber
gar keine Menge) liefert die leere Menge. Der leere Schnitt (:= Schnitt tiber gar keine Menge)
liefert X.) Der Grund ist, dass die Mengen dieser Form eine Topologie bilden, und dass jede
Topologie, die £ umfafit, notwendig die Mengen dieser Form enthélt.

Definition 2.8.7. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Ein System £ C P(X) von Teilmen-
gen von X heifit

e Subbasis der Topologie T, wenn es die Topologie T erzeugt, in Formeln 7 = (£). In
Worten bedeutet dies nach 2.8.6, dass die offenen Mengen genau die Vereinigungen
endlicher Schnitte von Elementen von £ sind.

e Basis der Topologie T, wenn die offenen Mengen genau die Vereinigungen von Ele-
menten von & sind.

2.8.8. Ist £ Subbasis oder Basis von T, so folgt £ C T, alle Mengen aus £ sind also offen.

2.8.9. Jede Basis ist eine Subbasis, denn jeder endliche Schnitt von Elementen einer Basis
ist offen und somit Vereinigung von Elementen der Basis.

4 Alternative Formulierung: Ist T € P(P(X)) (also T € P(P(P(X)))) eine Menge von Topologien auf X,
als da heifit jedes Element 7" € T ist eine Topologie auf X, so ist (.o 7 ebenfalls eine Topologie auf X.
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2.8.10. Sei £ eine Subbasis von 7. Dann ist £ genau dann eine Basis von 7, wenn die
folgenden beiden Bedingungen gelten:

(a) Es ist X Vereinigung von Elementen von €.
(b) Fiir je zwei Elemente E, E' € £ ist der Schnitt ENE’ eine Vereinigung von Elementen
von &.

2.8.11 (Stetigkeit auf Elementen einer Subbasis testen). Sei £ eine Subbasis einer Topologie
auf X. Ist T" ein beliebiger topologischer Raum, so ist eine Abbildung f: T"— X von Mengen
genau dann stetig, wenn f~1(E)@ T fiir alle E € £ gilt. Dies gilt, da das Urbild-Nehmen
f7': P(X) — P(T) mit beliebigen Vereinigungen und Schnitten vertauscht.

Trivialbeispiele 2.8.12. Jedes System & C P(X) von Teilmengen ist Subbasis von (£).
Jede Topologie ist Basis und Subbasis ihrer selbst.

Beispiel 2.8.13. Ist X ein metrischer Raum, so bilden die offenen Bélle B, (z), fir x € X
und reelles 7 > 0, eine Basis der metrischen Topologie. Es geniigt auch, nur rationale Zah-
len r > 0 zu verwenden (oder Elemente r einer beliebigen Teilmenge von Ry mit 0 als
Héaufungspunkt). Eine Topologie hat also im Allgemeinen viele verschiedene Basen unter-
schiedlicher Kardinalitét."”

Beispiel 2.8.14. Die Intervalle (a,b), fiir a,b € R, bilden eine Basis der Standardtopologie
auf R. Die Intervalle [a, b), fiir a,b € R, bilden keine Basis der Standardtopologie auf R.

Beispiel 2.8.15. Betrachte R™ mit der euklidischen Metrik. Alle offenen Bélle B, (z), mit
,rationalen* Mittelpunkten x € Q" und rationalen Radien r € QQ-¢, bilden eine abzéhlbare
Basis der euklidischen Topologie auf R™.

Definition 2.8.16. Seien Y eine Menge, X; topologische Rdume und f;: Y — X; Abbildun-
gen, indiziert durch ¢ € I. Die Initialtopologie (oder Kofinaltopologie) auf Y beziiglich
der (fi)ir ist die grobste (= kleinste) Topologie auf Y, fiir die alle f; stetig sind.'® Eine
solche grobste Topologie existiert in der Tat: Man schneide alle Topologien auf Y, fiir die
alle f; stetig sind.

2.8.17. Man sieht leicht, dass die Initialtopologie vom System aller Mengen f; (V) fiir
1 € I und V@ X, erzeugt ist. Mit anderen Worten ist dieses System eine Subbasis der
Initialtopologie.

2.8.18. Der Fall |[I| = 1: Ist f: Y — X eine Abbildung von einer Menge Y in einen topo-
logischen Raum X, so besteht die Initialtopologie auf Y genau aus den Mengen der Form
f~YV), fir V@ X, denn das System dieser Mengen ist unter endlichen (und auch beliebigen)
Schnitten und beliebigen Vereinigungen abgeschlossen.

Beispiel 2.8.19. Sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Dann ist die Initial-
topologie auf Y beziiglich der Inklusionsabbildung ¥ < X genau die Spurtopologie auf Y.
Der folgende Satz 2.8.20 verallgemeinert Lemma 2.4.9.

15 Haben zwei Topologien auf einer Menge ein System B von Teilmengen als Basis (bzw. Subbasis), so
stimmen die beiden Topologien offensichtlich iiberein.
16Dje feinste solche Topologie - namlich die diskrete Topologie - hangt iiberhaupt nicht von den f; ab und
ist hier uninteressant.
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Satz 2.8.20 (Universelle Eigenschaft und Charakterisierung der Initialtopologie). Seien Y
eine Menge, X; topologische Raume und f;:' Y — X; Abbildungen, indiziert durch i € I.
Versieht man Y mit der Initialtopologie beziglich der (f;)icr, so gilt:

(Init) Sind T ein beliebiger topologischer Raum (Testraum) und t: T — Y eine beliebige
Abbildung (von Mengen) (Testabbildung), so gilt

t ist stetig — alle f; ot sind stetig, fiiri € I.
Zur llustration ein Diagramm.:

T

N

y Lo x,
Genauer ist die Initialtopologogie durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien 7; und Ty zwei Topologien auf Y, so dass (Init) sowohl fiir
(Y, T1) als auch fur (Y, 73) gilt.

Zuerst verwenden wir (Init) fir (Y,77) mit T = (Y, 7;) und ¢ = idy. Da t = idy stetig
ist, sind alle f; = f;oidy: (Y,T1) — X; stetig. Nun verwenden wir (Init) fiir (Y, 72) mit
T =(Y,71) und t = idy. Da alle f;oidy: (Y, T7) — X, stetig sind, ist idy: (Y, T7) — (Y, T3)
stetig. Dies bedeutet 75 C 7;. Analog erhalten wir 7; C 75 und damit Gleichheit 77 = 7.

Es bleibt zu zeigen, dass Y mit der Initialtopologie (Init) erfiillt. Nach Definition der
Initialtopologie ist klar, dass alle f; stetig sind. Ist ¢ stetig, so sind somit alle Verkniipfungen
fi ot stetig.

Seien umgekehrt alle f; ot stetig. Wir erinnern daran, dass die Mengen der Form f; ! (V),
fir ¢ € I und V@ X;, eine Subbasis der Initialtopologie bilden. Fiir solche 7 und V gilt
V) = (fiot) Y (V)@T, da fi ot stetig ist. Dies bedeutet, dass ¢ stetig ist, da man

]

Stetigkeit auf einer Subbasis testen kann (siche 2.8.11). O

Definition 2.8.21. Sei (X;);c; eine Familie topologischer Raume. Die Initialtopologie auf
dem Produkt [[,.; X; beziiglich der Projektionen pr;: [[.., X; — Xj, fiir j € I, wird
Produkttopologie genannt.

2.8.22. Die Produkttopologie hat als Subbasis die Mengen pr; ' (V) =V x [Ticn g X, fiir
j € I und V@ X;. Eine Basis der Produkttopologie ist durch alle endlichen Schnitte solcher
Mengen gegeben, also durch ,offene Quader*

i1 e
fiir n € N, paarweise verschiedene i1, ...,%, € I, und U; G X;, . Daraus folgt sofort, dass alle

Projektionen pr; offen sind.

Warnung 2.8.23. Falls I unendlich ist und nichtleere offene Teilmengen U;@ X; mit U; C X;
fiir jedes ¢ € I existieren, so ist [[,.; U; nicht offen (denn eine solche Menge enthélt keine
Menge aus der oben angegebenen Basis, also keine Menge der Form (2.8.1), denn jede solche

Menge ,,besteht in unendlich vielen Koordinaten ¢ aus der gesamten Menge X;*).
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Beispiel 2.8.24. Aus der Analysis ist vermutlich bekannt: Eine Abbildung f: T'— R" von
einem beliebigen topologischen Raum 7" ist genau dann stetig, wenn alle Koordinatenfunk-
tionen pr;o f: T'— R, fiir i = 1,...,n, stetig sind. Dies bedeutet nach Satz 2.8.20, dass R"
die Produkttopologie triagt (vgl. Aufgabe 2.8.25).

Aufgabe 2.8.25. [vgl. Beispiel 2.3.4, Aufgaben 2.3.3, 2.1.5] Auf einem endlichen Produkt
metrischer Raume liefert jede der Metriken aus Aufgabe 2.1.5, verallgemeinert auf endliche
viele Faktoren, die Produkttopologie. Insbesondere stimmt die Produkttopologie auf R™ mit
der Standardtopologie iiberein. Ein Abbildung in den R"™ ist also genau dann stetig, wenn
all ihre Koordinatenabbildungen stetig sind.

Aufgabe 2.8.26. Die Projektionen pr;: [Lc; Xi — X, sind im Allgemeinen nicht abge-
schlossen. Betrachte beispielsweise pr;: R? = R x R — R!.

Aufgabe 2.8.27. Das Cantorsche Diskontinuum ist homéomorph zum Produkt [], {0, 2}
(siche [ , Seite 40 in neuer Auflage]).

2.8.28. Der Graph einer Abbildung f: X — Y von Mengen ist T'(f) := {(z, f(x)) | = €
X}CcXxY.

Aufgabe 2.8.29. Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Riéumen ist genau
dann stetig, wenn die Abbildung X — I'(f), x — (z, f(x)), ein Homdomorphismus ist.

Aufgabe 2.8.30. Ein topologischer Raum X ist genau dann Hausdorff, wenn die Diagonale
A(X) = {(z,2) | 2 € X}
eine abgeschlossene Teilmenge von X x X ist.

Aufgabe 2.8.31. Ist f: X — Y eine stetige Abbildung in einen Hausdorffraum Y, so ist
ihr Graph I'(f) eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y.

Aufgabe 2.8.32. Seien Y eine Menge, X; topologische Rdume und f;: Y — X; Abbil-
dungen, indiziert durch ¢ € I. Betrachte die Abbildung g: Y — [[..; Xi, v — (fi(y)) von
Mengen und versieh [],.; X; mit der Produkttopologie. Dann stimmt die Initialtopologie auf
Y beziiglich der Familie (f;);c; mit der Initialtopologie auf Y beziiglich g iiberein.

Definition 2.8.33. Seien Y eine Menge, X; topologische Rdume und f;: X; — Y Abbildun-
gen, indiziert durch i € I. Die Finaltopologie auf Y beziiglich der (f;);c; ist die feinste
(= grofte) Topologie auf Y, fiir die alle f; stetig sind.'” Eine solche feinste Topologie existiert
in der Tat und ist durch

VeY = fHV)eX,fiiralleie I

definiert: Man iiberlegt sich leicht, dass dies erstens eine Topologie ist, dass diese zweitens
alle f; stetig macht, und dass sie drittens feiner ist als jede Topologie, fiir die alle f; stetig
sind.

2.8.34. Die abgeschlossenen Mengen der Finaltopologie sind genau die Teilmengen A C Y,
fiir die alle f;*(A) abgeschlossen in X; sind.

1"Die grobste solche Topologie - ndmlich die Klumpentopologie - hingt tiberhaupt nicht von den f; ab
und ist hier uninteressant.
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Satz 2.8.35 (Universelle Eigenschaft und Charakterisierung der Finaltopologie). Seien Y
eine Menge, X; topologische Rdume und f;: X; — Y Abbildungen, indiziert durch i € I.
Versieht man Y mit der Finaltopologie beziiglich der (f;)icr, so gilt:

(Fin) Ist T ein beliebiger topologischer Raum (Testraum) und t:Y — T eine beliebige
Abbildung (von Mengen) (Testabbildung), so gilt

t ist stetig = alle t o f; sind stetig.

Zur llustration ein Diagramm.:

X, Loy

N

T

Genauer ist die Finaltopologogie durch diese Eigenschaft eindeutig charakterisiert.

Beweis. Sei Y mit der Finaltopologie versehen. Seien 7" und t: Y — T gegeben. Ist ¢ stetig,
so sind sicherlich alle Kompositionen to f; stetig. Seien umgekehrt alle to f; stetig. Sei W@ T
Dann gilt f;'(t~1(W)) = (to fi)"*(W)c X, fiir alle i € I. Nach der expliziten Beschreibung
der Finaltopologie bedeutet dies t~'(IW)@ Y.

Der Beweis der Eindeutigkeit ist analog zum Beweis der Eindeutigkeit in Satz 2.8.20 und
dem Leser iiberlassen. U

Beispiel 2.8.36. Sei U eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X. Propositi-
on 2.4.13.(a) besagt, dass die Topologie auf X mit der Finaltopologie beziiglich der Abbil-
dungen U — X, fiir U € U, iibereinstimmt. Proposition 2.4.13.(b) besagt, dass die Topo-
logie auf X mit der Finaltopologie beziiglich der Abbildungen A; — X, fir i = 1,... n,
iibereinstimmt.

Ende der 4. Vorlesung am 18.04.2019.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.6.18, Sinuskurve des Topologen

(2) Aufgabe 2.7.19, Trennung von disjunkten, quasi-kompakten Teilmengen eines Haus-
dorffraums; Bonus: Aufgabe 2.7.20, Existenz abgeschlossener Umgebungen

(3) Aufgabe 2.8.30, Hausdorff per Diagonale,

(4) Aufgabe 2.8.32, Initialtopologie per Abbildung ins Produkt

Definition 2.8.37. Sei (X;);cs eine Familie topologischer Réume. Wir versehen die disjunkte
Vereinigung | | X; = | ],.; X; mit der Finaltopologie beziiglich der Inklusionen X; — | | X},
fiir j € I. Eine Teilmenge von | | X; ist also genau dann offen, wenn ihr Schnitt mit jedem
X; offen ist. Man nennt | | X; mit dieser Topologie die disjunkte Vereinigung oder die
topologische Summe oder das Koprodukt der X;.**

Aufgabe 2.8.38. Formuliere und beweise das Analogon zu Aufgabe 2.8.32 fiir die Finalto-
pologie (das Produkt ist durch die topologische Summe zu ersetzen).

18 Der Begriff topologische Summe rithrt daher, dass | | X; ein Koprodukt in der Kategorie der topologi-
schen Raume ist.
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Definition 2.8.39. Sei X ein topologischer Raum. Ist f: X — Y eine surjektive Abbildung
von Mengen, so wird die Finaltopologie auf Y beziiglich f oft als Quotiententopologie be-
zeichnet. Fine Teilmenge T" C Y ist also genau dann offen bzw. abgeschlossen in Y beziiglich
der Quotiententopologie, wenn ihr Urbild f~!(T") offen bzw. abgeschlossen in X ist.

Beispiel 2.8.40. Ist R eine .A:.quivalenzrelation auf einem topologischen Raum X, so ver-
sieht man die Menge X/R der Aquivalenzklassen normalerweise mit der Quotiententopologie
beziiglich X — X/R.

Beispiel 2.8.41. Betrachte auf dem Intervall [0, 1] die kleinste Aquivalenzrelation ~, fiir
die 0 ~ 1 gilt. Dann induziert die Abbildung [0,1] — S* € C = R? ¢ — exp(2mit), eine
Bijektion [0, 1]/~ = S* von Mengen, die nach Satz 2.7.15 ein Homdomorphismus ist.

Beispiel 2.8.42. Betrachte die auf X = D? C R? durch die Vorschrift o ~ y & 2 =y
oder ||z]| = ||ly|| = 1 definierte Aquivalenzrelation. Dann ist X/~ homdomorph zu S?. Dies

ist hoffentlich anschaulich klar - der formale Beweis ist dem Leser iiberlassen (verwende
Satz 2.7.15 und die Abbildung ® aus Beispiel 2.8.67).

Beispiel 2.8.43 (Mobiusband, Torus, Kleinsche Flasche). Betrachte auf dem Quadrat X =
[0,1] x [0,1] die kleinsten Aquivalenzrelationen ~ und ~ und 2, fiir die gelten

e (0,t) ~ (1,1 —1), fiir alle t € [0, 1];

o (,Randweg aba~1b=1“)" (0,¢) ~ (1,t) und (¢,0) ~ (¢, 1), fiir alle ¢t € [0, 1];

e (,Randweg aba='b*) (0,t) = (1,1 —¢) und (¢,0) = (¢, 1), fiir alle ¢ € [0, 1].
Das Mdobiusband kann durch X/~ definiert werden. Wir haben den ,linken Rand* von X
verdreht mit seinem “rechten Rand“ verklebt.

Der Quotientenraum X/~ ist homdomorph zum 2-Torus S! x S! (und auch zu jeder Ein-
bettung dieses 2-Torus in den R?). Der formale Beweis ist dem Leser iiberlassen (verwende
Satz 2.7.15).

Die Kleinsche Flasche kann durch X /= definiert werden. Erkldre, dass man diese auch
durch die Identifikation ,,a®c*“ erhalten kann (c ist der Diagonalweg von der rechten oberen
Ecke in die linke untere Ecke).

Beispiel 2.8.44. (Bilder malen fiir g = 1,2, 3, siehe | , Chapter. 0, cell complexes]|) Sei
g € N>i1. Sei P, das regulire 4g-gon in R? (mit Schwerpunkt im Ursprung und einer Kante
parallel zur z-Achse). Identifiziere seine Randkanten in hoffentlich offensichtlicher Weise
entlang des Wortes (aibiay'by') -+ - (agbya, 'b,!) (etwa ay die untere horizontale Kante in
Richtung der z-Achse). Sei F}, := P/~ der so erhaltene Quotientenraum.

Es ist F eine Fldche ,, vom Geschlecht g“ (anschaulich: ,,mit g Lochern®). Mit der Konventi-
on Fy := S?ist jede kompakte, zusammenhingende, ,,orientierbare, Fliche (= 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit (ohne Rand)) genau zu einer der Flichen Fy, Fy, Fy, ..., homdomorph; dies
ist eine Teilaussage des Klassifikationssatzes fiir kompakte zusammenhéngende 2-Mannigfal-
tigkeiten (Satz 3.10.22).

Beispiel 2.8.45 (reelle Gerade mit verdoppeltem Ursprung). Wir notieren Elemente von
RUR als (z,i), wobei x € R reell ist und ¢ € {1,2} angibt, ob wir uns im ersten R oder im

19Spéter verkniipfen wir Wege in der anderen Richtung, so dass ich hier vielleicht besser b~ 'a~'ba schrei-
ben sollte.
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zweiten R befinden. Die Vorschrift
(x,i) ~ (y,j) <= z=y#0oder (r=y=0undi=yj)

definiert eine Aquivalenzrelation auf R UR. Man nennt (R UR)/~ die reelle Gerade mit
verdoppeltem Ursprung. Sie ist kein Hausdorffraum.

Definition 2.8.46. Sei n € N und sei K = R oder K = C. Der (n-dimensionale) projektive
Raum P"K (iiber K) ist die Menge aller Geraden in K" also

P"K := {/ | ¢ ist eindimensionaler K-Untervektorraum von K"*'},

versehen mit der Quotiententopologie beziiglich der Surjektion

(K™ \{0}) — P"K,
v [v] = Ko,

wobei K"\ {0} die Standardtopologie trigt.
Ist allgemeiner V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so besteht der projektive
Raum P(V) aus allen Geraden in V' und wird per V' \ {0} — P(V) topologisiert.

Aufgabe 2.8.47. Sein € N und sei K = R oder K = C. Sei ¢: (K" \ {0}) - P"K die
kanonische Abbildung.

(a) Der projektive Raum P"K ist kompakt.
Hinweis: Sei ¢| die Einschrinkung von ¢ auf S C R*"™! bzw. §*"*1 ¢ C"*'. Dann
triagt P"K die Quotiententopologie beziiglich ¢|.
(b) Fiir i € {0,...,n} definiere

Vii={v=(vo,...,v,) €EK"™|v; =1}.

Dann ist ¢; = 3@|w: Vi — P"K eine offene Einbettung, und die U; := ¢;(V;) bil-
den eine offene Uberdeckung von P"K. Insbesondere tragt P"K die Finaltopologie
beziiglich der Abbildungen

bi: K" = PK,
Y= (y07 s 7yi—17g//\ivyi+1a s 7yn) = [y07 e Yi1, 17yi+17 s 7yn]7

wobei das Hiitchen das Fehlen andeutet, dass der behiitete Eintrag nicht vorkommt.

Aufgabe 2.8.48. Identifiziere in D" jeden Punkt x € S ! mit seinem Antipodenpunkt
—1, betrachte also D™/~ fiir die kleinste Aquivalenzrelation ~, fiir die jedes 2 € S" ' zu —z
dquivalent ist. Dann ist D"/~ homomorph zu P"R.

Hinweis: Verwende Teil (a) (samt des Hinweises) in Aufgabe 2.8.47, und Satz 2.7.15.

Aufgabe 2.8.49. Sei v: [0,1] — X ein Weg in einem Hausdorffraum mit v(0) = (1) und
Yoa): [0,1) = X injektiv. Dann ist 7|1y ein Homéomorphismus auf sein Bild, also eine
Einbettung, und ([0, 1]) ist homdomorph zu S*.

Hinweis: Satz 2.7.15.

Bemerkung: Daraus folgt leicht Aufgabe 2.7.22.
28



Aufgabe 2.8.50. Sei X ein topologischer Raum mit einer Teilmenge A C X. Sei X/A die
Menge, die aus X entsteht, indem man A zu einem Punkt identifiziert.” Wir versehen X/A
mit der Finaltopologie beziiglich der offensichtlichen Abbildung p: X — X/A.

Zeige: Ist Y C X eine Teilmenge mit A C Y, so induziert die offensichtliche Abbildung
Y/A — X/A einen Homdomorphismus Y/A = p(Y) auf ihr Bild. Mit anderen Worten
stimmt die Topologie von Y/A mit derjenigen Topologie iiberein, die man erhélt, wenn man
Y/A als Teilmenge von X /A auffasst.

Bemerkung: Die Voraussetzung A C Y ist wichtig: Wenn Y C X eine beliebige Teil-
menge ist, ist die (stetige, injektive) Abbildung Y/(ANY) — X/A im allgemeinen kein
Homéomorphismus auf ihr Bild: Nimm etwa A = {0,1} € X =[0,1] DY =[0,1).

Losung 2.8.51. Sei i die eindeutige Abbildung, die das Diagramm

Y << X
ook
Y/A—— X/A

kommutativ macht. Weil Y/A die Finaltopologie trigt, ist i stetig. Sicherlich ist i bijek-

tiv und hat p(Y) als Bild. Wir zeigen, dass Y/A — p(Y) abgeschlossen (und damit ein

Homdomorphismus) ist. Sei C@ Y/A eine abgeschlossene Teilmenge, d.h. ¢7'(C)@& Y ist

abgeschlossen. Also gibt es eine abgeschlossene Teilmenge D& X mit ¢7'(C)=DNY.
Beachte, dass entweder A C ¢~ (C) oder AN ¢ !(C) = @ gilt.

e Im Fall A C ¢ (C) gilt A C D und damit p~'(p(D)) = D.
elmFall ANg ' (C) =@ gt DNA=DNYNA=q¢g'C)NA =2 und somit
p~(p(D)) = D.
In beiden Fillen ist also p~!(p(D)) = D@ X abgeschlossen in X, was zeigt, dass p(D)@& X/A
abgeschlossen ist. Somit ist p(D)Np(Y)@ p(Y') abgeschloosen. Um wie gewiinscht zu zeigen,
dass i(C)@& p(Y') gilt, zeigen wir i(C') = p(D) N p(Y).

Sicherlich gilt ¢(C") = i(q(¢"(C))) = p(DNY) C p(D) N p(Y), so dass die Inklusion
i(C) D p(D) N p(Y) zu zeigen bleibt. Sei z € p(D) N p(Y). Seien d € D und y € Y mit
p(d) = z = p(y). Dann gilt

ed=y alsod=ye DNY =q(C), oder
edecA(undye€ A),alsode ANDCYND=qg'O).

Wir folgern z = p(d) = i(q(d)) € i(C).

Definition 2.8.52 (Verkleben zweier topologischer Rdume). Seien X LK %Y owe
stetige Abbildungen (,,zu verklebende topologische Rdume X und Y, Kleber K samt Verkle-
beabbildungen f, g*). Betrachte auf X LY die Aquivalenzrelation ~, die von der Relation
f(k) ~" g(k) fiir alle k € K erzeugt wird. Definiere die Verklebung von X und Y (entlang
des Klebedatums (K, f,g)) als den topologischen Raum

XUgY =X Upg, Y = (XUY)/~
20 Formal betrachtet man die Aquivalenzrelation z ~ y <= (x =yoder (rt € Aund y € A)) und setzt

X/A = X/~.
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mit der Quotiententopologie.?! Wir erhalten das folgende kommutative Verklebe-Diagramm

(2.8.2) K—2 —~Yy
I
XY XugY,

wobei F' und G die offensichtlichen Abbildungen sind.

2.8.53. Die Topologie auf X g Y stimmt offensichtlich mit der Finaltopologie beziiglich
der beiden Abbildungen X — X Ug Y und Y — X Lk Y iiberein (Aufgabe 2.8.38).

Beispiel 2.8.54. Die Verklebung von D? <> S! < R? kann man sich als Zeichenebene mit
Kuppel iiber S! vorstellen. Man versuche sich vorzustellen, was man bekommt, wenn man
eine kompliziertere Abbildung S! — R? anstelle der Inklusion nimmt, etwa indem man S*
als ,, Figur Acht“ in die Zeichenebene abbildet.

Lemma 2.8.55 (Verklebe-Diagramm ist kokartesisch). Seien X x4y stetige Abbil-
dungen. Dann ist das Verklebe-Diagramm (2.8.2) ein kokartesisches Diagramm im Sinne der
nachfolgenden Definition 2.8.56.

Beweis. Sei T ein beliebiger topologischer Raum und seien a: X — T und 3: Y — T stetige
Abbildungen mit ao f = Sog (die ,Restriktionen* von o und § auf den , Kleber* K stimmen
iiberein). Sei 7y die eindeutige Abbildung, die das Diagramm

Xe—— XY =—2Y
\l'y/
B
T

kommutativ macht. Sie ist stetig, denn X UY trégt die Finaltopologie beziiglich der hori-
zontalen Inklusionen. B

Wegen ao f = (o g faktorisiert v eindeutig als v: XUY — XUgVY 2 T. Da X Ug Y die
Quotiententopologe trégt, ist 7 stetig. Nach Konstruktion gelten o G = a und 7o F' = .
Es ist klar, dass 7 dadurch eindeutig bestimmt ist (bereits als Abbildung von Mengen). [

Definition 2.8.56. Ein Diagramm

(2.8.3) K-—2sy

B
X%,z

von topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen heifit kokartesisches Diagramm (oder
Quadrat) oder Pushout-Diagramm, falls es kommutativ ist, also F o g = G o f gilt, und
falls fiir alle topologischen Rdume 7" und alle Paare a: X — T und §: Y — T stetiger
Abbildungen mit o f = o g genau eine stetige Abbildung v: Z — T mit yo G = «

21 Diese Definition héngt nicht von der Topologie von K ab; es geniigt, mit einer Menge K samt Abbil-
dungen f und ¢ in topologische Rdume X und Y zu starten. Man mag K dann mit irgendeiner Topologie
versehen, die f und g stetig macht, etwa mit der Initialtopologie oder der diskreten Topologie.

30



und 7 o F' = f existiert. Man notiert diese eindeutige Abbildung manchmal v = («, 3). Das
folgende Diagramm dient der Illustration.

Man nennt dann Z (zusammen mit F und G) einen Pushout von f und g.
Ende der 5. Vorlesung am 23.04.2019.
2.8.57 (Eindeutigkeit von kokartesischen Diagrammen). Sind

K2y wd K-2-Yv

I R

XY,z XYz

zwei kokartesische Diagramme topologischer Rdume, so gibt es genau einen Homdomorphis-
mus y: Z — Z' mit yoF = F' und yoG = G’. In der Tat, Kokartesitét des ersten Diagramms
und Kommutativitidt des zweiten Diagramms zeigt, dass es genau eine stetige Abbildung
~v: Z — Z'mit yo F = F' und 7o G = G’ gibt. Kokartesitit des zweiten Diagramms und
Kommutativitat des ersten Diagramms liefert eindeutig eine stetige Abbildung v': 2/ — Z
mit 4/ o Y = F und 7' o G’ = G. Daraus folgen (7 oy)o FF=F =idzo F und (7 o7y)oG =
G = idz o G, und die Eindeutigkeitsaussage in der Kokartesitét des ersten Diagramms liefert
~v" o~ =1idy. Analog erhalten wir v o+ = idz. Also ist v ein Homdomorphismus.

Aufgabe 2.8.58 (Transitivitdt von kokartesischen Diagrammen). Sei

A—“.p-_L.C

f l @ gl ® hl

D—-E—>F
ein kommutatives Diagramm von stetigen Abbildungen zwischen topologischen Réumen.
Das Quadrat @ sei kokartesisch. Dann ist das Quadrat @ genau dann kokartesisch, wenn das
auBlere Rechteck kokartesisch ist.

Hinweis: Bitte nur mit der Definition eines kokartesischen Diagramms arbeiten (und nicht
mit Verklebediagrammen).

Aufgabe 2.8.59. Sei
s —2-x

|
U
ein kokartesisches Diagramm von stetigen Abbildungen zwischen topologischen Rdumen. Ist
f eine offene oder abgeschlossene Einbettung, so hat F' dieselbe Eigenschaft, und G induziert
einen Homoomorphismus 7"\ f(S) — Y \ F(X).
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Moglicher Losungsweg:

e Ohne Einschrankung (warum?) kann man mit einem Verklebediagramm arbeiten.

e Fiir € X und ¢t € T gilt genau dann F'(z) = G(t), wenn es endlich viele Elemente
S1y-+-,8, € S mit ... gibt. Analog kann man F(x) = F(2') fir Elemente z, 2’ € X
bzw. G(t) = G(t') fir Elemente ¢,t" € T beschreiben.

e Verwende (c¢) und (d) aus Beispiel 2.7.14.

Definition 2.8.60. Sei n € N. Wir nennen E" := {z € R" | ||z|| < 1} Standard-n-Zelle.
Ein topologischer Raum wird als n-Zelle bezeichnet, wenn er homéomorph zur Standard-n-
Zelle E™ ist.

2.8.61. Die n-dimensionale abgeschlossene Vollkugel (oder n-Scheibe oder n-Disk) D™ ist die
disjunkte Vereinigung ihres Inneren (D™")° = E™ und ihres Randes D" = S"!. Dies stimmt
auch im Fall n = 0 mit der Konvention S™' = &, denn dann gilt D° = (D°)° = E° = {0}.

Beispiel 2.8.62 (Vorbereitendes Beispiel fiir Definition 2.8.63). Sei ¢: S*~! — Y eine stetige
Abbildung, fiir n € N. Zusammen mit der abgeschlossenen Einbettung S*~1 «— D™ liefert
dies das Verklebe-Diagramm

Sl 4 Y

L,

D" 2 Dr g Y.

Man sagt, dass X := D" Usa—1 Y durch Hinzufiigen einer n-Zelle (per ¢) aus Y entsteht.
Aus Aufgabe 2.8.59 folgt, dass I eine abgeschlossene Einbettung ist, und dass ® zu einem
Hom&omorphismus E" = D"\ S"! = X \ I(Y) restringiert. Fassen wir Y (via I) als
abgeschlossene Teilmenge von X auf, so ist X als Menge (nicht als topologischer Raum) die
disjunkte Vereinigung von Y mit der n-Zelle X \ Y. Die Abbildung ¢ kodiert, wie der ,Rand

dieser n-Zelle in Y eingeklebt wird“. Dies rechtfertigt die Terminologie.

Definition 2.8.63. Sei I: Y — X eine Einbettung (man stelle sich Y als Teilmenge von
X vor). Sei n € N. Man sagt, dass X aus Y durch Hinzufiigen einer n-Zelle entsteht
oder dass I eine Hinzufiigung einer n-Zelle ist, falls eine stetige Abbildung ®: D" — X
mit ®(S"1) C I(Y) existiert, so dass das Diagramm

Snfl i)_ Y

L]

pr—2.x

ein Pushout-Diagramm ist, wobei ®| die von ® induzierte stetige Abbildung bezeichnet. (Ein
solches Pushout-Diagramm kann es nur geben, wenn [ eine abgeschlossene Einbettung ist,
siche Aufgabe 2.8.59.) Ein solches ® nennt man charakteristische Abbildung.

Analog ist das simultane Hinzufiigen mehrerer n-Zellen definiert, die durch eine Men-

ge J indiziert sind. Als charakteristische Abbildung dient hierbei eine stetige Abbildung
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O: | ey D" — X mit &(],.,S"") C I(Y),* so dass

jeJ

ein Pushout-Diagramm ist.

2.8.64. Das Hinzufiigen einer n-Zelle ist die wesentliche Zutat in der Definition eines CW-
Komplexes, die wir spéter geben (siehe Definition 2.8.71). Grob gesagt ist ein CW-Komplex
ein topologischer Raum, der aus der leeren Menge entsteht, indem man zunéchst 0-Zellen
anfiigt, dann 1-Zellen, dann 2-Zellen, etc.

Lemma 2.8.65 (| , Prop. 8.3.1]). Sei

(2.8.4) s 4
|,
DX

ein kommutatives Diagramm von topologischen Rdumen und stetigen Abbildungen. Seien die
folgenden vier Bedingungen erfiillt:

(i) i und I sind abgeschlossene Einbettungen;”> (Wir fassen S bzw. A im Folgenden als
Teilmenge von D bzw. X auf.)
(ii) F induziert eine Bijektion D\ S — X \ A von Mengen;
(i1i) F(D)@ X ist abgeschlossen;
(iv) die von X auf F(D) induzierte Topologie stimmt mit der Quotiententopologie beziiglich
der Abbildung F: D — F(D) tberein. (Im Sinne der spdteren Definition 2.8.77 ist
F: D — F(D) also final.)

Dann ist (2.8.4) ein Pushout-Diagramm.
Weiter sind die beiden Bedingungen (i11) und (iv) fir D quasi-kompakt und X Hausdorff
automatisch erfillt.

Beweis. Sei T' ein topologischer Raum und seien : D — T und a: A — T stetige Abbil-
dungen mit oi = o f. Sei v: X — T die eindeutige Abbildung von Mengen mit y|4 = «
und y|x\a © F|p\s = d|p\s. Klar ist dann 7y o I = a. Die Gleichheit v o F' = § ist klar auf
D\ S, sie gilt aber auch auf S: Fiir s € S gilt v(F(s)) = v(F(i(s))) = v(I(f(s)) = a(f(s)) =
d(i(s)) = d(s).

Durch die beiden Gleichungen v oI = a und v o F' = § ist v bereits als Abbildung von
Mengen eindeutig bestimmt.

Es bleibt zu zeigen, dass v stetig ist. Wir verwenden die endliche abgeschlossene Uberdeckung
X = F(D) U A. Sicherlich ist v|4 = 70 I = «a stetig. Weil F(D) die Quotiententopologie

22 Dies ist nichts anderes als eine Familie ®;: D" — X stetiger Abbildungen mit ®;(S"~') C Y, fiir
jed.
23Die Annahme, dass i eine abgeschlossene Einbettung ist, kann abgeschwécht werden. Es reicht, dass ¢
injektiv ist.
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beziiglich F': D — F(D) tragt und v|pp) o F' = v o F = ¢ stetig ist, ist y|p(p) stetig. Also
ist v nach Proposition 2.4.13.(b) stetig.

Nehmen wir nun an, dass D quasi-kompakt ist und dass X Hausdorff ist. Nach Satz 2.7.15
ist ' abgeschlossen, so dass insbesondere F(D)@& X gilt; und die induzierte Abbildung
F: D — F(D) ist stetig, surjektiv und abgeschlossen. Dann tréigt F'(D) nach dem folgenden
Lemma 2.8.66 die Quotiententopologie. O

Lemma 2.8.66 (| , Satz 3.20]). Sei f: X — Y eine stetige surjektive Abbildung, die
offen oder abgeschlossen ist. Dann trdagt Y die Quotiententopologie beziiglich f.

Beweis. Sei V. C Y eine Teilmenge. Da f surjektiv ist, gilt f(f~1(V)) = V. Ist f offen,
so folgt aus f~H(V)@X also V = f(f1(V))@Y; da f als stetig vorausgesetzt ist, ist
V@Y #quivalent zu f~1(V)e X. Ist f abgeschlossen, so folgt aus f~}(V)& X also V =
F(f7H(V))@Y; da f als stetig vorausgesetzt ist, ist somit V@ Y #quivalent zu f~}(V)a X.

[l

Beispiel 2.8.67 (n-Spére entsteht aus dem Sitidpol durch Hinzufiigen einer n-Zelle). Sei wie
iiblich e, ;1 := (0,...,0,1) € R™"; anschaulich ist dies der Nordpol. Die Abbildung

®: D" > S" Cc R"! =R" x R,
T T #0,

 Jeos(llall) - nsa + sin(rlal) - G,
€ntl, xz =0,

ist stetig, wie der Leser leicht {iberpriift, und erfiillt ®(S"~!) = {—e,,,1}. Dies zeigt, dass das
Diagramm

D]
s — {_enJrl}

|

pr—2 . sn
kommutativ ist. Die Bedingungen von Lemma 2.8.65 sind erfiillt, denn D" ist quasi-kompakt,
S™ ist Hausdorff, und @ ist injektiv auf E™ mit Bild S" \ {—e,,41}. Also ist unser Diagramm

kokartesich. Also entsteht S™ aus (der einpunktigen Menge bestehend aus) dem Sitidpol durch
Hinzufiigen einer n-Zelle mit charakteristischer Abbildung .

Beispiel 2.8.68 (n-Spire entsteht aus Aquator-(n — 1)-Sphére durch Hinzufiigen zweier
n-Zellen). Anschaulich ist klar, dass die 2-Sphire S? aus der 1-Sphire S!, aufgefasst als
»Aquator® in §?, durch Hinzufiigen zweier 2-Zellen entsteht, némlich der (offenen) nérdlichen
und siidlichen Hemispéren.

Betrachte allgemeiner die offensichtliche abgeschlossene Einbettung S*~! < S", z + (z,0)
(Beispiel 2.7.16). Dann entsteht S™ aus S*~! durch Hinzufiigen zweier n-Zellen mit den beiden
stetigen Abbildungen ®, und ®_,

b, . D" — Sn,
I’|—>(£L',:|: 1_"7:'2)7

als charakteristischen Abbildungen (beachte ®.(S"™!) C S"~!). Dies folgt wie im vorigen

Beispiel 2.8.67 aus Lemma 2.8.65.
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Insgesamt kann man also mit der leeren Menge S™! = & starten und dann sukzessive S°,
St, ..., S" durch Hinzufiigen je zweier Zellen der richtigen Dimension konstruieren.

Beispiel 2.8.69 (Reell projektive Rdume durch Hinzufiigen von Zellen). Die Abbildung
P" 'R — P"R, [z] — [(x,0)], ist eine abgeschlossene Einbettung (nach Satz 2.7.15 und
Aufgabe 2.8.47). Es entsteht P"R aus P*~'R durch Hinzufiigen einer n-Zelle mit der stetigen
Abbildung

d: D" — PR,

= [l’, \% 1- HxH2]7
als charakteristischer Abbildung (beachte ®(S"!') C P""'R). Dies folgt wie in Beispiel 2.8.67
aus Lemma 2.8.65.

Insgesamt kann man also mit der leeren Menge P~!R := & starten und dann sukzessive
PR, P'R, ..., P"R durch Hinzufiigen je einer Zelle der richtigen Dimension konstruieren.

Beispiel 2.8.70 (Komplex projektive Radume per Hinzufiigen von Zellen). Analog wie in
Beispiel 2.8.69 entsteht P*C aus P" !C durch Hinzufiigen einer 2n-Zelle mit der stetigen
Abbildung (hier wird D*" als Teilmenge von C" aufgefasst)

$: D> — P"C,
T = [33', V I- HxH2]7

als charakteristischer Abbildung. Man beachte, dass ® surjektiv ist (obwohl /1 — ||z||? reell
und nichtnegativ ist).

Insgesamt kann man also mit der leeren Menge P~!C := & starten und dann sukzessive
P'C, P!C, ..., P"C durch Hinzufiigen je einer Zelle der richtigen Dimension konstruieren.

Definition 2.8.71 (| , Chapter 8.3]). Ein CW-Komplex* ist ein topologischer Raum
X zusammen mit einer CW-Zerlegung, d. h. einer aufsteigenden Folge X | = @ C Xy C
X; € Xy C ... von (notwendig abgeschlossenen) Teilmengen von X, indiziert durch n €
NU {-1}, # so dass die folgenden Bedingungen gelten:
(a) X = U, en Xn-
(b) Fiir jedes n € N entsteht X,, aus X,,_; durch Hinzufiigen von n-Zellen.
ist X,,_1 abgeschlossen in X,,.
(c) X tragt die Finaltopologie beziiglich der Inklusionen X, < X: Fiir eine Teilmenge
U C X gilt genau dann Uc X, wenn U N X,,¢ X, fiir alle n € N gilt.

26 Tnsbesondere

2.8.72. Die letzte Bedingung ist automatisch erfiillt, falls es ein n € N mit X,, = X gibt.
Beispiel 2.8.73. Die Beispiele 2.8.67, 2.8.68, 2.8.69, 2.8.70 liefern die folgenden CW-Komplexe:

e X =S" mit CW-Zerlegung Xy = {—€,.1} =... = X,,.1 C X,, = X.
24 Die Buchstaben CW stehen fiir closure-finiteness und weak topology. Wir verweisen auf [ , Ap-
pendix] fiir Details.
25 Wir folgen hier der Literatur [ ]. Formal besser scheint mir, fiir jedes n € N eine (automatisch

abgeschlossene) Einbettung I,,: X,, — X zu fixieren, so dass I,(X,) C IL,41(Xp41) fiir alle n € N gilt
(die Vereinigung der X,, ist dann durch ihren Colimes zu ersetzen). Wenn man dann jedes X,, mit I,(X,)
identifiziert, ist man in der Situation der Definition.
26 Hier wird also nur die Existenz geeigneter charakteristischer Abbildungen gefordert. Man kénnte diese
auch zum Teil des Datums eines CW-Komplexes machen.
35



e X =S"mit Xo=S'cX;=S'cX,=S*C...CcX,=5"=X.

e X =P'Rmit Xo=P'RcCc X; =P RCXy;=PRcC...Cc X,,=P'R=X.

e X =P'"Cmit Xo=P'CCc X, =PI CcX,=PCcC...Cc X,=P"C=X.
Definiert man PR als Vereinigung iiber die aufsteigende Folge P'R c PR C ... und
versieht diesen Raum mit der Finaltopologie beziiglich der Inklusionen P"R — P*R, so
erhélt man die Struktur eines CW-Komplexes auf P*R. Analog kann man P>*C und S*
definieren.

Beispiel 2.8.74. Die Fliche F,; vom Geschlecht g aus Beispiel 2.8.44 hat zwei offensichtliche
CW-Komplex-Strukturen: Zum einen entsteht F,; aus einem Punkt durch Hinzufiigen einer
2-Zelle mit charakteristischer Abbildung D?* & P9 — F,. Zum anderen kann man zu einem
Punkt zuerst 2¢ 1-Zellen hinzufiigen (alias die ,, Wege* ay, b1, ..., a4, by in Fy), und dann eine
2-Zelle hinzufiigen.

Beispiel 2.8.75 (R" als CW-Komplex). ) Wir beschreiben eine CW-Zerlegung von X = R2.
Es bestehe X, = Z?* aus allen ganzzahligen Gitterpunkten, X; = J,.,({s} x RUR x {s})
aus alle vertikalen und horizontalen Geraden durch Gitterpunkte, und es gelte X, = R2. Der
Nachweis, dass dies eine CW-Zerlegung ist, sei dem Leser iiberlassen (siche Aufgabe 2.8.76).
Analog kann man R” zu einem CW-Komplex machen, und jede dazu homéomorphe Menge,
etwa die n-Zelle £™.

Ende der 6. Vorlesung am 25.04.2019.
Hausaufgaben:

(1) Teil (a) von Aufgabe 2.8.47, projektiver Raum kompakt; Teil (b) als Bonus

(2) Aufgabe 2.8.48, projektiver Raum als Quotient einer Disk, oder Aufgabe 2.8.49, Weg
in Hausdorffraum

(3) Aufgabe 2.8.58, Transitivitit von Kokartesitit

(4) Aufgabe 2.8.59, Pushouts und offene/abgeschlossene Einbettungen

Aufgabe 2.8.76. Beweise die Behauptung in Beispiel 2.8.75.
Hinweis: Verwende Lemma 2.8.65; fiir Bedingung (iv) ist Aufgabe 2.4.18 niitzlich, die in
der dortigen Notation besagt, dass X die Quotiententopologie beziiglich der offensichtlichen

Abbildung | |, 4 A — X trigt (vgl. Beispiel 2.8.36).
Der Rest dieses Abschnitts wurde in der Vorlesung nicht erklart.

Definition 2.8.77. Eine Abbildung f: X — Y topologischer Raume heifit final*”, wenn die
Topologie auf Y die Finaltopologie beziiglich der Abbildung f ist.?® 2

2.8.78. Jede finale Abbildung ist stetig.

2.8.79. Genau dann ist f: X — Y final, wenn eine beliebige Teilmenge V' C Y genau dann
offen in Y ist, wenn ihr Urbild f~1(V) offen in X ist (ist f stetig, so ist die Implikation =
trivial). Hierbei kann offen durch abgeschlossen ersetzt werden.

2TDiese Terminologie ist nicht allgemein verbreitet.

28 Man kénnte allgemeiner definieren, was eine finale Familie (fi: X; = Y) von Abbildungen zwischen
topologischen Rdumen (mit demselben Zielbereich) ist. Mit Aufgabe 2.8.38 kann man sich jedoch auf den
Fall einer Abbildung zuriickziehen.

29 Analog kann man initale Abbildungen oder Familien definieren.
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2.8.80. Sei f: X — Y eine finale Abbildung. Dann ist f(X) offen und abgeschlossen in
Y. Jede Teilmenge von Y \ f(X) ist offen und abgeschlossen in Y, d.h. Y\ f(X) trigt die
diskrete Topologie.

2.8.81. Nach Lemma 2.8.66 ist jede stetige surjektive Abbildung f: X — Y, die offen oder
abgeschlossen ist, final.

Insbesondere ist jede stetige surjektive Abbildung f: X — Y von einem quasi-kompakten
Raum X in einen Hausdorffraum Y final (denn sie ist nach Satz 2.7.15 abgeschlossen).

Beispiel 2.8.82. In der Situation von Beispiel 2.8.36 ist die offensichtliche Abbildung
ey U — X stetig, offen, surjektiv und damit final.

Beispiel 2.8.83. Die Abbildung Exp: [0,1] — S!, ¢ — exp(27it), ist stetig, surjektiv, und
nach Satz 2.7.15 abgeschlossen. (Sie ist nicht offen.) Also ist sie final.

Lemma 2.8.84 (Transitivitét finaler Abbildungen). Seien X EN Ny stetige Abbildungen.
Dann gelten:

(a) (Komposition, composition) Sind f und g final, so auch go f.

(b) (Rechtsstreichen, right cancellation) Ist g o f final, so auch g.

Beweis. Wir verwenden im Beweis beider Aussagen die Charakterisierung der Finaltopologie
aus Satz 2.8.35.

(a) Seien f und g final. Sei T ein topologischer Raum und sei t: Z — T eine Abbildung
von Mengen. Finalitidt von g zeigt, dass ¢t genau dann stetig ist, wenn to g stetig ist. Finalitét
von f zeigt, dass t o g genau dann stetig ist, wenn ¢ o g o f stetig ist. Also ist ¢ genau dann
stetig, wenn t o g o f stetig ist. Also ist g o f final.

Alternativ kann man dies auch wie folgt nachrechnen: Fir W C Z gilt We Z <~
g W)@ Y <= (gof) 1 (W) = fHg ' (W))e X. Also trigt Z die Finaltopologie beziiglich
gof.

(b) Sei g o f final. Sei T' ein topologischer Raum und sei t: Z — T eine Abbildung von
Mengen. Dann haben wir Implikationen

t stetig = t o g stetig (da g stetig)
= togo [ stetig (da f stetig)
=t stetig (da g o f final).
Also ist g final. OJ

Beispiel 2.8.85. Jede stetige Abbildung mit Schnitt ist final: Sei f: X — S eine stetige
Abbildung, fiir die es einen stetigen Schnitt (= Rechtsinverses) gibt, also eine stetige Ab-
bildung s: S — X mit fos =idg (daraus folgt, dass f surjektiv ist). Da idg final ist, ist f
final nach Lemma 2.8.84.(b).

Beispielsweise ist die Strukturabbildung E — S jedes Vektorbiindels final (betrachte den
Nullschnitt).

Aufgabe 2.8.86 (| , Kapitel 3D]). Sei f: X — Y eine Abbildung von Mengen. Zu-
gehorigkeit zur selben Faser von f definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf X. Dann faktori-
siert f als Verkniipfung
X5 x/~mdpx) Sy,
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einer surjektiven Abbildung p, gefolgt von einer bijektiven Abbildung f, gefolgt von einer
injektiven Abbildung 7.

Ist f eine stetige Abbildung topologischer Rdume, so kann man X/~ mit der Quotien-
tentopologie versehen (so dass p final wird), f(X) mit der Spurtopologie (so dass i ,initial®
wird). Die Abbildung f ist dann stetig.

Lemma 2.8.87 (Finalitit ist lokal im Ziel (= Zielbereich)). Sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Hat'Y eine offene Uberdeckung V, so dass die induzierte Abbildung f: f~1(V) —
V' fir alle V €V final ist, so ist [ final.

Beweis. Offensichtlich. O

Beispiel 2.8.88. Hat eine stetige Abbildung lokal Schnitte, so ist sie final. Dies folgt aus
Lemma 2.8.87 und Beispiel 2.8.85.

3. HOMOTOPIE UND FUNDAMENTALGRUPPE
3.1. Definition der Fundamentalgruppe.

3.1.1. Wir hatten einen Weg in einem topologischen Raum X als stetige Abbildung ~: [a,b] —
X definiert. Im Folgenden betrachten wir oft nur Wege mit Definitionsbereich [0, 1] und nen-
nen diese auch schlicht Wege. Genauer kénnte man von normierten Wegen sprechen.

Definition 3.1.2. Seien z,y Punkte eines topologischen Raums X. Sei
QX,z,y) :={a:[0,1] = X | a ist stetig mit a(0) = z und (1) = y}

die Menge aller Wege von z nach y.
Gegeben zwei Wege o € Q( X, z,y) und 5 € Q(X, vy, 2) — der Endpunkt von « ist also der
Startpunkt von g — ist ihre Verkniipfung oder Aneinanderhingung §* o € Q(X, z, 2)
durch
a(2t) 0
(B*a)(t) ==
B2t—1) 3

definiert, wobei Stetigkeit aus Proposition 2.4.13.(b) folgt.*

Fir z € X ist der konstante Weg ¢, € Q(X, z,z) durch ¢,(t) = x definiert.

Ist ein Weg o € Q(X, x,y) gegeben, so ist sein umgekehrter Weg @ € Q(X, y, z) durch
a(t) = a(l —t) definiert.

Ein Weg heifit geschlossen oder eine Schleife, wenn sein Anfangspunkt mit seinem End-
punkt iibereinstimmt. Eine Schleife bei x ist ein geschlossener Weg mit z als Anfangs- und
Endpunkt.

3.1.3. Die Verkniipfung * von Wegen ist nicht assoziativ.

3.1.4. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Fiir jeden Weg o € Q(X,z,y) in X ist
sein Bild foa € Q(Y, f(z), f(y)) unter f ein Weg in Y. Diese Zuordnung ist mit der
Aneinanderhédngung von Wegen vertriglich: Gegeben zwei Wege o € Q(X,z,y) und § €
Q(y, 2) gilt
fo(Bxa)=(fop)x*(foa).
30Wir durchlaufen in 8 * a zuerst den Weg o und dann den Weg . In der Literatur kommt auch die

andere Konvention vor, etwa in [[ ]
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Definition 3.1.5. Seien «, € Q(X, x,y) zwei Wege von z nach y. Eine Homotopie (mit
festen Randpunkten) von «a nach f3 ist eine stetige Abbildung

he[0,1] x [0,1] — X

mit den folgenden Eigenschaften:

(t,0) = «(t) fiir alle ¢ € [0,

0 ) =z fiir alle T € [0,
(t,1) = B(t) fiir alle ¢ € [0,

oh 1], o h(0, 0,1],
o h 1], o h(1,7) =y fiir alle 7 € [0, 1].

] (1, ]
Wir schreiben eine solche Homotopie als h: o = 5. Wir nennen « und § homotop (mit
festen Randpunkten) und schreiben o = 3, wenn eine Homotopie von « nach /3 existiert.

Eine Schleife o € Q(X, x, z) heiit zusammenziehbar, wenn sie zum konstanten Weg &,
homotop ist.

T
T

3.1.6. Man stellt sich eine Homotopie h: o = [ als ,stetige“ Familie von Wegen h, :=
h(—,7) € Q(X,x,y), fir 7 € [0,1], mit hy = a und hy = [ vor.

Beispiel 3.1.7. Ist X C R” konvex, so sind je zwei Wege «, 3 von x nach y homotop mittels
h(t,7) = (1 —7)a(t) + 75(¢).

Beispiel 3.1.8. Bilder homotoper Wege sind homotop: Ist f: X — Y stetigundist h: o = 3
eine Homotopie, so ist auch foh: foa = f o 3 eine Homotopie.

Beispiel 3.1.9. Jeder Weg « ist homotop zu jeder Umparametrisierung cvov, wobeiv: [0, 1] —
[0, 1] eine beliebige stetige Abbildung mit v(0) = 0 und v(1) = 1 ist: Zunéchst gilt v = idjg

nach Beispiel 3.1.7 angewandt auf das konvexe Einheitsintervall, und dann folgt o o v =
a oid = a mit Beispiel 3.1.8.

Lemma 3.1.10 (Homotopie ist Aquiyalenzrelation). Seien x,y Punkte eines topologischen
Raums X. Dann ist Homotopie eine Aquivalenzrelation auf Q(X, x,y).

Beweis. Reflexivitit und Symmetrie seien dem Leser iiberlassen. Transitivitit: Seien h: o =
£ und h': 8 = ~ Homotopien. Dann definiert

h(t,2 falls 0 <7< L

R (2 B T

R'(t,2r —1) falls 5 <7 <1,
eine Homotopie von « nach 7, wobei man beachte, dass H nach Proposition 2.4.13.(b) stetig
ist. U

Definition 3.1.11. Elemente von
7T1<X,LU,y) = Q<X7;U’y)/’\4

heiBen Homotopieklassen (mit festen Randpunkten) von Wegen von z nach y. Die
Homotopieklasse (= Aquivalenzklasse) von a € Q(X, z,y) wird [a] notiert.

Lemma 3.1.12. Sei X ein topologischer Raum. Wann immer die folgenden Aneinanderhdngungen
von Wegen in dem Sinne sinnvoll sind, dass der eine Weg dort aufhort, wo der ndchste
anfingt, gelten die folgenden Aussagen:
eaXNod = axf=a xp
e = =axf=axf
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(&)

e axe, Ea=Eg ka
e a*xa=c, undaxa =g,
o (axp)=px*a
o (axf)xy=ax(Bx7)
Beweis. Wir erkldren beispielhaft @« o = ¢, und (a % ) * v = a * (8 * ). Die restlichen

einfacheren Aussagen sind dem Leser iiberlassen.
o *x a = g, Die Formel

x falls 2t < 7,
H(t7) = a2t — 1) falls 7 < 2t < 1,
’ a(l-t)—7)=a2t—1+7) falls1<2t<2-—r,
x falls 2 — 7 < 2t,

definiert eine (stetige) Homotopie von @ * a nach ¢,.
(a* ) *v = ax* (5 *): Sicherlich gilt
(axB)xy=(ax(Fx7))ov
fir eine geeignete Umparametrisierung v: [0, 1] — [0, 1] mit v(0) = 0 und v(1) = 1. Nach

Beispiel 3.1.9 ist jeder Weg homotop zu jeder seiner Umparametrisierungen. U

Aufgabe 3.1.13. Seien a,a’ € Q(X,z,y) und 8,5 € Q(X,y,z) Wege in einem topologi-
schen Raum X. Gelte S xa = 3/ x o’ und 8 = . Dann gilt o = «’.

Definition 3.1.14. Ein punktierter (topologischer) Raum®' ist ein Paar (X, z) beste-
hend aus einem topologischen Raum X und einem Punkt z € X, genannt Basispunkt.

Definition 3.1.15. Ist (X, x) ein punktierter topologischer Raum, so kiirzen wir ab
QX,x) = QUX, z,x) und m (X, z) :=m (X, z,x).

Satz 3.1.16. Sei (X,x) ein punktierter Raum. Das Aneinanderhdingen x von Schleifen bei
x induziert eine Verknipfung * auf der Menge m (X, x) der Homotopieklassen von Schleifen
bei x und macht

(X, x)
zu einer Gruppe, genannt Fundamentalgruppe von (X, x).
Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 3.1.12: Die ersten beiden Aussagen dort zeigen, dass
aus a = o/ und [ = ' die Aussage a x § = o * 3/ folgt. Also ist die Verkniipfung
x: Q(X,z2) x QX z) = QX ),
([a], [B]) = [o = f],

wohldefiniert. Sie ist assoziativ nach der letzten Aussage, hat ¢, als neutrales Element nach
der dritten Aussage, und [@] ist nach der vierten Aussage sowohl links- als auch rechtsinvers

zu |a. O

31 Englisch pointed space (aber nicht punctured space). Bepunktet oder pointiert wire eine bessere deutsche
Ubersetzung, sie ist aber uniiblich.
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Beispiel 3.1.17. Die Fundamentalgruppe von R™ und jeder konvexen, nichtleeren Teilmenge
X C R” ist fiir jeden Basispunkt z trivial (nach Beispiel 3.1.7), in Formeln m(R™, x) = 1
und 7 (X, 7) = 1.%

3.1.18 (Fundamentalgruppe hiangt nur von Wegzusammenhangskomponente ab). Sei x ein
Punkt eines topologischen Raums X und sei W seine Wegzusammenhangskomponente. Da
das Bild jeder Schleife bei x und jeder Homotopie zwischen zwei solchen Schleifen in W ent-
halten sein muss, sind die Gruppen 71 (W, ) und 7 (X, x) in offensichtlicher Weise isomorph
(vgl. 3.2.19). Dies zeigt auch, dass fiir jedes y € X \ W die beiden Fundamentalgruppen
m (X, z) und m (X, y) im Allgemeinen nichts miteinander zu tun haben. Fiir wegverbind-
bare Punkte liefert jeder Verbindungsweg einen Isomorphismus zwischen den zugehérigen
Fundamentalgruppen, genauer gilt die folgende Proposition 3.1.19.

Proposition 3.1.19 (Wechsel des Basispunkts). Seien x,y Punkte eines topologischen Raums
X. Dann liefert jeder Weg v € Q(X, x,y) von x nach y einen Gruppenisomorphismus

ey m(X,z) = m(X,y),
[o] = [(v*a) «7] = [y * (a*7)].

Dieser Isomorphismus hdngt nur von der Homotopieklasse von v ab.

Beweis. (Siehe Aufgabe 3.2.26 fiir eine kategorielle Version dieses Beweises.) Alles folgt aus
Lemma 3.1.12: Die angegebene Abbildung c, ist wohldefiniert und ein Gruppenmorphis-
mus™. Analoges gilt fiir ¢-: m(X,y) — 7 (X,z), und diese beiden Gruppenmorphismen
sind invers zueinander. Ist 7' € Q(X, z,y) ein zu v homotoper Weg, so gilt ¥ =2 7" (das ist
klar nach Definition oder nach Aufgabe 3.1.13 oder nach Lemma 3.1.12) und wir folgern
Cy = Cyr. U

Definition 3.1.20. Ein topologischer Raum X heifit einfach zusammenhingend®!, wenn
er wegzusammenhéingend ist und 71 (X, z) = {1} fiir jedes x € X gilt. Die letzte Bedingung
bedeutet in Worten, dass jede Schleife zussamenziehbar ist.

3.1.21. Nach Proposition 3.1.19 geniigt es, die Bedingung m (X, ) = {1} fiir einen beliebi-
gen Punkt x € X zu priifen, wenn X als wegzusammenhingend vorausgesetzt ist.

Beispiel 3.1.22. Jede nichtleere konvexe Teilmenge K C R" ist einfach zusammenhéngend.

Satz 3.1.23. Sei X = U UV eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X . Sind
U und V' einfach zusammenhdingend und st U NV wegzusammenhdngend, so ist X einfach
zusammenhdngend.

Ausblick 3.1.24. Dieser Satz wird sich als Spezialfall des Satzes von Seifert-van Kampen
3.10.4 erweisen.

Beweis. Da U,V und U NV wegzusammenhéngend sind und insbesondere U NV # & gilt,
ist X = U UV wegzusammenhéngend. Sei x € UNV # &. Sei v € Q(X, x) eine Schleife. Zu

32Das neutrale Element einer (multiplikativ notierten) Gruppe wird als 1 notiert. Wir schreiben oft 1 statt
{1} fiir die Gruppe mit genau einem Element.
33 Synonyme sind: Gruppenmorphismus, Morphismus von Gruppen, Gruppenhomomorphismus, Homo-
morphismus von Gruppen.
34Djes ist die iibliche Terminologie. Etwas genauer wiire einfach wegzusammenhingend
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zeigen ist, dass v zusammenziehbar ist. Nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue 2.7.18,
angewandt auf [0, 1] = v~ 1(U)Uy~1(V), gibt es eine Unterteilung 0 = ag < a; < --- < a, = 1
des Einheitsintervalls derart, dass jedes Intervall [a;, a;11] unter v ganz in U oder ganz in
V' landet. Ohne Einschrankung (durch Weglassen von a;’s) kénnen wir annehmen, dass =y
»abwechselnd“*” ganz in U bzw. V verlduft. Dann gilt v(a;) € U NV fiir alle i. Da UNV
wegzusammhéngend ist, gibt es fiir alle 0 < ¢ < n einen Weg ; € QU NV, z,v(a;)).

Sei v;: [0,1] = [a;_1, a;] affin linear mit v;(0) = a;_1 und v;(1) = a;, fir 1 < i < n, und
setze ~y; := v o v;. Dann gilt

YE gk kY2 kN

nach Beispiel 3.1.9, wobei man sich den Ausdruck rechts beliebig geklammert denkt, es aber
nach Lemma 3.1.12 egal ist, welche Klammerung man wéhlt, und wir eh nur an Wegen bis
auf Homotopie interessiert sind. Nach demselben Lemma gilt

%*"'*72*71g%*(ﬁn—l*anl)*%q*"'*%*(52*32)*72*(51 *Bl)*%
= ('Yn*ﬂn—l) * (Bn—l * Vo1 % Bug) * -k (32*72*B1) * (Bl *71)'

Jeder im letzten Ausdruck eingeklammerte Teilausdruck ist eine Schleife bei x und landet
komplett in U oder in V' und kann so als Element von Q(U,z) oder Q(V,z) aufgefasst
werden. Nach Annahme ist jede Schleife in U zusammenziehbar, und analog fiir V. Die
eingeklammerten Schleifen sind also erst recht in X zusammenziehbar, d. h. homotop zu ¢,
und es folgt folgt v = ¢,. U

Satz 3.1.25. Fir n > 2 ist die Sphdre S"™ einfach zusammenhdngend. Insbesondere gilt
m1(S™, x) = {1} fiir jeden Basispunkt x € S".

3.1.26. Zu zeigen ist, dass jede Schleife ~v: [0,1] — S™ zusammenziehbar ist. Ist v nicht
surjektiv, so ist das einfach, denn S™ \ {p} ist homéomoph zu R™ (stereographische Projek-
tion), wobei p € S™ beliebig ist. Es gibt jedoch surjektive Schleifen, die man etwa aus der
Hilbertkurve oder anderen raumfiillenden Kurven konstruieren kann. Der folgende Beweis
funktioniert insbesondere fiir solche Schleifen.

Beweis. Seienu = (1,0,...,0) € S" der ,Nordpol“ und v = (—1,0,...,0) € S" der ,,Stidpol“.
Setze U := S" \ {u} und V = S™\ {v}. Per stereographischer Projektionen (mit Projekti-
onszentren u bzw. v) sind U und V' jeweils homéomorph zu R und damit einfach zusam-
menhéngend (Bsp. 3.1.22). Weiter ist U NV homéomorph zu R™ \ {0}, was fiir n > 2
wegzusammenhéngend ist. Nun verwende Satz 3.1.23. 0

Ende der 7. Vorlesung am 30.04.2019.

Aufgabe 3.1.27. Eine Teilmenge X C R" heifit sternféormig, wenn es einen Punkt z € X
gibt, so dass fiir alle y € X das Segment [z,y] := {(1 —¢)z+ty | t € [0,1]} in X enthalten
ist.

(a) Jede sternformige Teilmenge von R™ ist einfach zusammenhéngend.

Eine Teilmenge X C R” heifit lokalsternférmig?®, wenn jeder Punkt von X eine sternférmige
Umgebung U C X besitzt. Beispielsweise ist jede offene Teilmenge von R" lokalsternformig.

35 Damit ist formal gemeint, dass v([ai,a;41]) C U fiir alle geraden i und ~([a;,a;11]) C V fiir alle
ungeraden ¢ gilt (oder dieselbe Bedingung mit U und V' vertauscht).
36Wir schreiben wegen 5.2.3 nicht lokal sternférmig.
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(b) Ein Weg in einer lokalsternférmigen Teilmenge X C R™ ist homotop zu einem
stiickweise affin linearen Weg h, d.h. zu einem Weg, der aus endlich vielen geraden
Strecken besteht, die mit konstanter Geschwindigkeit ’%h(t)‘ (was aufler in endlich
vielen Punkten ¢ € [0, 1], die den Endpunkten der Strecken entsprechen, definiert ist)
durchlaufen werden.

(c) Bonus: Jede Vereinigung endlich vieler abgeschlossener konvexer Teilmengen von R™
ist lokalsternférmig.

Aufgabe 3.1.28. Die Fundamentalgruppe einer punktierten kompakten (ohne Einschréin-
kung zusammenhéngenden) Mannigfaltigkeit ist endlich erzeugt.

_ Hinweis: Skript ,, Fundamentalgruppe und Uberlagerungstheorie® von Soergel, erginzende
Ubung 1.2.29.

3.2. Fundamentalgruppe der Kreislinie.

3.2.1. Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Fundamentalgruppe der Kreislinie S!,
siehe Satz 3.2.14. Sie ist isomorph zu Z. Die Fundamentalgruppen aller anderen Sphéaren S",
fiir n € N\ {1} sind trivial (Satz 3.1.25 bzw. offensichtlich fiir n = 0).

3.2.2. Wir fassen S! C R? oft als Teilmenge von C auf, indem wir R? per (a,b) — a +ib mit
C identifizieren.

Definition 3.2.3. Um Schreibarbeit zu sparen, definieren wir
Exp: R = S' c C =R?,
t > Exp(t) 1= ™ = exp(2mit) = cos(2mt) + isin(2nt) = (cos(27t), sin(27t)).

3.2.4. Die Abbildung Exp ist stetig, surjektiv, und ein Gruppenmorphismus Exp: (R, +) —
(S, ) mit Kern Z. (AuBerdem ist diese Abbildung offen, so dass S! die Quotiententopologie
beziiglich Exp trégt (Lemma 2.8.66).)

3.2.5. Die Abbildung Exp 148t sich geometrisch als Projektionsabbildung von einer Helix in-
terpretieren. Genauer ist R — R3, ¢ — (cos(27t), sin(27t), t), eine abgeschlossene Einbettung
und hat als Bild eine Helix (vgl. Aufgaben 2.8.29 und 2.8.31). Dann ist Exp die Verkniipfung
dieser Einbettung mit der Projektion auf die ersten beiden Koordinaten.

Definition 3.2.6. Ein Lift (beziiglich Exp) einer stetigen Abbildung f: Y — S! ist ei-
ne stetige Abbildung f: Y — R mit Exp of = f. Das folgende Diagramm illustriert die
Situation.
R
f/’ lExp

y l.g

Lemma 3.2.7. Set Y zusammenhdingend und sei f Y — St stetig. Sind f f Y — R zwei
Lifts von f, so gibt es ein eindeutiges k € Z mit f( )= f( )+ k firalley €Y.

Beweis. Da Exp ein Gruppenmorphismus ist, gilt

~

Exp(f(y) — f(y)) = Exp(f(y)) - Exp(f(y)) " = f(y) - fly) ' =1
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fiir alle y € Y, also f(y) — f(y) € ker(Exp) = Z. Das Bild der zusammenhéngenden Menge

Y unter der stetigen Abbildung f — f: Y — R ist also eine zusammenhéngende Teilmenge
von Z (Proposition 2.6.6) und somit von der Form {k} fiir ein eindeutiges k € Z. O

Lemma 3.2.8. Jede stetige Abbildung f: [0,1] — S* besitzt einen Lift f: 0,1] — R.
Beweis. Fiir jedes t € R ist die Einschrinkung von Exp offensichtlich ein Homéomorphismus
(3.2.1) Exp,: (t,t+1) = U, :=S"\ {Exp(¢)}

(Analysis bzw. Aufgabe 2.7.22 oder Aufgabe 2.8.49).

Ist g: [a,b] — S' eine stetige Abbildung, die nicht surjektiv ist, so gilt g([a,b]) C U, fiir
ein geeignetes ¢ € R, und (Exp,)~! o g ist ein Lift von g. )

Nach dem Uberdeckungssatz von Lebesgue 2.7.18, angewandt auf die offene Uberdeckung
[0,1] = Uyer /7 (Ur) (wir kénnten auch die offene Uberdeckung [0,1] = f~'(Us) U f~1(U1)
verwenden), (oder gleichméafliger Stetigkeit von f) gibt es eine Unterteilung 0 = ag < a1 <
ag < -+ < a, = 1 des Intervalls [0, 1], so dass die Restriktion von f auf jedes Segment
[a;—1,a;] nicht surjektiv ist, fiir j = 1,...,n. Also hat jedes f|4,_,.q; einen Lift E

Da fl(al) - f;(al) € ker(Exp) = Z eine ganze Zahl ist, konnen wir diese zum Lift » addie-
ren und so ohne Einschrankung annehmen, dass fl(al) = fg(al) gilt. Iterieren wir dies, so gilt
ohne Einschrénkung fj(aj) = fjﬂ(aj) fir alle j = 1,...,n — 1. Nach Proposition 2.4.13.(b)
,verkleben® die Lifts fvl, ey ﬁl zu dem gesuchten Lift fvon f. 0

Lemma 3.2.9. Jede stetige Abbildung f: [0,1]x [0,1] — S besitzt einen Lift f: [0,1]2 — R.

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.2.8 kénnen wir das Quadrat [0, 1] in geniigend
kleine (quadratische oder rechteckige) Schachfelder [a;_1,a;] X [br_1,bx] zerlegen, so dass f
auf jedem Schachfeld einen Lift hat. Wir wéahlen solche Lifts.

Wir betrachten nun zunéchst eine fixierte Zeile des Schachbretts. Auf dem Schnitt je zweier
benachbarter Felder dieser Zeile stimmen die beiden gewihlten Lifts von f bis auf eine ganze
Zahl tiberein (Lemma 3.2.7). Durch geeignetes Abdndern unserer Lifts erhalten wir so einen
Lift von f auf der gesamten Zeile.

Nun ist f auf jeder Zeile des Schachbretts geliftet, und das soeben beschriebene Verfahren
zeigt, dass f einen globalen Lift hat. O

3.2.10. Analog hat jede stetige Abbildung [0, 1]" — S! einen Lift.

Aufgabe 3.2.11. Jede stetige Abbildung I — S' hat einen Lift, wobei I ein beliebiges
Intervall in R ist.

Hinweis: Uberdecke beispielsweise (0, 1] durch kompakte Teilmengen der Form [1/n, 1], fur
n e N>0.

Definition 3.2.12. Sei a € Q(S!,1) eine Schleife bei 1. Wir definieren die Umlaufzahl
Um(a) von « durch

Um(a) := a(1) — a(0)
wobei @: [0,1] — R ein beliebiger Lift von a: [0,1] — S! ist (ein solcher Lift existiert

nach Lemma 3.2.8, und die Umlaufzahl ist unabhéngig von der Wahl des Lifts nach Lem-
ma 3.2.7).%7

37Statt Schleifen bei 1 konnten wir hier auch Schleifen bei einem beliebigen Punkt von S! betrachten.
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Lemma 3.2.13. Zwei Schleifen o, 3 € Q(S',1) sind genau dann homotop mit fizierten
Randpunkten, wenn sie dieselbe Umlaufzahl haben, in Formeln

a=f <<= Um(a)=Um(s).

Beweis. Gelte a = . Sei h eine Homotopie von a nach 3. Nach Lemma 3.2.9 hat % einen
Lift h: [0,1]> — R. Dann sind

e h(—,0) ein Lift von «,
e h(—,1) ein Lift von 3,
e 1(0,—) und h(1,—) Lifts des konstanten Wegs £;: [0,1] — S, also konstant nach
Lemma 3.2.7 (da der konstante Weg £¢: [0, 1] — R ein Lift von & ist).
Es folgt
Um() = h(1,0) — k(0,0) = A(1,1) — h(0,1) = Um(S).

Gelte umgekehrt Um(«) = Um(f). Seien a bzw. E Lifts von a und 3. Wegen «/(0) —5(0) €

Z kénnen wir ohne Einschréinkung a(0) = (0) annehmen. Dann gilt auch a(1) = 3(1) wegen

der Gleichheit der Umlaufzahlen. Nach Beispiel 3.1.7 sind die Wege & und 8 homotop. Dann
sind auch o = Exp oa und § = Exp off homotop (Beispiel 3.1.8). O

Satz 3.2.14 (Fundamentalgruppe der Kreislinie). Die wie folgt definierte Abbildung ist ein
Isomorphismus

7 1) T (Sl, 1),
n [t — Exp(tn)],
von Gruppen. Ihr Inverses ist durch die Umlaufzahl [a] — Um(a) gegeben.

Beweis. Fiir n € Z betrachte die Schleife w,,: [0,1] — S', ¢ — Exp(tn). Diese Schleife hat
trivialerweise wy,: [0,1] — R, t — tn, als Lift.

Seien m,n € Z. Bezeichne (w, + m) die Translation von w, um m, also den Weg ¢
wn(t) + m = nt + m von m nach n + m. Dann ist die Aneinanderhéngung (w, + m) * Wy,
definiert und ein Weg von 0 nach n +m. Da je zwei Wege in R mit demselben Anfangs- und
Endpunkt homotop sind (Beispiel 3.1.7), gilt Wp1m = (W, + M) * W,,. Mit Beispiel 3.1.8 und
3.1.4 folgt

Wntm = EXP 0Wn 1 = Exp o((Wn +m) * W) = (Exp o(w,, +m) * (Exp owy,) = wy * wip.

Also induziert n — w, einen Morphismus w: Z — 7;(S!, 1) von Gruppen.
Nach Lemma 3.2.13 induziert Um: Q(S',1) — Z die zweite der beiden nachfolgenden

Abbildungen und zeigt, dass sie injektiv ist.

7 % (St )57,
Wegen Um(w,,) = @,(1) — @,(0) = n gilt Um ow = idz. Also sind Um und w bijektiv. O
3.2.15. Modifiziert man die Argumente dieses Abschnitts wie folgt, so erhélt man den Iso-
morphismus
(3.2.2) Z = 7 (C*, 1),

n [t — Exp(tn)],
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von Gruppen mit der Umlaufzahl als Inversem: Statt Exp = Expg: R — S! samt indu-
zierten Homoomorphismen (3.2.1) verwende man die komplexe Exponentialfunktion Exp :=
Expe := exp(2mi—): C — C* = C\ {0}, die fiir jedes t € R per Einschrinkung einen
Homd&omorphismus

(3.2.3) Exp,: {w € C |t < Re(w) <t+1} = U, := C*\ (Rso - Exp(t))

induziert.

Ausblicke: Die beiden Abbildungen Expp und Expe sind (universelle) Uberlagerungen.
Der Isomorphismus (3.2.2) folgt auch aus Satz 3.2.14 und der Tatsache, dass die Inklusion
S! — C* eine Homotopiedquivalenz ist (Korollar 3.5.2, Lemma 3.5.4).

Aufgabe 3.2.16. Die Fundamentalgruppe m(GL,(R),I,,) ist abelsch; hierbei ist I,, die
Einheitsmatrix und n € N eine natiirliche Zahl.

Hinweis: Allgemeiner gilt: Sei M ein topologischer Monoid, also ein topologischer Raum
M zusammen mit einer Monoidstruktur auf der Menge M, so dass die Monoidverkniipfung
M x M — M, (z,y) — x -y, stetig ist. Dann ist m(M,e) abelsch, wobei e € M das
neutrale Element von M ist.

Bemerkung: Insbesondere ist 71 (G, e) fiir jede topologische Gruppe G abelsch, wobei e € G
das neutrale Element ist. Beispiele topologischer Gruppen sind Lie-Gruppen wie GL,(C),
aber auch beliebige Untergruppen solcher Gruppen. Dies zeigt unabhéngig von dem stérkeren
Satz 3.2.14, dass m (S, 1) abelsch ist.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.1.13, Wege kiirzen

(2) Aufgabe 3.1.27, (lokal)sternformige Teilmengen

(3) Aufgabe 3.2.11, Lifts auf beliebigen Intervallen, oder Aufgabe 3.2.23, z — z" auf
T ((CX7 1)

(4) Aufgabe 3.2.16, Fundamentalgruppe von GL, (R) ist abelsch.

3.2.17. Grundbegriffe der Kategorientheorie samt Beispielen sind in Abschnitt A erklért
(siche etwa Beispiele A.1.5 fiir die Definition der Kategorien Top, Top,, Grp).

Ende der 8. Vorlesung am 02.05.2019 (bereits erklart: Definition einer Kategorie 4+ Beispiel
Top).

Lemma 3.2.18 (Fundamentalgruppe als Funktor). Das Bilden der Fundamentalgruppe gibt
in offensichtlicher Weise Anlass zu einem Funktor

m . Top, — Grp,
genannt Fundamentalgruppenfunktor, der explizit durch die Abbildung
T = (m1)obj: Obj(Top,) — Obj(Grp),
(X, z) — m (X, x),
auf Objektmengen und die Abbildungen
™ = (M) (xa).(v: Top. (X, 2), (Y,y)) = Grp(m(X, z), m(Y,y)),

£ (mf):lal = [ e al),

auf Morphismenmengen, fir Objekte (X, x),(Y,y) € Top,, gegeben ist.
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Beweis. Nach Beispiel 3.1.8 ist m;(f) wohldefiniert als Abbildung (X, z) — m(Y,y) von
Mengen und nach 3.1.4 ein Morphismus von Gruppen. Offensichtlich gelten 7 (id(x ) =
i, (x,2) und 71 (g) o mi(f) = m(g o f) fiir beliebige Morphismen (X, x) ER (Y,y) % (Z,2) in
Top,. 0

3.2.19 (Die Fundamentalgruppe héngt nur von der Wegzusammenhangskomponente ab). Sei
(X, z) € Top, und sei W die Wegzusammenhangskomponente des Basispunkts z. Seii: W —
X die zugehorige Inklusion. Dann ist ¢: (W, z) — (X, ) ein Morphismus in Top,. Das Bild
dieses Morphismus unter dem Fundamentalgruppenfunktor 7 ist ein Isomorphismus

m(W,x) = m (X, x)
von Gruppen (vgl. 3.1.18).
Beispiel 3.2.20. Die Inklusion ¢: (S*,1) < (C*, 1) induziert einen Morphismus
71 (1) m(SY1) = 7 (T 1).

Dieser ist ein Isomorphismus, wie man sofort aus den Isomorphismen in Satz 3.2.14 und
3.2.15 folgert.

Beispiel 3.2.21 (Nichtexistenz komplexer Wurzelfunktionen). Sei q: C — C, z + 2%, die
Quadrierfunktion. Nehmen wir an, dass es eine stetige Wurzelfunktion gibt, also eine stetige
Abbildung w: C — C mit gow = id¢. Dann gilt w(z) # 0 fiir alle z # 0. Indem wir eventuell
w durch —w ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung w(1) = 1 annehmen, was ohnehin
eine sinnvolle Annahme ist. Somit erhalten wir induzierte Morphismen

(C,1) % (€, 1) & (Cc*)1)

in Top,, deren Verkniipfung die Identitédt ist. Wenden wir den Fundamentalgruppenfunktor
an, so erhalten wir Morphismen

m(C*, 1) 2 ©* 1) 29 r X))

in Grp, deren Verkniipfung die Identitdt ist. Insbesondere ist 7 (g) surjektiv. Nach Aufga-
be 3.2.23 und Beipiel 3.2.20 gilt aber (m1(q))(g) = ¢° (in multiplikativer Schreibweise), was
wegen Z — mi(S', 1) (siche Satz 3.2.14) nicht surjektiv ist. Diese Widerspruch zeigt die
Nichtexistenz einer stetigen komplexen Wurzelfunktion. Wer Beipiel 3.2.20 vermeiden will,
kann auch direkt mit S' argumentieren, denn w und ¢ bilden S! in sich ab.

Aufgabe 3.2.22. Seien (X, z),(Y,y) € Top,. Dann ist die von den Projektionen X el
X x Y L Y induzierte Abbildung ein Isomorphismus

m(X x Y, (z,y)) = m(X,2) x m(Y,y)
von Gruppen.

Aufgabe 3.2.23. Fiir n € Z induziert die Abbildung p: S* — S!, z — 2", auf der (abel-
schen) Fundamentalgruppe 7;(S!, 1) die Abbildung g — ¢" in multiplikativer bzw. g — ng

in additiver Schreibweise. (Dasselbe gilt auch fiir C* statt S*.)
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Definition 3.2.24. Sei X ein topologischer Raum. Das Fundamentalgruppoid II;(X)
von X ist als Kategorie durch

Hl(X)(x7y> = 7T1(X7ZL’,y)7 fiir Ob.]ekte x,y € ObJ(Hl(X>>a

und mit Verkniipfung dem Aneinanderhéngen Homotopieklassen von Wegen definiert; nach
Lemma 3.1.12 definiert dies in der Tat eine Kategorie und genauer ein Gruppoid.

3.2.25 (Fundamentalgruppe als Automorphismen im Fundamentalgruppoid). Sei X ein to-
pologischer Raum. Fiir jedes Objekt = € I1;(X) des Fundamentalgruppoids gilt dann

Autp, (x)(z) = m (X, x).

Proposition 3.1.19 wird so zu einem Spezialfall einer einfachen kategoriellen Aussage, die wir
als Aufgabe 3.2.26 formulieren.

Aufgabe 3.2.26. Sei v: x — y ein Isomorphismus in einer Kategorie C. Wir erinnern an
die Notation C(x) := C(x,z) (Definition A.1.4). Dann definiert ,Konjugation mit v* eine
bijektive Abbildung

yo? oyt Cz) = Cly).
Im Spezialfall, dass C das Fundamentalgruppoid II; (X) ist, beweist dies Proposition 3.1.19.

3.3. Anwendungen und Beispiele.

Definition 3.3.1. Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Eine Retraktion
von X auf A ist eine stetige Abbildung r: X — A mit |4 = id4. Man nennt dann auch A
ein Retrakt von X oder sagt, dass X auf A retrahiert.

Beispiel 3.3.2. Die Abbildung C* — S', 2z — £, ist eine Retraktion. Die Einschrinkung

l2[’

dieser Abbildung auf jede Teilmenge von C*, die S* enthiilt, ist ebenfalls eine Retraktion.

3.3.3. Retraktionen sind im Wesentlichen dasselbe wie idempotente stetige Selbstabbildun-
gen (eine Selbstabbildung e einer Menge heifit idempotent, wenn e? = e gilt; idempotente
lineare Abbildungen werden meist Projektionen genannt). Ist genauer A eine Teilmenge eines
topologischen Raums X, so sind die folgenden Zuordnungen invers zueinander:

{Retraktionen von X auf A} & {Idempotente stetige Selbstabbildungen von X mit Bild A},
(rX—=A4)— (X 5 A<= X),
(X S e(X)) < (e: X — X).

Lemma 3.3.4. Seii: A — X die Inklusion einer Teilmenge A eines topologischen Raums
X. Gibt es eine Retraktion r: X — A, so ist

m(i): m(A,a) — m (X, a)

imgektiv und
m(r): m(X,a) - m (A, a)

st surjektiv, fir beliebiges a € A.
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Ausblick 3.3.5. Inklusionen von Deformationsretrakten, wie in Definition 3.5.3 definiert,
liefern Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen (Lemma 3.5.4). Allgemeiner liefert jede

Homotopiedquivalenz (Definition 3.4.10) einen Isomorphismus auf den Fundamentalgruppen
(Korollar 3.5.2).

Beweis. Das Diagramm

(A, a)
in Top, ist kommutativ. Anwenden des Fundamentalgruppenfunktors (Lemma 3.2.18) liefert
das kommutative Diagramm

(A a) 7 (X, a)

1 <A7 CL)
in Grp. Also sind () injektiv und 7 (r) surjektiv. O

Satz 3.3.6. Es gibt keine Retraktion von der abgeschlossenen Kreisscheibe D? auf ihren
Rand S*.

Beweis. Falls es eine solche Retraktion gibt, liefert die Inklusion i: S' — D? nach Lem-
ma 3.3.4 eine injektive Abbildung

71'1(81, 1) — 7T1(D2, 1)

Das ist aber unmdglich, denn 71(S',1) = Z nach Satz 3.2.14 und m(D? 1) = 1 nach Bei-
spiel 3.1.17. O

Satz 3.3.7 (Brouwerscher Fixpunktsatz fiir die Kreisscheibe (siehe (englischsprachige) Wi-
kipedia fiir Geschichtliches)). Jede stetige Selbstabbildung f: D* — D?* der abgeschlossenen
Kreisscheibe hat einen Fizpunkt, es gibt also ein p € D? mit f(p) = p.

3.3.8. Ein hiibscher Beweis des Brouwerscher Fixpunktsatzes mit Hilfe von Sperners Lem-
ma ist in | | erklért; der dortige Beweis 1d8t sich offensichtlich auf beliebige Disks D™
verallgemeinern.

Beweis. Wir nehmen an, dass f keinen Fixpunkt hat. Definiere
r: D?* - S,
(der (eindeutige) Schnittpunkt von S' mit dem)
T +—r .

offenen Strahl {(1—t)f(z)+tx | t € Rog}, der
in f(x) beginnt und durch = geht

Diese Abbildung ist stetig, wie der Leser unschwer nachweist (Aufgabe 3.3.9). Wegen r(x)

x fiir alle x € S! ist sie eine Retraktion von D? auf S'. Dies widerspricht Satz 3.3.6. O
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Aufgabe 3.3.9 (Die Retraktion r im Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes 3.3.7 ist
stetig). Fiir n € N ist die folgende Abbildung stetig:
s{(z,y) € D" x D" [z #y} =S,

der (eindeutige) Schnittpunkt von S"~! mit
(x,y) — | dem offenen Strahl {(1 —t)y +tx |t € Ryo}, |-
der in y beginnt und durch x geht

Losung 3.3.10. Seien x,y € D™ mit x # y. Betrachte 7v: R — R", ~v(t) = (1 — t)y + tx =
t(z —y) + y. Wir sind interessiert an den Nullstellen von

p(t) = lyOI* = 1=t [lz —ylI* + 2tz — y,y) + [ly[|* — 1.

Dies ist ein quadratisches Polynom mit positivem Leitkoeffizient. Wegen p(0) = [|y[[*—1 < 0
und p(1) = ||z||* — 1 < 0 hat p zwei verschiedene reelle Nullstellen, nennen wir sie t_ < 0 <
1 <t,. Nach der Losungsformel fiir quadratische Polynome gilt

—2(z —y,y) +2/(z —y.9)* — [z —y[P(ly[* - D
2||lz —yll?
Nach den bisherigen Erkléarungen ist klar, dass die Diskriminante, also der Ausdruck unter
dem Wurzelzeichen, eine positive reelle Zahl ist (dies kann man auch direkt nachrechnen,
verwende (u,v) = cos(a)|u|| - ||v|])-
Daraus folgt offensichtlich, dass (z,y) — s(z,y) = y(tL(x,y)) stetig ist.

by = t+(1‘7y) -

Aufgabe 3.3.11. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Nimm an, dass es einen Funktor F': Top —
Ab in die Kategorie der abelschen Gruppen mit F(D") = 0 und F(S"!') = Z gibt. (Einen
solchen Funktor gibt es, zum Beispiel den (n — 1)-ten Homologiefunktor H,_;(—,Z).) Dann
hat jede stetige Selbstabbildung von D™ einen Fixpunkt. (Diese Aussage gilt natiirlich auch
firn=0,1.)

Aufgabe 3.3.12 (Teilaussage des Satzes von Perron-Frobenius). Sei A = (a;;) € R™"
eine quadratische relle Matrix mit positiven Eintrégen a;; > 0, wobei n € Nyy. Dann hat
A: R" — R” einen positiven reellen Eigenwert A\ € R.,, zu dem es einen Eigenvektor
v € (R5p)™ mit positiven Eintrégen gibt.

Hinweis: Betrachte den Simplex A := {(z1,...,2,) € (R>0)" | 21+ -+, } und verwende
(ohne Beweis) den Brouwerschen Fixpunktsatz, dass jede stetige Selbstabbildung von D™
einen Fixpunkt hat.

Satz 3.3.13 (Satz vom Igel). Es gibt keine stetige Selbstabbildung r: S* — S?, so dass k(x)
fiir alle v € S* senkrecht auf x steht.

3.3.14. Anschaulich bedeutet dies, dass es nicht moglich ist, einen Igel stetig zu kdmmen
(vgl. Einleitung, Abschnitt 1).

Ausblick 3.3.15. Mit Hilfe des Abbildungsgrades kann man leicht zeigen, dass es auf der
n-Sphére genau dann ein nirgends verschwindendes (Tangential-)Vektorfeld gibt, wenn n
ungerade ist. Fiir ungerades n = 2k — 1 ist ein nirgends verschwindendes Vektorfeld durch
R 5 S" 3 (z1, 29, ..., Top_1, Top) —> (—T2, T1, ..., —Top, Top_1) gegeben.

Beweis. Sei k: S* — S? stetig mit x(z) senkrecht zu x fiir alle z € S?. Bezeichne

S = {z = (w1, 29, 23) €S* | 23 > 0}
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bzw. S? die nordliche bzw. siidliche abgeschlossene Hemisphire und S' = S2 N'S?2 den
Aquator. Fiir p € S2 bezeichne R} € SO(3) C GL3(R) die Rotation mit Rotationsachse in
der Aquatorebene, die p auf den Nordpol e; = (0,0,1) dreht. Dann ist
fri S oS!
p = Ry (k(p)),

eine stetige Abbildung. Analog definieren wir f_: S?2 — S!.
Wir fassen S! als Teilmenge von C auf und behaupten

(3.3.1) — fo(p) - f—(p) = p* fiir alle p € S
Fiir p € St gilt sicherlich
f(p) = sp(f-(p)),

wobei s, die Spiegelung der Aquatorebene (alias C) an der zu p senkrechten Geraden be-

schreibt. Fiir z € S' gilt s,(x) = —p?z~" (denn s1(z) = —z~! ist klar und s, ist die
Verkniipfung # ¥ p~lz — s(p~lz) = —(p~tz)t = —pa~! & —pPz!; alternativ: die
Abbildung erhélt sicherlich Winkel und erfiillt s,(p) = —p und s,(ip) = ip). Daraus folgt
(3.3.1).

Diese Gleichung kann als kommutatives Diagramm

s — 2 o baw. (841 (S1,1)

Al #[ XX %j_)

fexf-
$2 x §2 =St x St (S2 x S%, (e, 1))

in Top bzw. Top, geschrieben werden, wobei A(p) = (p,p) und p(u,v) = —uv. Nimmt man
rechts Fundamentalgruppen (genauer: man wendet den Fundamentalgruppenfunktor an), so
erhélt man ein kommutatives Diagramm, dessen obere Horizontale unter der Identifikati-
on Z = m(S',1) aus Satz 3.2.14 die Abbildung (2-): Z — Z ist (Aufgabe 3.2.23). Die
Fundamentalgruppe von S% x S? ist aber trivial, denn dieser Raum ist homdomorph zur
konvexen Teilmenge D? x D? von R*. Die Abbildung (2-) faktorisiert aber nicht iiber die
triviale Gruppe. O

Aufgabe 3.3.16. Die Abbildung D := R": §% — SO(3), p — D, = R}, aus dem Beweis
von Satz 3.3.13 ist stetig. (Sie ist sogar stetig auf S? \ {—e3}.)

Ende der 9. Vorlesung am 07.05.2019.

T

Losung 3.3.17. Seip = [y | € S? mit p # +es, es ist also p weder Nord- noch Siidpol,
z
)
es gilt also 2% + y? # 0. Dann spannt d := | —z | € R* = R? x {0} die Drehaches von D,
0
xz
auf. Sei w :=p xd = Yz das Kreuzprodukt. Die drei Vektoren p,d, w

22— 1=—(22+y?)
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bilden eine Orthogonalbasis, es gelten |p|* = 1, |d|? = |w|* = 2* + y?. Wir behaupten
L (yd' + zw')

2 +y2

pt

Die drei Zeilen stehen offensichtlich senkrecht aufeinander und haben jeweils Léange Eins. Die
Matrix ist also in ¥(3) und somit Determinante +1. Die Matrix héngt stetig von p ab und
hat fiir p = e; Determinante Eins. Weil S? \ {#e3} zusammenhéngend ist, gilt D, € SO(3)

0 x
fiir alle p € S? \ {£es}. Weiter gelten D,(p) = [0 |, Dy(d) = d (und Dy(w) = [y |) wie
1 0

gefordert. Dies zeigt, dass D;: S*\ {#e3} — SO(3) stetig ist. Wir zeigen nun, dass der Limes
fir p — e3 existiert. Die erste Zeile von D, ist

1
x2 + y?

v+t +ai(z—1) zy(z—1) x(z2-1)
% 4 42 a2 y? x2+y2>
_ <1+$2(z—1) ry(z — 1) x(z2—1)>
1—22 7 1—22 7 1-—22

(y? + 22, —ay + zyz, 2(2* — 1)) = <

2 —xy
:<1— , ,—x).
142 142

Dies geht fiir p — e3 gegen e;, denn z — 1 und z,y — 0. Die zweite Zeile von D, ist

m(—xy +ayz, 2 + P2, y(2 - 1))
Vergleicht man ihre Eintrdge mit denen der ersten Zeile und verwendet, dass die Rollen von
x und y symmetrisch sind, so sieht man, dass diese Zeile gegen e, konvergiert. Es folgt also
limp_>63 Dp = idRS.

Man beachte, dass der Limes fiir p — —e3 nicht existiert: Nahert sich p auf verschiedenen
Langenkreise dem Siidpol, so ergeben sich im Limes Drehungen um 180° um verschiedene
Achsen durch den Aquator.

3.4. Homotopien zwischen stetigen Abbildungen.

Definition 3.4.1. Stetige Abbildungen f,g: X — Y heilen homotop, geschrieben f = g,
falls es eine stetige Abbildung

H: X x[0,1] =Y,

mit H(—,0) = f und H(—,1) = g gibt. Eine solche Abbildung heit Homotopie von f
nach ¢ und wird als H: f = g notiert.

Ist zusétzlich eine Teilmenge A C X gegeben, so sagt man, dass f und ¢ homotop relativ
zu A sind, falls es eine Homotopie H wie oben mit H(a,t) = f(a) = g(a) fir alle a € A
und ¢ € [0, 1] gibt. Eine solche Homotopie heit Homotopie relativ zu A. Wir schreiben
H:f=s4gund f =4y

3.4.2. Fir H: f = g bilden die Abbildungen H(—,t): X — Y eine ,stetige“, durch ¢t € [0, 1]

indizierte Familie stetiger Abbildungen, die zwischen f = H(—,0) und ¢ = H(—, 1) interpo-

liert. Ich stelle mir X x [0, 1] als eine ,,Dose” mit vertikaler ,, Zeitachse* [0, 1] und horizontalem
52



X vor. Boden und Deckel der Dose sind X x {0} und X x {1}. Die Einschrénkungen von H
auf die horizontalen Schnitte X x {t} der Dose bilden die Familie (H(—,t)):cp0,1]-

3.4.3. Der zuvor fiir Wege [0, 1] — X eingefiihrte Homotopiebegriff mit festen Randpunkten
ist also der nun definierte Homotopiebegriff relativ zu der Teilmenge {0, 1}.

3.4.4. Wir beschiftigen uns nun mit dem ,,absoluten” Homotopiebegriff.

Lemma 3.4.5. (a) Gegeben topologische Riume X und Y ist die Homotopierelation =
auf Top(X,Y) eine Aquivalenzrelation.

f
(b) SindW S X =Y LNy stetige Abbildungen mit f =2 g, so folgt foe = goe und
9
hof=hog (oder kurzho foe=hogoe).

Beweis. (a) Symmetrie und Reflexivitéit sind offensichtlich. Sind H: f = gund [: g = h
Homotopien zwischen Abbildungen f,g,h: X — Y, so ist

J(z,t) == H(z,2t) falls 0 < ¢ < 3,
U (2t — 1) falls <t <1,

eine Homotopie von f nach g.
(b) Ist H: f = g eine Homotopie, so ist die Verkniipfung

Wx[0,1] 2 X x0,1] Ly z
eine Homotopie von h o f o e nach h o g o e. Die beiden anderen Aussagen sind Spezialfille
fiir h = idy oder e = idx. O

Notation 3.4.6. Die Aquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f: X — Y beziiglich der
Homotopierelation = wird als Homotopieklasse von f bezeichnet und als [f] notiert.

3.4.7. Ist a: [0,1] — X eine stetige Abbildung, so hat [o] nunmehr zwei Bedeutungen:
Entweder bezeichnet es die Homotopieklasse mit festen Randpunkten, wenn man « als Weg
von «(0) nach a(1) auffait, oder die Homotopieklasse ,mit freien Randpunkten®; letztere
ist langweilig, denn mit freien Randpunkten ist @ zu der konstanten Abbildung ¢ — «(0)
homotop (und auch zu jeder konstanten Abbildung t — z fiir x in derselben Wegzusam-
menhangskomponente von X wie «(0)). Fiir Wege ist deshalb eigentlich immer die erste
Bedeutung gemeint sein.

Definition 3.4.8. Die Homotopiekategorie topologischer Riume ist definiert als die
Kategorie hTop, deren Objekte die topologischen Raume sind, deren Morphismenmengen
durch

hTop(X,Y) := Top(X,Y)/ =
definiert sind, fiir je zwei Objekte X,Y € Obj(hTop) = Obj(Top), und deren Verkniipfung
durch
o: hTop(Y, Z) x hTop(X,Y) — hTop(X, Z),
(lg], [f]) = lg o f],

fiir je drei Objekte X,Y, Z € Obj(hTop), definiert ist. Nach Lemma 3.4.5 ist die Verkniipfung

wohldefiniert und das so definierte Datum ist eine Kategorie.
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3.4.9. Die Identitdt auf Objektmengen und die Zuordnung f — [f] auf Morphismenmengen
definieren einen Funktor
Top — hTop.

Definition 3.4.10. Ein Morphismus f: X — Y in Top alias eine stetige Abbildung heif3t
Homotopiedquivalenz, falls [f]: X — Y in hTop ein Isomorphismus ist; dquivalent bedeu-
tet das, dass es eine stetige Abbildung g: Y — X gibt, so dass go f 2 idx und fog = idy
gilt.*® Zwei topologische Riume heiflen homotopiedquivalent (oder auch vom gleichen
Homotopietyp), wenn sie isomorph in hTop sind”’, wenn es also eine Homotopiedquivalenz
von einem in den anderen gibt. Ein topologischer Raum heifit zusammenziehbar, wenn
er homotopiedquivalent zu einem einpunktigen topologischen Raum ist. Ein Morphismus
f: X = Y in Top heiffit nullhomotop, wenn er homotop zu einer einwertigen Abbildung
X — Y ist, wenn also X nicht leer ist und es ein y, € Y gibt, so dass f zur konstanten
Abbildung X — Y, x — 1o, homotop ist.

3.4.11. Fiir einen topologischen Raum X sind dquivalent:

e X ist zusammenziehbar;

e es gibt einen Punkt xy € X, so dass idx zur konstanten Abbildung X — X, z — o,
homotop ist;

e idy ist nullhomotop.

3.4.12. Eine stetige Abbildung f: X — Y ist genau dann nullhomotop, wenn sie iiber
einen zusammenziehbaren Raum faktorisiert und X # @ gilt: Wir zeigen zuerst die Im-
plikation =. Sei f nullhomotop. Sei H: X x [0,1] — Y eine Homotopie von f zu ei-
ner konstanten Abbildung ¢: X — Y, x — 1y, fiir ein geeignetes yo € Y. Betrachte auf
X x [0,1] die Aquivalenzrelation ~, fiir die X x {1} eine Aquivalenzklasse ist und alle an-
deren Aquivalenzklassen aus genau einem Element bestehen. Sei C' := X/ ~ die Menge der
Aquivalenzklassen mit der Quotiententopologie. (Stellt man sich X x [0,1] als Dose mit X
als Grundflache vor, so erhélt man C' als Kegel iiber dieser Grundfliche, indem man die
Oberseite der Dose zu einem Punkt zusammendriickt; der Buchstabe C' steht fiir englisch
cone). Dann gibt es genau eine stetige Abbildung H': C' — Y, so dass H die Komposition

X x [0,1] = C 25 Y ist. Schalten wir davor die Abbildung X — X x [0,1], z ~— (x,0),
so erhalten wir als Verkniipfung unsere Abbildung f. Also faktorisiert f iiber den Raum C.
Dieser ist zusammenziehbar, was anschaulich hoffentlich klar ist (man 148t alle Punkte zur
Kegelspitze wandern — der formale Beweis ist dem Leser iiberlassen).

Nun zeigen wir die Implikation <. Sei f: X % 75 Y cine Faktorisierung von f mit
Z zusammenziehbar. Seien (: Z = {pt}: { stetige Abbildungen mit £ o ( = idy (und
trivialerweise ( o = id). Wegen f = aob=aoidzob = aofo(obist f zu einer konstanten
Abbildung homotop. Falls zusétzlich X # & gilt, ist diese einwertig.

Beispiel 3.4.13. Der Morphismus i: S' — C* in Top ist kein Isomorphismus, aber eine
Homotopiefiquivalenz, denn er wird ein Isomorphismus [i]: S' — C* in hTop. Gib das Inverse
von [i] an.

38Dann ist ¢ ebenfalls eine Homotopiefiquivalenz. AuBerdem ist ¢ eindeutig bis auf (uneindeutige) Homo-
topie (damit meinen wir, dass jedes andere ¢’ mit analogen Eigenschaften homotop zu g ist), denn [g] = [f]~!
in hTop.
39Daraus folgt sofort, dass Homotopiesiquivalent-Sein eine Aquivalenzrelation auf der Menge der topolo-
gischen Raume definiert.
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Beispiele 3.4.14. Eventuell einige der Beispiele 3.5.6 bereits hier.

Satz 3.4.15 (Selbstabbildungen der Kreislinie bis auf Homotopie). Die folgende Abbildung
1st eine Bijektion von Mengen

Z = hTop(S',St),
n [z 2",

und genauer ein Isomorphismus (Z,-) = (hTop(S*,St),0) von Monoiden.” Der Abbil-
dungsgrad grad(f) einer stetigen Selbstabbildung f: S' — S! ist definiert als das Urbild
von | f] unter dieser Bijektion (das Rezept zur Berechnung ist im Beweis erkldrt).

Beweis. Wegen (z +— 2") o (2 — 2™) = (z +— 2") ist die angegeben Abbildung ein Morphis-
mus von Monoiden. B

Sei f: S' — S! stetig. Nach Lemma 3.2.8 gibt es eine stetige Abbildung f, so dass das
Diagramm

(3.4.1) 0,1] -~ R

in Top kommutiert. Dabei ist fnaeh Lemma 3.2.7 eindeutig bis auf Addition einer ganzen
Zahl, weshalb

grad(f) := f(1) — f(0) € Z

nur von f abhingt und eine ganze Zahl ist, weil Exp die beiden Zahlen f(1) und f(0) auf
dieselbe Zahl f(Exp(1)) = f(1) = f(Exp(0)) abbildet.

Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.2.13 zeigt man (Aufgabe 3.4.16), dass zwei stetige
Abbildungen f,g: S! — S! genau dann homotop sind, wenn grad(f) = grad(g) gilt. Dies
beendet den Beweis, denn offensichtlich gilt grad(z — z™) = n. O

Aufgabe 3.4.16. Vervollstindige den Beweis von Satz 3.4.15.
Hinweis: Fiir die technischen Details verwende Lemma 2.8.66 und Satz 2.7.15.

Losung 3.4.17. (Schwierigere Implikation) Gelte grad(f) = grad(g). Wir zeigen, dass f und
g homotop sind. Seien f, g: [0, 1] — R Lifts von foExp und goExp (vgl. Diagramm (3.4.1)).
Dann ist

H:[0,1] x [0,1] — R,
(t,7) = (1= 7)f(t) + 75(1),

40Man beachte, dass 1 das neutrale Element des Monoids (Z, -) ist!
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eine Homotopie von f nach §. Weil grad(f) = grad(g) gilt und dies eine ganze Zahl ist,
erhalten wir fiir beliebiges 7 € [0, 1]

Exp(H(1,7) — H(0,7)) = Exp((1 — 1)
~ Bxp((1 - 7)

f(1) +71g(1) — (1 —7)f(0) — 79(0))
grad(f) + 7 grad(g))
)

Da Exp ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt Exp(H(1,7)) = Exp(H (0, 7)) fir alle 7 €
0,1]. Wir folgern, das es genau eine Abbildung H': S' x [0,1] — S' von Mengen gibt, so
dass das Diagramm

0,1] x [0,1] L~ R
lExp xid LEXP
St x [0,1] —X~ st
kommutiert. Die linke vertikale Abbildung Exp xid geht von einem quasi-kompakten Raum
in einen Hausdorffraum und ist somit nach Satz 2.7.15 abgeschlossen. Sie ist stetig und
surjektiv. so dass S' x [0, 1] nach Lemma 2.8.66 die Finaltopologie beziiglich dieser Abbildung
tragt. Weil H' o (Exp xid) = ExpoH stetig ist, ist H’ stetig. Es bleibt zu zeigen, dass H’
eine Homotopie von f nach g ist. Wegen
H'(—,0) 0 Bxp = (H' o (Exp xid))(~,0) = (Exp oH)(—,0)
= Exp(H(~,0)) = Expof = f o Exp
und Surjektivitdt von Exp: [0,1] — St gilt H'(—,0) = f. Analog zeigt man H'(—,1) = g.
Korollar 3.4.18. Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus
Z = hTop(C*,C*),
n [z 2",

von Monoiden.

3.4.19. Seii: S' — C* die Inklusion. Sie ist eine Homotopiedquivalenz, wird also ein Isomor-
phismus [7]: S* — C* in hTop. Da in einer beliebigen Kategorie Pri- bzw. Postkomposition
mit einem Isomorphismus eine Bijektion auf Morphismenrdumen liefert, sind im folgenden
Diagramm die obere Horizontale und die rechte Vertikale Bijektionen.

hTop(S!, ') 2= hTop(S!, C)
nH[z»—)z”}T ?o[i}T
7. 22 Top(Cx, CX)

Die linke Vertikale ist nach Satz 3.4.15 bijektiv. Da das Diagramm offensichtlich kommutativ
ist, ist auch die untere Horizontale bijektiv und genauer ein Isomorphismus von Monoiden.

Aufgabe 3.4.20. Sei f: S! — S! stetig. Dann enthélt f~1(2) fiir alle z € S' mindestens

| grad(f)| Elemente. Insbesondere folgt aus grad(f) # 0, dass f surjektiv ist.
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Satz 3.4.21 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen
Koeffizienten hat eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Sei p = 2"+a, 12" +...a1z+ag € C[z] ein normiertes Polynom vom Grad n > 1.
Es geniigt zu zeigen, dass p eine komplexe Nullstelle hat.

Schritt 1: Die beiden Abbildungen p: C — C und ¢ := (=)": C — C, z — 2", sind
homotop vermdoge der Homotopie

P:Cx[0,1 —C,
(2,t) = P(z,t) = 2" + t(an_12" ' + ... a1z + ap).

Sei R :=1+max(|a,_1|+...|a1|+ |ao|,1) und setze S}, := {z € C | |z| = R}. Fiir beliebiges
z € Si, gilt dann

2" = R [2]"™ > (lan—a| + .. Jaa| + |ao]) - [2["7" = |ap—a] - [2" 4. | - |2] + |ao|
> |ap_12""t .. ayz + ag

Die Einschrinkung von P auf S} x [0,1] hat somit keine Nullstelle, landet also in C* und
definiert eine Homotopie zwischen den beiden Abbildungen

p,q: S — C*.

Schritt 2: Fiir w € Z sei ¢,,: C — C, z — w, die konstante Abbildung. Die beiden Abbil-
dungen p, cp(g): C = C sind homotop mittels der Homotopie C x [0,1] 3 (z,t) — p(tz) € C
(diese Homotopie kommt offensichtlich daher, dass {0} ein Deformationsretrakt (siehe Defi-
nition 3.5.3) von C via (z,t) — tz ist). Wir nehmen nun an, dass p keine komplexe Nullstelle
hat. Dann landet unsere Homotopie in C*, und die beiden Abbildungen p, ¢y): S — C*
sind homotop.

Schritt 3: Nach den beiden vorigen Schritten und Wegzusammenhang von C* gilt [¢] =
[cp)] = [c1]: S — € in hTop. Nach Korollar 3.4.18 gilt [¢] = [z — 2"] # [z — 1] =
[c1] als Morphismen C* — C* in hTop. Diese Ungleichheit bleibt erhalten, wenn wir den
Isomorphismus S — C* in hTop davorschalten. Dies widerspricht der obigen Gleichheit
und zeigt, dass p eine komplexe Nullstelle hat. 0

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.2.22, Fundamentalgruppe Produkt

(2) Falls der erste Buchstabe Deines Nachnamens ungerade Position im Alphabet hat
e Aufgabe 3.3.9, Retraktion in BFPS stetig,
e sonst Aufgabe 3.3.16, Drehung in Igelsatz stetig

(3) Aufgabe 3.4.20, Kardinalitét der Faser > Abbildungsgrad

(4) Aufgabe 3.4.16, Beweis Z — hTop(S', S!) vervollstindigen

Ende der 10. Vorlesung am 09.05.2019.

Definition 3.4.22. (ad hoc Terminologie) Wir nennen eine Abbildung f: S" — R™ sym-
metrisch bzw. schiefsymmetrisch, falls f(—z) = f(z) bzw. f(—z) = —f(z) fiir alle
x € S™ gilt. Wir verwenden dieselbe Terminologie fiir Abbildungen, die in einer geeigneten
Teilmenge von R™ landen.

3.4.23. Die Abbildung (—)": S' — S' ist genau dann symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch,

wenn n gerade bzw. ungerade ist.
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Satz 3.4.24. Jede stetige, schiefsymmetrischer Selbstabbildung der Kreislinie S' hat unge-
raden Abbildungsgrad und ist insbesondere surjektiv.

Beweis. Sei f: S' — S! stetig mit f(—x) = —f(z) fiir alle z € S'. Nach Aufgabe 3.2.11 —

einer leichten Folgerung aus Lemma 3.2.8 — gibt es eine stetige Abbildung f, so dass das
Diagramm

R—.R

l Exp l Exp

Sl _f>_ Sl

in Top kommutiert. Nach dem Beweis von Satz 3.4.15 ist klar, dass fiir den Abbildungsgrad
grad(f) = f (1) f (O) gilt. Fiir beliebiges ¢t € R gilt wegen der Schiefsymmetrie von f

Bxp(7(t)) = J(Bxp(1)) = —(~ Bxp(t)
~FExP(t + 5)) = ~ Bxp((t + 3)) = Bxp(F(t + ) + ).

Nach Lemma 3.2.7 gibt es ein k € Z mit f(t) = f(t+%)+%+kfiir alle t € R, so

dass insbesondere f(0) = f ( )+i+k=7f ( ) + 1+ 2k gilt. Also ist der Abbildungsgrad
grad(f) € 1+ 27Z ungerade. Insbesondere ist f surjektiv nach Aufgabe 3.4.20. U

1 1

Satz 3.4.25 (Satz von Borsuk-Ulam). Jede stetige, schiefsymmetrische Abbildung f: S* —
R? hat eine Nullstelle.

Ausblick 3.4.26. Allgemeiner hat jede stetige, schiefsymmetrische Abbildung f: S — R"
eine Nullstelle, fiir n € N. Der Leser mag sich die Falle n = 0,1 {iberlegen.

Beweis. Sei f: S? — R? stetig und schiefsymmetrisch. Wir nehmen an, dass f keine Null-

stelle hat. Dann ist die Abbildung g: S* — S!, g(z) = H; = Ik ebenfalls stetig und schief-

symmetrisch. Thre Einschrinkung g| auf den Aquator S' hat nach Satz 3.4.24 ungeraden
Abbildungsgrad, ist also nach Satz 3.4.15 nicht zur konstanten Abbildung z — 1 homotop.
Andererseits faktorisiert g| sicherlich als

gl: St —§2 & st
wobei S% die abgeschlossene nordliche Hemispére ist.

Anschaulich ist klar, dass g| homotop zu einer konstanten Abbildung ist: Man 1a8t den
Aquator entlang der Breitenkreise auf den Nordpol schrumpfen und betrachtet ¢ withrend-
dessen auf den entsprechenden Breitenkreisen.

Formal argumentiert man beispielsweise so: Da S2 zusammenziehbar ist, ist g| nullhomotop
(siehe 3.4.12), also homotop zu einer konstanten Abbildung und dann auch zu z — 1.
Widerspruch. [l

Korollar 3.4.27 (Plattdriicken einer Kugelschale ist nie injektiv). Sei f: S* — R? eine
stetige Abbildung von der Kugelschale in die Ebene. Dann gibt es ein x € S* mit f(z) =
f(==z). (Die beiden Antipodenpunkte x, —x haben also dasselbe Bild unter f.)

Insbesondere ist f nicht injektiv, und erst recht ist die 2-Spéire S* zu keiner Teilmenge von

R2? homdéomorph.
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Ausblick 3.4.28. Allgemeiner gibt es fiir jede stetige f: S” — R" einen Punkt x € S” mit
f(z) = f(—=x). Die offensichtliche Projektion S — R™ hat die Eigenschaft, dass es genau
einen solchen Punkt gibt.

3.4.29. Ist die Erde eine Kugelschale und sind Temperatur und Luftdruck stetig, so gibt es
also einen Punkt auf der Erde, an dem dieselbe Temperatur und derselbe Luftdruck wie an
seinem Antipodenpunkt herrschen.

Beweis. Betrachte die stetige ,,Schiefsymmetrisierung® g: S* — R? x — g(z) = f(z) —
f(=x), von f, die in der Tat schiefsymmetrisch ist. Nach dem Satz von Borsuk-Ulam 3.4.25
hat g eine Nullstelle zy. Dann gilt f(x¢) = f(—xo). O

3.4.30. Umgekehrt folgert man den Satz von Borsuk-Ulam 3.4.25 sofort aus Korollar 3.4.27.

Korollar 3.4.31 (Satz vom Butterbrot mit Schinken (Ham sandwich theorem)*'). Seien
drei kompakte Teilmengen A, B, C' des R3 gegeben. Dann gibt es eine Ebene, die jede dieser
drei Teilmengen in zwei volumengleiche Teile teilt.

Ausblick 3.4.32. Dieser Satz gilt analog fiir n kompakte Teilmengen von R”. Im zweidi-
mensionalen heifit dieser Satz manchmal pancake theorem und kann mit dem rotating-knife
argument bewiesen werden (siche Wikipedia).

Beweis. Sei A C R? eine kompakte Teilmenge. Fiir € S? betrachte den Halbraum E, :=
{y € R? | (z,y) < 0} aller Vektoren, deren (Standard-)Skalarprodukt mit x nicht positiv
ist. Fiir t € R sei p,(t) das (iibliche Lebesgue-)Volumen von A N (txz + E,). Die Funktion
t — p(t) ist stetig (klar nach MaBtheorie), monoton wachsend und nimmt fiir geniigend
kleines bzw. grofles t den Wert Null bzw. vol(A) > 0 an. Die abgeschlossene Teilmenge
py (5 vol(A)) = {t € R | py(t) = 5 vol(A)} von R ist nach dem Zwischenwertsatz nicht leer.
Im Fall vol(A) > 0 ist sie beschrinkt und somit offensichtlich ein abgeschlossenes Intervall;
sei a(x) der Mittelpunkt dieses Intervalls. Im Fall vol(A) = 0 setze a(z) = 0.

Die so definierte Funktion a: S?* — R ist stetig (dies ist anschaulich klar; der formale
Beweis ist dem Leser iiberlassen (da A in einem abgeschlossenen Ball Bg(0) fiir geniigend
grofes R enthalten ist, kann man die Verdnderung von s, (t) fiir kleine Anderungen von z
und ¢ kontrollieren)). Aufierdem ist sie offensichtlich schiefsymmetrisch. Die zu = senkrechte
Ebene durch a(x)z teilt A nach Konstruktion in zwei volumengleiche Teile.

Sind nun zwei weitere kompakte Teilmengen B, C' von R? gegeben, so definieren wir schief-
symmetrische stetige Abbildungen 3, v: S* — R nach demselben Rezept. Die Abbildung

S? — R?,
z = (o(z) — B(x), B(z) —~(x)),
ist stetig und schiefsymmetrisch. Nach dem Satz von Borsuk-Ulam 3.4.25 hat sie eine Null-

stelle x € S?. Die zu z senkrechte Ebene durch a(z)r = 8(z)z = y(z)z teilt dann jede der
drei Teilmengen A, B, C' in zwei volumengleiche Teile. 0

Korollar 3.4.33 (Lusternik-Schnirelmann 1930). Ist die Kugelschale S* durch drei abge-
schlossene Teilmengen Ay, As, Az tiberdeckt, so enthdlt eine dieser Teilmengen zwei einander
gegendiberliegende Punkte, es gibt also einen Punktp € S? und eini € {1,2,3} mitp, —p € A;.

4L oder fiir die Vegetarier: Baguette mit Tomate und Mozzarella; dieser Name ist eh viel besser, denn

die drei Bestandteile sind deutlich sichtbar.
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Beweis. Ist A eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge von S?, so ist die Abstandsfunktion
p(—=, A): S = R, x +— infueq ||z — al|, stetig (Aufgabe 2.2.6). Weil A abgeschlossen ist, ist
z € A fiir x € §? zu p(z, A) = 0 dquivalent.

Maximal zwei der drei Mengen A;, Ay, A3 kénnen leer sein, und sind zwei davon leer, so
ist die Aussage trivial. Sonst seien ohne Einschrinkung A; und As nicht leer. Betrachte die
stetige Abbildung

S? — R?,
T = (p(SE, Al)a p($7 AQ))
Nach Korollar 3.4.27 — Plattdriicken einer Kugelschale —, nimmt diese Abbildung an einem
Punkt p € S? und ihrem Antipodenpunkt —p denselben Wert an, es gelten also p(p, A1) =
p(—p, A1) und p(p, As) = p(—p, As). Es folgt p € A; & —p € A; fir i = 1,2. Im Fall
p € Ay U Ay oder —p € Ay U Ay sind wir somit fertig. Sonst gilt p, —p € Az und wir sind
ebenfalls fertig. O

3.5. Homotopie und Fundamentalgruppe.

Satz 3.5.1. Sei H: f = g eine Homotopie zwischen stetigen Abbildungen f,g: X — Y
und sei x € X ein Basispunkt. Definiere den Weg v von f(x) nach g(z) durch ~ :=
H(z,—):1[0,1] — Y. Dann kommutiert das Diagramm

m (Y, g(x))
7T1(X, (L’) ~ | Cy
T (Y f(@)

in Grp, wobetr der vertikale Isomorphismus der Basispunktwechselisomorphismus aus Propo-
sitton 3.1.19 ist.

Insbesondere ist 7(g) genau dann injektiv/surjektiv/bijektiv/trivial'?, wenn m (f) diese
Eigenschaft hat.

Beweis. Sei a € (X, x). Dann ist (7 x(fo a)) %7 = goa zu zeigen (Homotopie von Wegen,

also Homotopie mit festen Randpunkten). Aquivalent ist Fla)* (( foa)xe f(z)) > Ak ((goa)*’y)
oder umgeschrieben

ef@) * (H(=,0) 0 ) ¥ ef(m)) =7 * ((H(—,1)0a) *7)
zu zeigen. Fiir 7 € [0, 1] definiere den Weg 7, durch v,(¢) := (7 - t) von ,(0) = 7(0) =
f(z) = H(z,0) nach 7;(1) =~(7) = H(z,7) = H(a(0),7) = H(a(1), 7). Die Wege (7r)refo,
interpolieren zwischen 7y = £¢(,) und ; = 7. Die Schleifen
W * ((H(_>T) © a) * %’)
bei f(z), fir 7 € [0,1], bilden dann eine ,stetige* Familie von Schleifen bei f(z), die in
offensichtlicher Weise die gesuchte Homotopie liefert. 0

Korollar 3.5.2. Jede Homotopiedquivalenz f: X — Y liefert einen Isomorphismus
7T1(f>: 7T1(X7 I) — 71(Y7 f(J:))

42Ein Morphismus von Gruppen ist trivial, wenn er alle Elemente auf das neutrale Element schickt.
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auf den Fundamentalgruppen, fir jeden Basispunkt x € X . Jeder nullhomotope Morphismus
f+ X =Y liefert die triviale Abbildung m(f): m(X,z) — m (Y, f(x)), [o] = 1 = [efw)]
auf den Fundamentalgruppen, fir alle x € X. Ist X ein zusammenziehbarer Raum, so gilt
m(X,z) =1 fir alle z € X.

Y

Beweis. Sei f: X — Y eine Homotopiedquivalenz. Sei g: Y — X stetig mit go f = idy
und f o g = idy. Da m(idy) = id bijektiv ist, ist auch 7 (g o f) = m1(g) o m1(f) bijektiv
(Satz 3.5.1). Analog ist 71 (f) o m1(g) bijektiv. Also muss 71 (f) bijektiv sein.

Ist X zusammenziehbar, so ist die eindeutige Abbildung X — {pt} eine Homotopiedqui-
valenz und wir erhalten nach dem gerade Bewiesenen (X, z) — m ({pt}, pt) = 1.

Jede nullhomotope (stetige) Abbildung f: X — Y ist zu einer konstanten Abbildung
c: X - Y, x+— yo, homotop, fiir ein geeignetes yo € Y. Da m(c) offensichtlich die triviale
Abbildung ist, folgt dasselbe fiir m1(f) nach Satz 3.5.1. O

Ende der 11. Vorlesung am 14.05.2019.

Definition 3.5.3. *® Sei A eine Teilmenge eines topologischen Raums X. Eine Defor-
mationsretraktion von X auf A ist eine stetige Abbildung H: X x [0,1] — X mit
H(—,0) =idy und H(z,1) € A fiir alle x € X und H(a,t) = a fiir alle a € A und ¢ € [0, 1].
Existiert eine solche, nennt man A ein Deformationsretrakt von X.*

Lemma 3.5.4. Ist eine Teilmenge A eines topologischen Raums X ein Deformationsretrakt,
so ist sie ein Retrakt und die Inklusion i: A — X ist eine Homotopiedquivalenz.

Insbesondere ist fiir jeden Basispunkt a € A die induzierte Abbildung auf den Fundamen-
talgruppen ein Isomorphismus

7T1<A, a) l> 7T1<X, CL)

Beweis. Sei H: X x [0,1] — X eine Deformationsretraktion von X auf A. Dann landet
H(—,1): X — X in A und die induzierte stetige Abbildung r: X — A ist eine Retraktion,
d.h. es gilt roi = id4. Also ist A ein Retrakt. Weiter ist H eine Homotopie relativ zu
A von idx zu i o r. Also ist 7 eine Homotopiedquivalenz. Die letzte Behauptung folgt aus
Korollar 3.5.2. ([l

Beispiele 3.5.5. (vgl. Beispiele 3.3.2)

(a) Die Kreislinie S! ist ein Deformationsretrakt von C*.

(b) Die Kreislinie S! ist kein Deformationsretrakt von C\ {0, 2} (aber ein Retrakt), denn
sonst miifiten die zugeordneten Fundamentalgruppen isomorph sein (Lemma 3.5.4):
Man sieht sofort, dass die Vereinigung der beiden Kreislinien S! und 2+ S! (also eine
Figur Acht) ein Deformationsretrakt von C\ {0, 2} ist, und somit haben diese beiden
Réume isomorphe Fundamentalgruppen. Wir werden als Anwendung des Satzes von
Seifert-van Kampen 3.10.4 die Fundamentalgruppe der Figur Acht berechnen (siehe

Beispiel 3.10.8). Da diese nicht kommutativ ist, kann sie nicht isomorph zu 7 (S*, 1) &
7. sein.

Beispiele 3.5.6. (mit Bildern in der Vorlesung)

BWir folgen hier [ |; es gibt verschiedene Varianten dieses Begriffs in der Literatur; statt unserer
Forderung H(a,t) = a fiir alle a € A und ¢ € [0,1] kann man nur H(a,1) = a fiir alle a € A fordern.
44\ an kénnte auch die Inklusion i: A — X ein Deformationsretrakt nennen.
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e Die Figuren 8 und O—O und © (hier beriihre der Querbalken den #ufleren Kreis)
sind homotopiedquivalent. Man kann dies direkt sehen oder verwenden, dass sie alle
Deformationsretrakte einer dicken 8 sind.

e Der Torus ohne einen Punkt hat ein Bouquet von zwei Kreislinien S* (also eine Figur
8) als Deformationsretrakt.

e Die folgenden vier Rédume sind homotopiedquivalent (die letzten drei Raume sind
in | , S. 11] abgebildet; im dortigen Kapitel 0 findet man weitere nette Bilder
(etwa Seite 12) und auch andere Kriterien fiir Homotopiedquivalenz). Insbesondere
sind ihre Fundamentalgruppen isomorph (Korollar 3.5.2).

— R3\ S

— R3\ Volltorus;

— die 2-Sphire S? zusammen mit der Achse durch Nord- und Siidpol;

— die 2-Sphére zusammen mit einer Verbindungslinie zwischen Nord- und Siidpol,
die ,aulerhalb“ der Sphére liegt und etwa einer Magnetfeldlinie folgt;

— die Verklebung von S? und S' in einem Punkt;

— ein ,,gepinchter® Torus, also der Quotient des Torus S' x S nach der Aquivalenz-
relation, deren einzige nicht einelementige Aquivalenzklasse die Menge {1} x S!
ist.

e Nicht homotopiedquivalent (und erst recht nicht homéomorph) sind die folgenden drei
Réume (denn wir werden mit dem Satz von Seifert-van Kampen 3.10.4 sehen, dass die
Fundamentalgruppen nicht isomorph sind, siehe Beispiel 3.10.9 und Aufgaben 3.10.10
und 3.10.11:

— Das Komplement von S' in R3.

— Das Komplement zweier ,,nicht verschlungener” Kreislinien S in R3.

— Das Komplement zweier ,,verschlungener® Kreislinien S! in R3.

(Die beiden verschlungengen Kreislinien und die beiden unverschlungenen Kreislini-
en sind jeweils homdomorph zur disjunkten Vereinigung S!' U S' — der umgeben-
de Raum R? spielt hierbei nur die marginale Rolle, dass die Topologie auf den
(un)verschlungenen Kreislinien die induzierte Topologie ist).

e Ein nichttriviales Beispiel fiir einen zusammenziehbaren Raum ist das ,house with
two rooms*, siche [ , S. 4.

Aufgabe 3.5.7. Welche der folgenden Buchstaben sind homotopiedquivalent? Genauer ist
in der folgenden Liste von Buchstaben ein (minimales) Représentantensystem fiir die vor-
kommenden Isomorphieklassen in hTop anzugeben.
e, B,7,0,,(,n 0,1,k N\, v, € 0, T, p,0, T, U, 0, X, Y, W
AB T, AE,Z,H o L K,AMNZ O, ILP X T T, & X, ¥ Q
Hinweis: Kein formaler Beweis nétig, die richtige Antwort geniigt. Es darf verwendet wer-
den, dass 8 weder zu 1 noch zu 0 homotopiedquivalent ist. Bitte zoomen.

Aufgabe 3.5.8 (] , Chapter 0, Exercise 5]). Sei X eine topologischer Raum und x € X.

Ist {} ein Deformationsretrakt von X, so existiert fir jede Umgebung U von z in X eine

Umgebung V von x in X mit V' C U, so dass die Inklusion V' < U nullhomotop ist.
Hinweis: Quasi-Kompaktheit von [0, 1].

Aufgabe 3.5.9 (| , Chapter 0, Exercise 4], Verstarkung von Lemma 3.5.4). Sei A eine

Teilmenge eines topologischen Raums X. Eine schwache Deformationsretraktion von
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X auf A ist eine stetige Abbildung H: X x [0,1] — X mit H(—,0) =idx und H(z,1) € A
fiir alle x € X und H(a,t) € A fiir alle a € A und t € [0, 1].*” Existiert eine solche schwache
Deformationsretraktion, so nennt man A ein schwaches Deformationsretrakt von X.
4 Ist A ein schwaches Deformationsretrakt von X, so ist die Inklusion i: A — X eine
Homotopiedquivalenz, und insbesondere liefert die Inklusion 7: A — X fiir jedes A einen
Gruppenisomorphismus

mi(i): m (A a) = m (X, a).

Aufgabe 3.5.10. Fiir einen topologischen Raum X bezeichne m(X) die Menge seiner Weg-
zusammenhangskomponenten.

(a) Die Zuordnung X — mo(X) 148t sich in sinnvoller Weise zu einem Funktor
mo: Top — Set

ausdehnen.
(b) Sind f,g: X — Y homotope Abbildungen, so gilt mo(f) = m(g): mo(X) — m(Y).
(c) Ist f: X — Y eine Homotopiedquivalenz, so ist mo(f) eine Bijektion.
Insbesondere haben homotopiedquivalente Radume gleich viele Wegzusammenhangs-
komponenten.

Bemerkung: Insbesondere liefert der Funktor my: Top — Set (in eindeutiger Weise) einen
Funktor
To: hTop — Set,

so dass 7y die Komposition Top — hTop =% Set von Funktoren (siche A.2.15) ist, wobei der
erste Funktor der offensichtliche ist.

Bemerkung: Neben den nun bekannten Funktoren my: Top — Set und m;: Top, — Grp
gibt es weitere Funktoren 7;: Top, — Ab, fiir jede natiirliche Zahl i > 2. Man nennt m;(X, x)
die i-te Homotopiegruppe von (X, ).

Aufgabe 3.5.11. Eine stetige Abbildung f: S™ — X von einer Sphére in einen topologischen
Raum X ist genau dann nullhomotop, wenn sie sich zu einer stetigen Abbildung D" — X
ausdehnen 148t.

Aufgabe 3.5.12. Seien f: X — Y und ¢g: Y — X Morphismen in einer Kategorie C. Sind
go fund f o g Isomorphismen, so sind auch f und g Isomorphismen.

Aufgabe 3.5.13 (Funktoren erhalten Isomorphismen und Isomorphie). Sind F': C — D
eine Funktor und f: X — Y ein Isomorphismus in C, so ist F(f): F(X) — F(Y) ein
[somorphismus in D. Insbesondere bildet jeder Funktor isomorphe Objekte auf isomorphe

Objekte ab.

Aufgabe 3.5.14. Seien X und Y topologische Raume.

(a) Ist Y zusammenziehbar, so sind alle stetigen Abbildungen X — Y homotop.
(b) Ist X zusammenziehbar und ist Y wegzusammenhéngend, so sind alle stetigen Ab-
bildungen X — Y homotop.

In beiden Féllen ist also hTop(X,Y') einelementig (da nichtleer).

450ffensichtlich ist jede Deformationsretraktion eine schwache Deformationsretraktion.
46 Fiir ein Beispiel eines schwachen Deformationsretrakt, das kein ,,starkes® Deformationsretrakt ist, siehe
[ , Chapter 0, Exercise 6]
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Hausaufgaben:

1) Aufgabe 3.5.10, Menge der Wegzusammenhangskomponenten als Funktor

2) Aufgabe 3.5.11, nullhomotope Abbildungen von Sphére

3) Aufgaben 3.5.12 und 3.5.13, kategorielle Trivialitaten

4) Aufgabe 3.5.14, Homotopie fiir Abbildungen von Rédumen mit gewissen Eigenschaften
(zusammenziehbar, wegzusammenhéngend)

(5) Bonus-Spafaufgabe 3.5.7, griechische Buchstaben bis auf Homotopiedquivalenz

3.6. Produkte und Koprodukte.

(
(
(
(

3.6.1. Unser néchstes Ziel ist der Satz von Seifert-van Kampen 3.10.4, der — wie bereits an-
gedeutet — die Berechnung einiger weiterer Fundamentalgruppen ermoglicht. Um ihn dann
sofort effektiv anwenden zu konnen, erkléren wir zuerst einige kategorielle Begriffe und Kon-
struktionen.*”

Definition 3.6.2. Sei C eine Kategorie und seien X,Y € C Objekte. Ein Produkt von X
und Y ist ein Tripel (P,p,q), bestehend aus einem Objekt P € C und zwei Morphismen
p: P — X und ¢q: P — Y, so dass gilt: Fiir alle Objekte T € C und alle Morphismen
a:T — X und b: T" — Y gibt es genau einen Morphismus c¢: 7" — P mit poc = a und
qoc = b (per Diagramm veranschaulichen). Dies bedeutet, dass fiir alle Objekte T' € C die
folgende Abbildung bijektiv ist:

C(T, P) % C(T, X) x C(T, Y),
c— (poc,qoc).

Beispiele 3.6.3. (a) Fir X,Y € Set ist P = X X Y zusammen mit den Projektionen

p: X XY - Xund ¢q: X XY — Y ein Produkt.

(b) In Top ist X x Y mit der Produkttopologie und den offensichtlichen Projektionen
ein Produkt von X, Y € Top.

(¢) Sind X und Y Objekte von Ring bzw. Grp bzw. Ab bzw. Mod(R), so ist die Menge
X x Y mit der jeweils offensichtlichen Zusatzstruktur ein Produkt von X und Y.

(d) Ist (P,p,q) ein Produkt von X und Y in einer Kategorie C und ist ¢: Z — P ein
Isomorphismus, so ist auch (Z,p o ¢,q o ¢) ein Produkt von X und Y. Dies ist der
einzige Spielraum, den man hat, wie wir in 3.6.4 erkléren.

(e) Nicht in allen Kategorien gibt es fiir je zwei Objekte ein Produkt. Der Leser mag sich
iiberlegen: Ist X ein nichtleerer topologischer Raum, so gibt es in II; (X)) genau dann
fiir je zwei Objekte ein Produkt, wenn X einfach zusammenhéngend ist.

3.6.4 (Eindeutigkeit von Produkten bis auf eindeutigen Isomorphismus). Seien X und Y
Objekte einer Kategorie C. Seien (P, p, q) und (P’,p’,q') Produkte von X und Y. Dann gibt
es genau einen Morphismus ¢: P — P’ mit p’ oc = p und ¢’ o ¢ = ¢, es gibt genau einen
Morphismus d: P’ — P mit pod = p’ und god = ¢'. Weiter gibt es genau einen Morphismus
f: P— Pmitpof=pundqgof = gq. Dasowohl idp als auch doc diese beiden Bedingungen
erfiillen, muss idp = d o ¢ gelten. Analog folgt idpr = c o d. Also sind ¢ und d zueinander
inverse Isomorphismen, die mit den jeweiligen Abbildungen nach X und Y vertréglich sind.*®

4"Eventuell kénnte man die Abschnitte 3.6 bis 3.9 in den Appendix verlagern.
48 Der Begriff | eindeutiger Isomorphismus,, im Titel dieser Bemerkung meint einen solchen ,,vertréglichen*
Isomorphismus.
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Auf Grund dieser Eindeutigkeit sprechen wir im Folgenden meist von dem Produkt (falls
es existiert) und notieren es als (X x Y, pry, pry ). Die Abbildungen pry: X x Y — X und
pry: X xY — Y nennt man Projektionen. Abkiirzend &8t man oft die Projektionen weg
und spricht von X x Y als dem Produkt.

Definition 3.6.5. Sei C eine Kategorie und sei (X;);c; eine Familie von Objekten in C. Ein
Produkt der (X;);er besteht aus einem Objekt P € C und Morphismen p;: P — X;, so dass
gilt: Gegeben ein beliebiges Objekt 7" und Morphismen f;: T" — X, fiir alle ¢ € I, gibt es
genau einen Morphismus g: T"— P mit p; o g = f;.

3.6.6. e Im Fall I = {1,2} spezialisiert diese Definition zur vorigen Definition 3.6.2.
e Ist I einelementig, so ist ein Produkt eines Objekts X zum Beispiel durch (X, idy)
gegeben.

e Im Fall ] = @ ist ein Produkt iiber die leere Familie' ein Objekt 7', so dass es
fiir jedes Objekt Z genau einen Morphismus Z — T gibt. Ein solches Objekt heifit
terminales oder finales Objekt.

e In der Kategorie Set ist jede einelementige Menge ein terminales Objekt. In Top ist
jeder einelementige topologische Raum terminal. In Ring ist der Nullring terminal
(warum ist der zweielementige Ring {0,1} nicht terminal?). In Ab ist die triviale
Gruppe {0} terminal. In Grp ist die triviale Gruppe {1} terminal.

Beispiele 3.6.7. In Set existieren alle Produkte: Gegeben Objekte X, fiir ¢ € I, ist das
»ibliche Produkt® J],.; X; mit den iiblichen Projektionen ein Produkt der (X;);c;. Analoges
gilt in Top, wenn man [ [, ., X; mit der Produkttopologie versieht. Analoges gilt in Ring und
Grp und Ab und Mod(R) mit der offensichtlichen Gruppenstruktur auf dem mengentheore-
tischen Produkt.

3.6.8. Produkte von Familien (X;);cr sind im zu 3.6.4 analogen Sinne eindeutig. Man spricht
deshalb von dem Produkt und notiert es (J],.; Xi, pr;).

3.6.9. Definition der opponierten Kategorie A.2.10.

Definition 3.6.10. Kurzform: Ein Koprodukt in einer Kategorie ist ein Produkt in ihrer
opponierten Kategorie.

Langform: Sei C eine Kategorie und sei (X;);c; eine Familie von Objekten von C. Ein
Koprodukt der (X;);c; ist ein Paar (C, (¢;)ier), wobei C ein Objekt von C ist und (¢;);es eine
Familie von Morphismen ¢;: X; — C'in C ist, so dass gilt: Fiir alle T' € C und alle Familien
von Morphismen f;: X; — T, wobei ¢ € I, existiert genau ein Morphismus a: C' — T mit
aoc; = f; fir alle i € I.

Ende der 12. Vorlesung am 16.05.2019.

Definition 3.6.11. Ein Objekt I € C heifit initial, wenn es fiir jedes Objekt X € C genau
einen Morphismus I — X gibt.

3.6.12. Fin initiales Objekt ist dasselbe wie ein finales Objekt in der opponierten Kategorie,
oder wie ein Koprodukt iiber die leere Familie.

49Damit meinen wir eine Familie, deren Indexmenge leer ist.
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Beispiel 3.6.13. In der Kategorie Set der Mengen ist ein/das Koprodukt zweier Mengen
X, Y die disjunkte Vereinigung X UY mit den offensichtlichen Abbildungen X — X UY <«
Y. Ebenso ist | |;.; X; (mit den offensichtlichen Morphismen) ein Koprodukt einer Familie
(X,)ier von Mengen. Das Koprodukt der durch die leere Menge indizierten Familie ist die
leere Menge. Die leere Menge ist also das initiale Objekt von Set.

3.6.14 (Eindeutigkeit von Koprodukten bis auf eindeutigen Isomorphismus). Koprodukte
sind eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, denn sie sind Produkte in der opponierten
Kategorie, und fiir Produkte kennen wir diese Aussage bereits (siehe 3.6.4). Wer mag, kann
das dortige Argument durch Umdrehen der Pfeile anpassen. Wir sprechen deswegen von dem
Koprodukt und notieren es als (][ X;, (incl;);er) bzw. als X IT'Y im Fall zweier Objekte.

Definition 3.6.15. Ein Funktor F': C — D heiit vertriglich mit (beliebigen) Produk-
ten, falls fiir jedes Produkt ([[,.; Xi, pr;) in C das Datum (F'(][,c; Xi), F(pr;)) ein Produkt
in D ist. Analog heiit F' mit (beliebigen) Koprodukten vertriglich, wenn fiir jedes
Koprodukt (][] X;, (incl;);er) in C das Datum (F([[X;), (F(incl;))er) ein Koprodukt in D
ist. Analog definiert man Vertéglichkeit mit initialen Objekten, terminalen Objekten, mit
endlichen Produkten (also Produkten von endlichen®” Familien von Objekten), mit endlichen
Koprodukten.

Beispiele 3.6.16. (a) Analog wie in Set sind Koprodukte in Top durch disjunkte Ver-
einigungen mit der Finaltopologie gegeben. Der Vergissfunktor Top — Set ist ver-
traglich mit Koprodukten.

(b) In der Kategorie Ab der abelschen Gruppen ist das Koprodukt zweier abelscher
Gruppen A, B durch A & B gegeben. Analog ist

EB A; ={a=(a;)ies € H A; | a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele Indizes i € I}
iel iel
= {a € Set(I, A) | der Tréiger von a ist endlich}
das Koprodukt der A;. Der Vergissfunktor Ab — Set ist nicht mit Koprodukten
vertrdglich. Schon das initiale Objekt {0} von Ab wird nicht auf das initiale Objekt
& von Set abgebildet.
(c¢) In Grp ist die triviale Gruppe {1} initial. Koprodukte in Grp existieren, wie wir

zeigen werden, dies ist aber nicht offensichtlich. Der Leser mag sich iiberlegen, wie
das Koprodukt Z IT Z in Grp aussieht.

3.6.17. Wir haben gesehen, dass Koprodukte und Produkte in Set grundverschieden sind.
In Ab ist der Unterschied subtiler. Ist (A;);c; eine Familie abelscher Gruppen, so ist

iel i€l iel
(z3)ier = (Ti)ier,
ein Morphismus abelscher Gruppen (vgl. Aufgabe 3.6.21). Er ist ein Isomorphismus, falls 7
endlich ist.

Definition 3.6.18. Ein Nullobjekt einer Kategorie ist ein Objekt, das sowohl terminal als
auch inital ist. Es ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus und wird oft als 0 notiert.

S0Wir nennen eine Familie endlich, wenn die Indexmenge endlich ist.
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Ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C mit Nullobjekt 0 heifit Nullmorphismus,
wenn er mit der Verkniipfung X — 0 — Y eindeutiger Morphismen iibereinstimmt.

Beispiele 3.6.19. In Top gibt es kein Nullobjekt. In Top, ist ({pt}, pt) ein Nullobjekt. In
Ab ist {0} ein Nullobjekt, was die allgemeine Notation 0 fiir ein Nullobjekt rechtfertigt. In
Grp ist {1} ein Nullobjekt und wird abkiirzend meist als 1 notiert (man konnte dafiir auch
0 schreiben).

Aufgabe 3.6.20. Bestimme das Produkt und das Koprodukt von (X, z), (Y,y) in Top,.

Aufgabe 3.6.21. Falls eine Kategorie C ein Nullobjekt 0 hat, so gibt es einen genau einen

Morphismus [[ X; — [[ X; mit (... bitte ergénzen ...), wobei (X;);c; eine beliebige Familie

von Objekten ist. (Der Morphismus [[ X; — 0 — [] X; ist nicht die erwiinschte Antwort.)
Unter welcher Bedingung an (X;);e; ist dieser Morphismus ein Isomorphismus in Ab?

3.7. Kokartesische Diagramme (oder Pushout-Diagramme).

3.7.1. Definition 2.8.56 hat eine offensichtliche Verallgemeinerung von Top auf beliebige
Kategorien.

Definition 3.7.2. Sei C eine Kategorie. Ein Diagramm
L

|

X2z
in C heifit kokartesisches Diagramm (oder Quadrat) oder Pushout-Diagramm, falls es
kommutativ ist, also fog = ¢’o f gilt, und falls fiir alle Objekte 7" und alle Paare a: X — T
und B: Y — T von Morphismen mit oo f = o g genau ein Morphismus v: Z — T mit
vog =aund yo f' = [ existiert.

Man nennt dann Z (zusammen mit f’ und ¢’') den Pushout von f und g. Er wird oft als

X Iy Y notiert. Der bestimmte Artikel ist nach dem Analogon zu 2.8.57 gerechtfertigt. Man
nennt auch ¢’ den Pushout von g und f’ den Pushout von f. Lafit sich jedes Diagramm

w2-y

)j(f

in C zu einem kokartesischen Diagramm ergéinzen, so sagen wir, dass C alle Pushouts hat.

Definition 3.7.3. Ein kartesisches Diagramm in einer Kategorie C ist ein kokartesisches
Diagramm in C°P.”! Ein Pullback in C ist ein Pushout in C°? (wie beim Pushout wird dieser
Begriff sowohl fiir Objekte als auch fiir Morphismen verwendet).’” Ein Kategorie hat alle
Pullbacks, wenn sich jedes Diagramm

Y
bl
X 2.7
1 Aus sprachlicher Sicht sollte man zuerst kartesische Diagramme definieren.

2Auch der Begriff Basiswechsel kommt in diesem Zusammenhang vor.
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zu einem kartesischen Diagramm ergédnzen 1afft. Man notiert den Pullback eines solchen
Diagramms als X x 7Y (oder ganz genau als X X, z;Y) und nennt ihn auch Faserprodukt
von X und Y iiber Z (vgl. Aufgabe 3.7.9).”

Definition 3.7.4. Vertréglichkeit eines Funktors mit kartesischen Diagrammen (= Pull-
backs) bzw. mit kokartesischen Diagrammen (= Pushouts) ist analog zu den entsprechenden
Begriffsbildungen in Definition 3.6.15 definiert.

Beispiel 3.7.5. Sei ¢: G — H ein Morphismus in Grp. Dann ist das folgende linke Dia-
gramm kartesisch in Grp und das folgende rechte Diagramm ist kokartesisch in Grp, wobei
N der kleinste Normalteiler von H ist, der ¢(G) enthilt (alle Morphismen sind die offen-
sichtlichen, und 1 ist die triviale Gruppe):

ker(p) — G G——~H
I
1 H 1—— H/N

Dieselbe Aussage gilt auch in Ab, wobei hier jede Untergruppe bereits ein Normalteiler ist,
also N = ¢(G) gilt und damit H/N = cok(y), und man die triviale abelsche Gruppe meist
als 0 notiert. Analoges gilt in Mod(R), wobei R ein beliebiger Ring ist.

Beispiel 3.7.6. Sei f: X — Y ein Morphismus in Top. Ist ¢: Z < Y eine Einbettung, so
ist das folgende Diagramm (mit den offensichtlichen Abbildungen) kartesisch in Top:

[ x

|
ASEELE ¢
Der Pullback j von 7 ist also ebenfalls eine Einbettung (die offen bzw. abgeschlossen ist, falls
i diese Eigenschaft hat).
Dies bedeutet, dass der Pullback jeder Einbettung/offenen Einbettung/abgeschlossenen
Einbettung wieder eine Einbettung/offene Einbettung/abgeschlossene Einbettung ist (vgl.
Aufgabe 3.7.10 und Aufgabe 2.8.59 fiir strukturell dhnliche Aussagen).

3.7.7. Hat eine Kategorie C ein terminales Objekt 7', so ist ein Pullback X x; Y von
X — T + Y dasselbe wie ein Produkt X x Y von X und Y. Analoges gilt in Kategorien
mit einem initialen Objekt fiir Pushouts und Koprodukte.

3.7.8. Transitivitdt von Kokartesianitiat/Pushouts gilt in beliebigen Kategorien genau so,
wie in Aufgabe 2.8.58 fiir Top formuliert. Der Leser mag dies in eine Transitivitdtsaussage
fiir Kartesianitét/Pullbacks iibersetzen.

Aufgabe 3.7.9. (Beispiel in der Vorlesung) Sowohl Set als auch Top hat alle Pullbacks. Der
Vergissfunktor Top — Set ist vertrédglich mit Pullbacks.

Hinweis: Betrachte X xz Y = {(z,y) € X xY | f(z) = g(y)}, wobei f: X — Z und
g: Y — Z gegebene (stetige) Abbildungen sind.

53Man sagt auch, dass X Xz Y der Basiswechsel von Y (entlang des Basiswechselmorphismus G) ist, oder
dass X Xz Y — X durch Basiswechsel entlang G aus F' entsteht.
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Bemerkung: Dies erkliart den Namen Faserprodukt fiir X x ;Y. Die Faser von X xzY —
Y iiber y € Y wird unter X x ;Y — X mit der Faser von f iiber g(y) identifiziert.

Aufgabe 3.7.10. Sei ein kartesisches Diagramm

Wy
)
X 2=z
in Top gegeben. Ist b offen bzw. surjektiv, so auch b'.
Hinweis: Aufgabe 3.7.9.

Bemerkung: Aus b abgeschlossen folgt im Allgemeinen nicht, dass o' abgeschlossen ist,
nimm etwa X =Y =R und Z = {x}.

Aufgabe 3.7.11. Wihle eine der Kategorien Vect(R), Ab, Mod(R) (wobei R ein Ring ist),
und zeige, dass sie alle Pullbacks und alle Pushouts hat.

Hinweis: Man modifiziere das Produkt X xY bzw. das Koprodukt X @Y . Die Konstruktion
ist in den drei genannten Kategorien dieselbe; die beiden anderen Kategorien sind ohnehin

Spezialfille von Mod(R) fir R =R und R = Z.

Aufgabe 3.7.12. Sei C eine Kategorie und X ein Objekt. Die Kategorie C,x von Objek-
ten iiber X hat als Objekte Morphismen a: A — X in C mit Ziel X, als Morphismenmenge
von einem Objekt (a: A — X) in ein Objekt (b: B — X) die Menge aller Morphismen
f: A— BinC, die bo f = a erfiillen (male kommutatives Diagramm!), und als Verkniipfung
die von C induzierte.

Es gelten

e Ein kartesisches Diagramm in C mit rechter unterer Ecke X (also der Ecke, in der
zwei Morphismen enden) ist ,,dasselbe” wie ein Produkt in der Kategorie C,x der
Objekte iiber X.

e Ein kokartesisches Diagramm in C mit linker oberer Ecke X (also der Ecke, wo zwei
Morphismen starten) ist ,,dasselbe® wie ein Produkt in der Kategorie Cy; der Objekte
unter X, die der Leser geeignet definiere.

3.8. Freie Monoide und Gruppen.

3.8.1. Die folgenden Uberlegungen bereiten die Konstruktion von Koprodukten und kokar-
tesischen Diagrammen in Grp vor.

3.8.2. Sei Mon die Kategorie der Monoide (als Objekte) und Homomorphismen von Monoi-
den (als Morphismen).
Satz 3.8.3. Sei X eine Menge.
(a) Es gibt ein Paar (W, T), bestehend aus einem Monoid W und einem Morphismus
7: X — W wvon Mengen, so dass fiir jedes Monoid M das Vorschalten von T eine
Buektion
(3.8.1) (?o07): Mon(W, M) = Set(X, M),
pr=>@or,
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induziert.”* Wir nennen eine Abbildung T von einer Menge in ein Monoid mit dieser
Eigenschaft eine universelle Menge-Monoid-Abbildung.”

(b) Sindt: X - W und 7": X — W' universelle Menge-Monoid-Abbildungen, so gibt es
genau einen Morphismus c¢: W — W' von Monoiden mit coT = 7', und genau einen
Morphismus d: W' — W von Monoiden mit do 7' = 7, und ¢ und d sind zueinander
1mverse Isomorphismen.

Man nennt ein Paar (W, T) wie in (a) (oder auch nur W, wobei T implizit mitverstanden
ist) ein oder das freie Momnoid iber X. Oft schreiben wir es als Freeyon(X) oder kirzer
als F(X). Der bestimmte Artikel ist durch die in (b) beschriebene ,Eindeutigkeit bis auf
eindeutigen Isomorphismus® gerechtfertigt.

3.8.4. Die Bijektion (3.8.1) bedeutet als ,,universelle* Eigenschaft: Fiir jedes Monoid M und
jede Abbildung von Mengen p: X — M gibt es genau einen Morphismus j: W — M, so
dass das Diagramm

X =W

Elm
R v

M

kommutiert.

Beispiel 3.8.5. Fiir die leere Menge ist @ — ({1},:) eine universelle Menge-Monoid-
Abbildung. Das freie Monoid iiber der leeren Menge ist also das triviale Monoid {1}.

Fiir eine einpunktige Menge {pt} ist {pt} — (N,+), pt — 1, eine universelle Menge-
Monoid-Abbildung. Das freie Monoid iiber einer einelementigen Menge ist also (N, +).

Beweis. Fir n € N sei W, := Set({1,...,n}, X). Elemente a = (ay,...,a,) € W, heiflen
Worter der Linge n im Alphabet X und werden als aqas . .. a, geschrieben. Die Menge
W besteht nur aus dem leeren Wort (), notiert e. Sei W := | |, .y W, die Menge aller Worter.
Das ,,Hintereinanderschreiben von Wortern definiert eine Verkniipfung

WxW — W,
(a,b) — ab,

auf W (die Lange von ab ist die Summe der Léngen von a und b). Diese Verkniipfung ist
assoziativ und hat das leere Wort als neutrales Element, macht also W zu einem Monoid.
Sei 7: X — W; € W die offensichtliche Abbildung, die einem Element x € X das Wort x
der Lange Eins zuordnet.”® Offensichtlich ist 7 eine universelle Mengen-Monoid-Abbildung.
Dies zeigt (a).

Der Beweis von (b) ist dem Leser iiberlassen (vgl. &hnliche Argumente in 2.8.57 oder
3.6.4). O

54 Hier unterscheiden wir in der Notation nicht zwischen W als Monoid und W als Menge. Ist V': Mon —
Set der Vergissfunktor, so ist 7 genauer ein Morphismus 7: X — V(W) in Set und die Bijektion ist genauer
wie folgt gegeben:
(3.8.2) Mon (W, M) =5 Set(X, V(M)),

o= V(p)orT.

9 Diese Sprechweise ist nicht sehr verbreitet.
56 Wer genauer sein will, notiert ein Wort als (a1, as, ..., a,). Dann gilt 7(z) = (z).
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Beispiele 3.8.6. e Das freie Monoid F({a}) iiber der einelementigen Menge {a} be-

steht genau aus den folgenden paarweise verschiedenen Elementen: a° = e,a' =

a,a®> = aa,a® = aaa,...,a",.... Die Abbildung {a} — N von Mengen entspricht
nach der universellen Eigenschaft dem (Iso-)Morphismus F({a}) — (N, +), a™ — n,
von Monoiden.

e (Abstrakte Definition der Linge eines Wortes) Ist X eine Menge, so liefert die Ab-

bildung X — N, z — 1, von Mengen einen Morphismus
(3.8.3) ¢: F(X)— (N, 4)

von Monoiden, der offensichtlich jedem Element von F(X), also jedem Wort in X,
seine Léange zuordnet.

e Das freie Monoid F({a, b}) iiber der zweielementigen Menge {a, b} besteht genau aus
den folgenden paarweise verschiedenen Elementen

e,a,b,aa,ab, ba,bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, . . .

wobei die Lénge der Worter monoton wéchst und alle Worter fixierter Lénge in
alphabetischer Reihenfolge (bzgl. der iiblichen totalen Ordnung a < b) aufgeschrieben
sind.

e Das freie Monoid iiber dem ASCII-Code enthélt alle (in diesem Alphabet verfasste
und verfasst werdende) Poesie, alle Mathebiicher und jeden Blodsinn als Elemente.

3.8.7. Nach dem Beweis von Satz 3.8.3 ist klar, dass die universelle Menge-Monoid Abbil-
dung X — F(X) injektiv ist, und dass jedes Element von F(X) in eindeutiger Weise als
Produkt von Elementen von X geschrieben werden kann (nédmlich als Wort im Alphabet
X). Diese beiden Eigenschaften kann man auch abstrakt herleiten; um etwa zu zeigen, dass
X — F(X) injektiv ist, betrachte man das additive Monoid (N* = Set(X,N), +) aller Abbil-
dungen von X nach N mit punktweiser Verkniipfung. Fiir den Beweis der anderen Aussage

definiert man eine geeginete Monoidoperation von F(X) auf dem Raum der Worter (vgl.
Aufgabe 3.8.13).

3.8.8 (Freies Monoid als Funktor; fast identisch mit Aufgabe 3.8.9). Sei ¢: X — Y ein
Morphismus in Set. Sei (F(X),7x) das freie Monoid tiber X und sei (F(Y),7y) das freie
Monoid iiber Y. Betrachte das folgende Diagramm (in Set) zunéchst ohne den gestrichtelten
Morphismus

X—2 sy
lm lm
F(X) > F(Y).

Da F(X) das freie Monoid iiber X ist, gibt es genau einen gestrichelten Morphismus in Mon,
der das obige Diagramm kommutativ macht. Wir nennen diesen Morphismus F(p). Aus der
universellen Eigenschaft des freien Monoids folgt sofort, dass dies einen Funktor

F = Freepon: Set — Mon

definiert.
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Aufgabe 3.8.9. Sei V: Mon — Set der Vergissfunktor (cf. (3.8.2)). Fixiert man fir jede
Menge X ein freies Monoid (W, 7x) iiber X, so gibt es genau einen Funktor

Free = Freeyion: Set — Mon,

der auf Objekten durch X — Free(X) := Wy gegeben ist und die Eigenschaft hat, dass die
Bijektionen

Ox ar: Mon(Free(X), M) = Set(X, V(M)),
¢ = V(p)orx,
fir X € Set und M € Mon, mit Morphismen in Set kompatibel sind, dass also fiir alle
Morphismen f: Y — X in Set und alle Objekte M € Mon das Diagramm

Ox, M

Mon(Free(X), M) — Set(X, V(M)
l?oFree(f) L?of
Ox/ a1
Mon(Free(Y), M) —— Set (Y, V (M))

kommutiert. (Die Bijektionen 6x 5 sind eh mit Morphismen in Mon kompatibel.)

Hinweis: Wéhle M geschickt, um Free(f) zu definieren.

Bemerkung: Dies zeigt, dass der Funktor Nimm-freies-Monoid Freeyo,: Set — Mon links-
adjungiert zum Vergissfunktor V: Mon — Set ist. Man nennt auch (Freeyion, V') ein adjun-
giertes Paar von Funktoren oder sagt, dass V' rechtsadjungiert zu Freey,, ist.

Satz 3.8.10. Sei X eine Menge.

(a) Es gibt ein Paar (F, 1), bestehend aus einer Gruppe F und einem Morphismus : X —
F von Mengen, so dass fiir jede Gruppe G das Vorschalten von T eine Bijektion

(3.8.4) (7o7): Grp(F,G) = Set(X, G)

iduziert. Wir nennen eine Abbildung T von einer Menge in eine Gruppe mit dieser
FEigenschaft eine universelle Menge- Gruppe-Abbildung.””

(b) Sind7: X — F und 7': X — F' universelle Mengen-Gruppe-Abbildungen, so gibt es
genau einen Morphismus c: F — F' von Gruppen mit coT = 7', und genau einen
Morphismus d: F' — F von Gruppen mit do 7 = 7, und ¢ und d sind zueinander
inverse Isomorphismen.

Man nennt ein Paar (F,T) wie in (a) (oder auch nur F, wobei T implizit mitverstanden
ist) eine oder die freie Gruppe tber X. Oft schreiben wir sie als Freeg,,(X) oder kirzer
als F(X). Der bestimmte Artikel ist durch die in (b) beschriebene ,Eindeutigkeit bis auf
eindeutigen Isomorphismus“ gerechitfertigt.

Beweis. (a)
e Nimm X* := X x {+1,—1} als Alphabet und betrachte das zugehérige freie Mono-

id W= := Freeyjon (X ). Elemente (ay,&1)(az,€2) ... (an,&,) werden als aj*a3® ... a5
notiert. Ein typisches Element von W¥ hat also die Gestalt zyz 'z lyy~ly =

alyla~ e yly Tyt fir 2,y € X
e Betrachte auf W¥ die kleinste Aquivalenzrelation ~, so dass gelten:
—zx7! ~ e~z 7z fiir alle z € X (hier ist e das leere Wort),

5TDiese Sprechweise ist nicht sehr verbreitet.
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— w ~ v impliziert uvw ~ wv und wu ~ vu fir alle v, v, w € W=.

e Definiere F' := W*/~. Die Monoidverkniipfung auf W= steigt wegen der zweiten Be-
dingung an ~ zu einer Verkniipfung auf F' ab, mit der F' ein Monoid wird (Assoziati-
vitdt ist klar, und [e] ist neutrales Element). Genauer ist F' eine Gruppe: Jedes f € F
hat die Form f = [a®'...a5"]; setze [’ := [a,°...a;"']; dann gilt ff' = [e] = f'f
auf Grund unserer Bedingungen an ~. Beispielsweise hat zyxz 'z~ lyy 'y als Inverses
ylyy Loy lel,

e Definiere 7 als Verkniipfung

w—r=2t=(z,1)

T X XEF 5 W= S F
der offensichtlichen drei Abbildungen.

e Da F' als Gruppe von 7(X) erzeugt ist, ist jeder Gruppenmorphismus v: F' — G
eindeutig durch v o 7 bestimmt.

Gegeben eine beliebige Abbildung ¢: X — G in eine Gruppe G, setzen wir sie
zunéichst per 2° — ¢(z)° zu einer Abbildung X* — G fort. Diese kommt von einem
eindeutigen Monoidmorphismus @: W* — G, da X* — W¥ eine universelle Menge-
Monoid-Abbildung ist. Nun betrachte man die Aquivalenzrelation ~ auf W=*, deren
Aquivalenzklassen genau die nichtleeren Fasern der Abbildung & sind, fiir die also
w & v genau dann gilt, wenn @(w) = @(v) gilt. Da fiir die Relation ~ offensicht-
lich die beiden oben an ~ gestellten Forderungen gelten, faktorisiert ¢ eindeutig als

Komposition W* — F % G. Da & ein Monoidmorphismus ist und W+ — F ein
surjektiver Monoidmorphismus ist, ist auch ¥ ein Monoidmorphismus. Da F' und G
Gruppen sind, ist ® automatisch ein Gruppenmorphismus. Nach Konstruktion gilt
P o1 = . Dies zeigt, dass (F, 7) eine universelle Menge-Gruppe-Abbildung ist.

(b): Kann der Leser mittlerweile selbst. O

3.8.11 (Freie Gruppe als Funktor). Analog wie in 3.8.8 erhalten wir einen Funktor
F = Freeg,,: Set = Grp.

Notation 3.8.12. Ist F(X) die im Beweis von Satz 3.8.10 konstruierte freie Gruppe iiber X
und ist w € W* ein Wort, so schreiben wir sein Bild in F(X) meist ebenfalls als w statt als
[w]. Da freie Gruppen eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus sind, ist diese Notation
auch allgemein sinnvoll: Ist (F(X),7) eine freie Gruppe iiber X, so liefert beispielsweise
das Wort zyz~! das Gruppenelement 7(x)7(y)7(z)™! € F(X), das wir schlicht als xyz~!
notieren.

Aufgabe 3.8.13 (Elemente der freien Gruppe als gekiirzte Worter). Wir verwenden No-
tation aus dem Beweis von Satz 3.8.10. Wir nennen ein Wort aj'a5? ... as" € WE gekiirzt
(oder manchmal vollstéandig gekiirzt), falls fiir alle ¢ = 1,...,n — 1 gilt: Aus a; = a;41 folgt

€i = €it1. Sei K C W* die Menge aller gekiirzten Worter.

(a) Die Komposition

K — W* » F =F(X)

ist bijektiv, jedes Element der freien Gruppe F' = F(X) a8t sich also durch genau
ein gekiirztes Wort représentieren.

Hinweis (fiir die Injektivitét): Konstruieren Sie eine geeignete Operation von F' =

F(X) auf K, also einen Gruppenmorphismus F' — Set(K, K)* = Autget(K).
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Genauerer Hinweis: Die Operation von x € X auf w = (aj',a3?,...,a5") € K ist
durch

{(a;27' .- 7ain) falls T = aq und g1 = —1,
r.w =

(!, a5t a3%, ..., ac")  sonst,
definiert. Fiir w = () das leere Wort ist x.w als (x') zu interpretieren.
(b) (leichte Folgerung) Seien k € K und w € W mit [k] = [w]. Dann gilt ¢(k) < {(w)
mit Gleichheit genau dann, wenn k = w gilt (hier ist ¢ die Lénge eines Wortes im
Alphabet X*, vgl. (3.8.3) fiir die abstrakte Definition).

Aufgabe 3.8.14. Ist ¢: X — Y eine injektive Abbildung von Mengen, so ist die induzierte
Abbildung F(y): F(X) — F(Y) freier Gruppen ebenfalls injektiv.

Bemerkung: Mit ¢ ist auch F(y) surjektiv. Diese beiden Aussagen gelten natiirlich auch
fiir freie Monoide.

Hinweis: Entweder per universeller Eigenschaft oder mit Aufgabe 3.8.13.

Aufgabe 3.8.15. (Falls projektive Objekte bekannt.) Freie Gruppen sind projektive Objekte
von Grp.

Bemerkung: Freie Gruppen sind genau die projektiven Objekte von Grp, wie man leicht
aus dem Satz von Nielsen-Schreier folgert (siche 3.8.17).

Beispiele 3.8.16. Die folgenden Aussagen verwenden Aufgabe 3.8.13.

e Die freie Gruppe F({a}) iiber der einelementigen Menge {a} besteht genau aus den
folgenden paarweise verschiedenen Elementen: ...,a 2 = a 'a ', a7 !,a® = e,a! =
a,a® = aa,a®,....Die Abbildung {a} — Z von Mengen entspricht dem (Iso-)Morphismus
F({a}) = (Z,4), a™ — n, von (abelschen) Gruppen.

e Ist X eine Menge, so liefert die Abbildung X — {£1}, = +— 1, von Mengen einen
Morphismus sgn: F(X) — {£1} von Gruppen, der jedem Wort in X seine Signatur
zuordnet.

e Die freie Gruppe F({a,b}) iiber der zweielementigen Menge {a, b} besteht genau aus

den folgenden paarweise verschiedenen nichtdurchgestrichenen Elementen

Gekiirzte Rep. der Lange 0: e,
Gekiirzte Rep. der Lange 1: a,a b, b7,
Gekiirzte Rep. der Linge 2: aa,aa—>, ab, ab™ !,

e—a,a ta"ta a7,

ba,ba™!, bb, bh=L,
b la, b la ™t H=1b, b0,
Gekiirzte Rep. der Lénge 3: aaa, . . .

wobei der Leser hoffentlich die Systematik unseres Aufschreibverfahrens erkennt.

Ende der 13. Vorlesung am 21.05.2019, freie Gruppe als Funktor noch nicht erklart.
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3.8.17. Der Satz von Nielsen-Schreier besagt, dass jede Untergruppe einer freien Gruppe
wieder frei ist (vgl. Aufgabe 3.8.18). Dies kann man mit algebraischer Topologie und genauer
mit Uberlagerungstheorie beweisen, siche Wikipedia.

Aufgabe 3.8.18. In der freien Gruppe F({z,y}) ist die von den beiden Elementen z und
a = yryr 'y~! erzeugte Untergruppe U wieder eine freie Gruppe. Genauer ist sie frei
tiber z und a, d.h. die Inklusionsabbildung {z,a} < U ist eine universelle Menge-Gruppe-
Abbildung.

Hinweis: Aufgabe 3.8.13

Aufgabe 3.8.19. Sei ¢ # g € F(X) ein Element der freien Gruppe iiber einer Menge X,
das vom Einselement verschieden ist. Dann hat g unendliche Ordnung.
Hinweis: Aufgabe 3.8.13

3.9. Koprodukte und Pushouts von Gruppen.

Definition 3.9.1. Sei G eine beliebige Gruppe. Sei (F(G),7) die freie Gruppe iiber der
Menge G. Sei

(3.9.1) a: F(G) - G

der eindeutige Gruppenmorphismus mit a o 7 = idg; er ist durch ,, Ausmultiplizieren von
Woértern“ gegeben; sind beispielsweise g # h Elemente von G, so sind die gekiirzten Worter
(g,h,g71), (gh,g71), (g,hg™1), (ghg™') (der Lingen 3, 2, 2, 1) verschiedene®® Elemente von
F(G), die auf dasselbe Element ghg~! von G abgebildet werden. Man nennt die Elemente von
R(G) := ker(«) die Relationen von G. Identifiziert man Elemente von F(G) mit gekiirzten
Wortern (Aufgabe 3.8.13), so ist eine Relation ein gekiirztes Wort, das ausmultipliziert das
neutrale Element von G ergibt. Beispielsweise ist das gekiirzte Wort (—1)(42)(—1) eine
Relation von Z.

Satz 3.9.2. In der Kategorie der Gruppen haben je zwei Gruppen ein Koprodukt. Allgemeiner
existieren beliebige Koprodukte in Grp.

3.9.3. Eine konkrete Beschreibung des Koprodukts wird in Aufgabe 3.9.6 gegeben.
Beweis. Seien G, Gy € Grp Objekte. Betrachte fiir ¢ € {1,2} das Diagramm

incl;

Gi

F(incli)

R(G)“L- F(G;) —= F(G1 U Gs)

Sk L

i F(G1UGo
Gi (G11Ga),

G UG,

LTGluGQ

Das obere Quadrat besteht aus den offensichtlichen Morphismen und ist kommutativ. Der
Morphismus «; ist der eindeutige Morphismus von Gruppen mit

(3.9.2) a; 0 T, = idg;,

58Hier werden Worter als Tupel geschrieben, denn die Wortschreibweise ghg ™! ist wegen der Verkniipfung
auf G mehrdeutig.
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vgl. (3.9.1). Dessen Kern ist R(G;), die Menge der Relationen von G;, und p; ist die entspre-
chende Inklusion, und triv ist der triviale Gruppenmorphismus, und das Dreieck kommutiert.
Da mit incl; auch F(incl;) injektiv ist (Aufgabe 3.8.14), kénnen wir R(G;) und R(G») als *’
Teilmengen von F(G; LI Gy) auffassen. Sei N der kleinste Normalteiler von F(G; U Gs), der
R(G1) und R(G5) enthélt, und 7 sei die kanonische Abbildung in die Quotientengruppe. Nun
ist klar, dass es genau einen Morphismus ; in Grp gibt, der das untere Quadrat kommutativ
macht. Wir behaupten, dass (W, b1, B2) ein Koprodukt von G; und Gy ist.

Sei T' eine beliebige Gruppe und seien 7, : G; — T Gruppenmorphismen, fiir i € {1,2}. Da
G1UG4 das Koprodukt in Set ist, existiert genau ein Morphismus 6 : G1UGs — T von Mengen
mit § oincl; = ~; fiir alle ¢ € {1,2}. Da 74,6, eine universelle Menge-Gruppe-Abbildung ist,
existiert genau ein Morphismus ¢': F(Gy U Gg) — T von Gruppen mit ¢ o 7,16, = 0.

Um zu zeigen, dass ¢ iber 7 faktorisiert, ist ¢'(R(G;)) = {1} fiir alle i € {1,2} zu zeigen.
Zunichst gilt fiir alle ¢ € {1,2}

: : : (3.9.2)
8 o F(incl;) o 7¢, = ¢’ 0 7g,u6G, 0 incl; = doincl; = =" ;0 ;0 7g,

Da 7¢, eine universelle Menge-Gruppe-Abbildung ist, folgt
§' o F(incl;) = v; o a.
Vorschalten von p; liefert
8 o F(incly) o p; = 75 0 a; 0 p; = 7; o triv = triv.

Dies zeigt 0'(R(G;)) = {1} fur alle ¢ € {1,2}. Also gibt es genau einen Gruppenmorphismus
o BG1LG2) T mit §" o = ¢, Fiir alle 4 € {1,2} gilt
8" o B; G225 6 Bioa;o1g, = 08" omoTgug, ©incl; =& o 7g,ua, 0 incl; = § oincl; = ;.

Wegen (3.9.2) sieht man sofort, dass w von den §;(G;), fiir ¢ € {1, 2} als Gruppe erzeugt

ist. Somit gibt es hochstens einen Gruppenmorphismus ¢: w — T mit ¢ o 3; = ~; fiir
alle 1 € {1,2}. Dies zeigt, dass unsere Konstruktion ein Koprodukt ist.

Ist (G )ier eine beliebige Familie von Gruppen, so zeigt eine offensichtliche Modifikation des
obigen Beweises (ersetze G LIGo durch | | G; und definiere N als den kleinsten Normalteiler,
der alle R(G;) enthélt), dass das Koprodukt [ G; existiert. O

3.9.4. Sei GII H das Koprodukt zweier Gruppen G und H. Dann ist GII H als Gruppe von
den Bildern von G — GII H und H — G II H erzeugt. Dies folgt entweder aus dem Beweis
von Satz 3.9.2 oder aus der folgenden Beobachtung: Sei K die von den Bildern von G und H
erzeugte Untergruppe von GII H. Dann ist K zusammen mit den Gruppenmorphismen G —
K und H — K ein Koprodukt von G und H. Wegen der Eindeutigkeit von Koprodukten
folgt K =GII H.

3.9.5. Das Koprodukt GII H zweier Gruppen wird manchmal als freies Produkt bezeichnet
und als GG x H notiert. Es handelt sich dabei aber keinesfalls um ein Produkt im kategoriellen
Sinne.®” Deswegen werde ich den Begriff freies Produkt vermeiden, die Notation G'* H jedoch
nutzen (um Verwechslungsgefahr mit der disjunkten Vereinigung als Mengen zu vermeiden).

% disjunkte (wie aus Aufgabe 3.8.13 folgt)
60 Vermutlich kommt der Name daher, dass man ,,Produkte von Elementen der beiden Gruppen bildet,
ohne weitere Relationen eiznufithren®, vgl. Aufgabe 3.9.6.
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Aufgabe 3.9.6. Seien G und H Gruppen. Sei W := F(GUH) = Freeyon(GUH) das freie Mo-
noid tiber GU H, also die Menge der Worter im Alphabet GU H. Ein Wort (aq,...,a,) € W
heilt reduziert, falls darin weder ein neutrales Element vorkommt noch zwei aufeinander-
folgende Buchstaben aus derselben Gruppe kommen:

e a; #eqgund a; # ey firalles=1,... n;

e, €GEa G furalleie{l,...,n—1}.
Durch Weglassen neutraler Elemente und Multiplizieren benachbarter Buchstaben aus der-
selben Gruppe kann man offensichtlich jedes Wort in ein reduziertes Wort verwandeln. Sei
R die Menge der reduzierten Worter. Zeige, dass die Verkniipfung

R—W-—>G«+H

bijektiv ist. Jedes Element des Koprodukts G « H hat also einen eindeutigen reduzierten
Repréasentanten.

Hinweis: Ahnlich wie in Aufgabe 3.8.13 definiere man eine Operation von G % H auf R,
indem man angibt, wie G und H operieren (dabei sind jeweils vier Félle zu unterscheiden).

Bemerkung: Man kann die Gruppenverkniipfung von G« H entlang unserer Bijektion auf R
iibertragen: Hange zwei reduzierte Worter aneinander und reduziere das so erhaltene Wort.

Bemerkung: In der Literatur wird G H oft als Menge der reduzierten Worter mit der gera-
de beschriebenen Verkniipfung definiert, wobei aber diverse Details gepriift werden miissen,
etwa Assoziativitét.

Definition 3.9.7. Sei X eine Menge und F(X) = Freeg,,(X) die freie Gruppe iiber X. Sei
R C F(X) eine Teilmenge"'. Wir nennen

FX)

N
die von der Menge X mit den Relationen R erzeugte Gruppe, wobei N = N(R)
der kleinste Normalteiler von F(X) ist, der R enthdlt. Man nennt R in diesem Kontext

eine Menge von Relationen®. Wir verwenden oft abkiirzende Schreibweisen, beispielsweise
stehen

(X | R) ==

(a,b | ab = ba) und {a,b | aba'b71)
fiir dieselbe Gruppe
({a, b} [ {aba™"b7"}),
wobei man implizit davon ausgeht, dass a # b gilt.
Wir schreiben auch (X) = Freeq,p(x) statt (X | @) — dies ist also die freie Gruppe iiber X

(ohne Relationen), die man auch freie Gruppe mit Erzeugern (den Elementen von) X nennt.
Abkiirzend schreibt man beispielsweise (a, b) statt ({a,b}).

Aufgabe 3.9.8. Die Gruppen (a,b | ab = ba) und Z? sind isomorph.

3.9.9. Fiir jede Gruppe G gilt (G | R(G)) = G. Dies ist klar nach der Definition 3.9.1 von
R(G).

61 Stattdessen kann man auch mit einer Menge von Wértern im Alphabet X x {£1} starten und dann R
als deren Bild in F(X) definieren
62 Dieser Begriff einer Relation unterscheidet sich von dem in Definition 3.9.1.
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3.9.10. Seien X und R wie in Definition 3.9.7. Dann gilt fiir jede Gruppe H

Grp((X | R), H) = {f € Set(X, H) | f(R) = {1}},

wobei f: F(X) — H der eindeutig durch f: X — H bestimmte Morphismus von Gruppen
ist.

3.9.11. Ist eine Gruppe durch Erzeuger und Relationen gegeben, so ist es im Allgemeinen
algorithmisch nicht moglich zu entscheiden, ob zwei Worter in den Erzeugern und ihren
formalen Inversen dasselbe Gruppenelement darstellen (siehe word problem for groups, Satz
von Novikov-Boone).

Insofern ist es stets wiinschenswert, eine durch Erzeuger und Relationen gegebene Gruppe
mit einer bekannten Gruppe zu identifizieren (oder ein Représentantensystem von Waortern
fiir die Elemente der Gruppe zu finden). Beispielsweise gilt

2 _ 5\~ Sla(Z)
(3.9.3) (S, T|S5*=¢€,(ST)° =¢) — L)

0 1
Sr—>(_1 O)’
11
Tn—><0 1>.

Das Koprodukt (Z/27) x (Z/3Z) ist ebenfalls isomorph zu diesen beiden Gruppen.

Aufgabe 3.9.12 (Koprodukt von Gruppen, die durch Erzeuger und Relationen gegeben
sind). Seien G = (X | R) und H = (Y | S) durch Erzeuger und Relationen gegebene
Gruppen. Dann ist (X UY | RU S) mit den offensichtlichen Abbildungen ein Koprodukt
von G und H (Hinweis: Verwende 3.9.10); hierbei wird R U S als Teilmenge von F(X U
Y) aufgefasst (nach Aufgabe 3.8.14 konnen wir R und S als Teilmengen von F(X UY)
auffassen, und der Schnitt dieser Teilmengen enthélt hochstens das neutrale Element, etwa
nach Aufgabe 3.8.13).

Insbesondere (dies ist zu zeigen!), haben je zwei Gruppen ein Koprodukt. (Analoges gilt
fiir Familien von Gruppen).

Berechne das Koprodukt Z x Z.

Satz 3.9.13. Die Kategorie Grp der Gruppen hat alle Pushouts.

Beweis. Seien p: G — G und ¢9: G — Go Morphismen in Grp. Betrachte das folgende
Diagramm

G ®2 GQ

Gl % G2 moincly

127

Gl*G’g

moincly

Dabei ist (G * G, incly, incly) das Koprodukt von G; und G5 (das obere linke Dreieck ist im

Allgemeinen nicht kommutativ), N ist der kleinste Normalteiler von G *Gs, der alle Elemente
78



incly (¢1(g)) " tincla(p2(g)), fiir g € G, enthilt, und 7 ist der offensichtliche Morphismus von
Gruppen. Dann priift man leicht, dass das duflere Quadrat kokartesisch ist. 0

3.9.14. Der Pushout G, Il G5 zweier Gruppenmorphismen G — G und G — G5 wird
manchmal als amalgamiertes freies Produkt bezeichnet und als Gy ¢ G2 notiert (vgl.
3.9.5). Ich werde die Notation G g G2 nutzen, den Begriff amalgamiertes freies Produkt
aber meiden.

Aufgabe 3.9.15 (Pushout von Gruppen, die durch Erzeuger und Relationen gegeben sind).
Sei eine Menge X = X;UX5 Vereinigung zweier Teilmengen X; und X5, und sei Xy = X1N X5
deren Schnitt. Seien R; C F(X;) = Freeg,,(X;) Mengen von Relationen, fiir i = 0,1, 2. Sei
Ry im von R; erzeugten Normalteiler enthalten, fiir ¢ = 1,2 (so dass die obere und linke
Abbildung im folgenden Diagramm definiert sind). Dann ist

(Xo | Ro) (Xa | Ry)

| |

<X1 | Rﬁﬁ <X | Rl URQ)

mit den offensichtliche Morphismen ein kokartesisches Diagramm in Grp.

Hinweis: Verwende 3.9.10.

Bemerkung: Im Fall Ry = Ry = Ry = @ zeigt dies (X) = (X)) *(x,) (X2). Sind {iberdies
X1 und X, disjunkt, so gilt (X) = (X1) #(e) (X2) = (X1) 1 (Xo) = (X3) * (Xo) (vgl. 3.7.7)
— das Koprodukt zweier freier Gruppen ist also ebenfalls eine freie Gruppe.

Bonus: Verwende dies, um einen Alternativbeweis fiir die Existenz von Pushouts in Grp
zu geben. Hinweis: Ist (X | R) — (Y | S) ein Morphismus von Gruppen, die durch Erzeuger
und Relationen gegeben sind, so ist die Gruppe (Y, S) isomorph zu (X UY | S’) fiir geeignete
Relationen 5’.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.8.13, freie Gruppe und gekiirzte Worter
(2) Aufgabe 3.7.11, Modulkategorien haben alle Pullbacks und Pushouts.
(3) Aufgabe 3.9.6, konkrete Beschreibung Koprodukt von Gruppen
(4) Aufgabe 3.9.12, Koprodukt von Gruppen, die durch Erzeuger und Relationen gegeben
sind
Wer noch nicht genug hat:

(1) (schon in Vorlesung gelost:) Aufgabe 3.7.9, Top hat alle Pullbacks

(2) Leicht: Aufgabe 3.9.8. (Wer mehr arbeiten mochte, zeigt den Isomorphismus (3.9.3)).

(3) Aufgabe 3.9.15, Pushout von Gruppen, die durch Erzeuger und Relationen gegeben
sind

(4) Aufgabe 3.8.18, freie Untergruppe

(5) Aufgabe 3.8.19, unendliche Ordnung

(6) Aufgabe 3.7.10, offen bzw. surjektiv stabil unter Basiswechsel

(7) Aufgabe 3.7.12, (ko)kartesisch als (Ko-)Produkt in Unter-/Uberkategorie

3.10. Der Satz von Seifert und van Kampen.

3.10.1. Wir erinnern an die Definition eines Funktors A.2.1 und die Kategorie Cat der

Kategorien, deren Morphismen die Funktoren sind und deren Verkniipfung die offensichtliche
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Verkniipfung von Funktoren ist (vgl. A.2.15). Der Begriff eines kokartesischen Diagramms
ist also auch in Cat sinnvoll.

3.10.2. Wir erinnern an das Fundamentalgruppoid II;(X) eines topologischen Raums X
(siche Definition 3.2.24). Die Zuordnung X + II;(X) wird wie folgt zu einem Funktor

IT;: Top — Cat.
Ist f: X — Y ein Morphismus in Top, so ist der Funktor
Hl(f)i H1<X) — Hl(Y)
alias Morphismus in Cat auf Objekten z € II;(X) = X durch (II;(f))(z) = f(x) und auf
Morphismen [a] € (I} (X))(z, 2") = m (X, z,2") durch
(IL())([e]) = [f e a] € TLY)(f(2), f(2') = m (Y, f(x), f(2))
definiert.

Satz 3.10.3 (Seifert-van Kampen fiir Fundamentalgruppoide). Sei ein topologischer Raum
X = U UV die Vereinigung zweier offener Teilmengen U, V@ X. Dann ist das von den
Inklusionen induzierte Diagramm

IL({UNV)—1II(V)

| |

in Cat kokartesisch.

Beweis. Das Diagramm ist offensichtlich kommutativ. Wir verwenden im Beweis die Notation
Uy1:=U und U_; :=V. AuBerdem seien ¢;: U; — X die Inklusionen.

Wir zeigen zunéchst, dass ein Funktor F': II;(X) — C in eine beliebige Kategorie C be-
reits eindeutig durch die Verkniipfungen F' o I1;(¢;), fir i = +1, festgelegt ist. Fiir die Ab-
bildung auf Objekten ist dies wegen X = U, U U_; klar (man konnte auch sagen, dass
das daran liegt, dass das Quadrat mit Ecken U NV, U, V, X kokartesisch in Set ist). Fiir
die Abbildung auf Morphismenmengen folgt dies daraus, dass jeder Morphismus in II;(X)
eine Verkniipfung von Morphismen ist, die von II;(Uy4) oder II;(U_;) herkommen. Kon-
kret sei g € (II1(X))(z,2") = m(X,z,2") ein Morphismus. Sei v € Q(X,z,2') ein Weg
mit [y] = ¢g. Mit dem Uberdeckungssatz von Lebesgue 2.7.18 finden wir ein n € Ns; und
eine Unterteilung 0 = a9 < a1 < --- < a, = 1 des Einheitsintervalls und Vorzeichen
€1,...,6n € {£1} mit Y|, 14, € U, fiir alle p = 1,...,n. Sei v,: [0,1] — U, die Ver-
kniipfung [0, 1] — [a,-1,a,) 2 U.,, wobei die erste Abbildung die offensichtliche Umpara-
metrisierung ist. Dann gilt (mit beliebiger Klammerung)

Y= Y K kYL
Fassen wir 7, als Morphismus [v,] in II;(U.,) auf, so gilt
9= = (e, )([m]) o -+ oI (ee,)(Im)-
in I1;(X). Da F ein Funktor ist, folgt

(3.10.1) F(g) = F(Ii(ee, )([ynl)) © - - 0 F(IT (e, ) ([m]))-

Dies zeigt die Eindeutigkeitssaussage in der Definition eines kokartesischen Diagramms.
80



Ende der 14. Vorlesung am 23.05.2019.

Fiir die Existenzaussage sei ein kommutatives Diagramm

(3102) Hl(U_H N U_l) e Hl(U_l)
b
HI(U+1) = C

in Cat gegeben. Zu zeigen ist die Existenz eines Funktors F': 11 (X) — C mit Foll;(¢;) = G;
fiir alle 1 = £1.
Wir definieren F' auf Objekten x € I1;(X) = X in der dafiir einzig moglichen Weise durch

Fla) = Gi(zr) fallsx e Uy =U,
G_l(l’) fallsz e U_1 = V.

Dies ist wohldefiniert wegen G41(x) = G_y(x) firx e Uy, NU_; =UNV.
Fiir die Definition von F' auf Morphismen haben wir nach (3.10.1) nur eine Moglichkeit:
Fiir jeden Morphismus g in I1;(X) und jede Wahl (v, n, (a,)5_;, (¢,)5—;) wie oben definiere

(3.10.3) Fynan)e) = Ge,([vn]) 0+ 0 Gy ([m))-

Zu zeigen ist, dass I ;, (a,),(c,) DUr von g = [y] abhéngt.

Ist dies gezeigt, so nennen wir diesen nur von g abhingigen Morphismus F'(g) und sehen
sofort, dass dies einen Funktor F': II;(X) — C definiert: Die Gleichheiten F(id,) = idp()
und F(goh) = F(g)o F(h) sind leicht durch geschickte Wahlen einzusehen. Es ist auch klar,
dass F'olly(1;) = G fiir alle ¢ = £1 gilt (wihle n = 1).

Sei (v, n, (a,), (¢,)) eine Wahl fiir g wie oben. Gilt 7|j4, 4, € Usr N U_; fiir ein
p € {1,...,n}, so éndert sich F,, () @, nicht, wenn wir e, durch —¢, ersetzen, denn
das Diagramm (3.10.2) ist kommutativ. Wir kénnen unser Element also unzweideutig als
F, n.(a,) schreiben. Wenn wir von einer Unterteilung des Intervalls zu einer Subunterteilung
iibergehen, so dndert sich dieses Element nicht, denn G;; und G_; sind Funktoren. Indem
wir zu einer gemeinsamen Subunterteilung zweier gegebener Unterteilungen iibergehen, se-
hen wir, dass F, , ,) nur von 7 abhéngt. Wir schreiben dieses Element als F,.

Seien nun vy und 8 Wege mit [y] = [5]. Zu zeigen ist F,, = Fp. Sei h: v = ( eine Homotopie
von Wegen (mit festen Endpunkten). Mit Lebesgue finden wir eine Schachbrettunterteilung
des Quadrats [0, 1] x [0, 1], so dass h jedes Feld nach U, oder U_; abbildet. In jedem Feld des
Schachbretts sind die beiden offensichtlichen Wege entlang des Randes von der linken unteren
Ecke in die rechte obere Ecke homotop. Analoges gilt fiir die entsprechenden beiden Wege
entlang des Randes von der linken unteren Ecke (0, 0) des gesamten Schachbretts [0, 1] x [0, 1]
in die rechte obere Ecke (1,1). Die Verkniipfung dieser beiden Wege mit h sind die Wege
e*vyund S *e. Indem man sich Feld fiir Feld durch das Schachbrett hangelt — mit dem Feld
rechts unten beginnend -, sieht man, dass .., = Fj.. gilt. Da die Gleichheiten F., = F,
und Fjg,. = Fp offensichtlich sind, folgt daraus F, = Fj wie gewiinscht. 0

Satz 3.10.4 (Satz von Seifert-van Kampen). Sei ein topologischer Raum X = UUV die Ver-
einigung zweier offener Teilmengen U,V @ X. Ist der Schnitt UNV wegzusammenhdngend®,

63 Wer mag, kann hier ohne Einschrankung annehmen — so findet man dies meist in der Literatur, und
wir werden uns zu Anfang des Beweises eh auf diesen Fall zuriickziehen —, dass auch U und V und damit X
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so ist das Diagramm

mUNV,z) —=m(V,z)
| l
™ (U, z) (X, 7)

in Grp kokartesisch, wobei x € U NV ein beliebiger Basispunkt ist und alle Morphismen die
offensichtlichen sind.

3.10.5. Als Spezialfall erhalten wir Satz 3.1.23.

3.10.6. Wir bereiten den Beweis von Satz 3.10.4 mit einigen allgemeinen Uberlegungen vor.

Ist C eine beliebige Kategorie und x ein Objekt, so ist Ende(2) = C(x, z) = C(x) ein Mono-
id. Diesem ist die , Ein-Objekt-Kategorie“ C(z) mit einem Objekt * und Morphismenmenge
C(z)(*, %) := C(x) zugeordnet (siehe Beispiele A.1.5). Dann definiert

iz: C(x) — C,
* 5 T,

C(x)(%,%) = Clw, 7),

tautologisch einen Funktor. Ist C ein Gruppoid, das iiberdies in dem Sinne zusammenhén-
gend ist, dass es fiir je zwei Objekte y, z € C einen Morphismus y — z gibt (der automatisch
ein Isomorphismus ist), so kénnen wir einen Funktor in die andere Richtung konstruieren:
Fixiere fiir jedes y € C einen Morphismus g¢,: y — x, wobei g, = id,;: * — x die Identitét
sei. Dann definiert
ry: C — C(x),
Y=ok,
C(y, z) = C(x)(x, %) = C(z, x),
frrg.ofogt

offensichtlich einen Funktor. Es ist klar, dass die Komposition

Clz) = C I C(a)

der Identitatsfunktor ist. (Informell mag man sich vorstellen, dass C(z) ein Retrakt von C
ist.)

Beweis. Unser Diagramm ist offensichtlich kommutativ. Wir kénnen ohne Einschrankung
annehmen, dass U und V' wegzusammenhéngend sind (siehe 3.2.19). Dann ist auch X = UUV
wegzusammenhéngend, und alle Fundamentalgruppoide I1; (X)), II;(U), I, (V), II;(U N V)
sind zusammenhéngende Gruppoide, so dass 3.10.6 auf sie angewendet werden kann. Sei z €
U NV und beachte (I1; (X)) (z, x) = 71 (X, x). Wir wéahlen fiir jeden Punkt y € X einen Weg
vy € QX,y,x), der ganz in U bzw. V verlduft, falls y € U bzw. V gilt (insbesondere verlduft
erin UNV, fallsy € UNV), wobei wir 7, als konstanten Weg ~, = ¢, € Q(X, z, x) wihlen.

wegzusammenhéngend sind, denn die im folgenden Diagramm vorkommenden Fundamentalgruppen héngen
ohnehin nur von der jeweiligen Wegzusammenhangskomponente von x ab (vgl. 3.2.19).
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Die Homotopieklassen dieser Wege liefern Morphismen in allen vier Fundamentalgruppoiden
mit Zielobjekt x. Mit diesen Wahlen erhalten wir ein kommutatives Diagramm

ILUNV) I, (V)

L, (U) I, (X)
m(U,z) m(X, )

in Cat. Wir stellen uns dieses Diagramm als einen Wiirfel mit den ,,Ein-Objekt-Kategorien*
auf der Vorderseite vor und nennen ihn den r,-Wiirfel. Drehen wir alle mit r, beschrifteten
Pfeile um und beschrifen sie mit ,, so erhalten wir einen weiteren kommutativen Wiirfel,
den wir i,-Wiirfel nennen (vgl. Aufgabe 3.10.14 fiir den Rest des Beweises).

Sei nun G eine beliebige Gruppe und sei das linke kommutative Diagramm

nUNV,2) —m(V,z)  mUNVz) —m(Vie)  ILUAV) — (V)

T S

7T1(U,.Z‘) G, Fl(U,I) G, Hl( )

in Grp gegeben. Das mittlere kommutative Diagramm in Cat entsteht daraus, indem wir jede
Gruppe als Ein-Objekt-Kategorie auffassen®®. Das rechte kommutative Diagramm entsteht
aus dem mittleren, indem wir in den drei Ecken links unten/links oben/rechts oben den
jeweiligen Funktor r, vorausschalten.

Nach Satz 3.10.3 existiert genau ein Funktor II;(X) — G, dessen Verkniipfungen mit
IL(U) — IIi(X) und II,(V) — II;(X) die Funktoren F o r, und F’ or, in dem rech-
ten Diagramm sind. Vorschalten von i, liefert einen Funktor m (X, z) — G zwischen Ein-

Forg

Objekt-Kategorien, also einen Gruppenmorphismus (X, x) — G; wegen r, o i, = id und
Kommutativitéit der rechten und unteren Seite des i,-Wiirfels sind dessen Verkniipfungen
mit m (U, x) = 7 (X, z) und m (V, x) — 71 (X, z) die gegebenen Gruppenmorphismen F' und
F'. Dies zeigt die Existenzaussage in der Definition eines kokartesischen Diagramms.

Die Eindeutigkeitsaussage wird dhnlich bewiesen: Sind ¢, v : m(X,2) — G zwei Grup-
penmorphismen, deren Verkniipfungen mit m(U,z) — m (X, z) baw. m(V,2z) — m (X, x)
iibereinstimmen, so folgt aus unserem kommutativen Wiirfel und Satz 3.10.3, dass die beiden
Gruppenmorphismen ¢ o 7, und ¢ o r,: II;(X) — G iibereinstimmen. Dann stimmen aber
auch ¢ = por,od, und Y =9 or, 0i,: m (X, x) — G iiberein. Es folgt ¢ = ). O

Ende der 15. Vorlesung am 04.06.2019.

64Genauer wenden wir die Verkniipfung Grp — Mod — Cat des Vergissfunktors mit dem Funktor, der

ein Monoid M auf die Kategorie M mit einem Objekt * und Endomorphismenmenge M (x,*) = M abbildet
(und das Naheliegende auf Monoidmorphismen tut), an
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Beispiel 3.10.7 (Fundamentalgruppe der Figur Acht). Sei X die liegende Figur Acht in
der Zeichenebene. Seien U = [a]und V = [©o]die graphisch angedeuteten offenen Teilmengen
von X. Der Schnitt UNV = ist wegzusammenhéangend. Somit liefert der Satz von Seifert-
van Kampen 3.10.4 ein kokartesisches Diagramm

7T1(U N ‘/,.CL') —>7Tl(‘/, .CC)

| |

m (U, x) (X, x)

in Grp, wobei z € U NV der Kreuzungspunkt der Figur Acht ist. Weil U NV zusammen-
ziehbar ist, ist m (U N V,z) die triviale Gruppe. Offensichtlich enthdlt U eine Teilmenge,
die homdomorph zu S! ist, z enthiilt und ein Deformationsretrakt von U ist. Analoges
gilt fiir V. Es folgen m(U,x) = 7 (S, 1) und m(V,2) = 71(S',1) (Lemma 3.5.4). Dies
zeigt m (X, ) = m (U, X) %y m(V,z) = m (U, X) % m(V, z). Nach Satz 3.2.14 ist die Funda-
mentalgruppe von S' isomorph zu Z, also zur freien Gruppe mit einem Erzeuger; es folgt
m (X, z) = ZxZ. Die offensichtliche Schlaufe im Gegenuhrzeigersinn in U bzw. V' bei z liefert
somit einen Isomorphismus (a) = (U, z) bzw. (b) = m(V, x) von der freien Gruppen mit
Erzeuger a bzw. b in die jeweilige Fundamentalgruppe. Wir folgern aus Aufgabe 3.9.12 oder
Aufgabe 3.9.15
m (X, z) = (a) *; (b) = (a,b),

wobei a und b den offensichtlichen Homotopieklassen von Schlaufen in der Figur Acht ent-
sprechen.
Da man X als Deformationsretrakt von 1 := R?\ {£1} auffassen kann, folgt

m (W, z) = (a,b).

Male Bild eines Weges, der aba='b~! reprisentiert. Stellt man sich R? als Wand vor und sei-
en an den Punkten 1 Négel in diese Wand geschlagen, so féllt ein an diesem Weg alias Seil
aufgehéngtes Bild nicht herunter (sogar dann nicht, wenn sich das Seil selbst durchdringen
darf), denn aba='b! ist gekiirzt und somit nicht das triviale Element von (a,b) (Aufga-
be 3.8.13). Entfernt man einen Nagel, etwa den bei 1, so wird b trivial in m; (R? \ {—1},0),
und das Bild f&llt herunter.

Beispiel 3.10.8 (Bouquet/Wedge von Kreislinie). Sei (X, x) = II"_,(S*, 1) das Koprodukt
in Top, von n Kreislinien S! mit Basispunkt 1. Explizit ist X der Quotient der disjunkten
Vereinigung von n Kopien von S' modulo der Aquivalenzrelation, die die n Basispunkte
dieser Kreislinien zu einem Punkt identifiziert. Im Fall n = 2 ist X (homdomorph zu) eine(r)
Figur Acht mit dem Kreuzungspunkt als Basispunkt. Man nennt X ein Bouquet oder Wedge
von Kreislinien. Das Argument aus Beispiel 3.10.7 plus Induktion liefert

m (X, x) = {(ay,...,a,)
wobei a; dem Bild eines Erzeugers der Fundamentalgruppe der i-ten Kreislinie entspricht.

Beispiel 3.10.9. Sei X die Verklebung von S! mit S, fiir n > 2, in einem Punkt. Sei z € X
beliebig. Dann gilt 7;(X,x) = m(S!,z) = Z. Dies folgt in nun offensichtlicher Weise aus
dem Satz von Seifert-van Kampen 3.10.4 und Satz 3.1.25 (wobei letzterer ebenfalls leicht

aus Seifert-van Kampen folgt).
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Aufgabe 3.10.10. Sei X das Komplement zweier , nichtverschlungener” Kreislinien S!' in
R3. Dann ist 7 (X, z) isomorph zur freien Gruppe (a, b) in zwei Erzeugern.

Hinweis: Eine geeignete Verklebung von zwei 2-Spéren und zwei 1-Sphéren ist ein Defor-
mationsretrakt dieses Komplements.

Aufgabe 3.10.11. Sei X das Komplement zweier ,verschlungener* Kreislinien S! in R3.
Dann ist 7 (X, z) isomorph zu Z2.

Hinweis: Eine geeignete Verklebung eines Torus S! xS* mit einer 2-Sphiire S? ist (homdomorph
zu) ein(em) Deformationsretrakt dieses Komplements.

3.10.12. Wir haben nun die Fundamentalgruppen aller Rdume in Beispiel 3.5.6 ausgerech-
net.

Aufgabe 3.10.13. Berechne die Fundamentalgruppe des Komplements der Borroméischen
Ringe (siehe etwa Wikipedia) in R3.

Aufgabe 3.10.14. Der Beweis von Satz 3.10.4 beruht auf der allgemeinen Tatsache, dass
in einer beliebigen Kategorie ein , Retrakt eines kokartesischen Diagramms ebenfalls kokar-
tesisch ist“. Prézisiere und beweise diese Aussage.

Definition 3.10.15. Sei A eine endliche Menge (genannt Alphabet) mit r € N Elementen
(genannt Buchstaben). Ein Flachenwort im Alphabet A ist eine Abbildung

w: {1,2,...,2r} - Ax{+1, -1}, i w(i) = (a(i),e(q)),

mit der Eigenschaft, dass jeder Buchstabe genau zweimal als a(i) vorkommt, es fiir jedes
a € A also genau zwei verschiedene Elemente i,7 € {1,...,2r} mit a(i) = a = a(j) gibt.
Wir schreiben ein solches Flichenwort als w = a(1)*Ma(2)5?) - .. a(2r)*?") (und lassen dabei
die Exponenten +1 meist weg) und nennen 2r seine Lénge.

Beispiel 3.10.16. Beispiele fiir Flachenworte im Alphabet A = {a, b} mit |A| = 2 sind aabb,
abab, abba, baab, baba, bbaa, aa~'bb, aba~'b, abba~"', baa™'b, baba™', bbaa™t, ..., a b~ b a,

Definition 3.10.17. Sei w ein Flachenwort der Lénge 2r in einem Alphabet mit r Buch-
staben. Der diesem Flédchenwort zugeordnete topologische Raum

F(w)

ist wie folgt definiert (siehe | , Fundamentalpolygon] fiir Bilder). Im Fall » > 2 be-
trachte man ein regelméfiges 2r-Eck in R? und schreibe den i-ten Buchstaben a(i) (ohne
Exponenten) des Flachenworts w an seine i-te Kante, wobei die Kanten im Uhrzeigersinn
durchnummeriert seien. Die i-te Kante wird mit einem Pfeil versehen, der im ,, Gegenuhrzei-
gersinn“ bzw. , Uhrzeigersinn® orientiert ist, wenn der Exponent £(i) positiv bzw. negativ
ist (siehe 3.10.24 fiir ein Bild). Dann verkleben wir die beiden mit demselben Buchstaben
beschrifteten Kanten des 2r-Ecks so miteinander, dass die Spitzen der Pfeile identifiziert wer-
den. Beispielsweise ist F'(aba'b~') homdomorph zu S' x S', und F(aba~'b) ist homdomorph
zur Kleinschen Flasche. Im Fall » = 1 machen wir dasselbe, jedoch starten wir mit einem
»2-Eck mit runden Kanten“ (eine Art Oval mit zwei Ecken), und erhalten beispielsweise
F(aa) = PR oder F(aa™') = S Im Fall r = 0, also im Fall des leeren Flichenworts (),

definieren wir F(()) = S
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Definition 3.10.18. Sei d € N. Eine d-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
(ohne Rand) oder kurz d-Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Hausdorffraum X mit
der Eigenschaft, dass jeder Punkt x € X eine offene Umgebung UG X besitzt, die zu einer
offenen Teilmenge von R? homdomorph ist®.

3.10.19. Die Hausdorffeigenschaft wird verlangt, um etwa R mit verdoppeltem Nullpunkt
auszuschlieBen (Beispiel 2.8.45).

3.10.20. Eine kompakte d-Mannigfaltigkeit wird auch geschlossene d-Mannigfaltigkeit ge-
nannt. Eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit wird auch Flache genannt.

Lemma 3.10.21 (Fliche zu einem Fliachenwort). Ist w ein Fldchenwort, so ist F(w) eine
zusammenhdngende geschlossene Fldche.

Beweis. Ist x ein Punkt aus dem Inneren des regelméfligen 2r-Fcks, so ist klar, dass sein Bild
in F'(w) eine zu einem offenen Ball in R? homdomorphe Umgebung besitzt. Dieselbe Aussage
ist auch recht offensichtlich fiir Punkte x auf dem Inneren von Kanten, indem man zwei Halb-
kreisscheiben zu einer (offenen) Kreisscheibe verklebt. Fiir Eckpunkte x des 2r-Ecks verklebt
man mehrere Winkel zu einer (offenen) Kreisscheibe. Man zeigt leicht, dass F'(w) Hausdorff
ist. Dies zeigt, dass F'(w) eine 2-Mannigfaltigkeit ist. Als Bild eines zusammenhéngenden,
kompakten regelméafligen 2r-Ecks ist sie zusammenhéngend und kompakt. 0

Satz 3.10.22 (Klassifikation zusammenhingender geschlossener Flichen — In der Vorle-
sung wird nur bewiesen, dass die angegebenen Flichenworter paarweise nicht homoéomorphe
Flichen liefern). Fiir jede zusammenhingende geschlossene Fliche X gibl es genau eine
Flichenwort aus der folgenden Liste, so dass X zu F(w) homdéomorph ist:

o arbia; by taghoay by agbgay bt wobei g > 0;

® 11010203 . .. agay mit g > 1.

3.10.23. Die im ersten Punkt aufgefithrten Worter liefern orientierbare Fléchen, beispiels-
weise ist F'(()) = S? eine 2-Sphiire, F(aba='b~') = S' x S! ein Torus (= 2-Sphére mit einem
Henkel), F(aba='b~'cdc™'d™") ist hombomorph zum , Doppeltorus“ (= 2-Sphiire mit zwei
Henkeln), a;bya; b asbaay *by tasbsasz b3t ist homdomorph zur Oberfliche einer Brezel (=
2 Sphére mit drei Henkeln), etc. Man nennt g (= die Anzahl der Henkel) das Geschlecht der
entsprechenden Fléche.

Die im zweiten Punkt aufgefiihrten Worter liefern nicht orientierbare Fliachen, beispiels-
weise gilt F(aa) = P?R, und F(aabb) = F(aca™'c) ist homdomorph zur Kleinschen Flasche.

3.10.24. Die folgenden Diagramme zeigen, dass F'(ccb 'a"'ba) (,, Torus plus Kreuzhaube*)
und F(0'"1dda"a’b~1) = F(aabbcc) hombomorph sind (man zerschneide das Sechseck jeweils
entlang der inneren Kante und verklebe geeignet).

b c a ¢
c a C a’ ¢ c c a’
AD’ a” A
¢ b b b b’ b’ b’ b’
a a’ a’ a’

65Man kann den letzten Teil dieses Satzes dquivalent durch ,die zu R? homdomorph ist* ersetzen.
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Beweis. Wir zeigen nur, dass die in unserer Liste angegebenen Flachenwdérter paarweise nicht
homoomorphe Flachen liefern.

Sei w ein Flachenwort aus unserer Liste, und sei 27 seine Lange (also 2r = 4¢g im ersten Fall
und 2r = 2g im zweiten Fall). Sei Z das regelméflige 2r-Eck aus der Definition von F'(w) und
sei p: Z — F(w) die offensichtliche Abbildung. Man iiberlegt sich leicht, dass alle Eckpunkte
von Z unter p auf auf denselben Punkt von F(w) gehen (man interpretiere diese Aussage
geeignet, wenn w Linge 0 oder Linge 2 hat). Wir nennen diesen Punkt . Wir bestimmen
im Folgenden fiir ein beliebiges Flachenwort mit dieser Eigenschaft die Fundamentalgruppe
von F(w).

Genauer behaupten wir einen Isomorphismus

™ (F(w), ) = (A | w)

von Gruppen, wobei A das Alphabet ist, aus dem w gebildet ist, und w als Element der
freien Gruppe F(A) aufgefasst wird.

Seien 9Z der Rand und Z° das Innere von Z in R2. Sei z € Z der Mittelpunkt von Z.
Dann ist p(0Z) homomorph zu einem Bouquet von r Kreislinien, und Z° geht unter p
homoomorph auf eine offene Umgebung von p(z) in F(w), die wir ebenfalls mit Z° bezeich-
nen. Wir schreiben im Folgenden auch z statt p(z).

Wir wenden den Satz von Seifert-van Kampen 3.10.4 auf die offene Uberdeckung

F(w)=(F(w)\ z) U Z°

an (die erste Menge ist sicherlich offen), was erlaubt ist, denn der Schnitt (F(w) —2)NZ° =
Z°\ z ist offensichtlich wegzusammenhéngend. Sei e € F(w) das Bild eines Punktes, der auf
dem offenen Geradensegment zwischen dem Mittelpunkt 2z von Z und der ersten Ecke von
Z liegt. Wir erhalten ein kokartesisches Diagramm

m(Z°\ z,€) m(Z°,€e)

l |

T (F(w)\ z,e) — m(F(w), e)

in Grp. Die Gruppe rechts oben ist trivial, denn Z° ist zusammenziehbar. Mit Hilfe des
Weges, der von e radial zu * verlauft, identifizieren wir die beiden Fundamentalgruppen
in der unteren Zeile unseres Diagramms mit den entsprechenden Fundamentalgruppen zum
Basispunkt *. Somit erhalten wir das kokartesische Diagramm

m(Z°\ z,€) 1

| |

m(F(w) \ 2,%) —=m (F(w), %)

in Grp. Das ,Radial-nach-auflen-Schieben“ von Punkten von Z — z zeigt, dass das Bou-
quet p(0Z) von Kreislinien ein Deformationsretrakt von F(w) \ z ist, die Einbettung
p(0Z) — F(w) \ z ist also eine Homotopiedquivalenz (Lemma 3.5.4), und wir erhalten mit
Beispiel 3.10.8 Isomorphismen

(4) = m(p(9(2)), Z; = m(F(w) \ 2,%),



wobei der erste Isomorphismus den Buchstaben a auf die Homotopieklasse der Schleife bei
x abbildet, die von der mit a beschrifteten orientierten Kante herkommt, und der zweite
Isomorphismus von der Inklusion herriihrt. Somit erhalten wir aus dem obigen kokartesischen
Diagramm das kokartesische Diagramm

m(Z°\ z,e) — 1

| |

{4) ™1 (F(w), %)

in Grp. Offensichtlich deformationsretrahiert Z° \ z auf die ,Mittelkreislinie“, so dass die
Gruppe links oben isomorph zu Z ist (Satz 3.2.14 und Lemma 3.5.4) und als Erzeuger die Ho-
motopieklasse des offensichtlichen Wegs |, Einmal-z-im-Gegenuhrzeigersinn-Umrunden® hat
(welcher dem Erzeuger 1 € Z entspricht). Dieser Erzeuger geht unter der linken vertikalen
Abbildung offensichtlich auf das Element w € (A). Die untere horizontale Abbildung bildet
a € A analog wie oben auf die Homotopieklasse der entsprechenden Schleife bei * ab. Wir
erhalten so das kokartesische Diagramm

Z 1

N

(A) —=m(F(w),*)

in Grp mit derselben unteren Horizontalen und der linken Vertikalen gegeben durch 1 — w.
Nach Beispiel 3.7.5 und der Eindeutigkeit kokartesicher Diagramm faktorisiert die untere
Vertikale zu einem Isomorphismus

(A w)y = m(F(w), ).

Dies ist der behauptete Isomorphismus.

Wir verwenden im Folgenden Ergebnisse und Notation aus Aufgabe 3.10.25. Da der Abe-
lisierungsfunktor Koprodukte erhélt und freie Gruppen zu freien abelschen Gruppen macht,
erhalten wir das kokartesische Diagramm

Z 1

| |

ZA — m (F(w), *)*

in Ab und somit einen Isomorphismus
ZA/(Zw) = 7 (F(w), %)™,

wobei hier w additiv geschrieben als Element von ZA aufgefasst wird.
Im Fall w = alblal_lbl_lagbw;lb;l .. .agbgaglbg_l, fiir g > 0, gilt
(3.10.4)
Wl(F(w>, *)ab = ZA/(ZU}) = ZA/Z(CM +bl—a1 —b1+ . -—i—ag—i—bg—ag—bg) = ZZg/ZO = ZQQ.

Im Fall w = a1a1azas . . . aga,, fiir g > 1, gilt
(3.10.5)
m(F(w), )™ 2 ZA/(Zw) = ZA]Z(2a1 + - - - + 2ay) = Z9)7(2,2,...,2) X Z/2Z x 79"
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Da diese abelisierten Fundamentalgruppen paarweise nicht isomorph sind (warum?), sind

die den Flachenwortern in Satz 3.10.22 zugeordneten Flachen paarweise nicht homoomorph.
O

Ende der 16. Vorlesung am 06.06.2019, obigen Beweis nur im Beispiel (und recht schnell)
erklart.

Aufgabe 3.10.25 (Abelisierung). Ist G eine Gruppe, so sei (G, G) die Menge aller (endli-
chen) Produkte von Kommutatoren (g, h) := ghg='h™!, fiir Elemente g, h € G.

(a) Die Menge (G, G) ist der kleinste Normalteiler von G, der alle Kommutatoren (g, h),
fiir g,h € G enthilt, und die Quotientengruppe G** := G/(G, Q) ist abelsch. Sie
heifit Abelisierung von G.

(b) Die kanonische Abbildung

G — G

ist eine universelle Gruppe-(abelsche Gruppe)-Abbildung. (Der Leser muss selbst
herausfinden, was dies bedeutet.)

(¢) Die Zuordnung G+ G*" wird (in sinnvoller Weise) zu einem Funktor (—)**: Grp —
Ab, genannt Abelisierung(sfunktor).

(d) Abelisierung (—)*: Grp — Ab erhilt Koprodukte.

Sei X eine Menge.

(e) Sei F(X) die freie Gruppe iiber X. Die Verkniipfung X — F(X) — F(X)2 ist eine
universelle Menge-(abelsche Gruppe)-Abbildung.

(f) Sei ZX die Menge aller Abbildungen f: X — Z, deren Tréger — also die Menge aller
xr € X, fiir die f(z) # 0 gilt — endlich ist. Wir schreiben Elemente f € ZX meist als
> f(z)x. Beispielsweise ist 3a — 7b ein Element von Z{a, b, c}.

Mit punktweiser Addition (f+g)(z) = f(x)+g(x) wird ZX eine abelsche Gruppe.

Die kanonische Abbildung X — ZX, x — x = lz, ist eine universelle Menge-
(abelsche Gruppe)-Abbildung. Man nennt deswegen ZX eine/die freie abelsche
Gruppe iiber der Menge X.

(g) Folgere einen kanonischen Isomorphismus F(X)* = ZX in Ab.

(h) In (3.10.5) wird eine Isomorphie Z9/Z(2,2, ...,2) = 7Z/27 x Z9~! abelscher Gruppen
behauptet. Finde einen solchen Isomorphismus oder zeige anderweitig, dass diese
beiden Gruppen isomorph sind.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.10.10, Fundamentalgruppe des Komplements zweier nichtverschlungener
Kreislinien im R?

(2) Aufgabe 3.10.11 Fundamentalgruppe des Komplements zweier verschlungener Kreis-
linien im R3

(3) (gibt 8 Punkte) Aufgabe 3.10.25, Abelisierung etc. (die Teilaufgaben (f) und (h) sind
unabhéngig von den anderen Teilaufgaben)

(4) Bonusaufgabe (habe ich mir selbst noch nicht iiberlegt): Aufgabe 3.10.13, Fundamen-
talgruppe des Komplements der Borromiischen Ringe in R3

(5) Bonusaufgabe: Aufgabe 3.10.14, Retrakt eines kokartesichen Diagramms
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4. UBERLAGERUNGSTHEORIE

4.1. Uberlagerungen.

Definition 4.1.1. Eine triviale Uberlagerung ist eine stetige Abbildung p: U — U mit
der Eigenschaft, dass es einen diskreten Raum®® F zusammen mit einem Homdomorphismus
7: F x U = U gibt, so dass das Diagramm

FxU-—=U
LprU lp
U U

kommutiert. Man nennt einen solchen Homdomorphismus 7 (oder sein Inverses) eine Tri-
vialisierung von p.

Definition 4.1.2. Eine Uberlagerung ist eine stetige Abbildung p: X — X mit der Eigen-
schaft, dass jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt, so dass die induzierte Abbildung
p ' (U) = U eine triviale Uberlagerung ist. Man nennt dann U eine trivial iiberlagerte
Umgebung von x. Man nennt X den Totalraum der Uberlzigerung und X den Basis-
raum oder die Basis der Uberlagerung p. Man sagt auch, dass X eine Uberlagerung von X
ist und meint damit eigentlich p.

4.1.3. Jede triviale Uberlagerung ist eine Uberlagerung.

4.1.4. In der Funktionentheorie ist der Begriff der Uberlagerung oft etwas weiter gefasst.
Die Uberlagerungen in unserem Sinne sind dort die unverzweigten Uberlagerungen.

Beispiele 4.1.5.

(a) Die Abbildung @ — X ist fiir jedes X € Top eine Uberlagerung.

(b) Die Abbildungen Exp: R — S' und Exp: C — C* sind Uberlagerungen (warum?).

(c) Die Abbildung S — S, z + 2", ist fiir jedes n € Ny eine Uberlagerung (warum?).
(Dieselbe Aussage gilt auch fiir alle n € Z \ 0.) Male Bild fir n = 2,3. Diese
Uberlagerung ist genau dann trivial, wenn n = 1 gilt (warum?).

(d) Die offensichtliche Abbildung S® — P"R ist eine Uberlagerung.

(e) Die offensichtliche Abbildung S***! — P"C ist keine Uberlagerung.

(f) Ist F eine beliebige, mit der diskreten Topologie versehene Menge und ist X ein
topologischer Raum, so ist pry: F x X — X eine triviale Uberlagerung.

(g) Seien p: X — X und q: Y — Y (triviale) Uberlagerungen. Dann ist auch p x ¢: X x
Y — X xY eine (triviale) Uberlagerung. Beispielsweise ist Exp x Exp: R2 — S! x S!
eine Uberlagerung des 2-Torus.

Auch ist pUq: X UY — X UY eine Uberlagerung (sie ist aber im Allgemeinen
nicht trivial, auch wenn p und ¢ diese Eigenschaft haben). Beispielsweise ist id U
Exp: S' UR — S' US! eine Uberlagerung. Diese hat die Eigenschaft, dass nicht alle
Fasern dieselbe Kardinalitdt haben.

66Ein diskreter Raum ist ein topologischer Raum mit der diskreten Topologie — alle Teilmengen sind
also offen.
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(h) Eine Abbildung f: Y — {pt} ist genau dann eine Uberlagerung, wenn Y die diskrete
Topologie trigt.
(i) Uberlagerungen der Figur Acht, Bilder in | , Seiten 58,59] und [?, §81, Example

2, p. 490]. Erkldre, warum das erste Bild in Hatcher keine Uberlagerung definiert,
wenn man die Orientierung einer der mit b markierten Kanten dndert.

4.1.6 (Kardinalitit der Fasern einer Uberlagerung). Ist p: X — X eine Uberlagerung, so
ist die Kardinalitéit |p~!(z)| der Fasern konstant auf den Zusammenhangskomponenten von
X. Genauer sind fiir jede Menge E die beiden Mengen

{zeX|lp(@=IE} uwd {zeX|p ()| #|El}

offen in X, da jede von ihnen mit jedem Punkt auch jede trivial {iberlagerte Umgebung dieses
Punktes enthélt. Ist Z eine Zusammenhangskomponente von X, so wihle man einen Punkt
z € Z und E = p~'(2) und sieht, dass Z schon komplett in der ersten der beiden Mengen
enthalten sein muss. Ist X zusammenhéngend, so ist p genau dann surjektiv, wenn X nicht
leer ist. Ist X zusammenhéngend, so nennt man die Zahl der Elemente (= Kardinalitét)
einer und jeder Faser von p die Blitterzahl der Uberlagerung. Fiir n € N nennt man eine
Uberlagerung n-blittrig, wenn jede Faser aus n Elementen besteht.

Aufgabe 4.1.7 (Uberlagerungen sind stabil unter Basiswechsel (diese Aussage wird im
Beweis von Satz 4.4.16 benétigt)). Ist p: X — X eine Uberlagerung und ist f: Y — X
eine stetige Abbildung, so ist der Pullback p’: Y X x X =Y von p entlang f ebenfalls eine
Uberlagerung.

Hinweis: Betrachte zunéchst den Fall einer trivialen Uberlagerung F x X — X: In einer
beliebigen Kategorie mit Produkten ist fiir beliebige Objekte X, Y, F und jeden Morphismus
f:Y — X das Diagramm

FXYMLXIFXX

[ |

Y X

kartesisch. Fiir den allgemeinen Fall verwende man Transitivitdt von Pullbacks 3.7.8.

Bemerkung: Man nennt in diesem Kontext f eine Basiswechselabbildung oder kurz
einen Basiswechsel; man sagt, dass p’ durch Basiswechsel entlang f aus p entsteht (p hat
ja X als Basis(raum), wiahrend Y die Basis/der Basisraum von p’ ist.

f

Aufgabe 4.1.8 (Komposition von Uberlagerungen). Seien p: X — Y und ¢: Y — Z
Uberlagerungen. Sind die Fasern von ¢ endlich, so ist auch q o p eine Uberlagerung.

Bonus: Die Bedingung, dass die Fasern von ¢ endlich sind, ist notwendig. Man betrachte
etwa q: Z x H — H, wobei H der hawaiianische Ohrring (siehe Wikipedia) ist, und wéhle
p geeignet.

Definition 4.1.9. Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenhingend, wenn jede
Umgebung jedes Punktes eine zusammenhingende Umgebung desselben Punktes enthalt:
Fiir alle x € X und alle Umgebungen U von z (in X) gibt es eine zusammenhéngende
Umgebung V' von x (in X) mit V C U.

Aufgabe 4.1.10 (Wird im Beweis von Satz 5.2.6 (Liftbarkeitskriterium) bendétigt). Sei X

ein lokal zusammenhéngender (siehe Definition 4.1.9) topologischer Raum. Sei p: X — X
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eine Uberlagerung und sei Z eine Zusammenhangskomponente von X. Dann ist auch die
Komposition Z < X % X eine Uberlagerung.

Definition 4.1.11. Eine étale Abbildung ist eine stetige Abbildung p: £ — X mit der Ei-
genschaft, dass jeder Punkt e € E eine offene Umgebung U@ E besitzt, die von p homéomorph
auf eine offene Teilmenge p(U)@ X abgebildet wird, d.h. p(U) ist offen in X und die indu-
zierte Abbildung U — p(U) ist ein Homéomorphismus.

4.1.12. Das Wort étale kommt aus dem Franzosischen und bedeutet ausgebreitet oder
gleichbleibend.

4.1.13. Jede Uberlagerung ist étale.

4.1.14. Man beachte, dass in der Definition einer Uberlagerung jeder Punkt des Zielbereichs
eine geeignete, ohne Einschriankung offene, Umgebung besitzen muss, in der Definition ei-
ner étalen Abbildung jedoch jeder Punkt des Startbereichs eine geeignete offene Umgebung
besitzen muss.

Beispiele 4.1.15. (a) Jede Einbettung einer offenen Menge ist étale.
(b) Die Verkniipfung étaler Abbildungen ist étale (siehe Aufgabe 4.1.16 fiir eine genauere
Aussage).
(c) Die offensichtliche Abbildung von der reellen Gerade mit verdoppeltem Nullpunkt
nach R ist étale (Beispiel 2.8.45), aber keine Uberlagerung.
(d) Eine Abbildung f: Y — {pt} ist genau dann étale, wenn Y die diskrete Topologie
trigt (was auch dquivalent ist zur Bedingung, dass f eine Uberlagerung ist).

Aufgabe 4.1.16 (Eigenschaften étaler Abbildungen). (a) Jede étale Abbildung ist of-
fen; insbesondere gelten:
e Jede Uberlagerung ist offen.
o Ist f: X — Y surjektiv und étale (etwa eine surjektive Uberlagerung), so trigt
Y die Quotiententopologie (Lemma 2.8.66)

(b) Seien X Ly % 7 stetige Abbildungen. Ist g étale, so ist f genau dann étale, wenn
go f étale ist.

(c) Der Pullback jeder étalen Abbildung ist étale (vgl. Aufgabe 4.1.7 fiir die Terminolo-
gie).

Hinweis: Pullbacks offener Einbettungen sind offene Einbettungen (Beispiel 3.7.6).
Aufgabe 4.1.17. Sei f: X — Y eine étale Abbildung von einem kompakten (automatisch
Hausdorff-)Raum X in einen Hausdorffraum Y. Dann ist f eine Uberlagerung. (Fiir Mutige:
Eine eigentliche separierte (nicht definiert in diesem Skript) étale Abbildung ist dasselbe wie
eine Uberlagerung mit endlichen Fasern.)

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.1.7, Pullbacks von Uberlagerungen sind Uberlagerungen

(2) Aufgabe 4.1.8, Komposition von Uberlagerungen ist Uberlagerung, falls die ,,unte-
re/zweite” Uberlagerung endliche Fasern hat.

(3) Aufgabe 4.1.10, Restriktion auf Zusammenhanskomponente einer Uberlagerung ist

wieder Uberlagerung, falls Basis (oder iquivalent Totalraum) lokal zusammenhéingend.

(4) Aufgabe 4.1.16, Eigenschaften étaler Abbildungen
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4.2. Quotienten nach topologisch freien Gruppenoperationen.

Definition 4.2.1. Sei G eine Gruppe und X ein Objekt einer Kategorie C. Eine Operation
von G auf X ist ein Gruppenmorphismus ¢: G — Aute(X). Ist eine solche Operation ¢
gegeben, so schreibt man den Automorphismus ¢(g): X — X oft abkiirzend als g: X — X,
fiir g € G.

Man nennt dann X ein G-Objekt von C. Im Fall konkreter Kategorien pafit man die
Terminologie oft an: Man spricht beispielsweise von G-Mengen statt von G-Objekten in Set
oder von (topologischen) G-Raumen statt G-Objekten in Top.

4.2.2. Vermutlich kommen in dieser Vorlesung nur G-Objekte in Set und Top vor, also
G-Mengen und G-Réume.

4.2.3. Sei G eine Gruppe und X eine G-Menge. Dann definiert G x X — X, (¢,2) —
g.x := g(x), eine Abbildung, die e.x = x und g.(h.x) = (gh).x fiir alle g,h € G und z € X
erfiillt. Man nennt diese Abbildung ebenfalls eine Operation von G auf X. Ist umgekehrt
G eine Gruppe, X eine Menge und a: G x X — X eine Abbildung mit a(e,x) = z und
a(g,a(h,z)) = a(gh,z) fir alle g,h € G und =z € X, so wird X per G — Autge(X),
g — a(g,—), eine G-Menge. Es gibt also zwei dquivalente Moglichkeiten, eine G-Menge zu
definieren.

Beispiel 4.2.4. Ist G eine Gruppe, so ist die Menge G mit der Linksmultiplikation von G
(die Operation A\: G — Autgset(G) ist also durch (A(g))(h) = gh definiert) ein G-Objekt
von Set. Da A(g) im Allgemeinen kein Gruppenautomorphismus von G ist, macht die Links-
multiplikation von G die Gruppe G nicht zu einem G-Objekt von Grp. Hingegen macht
Konjugation G zu einem G-Objekt von Grp: Die Operation ¢: G — Autg,,(G) ist durch

c(g)(h) = ghg™" gegeben.
4.2.5. Seien G eine Gruppe und X ein G-Raum (= ein G-Objekt in Top). Dann gelten:

e Fiir jedes g € G ist g: X — X ein Automorphismus in Top (mit Inversem ¢g~!) und
insbesondere ein Homéomorphismus. Wir schreiben oft g.x oder gz statt g(x).

e Die Abbildung G x X — X, (g,z) — g.z := g(z), wird ebenfalls als Operation von
G auf X bezeichnet. Sie ist stetig und offen, wenn man G mit der diskreten Topologie
(und dann G x X mit der Produkttopologie) versieht: Das Urbild einer offenen Menge
UC X ist Uyealg} x g U, was offen ist — also ist die Abbildung stetig. Jede offene
Teilmenge von G' x X ist Vereinigung von Mengen der Form {g} x V, fiir ¢ € G und
V@ X eine offene Teilmenge, und gV ist sicherlich offen in X — also ist die Abbildung
offen.

Wie bei G-Mengen (siehe 4.2.3) gibt es zwei dquivalente Moglichkeiten, G-Raume zu defi-
nieren: Man muss einen topologischen Raum X angeben und entweder einen Gruppenmor-
phismus G — Autr,,(X) oder eine geeignete stetige Abbildung G x X — X.

Warnung 4.2.6. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die eine Topologie trigt, so
dass Multiplikationsabbildung G x G — G, (g, h) — gh, und Inversenabbildung G — G,
g — g1, stetig sind.

Sei G eine topologische Gruppe. Mit einem G-Raum meint man in diesem Kontext meist
einen topologischen Raum X zusammen mit einer stetigen Abbildung a: G x X — X, die

ale,x) = x und a(g,a(h,x)) = a(gh,z) fir alle g,h € G und = € X erfiillt. Hieraus erhélt
93



man einen Gruppenmorphismus G — Autr,,(X), g — a(g, —), also einen G-Raum im Sinne
der Definition 4.2.1. Ist aber ¢: G — Autr,p(X) ein Gruppenmorphismus, wobei G als
abstrakte Gruppe aufgefasst wird, so ist die Abbildung G x X — X, (g,x) — ¢(g)(z), stetig
fiir die diskrete Topologie auf GG, aber im Allgemeinen nicht fiir die gegebene Topologie auf
der topologischen Gruppe G.

Definition 4.2.7. Sei G eine Gruppe. Man nennt eine G-Menge X frei oder sagt, dass die
Operation von G auf X frei ist, falls fiir alle ¢ € G und = € X aus gr = x bereits g = e
folgt. In Worten bedeutet dies, dass aufler dem neutralen Element kein Gruppenelement
irgendeinen Punkt von X festhélt.

Wir nennen eine G-Menge X transitiv, falls X nicht leer ist und es fiir je zwei Punkte
x,y € X ein g € G mit gr = y gibt. In anderen Worten besteht X also aus genau einer
G-Bahn.

4.2.8. Eine G-Menge ist genau dann frei, wenn fiir ein/jedes x € X die Bahnabbildung
G — X, g — gx, injektiv ist (also eine Bijektion G = Gz induziert). Sie ist genau dann
transitiv, wenn X # & gilt und die Bahnabbildung fiir ein/jedes € X surjektiv ist.

Beispiele 4.2.9. Die Operation von G = {£1} auf R durch Multiplikation ist nicht frei.
Die Operation von G = {£1} auf R\ 0 durch Multiplikation ist frei. Die Operation jeder
Gruppe G auf sich selbst durch Linksmultiplikation ist frei.

Definition 4.2.10. Sei GG eine Gruppe. Man nennt einen GG-Raum X topologisch frei oder
sagt, dass die Operation von G auf X topologisch frei ist, falls jeder Punkt = € X eine
Umgebung U in X besitzt, so dass die Abbildung G x U — X, (g,u) — g.u, injektiv ist.
Dies bedeutet dquivalent, dass gU fiir alle g € G \ e disjunkt von U ist.

4.2.11. In der Literatur wird statt des Begriffs topologisch frei meist der Begriff eigentlich
diskontinuierlich (englisch properly discontinuous) verwendet.

4.2.12. Operiert eine Gruppe G topologisch frei auf einem topologischen Raum X, so ope-
riert G frei auf der Menge X.

Beispiele 4.2.13. (a) Die Gruppe Z operiert topologisch frei auf R. Allgemeiner operiert

7" topologisch frei auf R™.

(b) Die Gruppe {£1} operiert topologisch frei auf R™\ 0 und auf S™.

(c) Die Gruppe {z € C | 2" = 1} der n-ten Einheitswurzeln operiert topologisch frei auf
Cx.

(d) Die Gruppe (Q, +) operiert auf R durch Addition. Diese Operation ist frei, aber nicht
topologisch frei.

(e) Operiert G topologisch frei auf X, so operiert auch jede Untergruppe H von G topo-
logisch frei auf X.

4.2.14. Sei G eine Gruppe und X ein G-Raum. Dann ist die Surjektion p: X — G\ X auf
den Bahnenraum®’ (mit der Quotiententopologie) stetig und offen: Stetigkeit ist klar nach
Definition der Topologie auf G\ X. Fiir eine beliebige Teilmenge V C X gilt p~(p(V)) =
UgeG gV. Ist V offen in X, so sind alle gV offen in X, damit auch deren Vereinigung, und
somit ist p(V') offen in G\ X.

67Da G von links auf X operiert, schreibe ich den Quotient als G\X und nicht als X/G wie sonst oft in
der Literatur.
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Satz 4.2.15 (Quotient nach topologisch freier Gruppenoperation ist Uberlagerung). Sei G
eine Gruppe und X ein topologisch freier G-Raum. Dann ist die Surjektion X — G\X auf
den Bahnenraum eine Uberlagerung.

Beweis. Wir wissen bereits, dass unsere Surjektion p: X — G\X stetig und offen ist. Sei
x € X beliebig. Da G topologisch frei operiert, hat = eine offene Umgebung U, so dass
v: G xU — X, (g,u) — gu, injektiv ist. Diese Abbildung ist stetig und offen wegen
G xUc G x X und 4.2.5. Also ist ¢ ein Homéomorphismus auf sein Bild

o(G x U) |_|gU p '(p(U))c X.

geG

Die Verkniipfung U < X & G\X offener stetiger Abbildungen (siche 4.2.14) ist injektiv
und damit ein Homéomorphismus auf sein Bild p(U)@ G\ X. Wir erhalten das kommutative
Diagramm

(4.2.1) GxU—Z=p'(pU)) <« X

A

U p(U) <« G\X,

dessen horizontale Pfeile nach dem Obigen Homéomorphismen (= Isomorphismen in Top)
sind. Da die linke vertikale Abbildung eine triviale Uberlagerung ist, folgt dieselbe Aussage
fiir die mittlere vertikale Abbildung. Da p(U) eine (offene) Umgebung von p(z) (in G\ X) ist
und p surjektiv ist, ist p eine Uberlagerung. 0

Ende der 17. Vorlesung am 18.06.2019.

Beispiel 4.2.16. Satz 4.2.15 zeigt, dass p: R — Z\R eine Ub?rlagerung ist. Diese Uber-
lagerung stimmt im Wesentlichen mit der bereits betrachteten Uberlagerung Exp: R — S*
iiberein: Das Diagramm

R = R
lp LExp
Z\R 22 st

kommutiert, wobei Exp die eindeutige Abbildung mit Exp op = Exp ist; diese ist ein Homo-
omorphismus (warum? Hinweis: Aufgabe 4.1.16.(a) und Aufgabe 2.7.21).

Beispiel 4.2.17. Analog ist R? — Z*\R? eine Uberlagerung.

Beispiel 4.2.18. Kleinsche Flasche als Quotient (Bild bei Soergel, Seite 91). In der Vorlesung
habe ich die Ebene mit ,,Quadraten der Form aba™'b“ parkettiert.

Aufgabe 4.2.19. Jede freie Operation einer endlichen Gruppe auf einem Hausdorffraum ist
topologisch frei.

Losung 4.2.20. Sei x € X. Fiir jedes g € G\ e gilt gr # = auf Grund der Freiheit der

Operation, so dass es auf Grund der Hausdorffeigenschaft offene disjunkte Umgebungen U,
95



von z und V; von gz in X gibt. Dann ist W, := U, N g~ 'V, eine offene Umgebung von z. Da
G endlich ist, ist T := gec\e Wy eine offene Umgebung von z. Fiir alle h € G \ e gilt

Tanr = () Wo) () Wy) € Wan kW, € Up 0B Ve = Uy N1V = 2.
geG\e geG\e

Dies zeigt die topologische Freiheit.
Aufgabe 4.2.21 (Verallgemeinert Satz 4.2.15). Sei X ein topologischer freier G-Raum,

wobei G eine Gruppe ist. Sei H C G eine Untergruppe. Dann ist die Surjektion H\X — G\ X
eine Uberlagerung.

Losung 4.2.22. In der Notation des Beweises von Satz 4.2.15 faktorisiert p: X — G\ X als

Verkniipfung X = H\X % G\ X stetiger Abbildungen. Das kommutative Diagramm (4.2.1)
kann man zu einem kommutativen Diagramm

GxU——=p'(pU) < X

LcanxidU jrl \'f

(H\G) x U —2= ¢ Y (p(U)) & H\X

FW f |v |o

U p(U) < G\X,

(a priori in Set) vergoBern, dessen vertikale Verkniipfungen die vertikalen Pfeile in (4.2.1)
sind. Hierbei ist ¢’ durch (Hg,u) — Hgu gegeben. Man priift leicht, dass ¢’ ein Homo6o-
morphismus ist, denn ¢ ist ein G-dquivarianter Homéomorphismus, und beide Abbildungen
can X idy und ' sind offen, stetig und surjektiv. Unser Diagramm ist also ein kommutatives
Diagramm in Top. Da pr;; eine triviale Uberlagerung ist, gilt dasselbe fiir ¢'; also ist ¢ eine
Uberlagerung.

Definition 4.2.23 (Wegen Aufgabe 4.2.24 bereits hier). Sei G eine Gruppe und seien X
und Y G-Mengen. Eine Abbildung f: X — Y heifit G-dquivariant, falls das Diagramm

x-toy

ol
Xty

fir alle ¢ € G kommutiert. Sei G-Set die Kategorie aller G-Mengen mit Morphismen die
G-dquivarianten Abbildungen.

Indem man in dieser Definition G-Mengen durch G-Réume und Abbildungen durch stetige
Abbildungen ersetzt, erhélt man die Kategorie G-Top.

Noch allgemeiner definiert man fiir jede Kategorie C und jede Gruppe die Kategorie G-C
der G-Objekte von C.

Aufgabe 4.2.24. Seien X und Y G-Réaume, fiir eine Gruppe G, und sei f: X — Y eine
G-#dquivariante stetige Abbildung (siehe Definition 4.2.23, also ein Morphismus in G-Top).

Dann ist mit Y auch X topologisch frei.
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4.3. Lifts und Decktransformationen.

Definition 4.3.1. Seien p: X — X und f:Y — X stetige Abbildungen (bzw. allgemeiner
Morphismen in einer beliebigen Kategorie C). Eine stetige Abbildung (bzw. ein Morphismus)

f:Y — X mit po f = f heiBt Lift oder Liftung oder Hochhebung von f (beziiglich p):

A

Y — X
Dieser Begriff wird besonders dann verwendet, wenn p eine Uberlagerung ist.

Satz 4.3.2 (Elndeutlgkelt von Lifts). Sei p: X — X eine Uberlagerung und sei f: Y — X
stetig. Sind f und f Lifts von f und ist Y zusammenhdngend und gibl es ein yo € Y mat

F(yo) = flyo), so gilt f = .

Beweis. Wir zeigen, dass die beiden Mengen

Yo={yeY | fly)=Ffy)} wd VYe={yeY|fly)+#fw)}

offen sind. Aus yg € Y- und Y zusammenhéingend folgt dann fv: f

Sei y € Y. Sei U eine trivial iiberlagerte Umgebung von f(y) und sei 7: p~1(U)
(dle Inverse) eine(r) Tr1v1ahslerung von p iiber U. Dann gibt es eindeutige ¢, ¢
7(f(y)) € t x U und 7(f(y)) € t x U. Dann ist

U

™
S mit

T x
T

=l ExU)N i (Ex U)

cine offene Umgebung von y. Dann gelten T(f( )) = (t, f(w)) und T(f( )) = (&, f(w)) fiir
jedes w € W. Im Fall y € Y_ gllt t=1und f und f stimmen also auf ganz W {iberein. Im

Fall y € Y gilt t # 1 und f und f unterscheiden sich an jedem Punkt von W. Also sind Y_
und Y. offen in Y. d

Definition 4.3.3. Sei X ein Objekt einer Kategorie C. Die Kategorie C,x der Objekte
von C iiber X ist wie folgt definiert:

e Ihre Objekte sind die Morphismen p: X — X in C mit Ziel X. B
e Sindp: X — X und ¢: X — X Objekte von C,x, so besteht C,x(p,q) = C;x(X, X)*
aus allen Morphismen f: X — X mit qo f = p, d.h.

oy f

N A

X

X

kommutiert.
e Die Verkniipfung ist von C induziert.

~ o~

68)Meist verwendet man die unprézisere Notation C /x (X, X).
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4.3.4. Analog definiert man die Kategorie Cx, aller Objekte von C unter X, deren
Objekte die Morphismen X — Y sind. Beispielsweise ist Top, = Topy,,, die Kategorie aller
Objekte unter dem einpunktigen Raum {pt}. Sei CRing die Kategorie der kommutativen
Ringe und sei R € CRing. Dann ist CRingp, die Kategorie der kommutativen R-Algebren.

Definition 4.3.5. Sei C eine Kategorie. Eine Unterkategorie von C% ist eine Kategorie U,
deren Objektmenge eine Teilmenge der Objektmenge von C ist, die die Eigenschaft hat, dass
fur alle Objekte U,V in U die Menge U(U, V') eine Teilmenge von C(U, V) ist, in Formeln
UU,V) C C(U,V), und deren Verkniipfung mit der Verkniipfung von C ,iibereinstimmt*.
Eine Unterkategorie U von C heifit voll, wenn fiir alle Objekte U, V in U Gleichheit U(U, V') =
C(U,V) gilt.

4.3.6. Eine volle Unterkategorie ist eindeutig durch ihre Objekte bestimmt (genauer ist
damit gemeint: durch die Menge ihrer Objekte als Teilmenge der Menge der Objekte der
umgebenden Kategorie).

Definition 4.3.7. Sei X ein topologischer Raum. Die Kategorie Covy der Uberlagerungen
(englisch coverings) von X ist die volle Unterkategorie von Top,y, deren Objekte Uberla-
gerungen sind. Klassisch heiflen Morphismen in Covyx Decktransformationen und Auto-
morphismen einer Uberlagerung Deckbewegungen.

4.3.8. Explizit hat Covy als Objekte die Uberlagerungen von X und als Morphismen von
einer Uberlagerung p: X — X in eine weitere Uberlagerung g: X — X all die stetigen

Abbildungen d: X = X fiir die
X d X
N
X

kommutiert. Fiir jedes z € X induziert d also eine Abbildung p~!(x) — ¢~ !(x) zwischen den

Fasern. Insbesondere operiert Autcoy (X) (auf X und) auf pi(x).

Beispiel 4.3.9. Die Deckbewegungen von Exp: R! — S!' sind genau die Abbildungen
(+n): R = R, z — z + n, fir n € Z; dies folgt aus Lemma 3.2.7 (oder der allgemeineren

Aussage 4.3.10). Die Abbildung Z = Autcgy, (R! =% S1), n > (+n), ist ein Gruppeniso-
morphismus.

Beispiel 4.3.10. Seien G eine Gruppe und X ein topologisch freier G-Raum. Dann ist X —
G\ X nach Satz 4.2.15 eine Uberlagerung, und der jedem g € G zugeordnete Homéomorphismus
g: X — X ist ein Automorphismus dieser Uberlagerung (= eine Deckbewegung), wir erhal-
ten also einen Gruppenmorphismus

G — Autcoye (X — G\X),
g—~9=9(-)
69Fs ist nur ein dummer Zufall, dass die beiden (sprachlich verwandt erscheinenden) Begriffe Unterkate-

gorie und Kategorie der Objekte unter einem gegebemen Objekt hier direkt hintereinander definiert werden.
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Ist X' zusammenhéngend, so ist diese Abbildung ein Isomorphismus von Gruppen, wie aus
Satz 4.3.2 folgt. Jede Deckbewegung unserer Uberlagerung ist also durch ein eindeutiges
Gruppenelement g € G gegeben.

4.3.11. Weil jede Uberlagerung étale ist, ist nach Aufgabe 4.1.16.(b) jeder Morphismus von
Uberlagerungen étale und insbesondere offen.

4.3.12. Nicht jede Decktransformation ist eine Deckbewegung (ein Automorphismus). Ge-
genbeispiel skizziert in Soergel 4.3.9, Seite 119 (vgl. Aufgabe 5.3.31).

Definition 4.3.13. Eine Uberlagerung p: X — X heiBt normal oder galoissch oder re-
gulir, falls X zusammenhingend ist und Autcey, (p) fiir jedes z € X auf der Faser p~'(x)
transitiv operiert: Die Faser ist nicht leer, und fiir je zwei Punkte x1, 25 € p~!(x) wird die
Existenz eines Automorphismus g € Autcoy, (p) mit g(x1) = xo gefordert.

Aufgabe 4.3.14. Sei p: X — X eine Uberlagerung mit X zusammenhéngend. Sei G :=

Autcoyy (X) ihre Automorphismengruppe (= Gruppe der Deckbewegungen). Dann operiert
G topologisch frei auf X.

Aufgabe 4.3.15. Betrachte die dreiblittrige Uberlagerung der Figur Acht auf Seite 94 im

Skript Fundamentalgruppe und Uberlagerungstheorie von Soergel. Zeige, dass die Identitét

die einzige Decktransformation (= der einzige Endomorphismus) dieser Uberlagerung ist.
Bemerkung: Diese Uberlagerung ist also nicht normal im Sinne der Definition 4.3.13.

4.4. Universelle Uberlagerungen.

Definition 4.4.1. Sei (X,z) € Top, ein punktierter Raum. Eine punktierte Uberlage-
rung von (X, ) ist ein Objekt p: (X, %) — (X,z) von (Top,) /(x,z), also ein Morphismus
in Top,, fiir den p: X — X eine Uberlagerung ist. Wir schreiben Cov(x,) fiir die volle
Unterkategorie von (Top,),(x,s), deren Objekte die punktierten Uberlagerungen sind.

4.4.2 (Eindeutigkeit von Lifts). Satz 4.3.2 besagt in dieser Sprache: Ist ¢: (X,7) = (X, )
eine punktierte Uberlagerung, ist p: (Y,y) — (X,x) ein Morphismus in Top, und ist Y
zusammenhéangend, so gibt es hochstens einen Lift von p in Top,. Ist p eine punktierte

Uberlagerung, so gibt es also hochstens einen Morphismus (Y, y) — ()/f ,T) in Cov(x a).

Definition 4.4.3. Sei (X, z) € Top, ein punktierter Raum. Eine punktierte Uberlagerung
u: (X,7) — (X, z) von (X, z) heifit punktiert-universell, falls sie ein initiales Objekt von
Cov(x,) ist, falls es also fiir jede punktierte Uberlagerung ¢: (X,7) — (X, z) genau einen
Morphismus f: (X,2) = (X,Z) in Cov(x ) gibt.

4.4.4. Da initiale Objekte eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus sind, sprechen wir

von der punktiert-universellen punktierten Uberlagerung. Fiir einen beliebigen punktierten
Raum (X, z) ist nicht klar, ob er eine punktiert-universelle punktierte Uberlagerung besitzt.

Definition 4.4.5. Eine Uberlagerung p: X — X heiBt universell, falls
(a) p surjektiv ist,
(b) X und damit X nicht leer sind, und
(¢) fiir alle ¥ € X die punktierte Uberlagerung p: (X, %) — (X, p(Z)) punktiert-universell

1st.
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4.4.6. Universelle Uberlagerungen sind nicht eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus,
aber eindeutig bis auf Isomorphlsmus (trotzdem sprechen wir oft von der universellen
Uberlagerung): Seien p: X — X und q: X — X universelle Uberlagerungen. Dann gibt
es fiir jede Wahl von Punkten 7 € X 7 € X mit p(7) = q()™ nach 4.4.4 genau einen
Isomorphismus d: (X,7) = (X,%) in Cov( X, ), wobei z := p(z) = ¢(Z). Insbesondere ist
d: X — X ein Isomorphismus in Cov.

Ende der 18. Vorlesung am 25.06.2019.

Aufgabe 4.4.7. Sei u: X — X eine universelle Uberlagerung. Sei G := AutCOVX()N( ) ihre

Automorphismengruppe (= Gruppe der Deckbewegungen). (Jeder Endomorphismus einer

universellen Uberlagerung ist automatisch ein Automorphismus.) Dann operiert G topolo-

gisch frei auf X, und die Abbildung G\X — X, [z] = Gz — p(z), ist cin Hom&omorphismus.
Hinweis fiir den zweiten Teil: Aufgabe 4.1.16.(a) und Aufgabe 2.7.21).

Losung 4.4.8. (des ersten Teils) Sei # € X. Da Uberlagerungen étale sind, gibt es eine
offene Umgebung U © X von 7, so dass p = p|: U = p(U) ein Homdomorphismus auf
p(U)@ X ist. Sei g € G mit U NgU # @. Also gibt es u,u’ € U mit u = gu'. Es folgt
P (u) = p(u) = p(gu') = p(u’) = p/(u'). Da p injektiv ist, folgt v = u’. Also gilt u = = gu, d.h.
g fixiert u. Da p universell ist, folgt g = id ;. Also operiert G topologisch frei auf X.

Definition 4.4.9. Ein topologischer Raum X heifit iiberlagerungstrivial”’, wenn er nicht

leer ist, X # @, und wenn jede Uberlagerung von X trivial im Sinne der Definition 4.1.1 ist.

4.4.10. Jeder iiberlagerungstriviale Raum X ist zusammenhéngend: Nach Definition ist er
nicht leer, und wiirde X = U UV mit & # U, VG X gelten, so wire (U x {1,2}) UV —
U UV = X ein Beispiel einer nichttrivialen Uberlagerung.

4.4.11. Wir werden sehen (siehe Definition 5.2.2 fiir die Terminologie):

(a) Jeder einfach zusammenhéngende, lokal wegzusammenhéngende Raum ist iiberlage-
rungstrivial (Korollar 5.2.9).

(b) Fiir zusammenhéngende, lokal zusammenziehbare Rdume stimmen die Begriffe ein-
fach zusammenhdngend und iberlagerungstrivial iiberein (siehe 5.2.14 bzw. das etwas
allgemeinere Korollar 5.2.13).

Lemma 4.4.12. Ein topologischer Raum X ist genau dann tberlagerungstrivial, wenn die
Identitit idx : X — X eine uniwverselle Uberlagerung ist.

Beweis. =: Sei X tiberlagerungstrivial. Dann gilt X # & und idx ist surjektiv. Sei ¥ € X
beliebig. Zu zeigen ist, dass die punktierte Uberlagerung idx: (X,z) — (X, x) punktiert-
universell ist. Sei p: (X, %) — (X, z) eine punktierte Uberlagerung. Wegen der Eindeutigkeit
von Lifts (Satz 4.3.2 oder 4.4.2) und da X zusammenhéngend ist, gibt es hochstens einen
Morphismus (X,z) — (X,%) (damit ist genauer ein Morphismus idy — p gemeint) in

70 Eine solche Wahl ist dasselbe wie ein Punkt im Faserprodukt X x X X ; dieses ist nicht leer, denn die
Abbildung von diesem Faserprodukt nach X # & ist surjektiv.

"IDer Begriff iberlagerungstrivial ist ein ad hoc Begriff, der in der Literatur nicht verwendet wird. (Soergel
verwendet hierfiir den Begriff einfach zusammenhdngend; in der Literatur hat einfach zusammenhdngend
jedoch fast immer die in Definition 3.1.20 erklirte Bedeutung.)

100



Cov(x,z). Da X iiberlagerungstrivial ist, kénnen wir ohne Einschrinkung X = F x X und
p = pry annehmen, also T = (f, z) fiir ein f € F, und dann ist (X, z) — ()?,55), y— (f,y),
offensichtlich ein Morphismus in Covx ).

«: Sei idy eine universelle Uberlagerung. Dann gilt X # &. Sei p: X — X eine Uberla-
gerung. Zu zeigen ist, dass p trivial ist. Sei z € X beliebig und setze F := p~'(z). Da idx
punktiert-universell ist, gibt es fiir jedes f € F' genau eine stetige Abbildung s¢: X — X
mit p o sy = idy und ss(z) = f. Betrachte die Abbildung

T: FxX —))Z',
(f.y) = sp(y).

Sicherlich ist 7 stetig und genauer ein Morphismus von Uberlagerungen von der trivialen
Uberlagerung pry in die gegebene Uberlagerung p. Also ist 7 offen nach 4.3.11, und es
geniigt zu zeigen, dass 7 bijektiv (und damit ein Homéomorphismus) ist.

T ist injektiv: Gelte 7(f,y) = 7(f’,v) fir zwei Punkte (f,y), (f,v') € F x X. Es folgt
y = prx(f,y) = p(r(f,y)) = p(r(f.¥) = prx(f,¥) = ¥ Setze T := s4(y) = 7(f.y) =
7(f,y) = sp(y). Dann sind sf,sp: (X,y) — (X,7) zwei Morphismen in Cov(x,). Da
aber nach Annahme (X,y) alias idx: (X,y) — (X,y) punktiert-universell ist, also initial
in Cov(x,y), folgt sy = sy. Auswerten bei x liefert f = s¢(z) = sp(x) = f'.

T ist surjektiv: Sei x € X beliebig. Setze y := p(z). Da idx punktiert-universell ist,
existiert genau eine stetige Abbildung s: X — X mit po s = idy und s(y) = . Setze
f=s(xz) € p'(z) = F. Dann gilt s(z) = f = s;(z). Nach Eindeutigkeit von s; folgt s = s;.
Also gilt 7(f, y) = s;(y) = s(y) = 2. O

Lemma 4.4.13. Nichtleere reelle Intervalle sind tiberlagerungstrivial.

Beweis. Wir zeigen dies zuerst fiir kompakte relle Intervalle I = [a, b], fir a,b € R mit a < b.
Nach Lemma 4.4.12 reicht es zu zeigen, dass id;: I — I ein universelle Uberlagerung ist. Sei
c € I. Zu zeigen ist, dass id: (1, c) — (I, ¢) punktiert-universell ist, also initial in Cov(; ). Sei
p: (X' ,Z) — (I,c) eine punktierte Uberlagerung. Aus Kompaktheitsgriinden finden wir eine
Unterteilung a = ag < a; < - -+ < a, = b unseres Intervalls so, dass p~([a;_1, a;]) — [a;_1, a;
fiir jedes i = 1,...,n eine triviale Uberlagerung ist. Sei i € {1,...,n} mit ¢ € [a;_1, a;]. Weil
la;—1, a;) trivial iiberlagert ist, gibt es eine stetige Abbildung f;: [a;—1, a;] — X mit file) =12.

Im Fall ¢ < n gibt es analog eine stetige Abbildung fii1: [a;, a;41] — X mit fir1(a;) =
fi(a;), da [a;, a;41] trivial iiberlagert ist. Die beiden Abbildungen f; und f;;; nehmen auf
a; nach Konstruktion denselben Wert an und liefern deswegen nach Proposition 2.4.13.(b)
eine stetige Abbildung [a;_1, a;11] — X, die f; und fi4 fortsetzt. Iteration dieses Verfahrens
liefert eine stetige Abbildung [a; 1, a] — X, die ¢ auf 7 abbildet. Im Fall i > 0 dehnt man
diese stetige Abbildung analog zu einer stetigen Abbildung [a,b] — X aus, die ¢ auf =
abbildet. Da [a,b] zusammenhéngend ist, gibt es hochstens eine solche stetige Abbildung
(Satz 4.3.2). Also ist id; universell.

Der Beweis fiir beliebige relle Intervalle ist dem Leser iiberlassen (Aufgabe 4.4.14). O

Aufgabe 4.4.14. Vervollstindige den Beweis von Lemma 4.4.13.
Hinweis: Uberdecke beispielsweise (0, 1] durch kompakte Teilmengen der Form [1/n, 1], fiir

n € Ny (wie im Beweis von Aufgabe 3.2.11).
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Aufgabe 4.4.15. Fiir n > 0 ist jedes endliche Produkt I; x --- x [, nichtleerer reeller
Intervalle iiberlagerungstrivial. Insbesondere sind R™ und [0, 1]™ iiberlagerungstrivial.
Hinweis: Schachbrettargument wie im Beweis von Lemma 3.2.9, falls alle /; kompakt sind.

Satz 4.4.16. Sei ein Diagramm (ohne den gestrichelten Pfeil)
(X.2)
B

3Af 7 l

(V.y) L~ (X,2)

in Top, gegeben. Sei p eine punktierte Uberlagerung und sei Y dberlagerungstrivial. Dann

qibt es genau einen Morphismus fm Top,, der das obige Diagramm kommutativ macht (also
einen Lift von f in Top, ).

Beispiel 4.4.17. Ist U C C eine iiberlagerungstriviale Teilmenge (etwa ein Quadrat, vgl.
Aufgabe 4.4.15) und ist f: U — C stetig ohne Nullstelle, so gibt es fiir jedes n € Z \ 0 eine
stetige Abbildung g: U — C mit g(u)” = f(u) fiir alle v € U: Wende Satz 4.4.16 auf die
Uberlagerung C* — C*, z +— 2", an (siche Beispiele 4.1.5; wer mag, kann sich auf den Fall
n > 0 zuriickziehen). Man kann zusétzlich an einem Punkt ug von U vorschreiben, welche
n-te Wurzel aus f(ug) die Funktion ¢ dort annehmen soll.

Analog gibt es eine stetige Abbildung ¢g: U — C mit exp(g(u)) = f(u) fir alle u € U.

Beweis. Da Y als tiberlagerungstrivialer Raum zusammenhéngend ist (siehe 4.4.10), gibt
es nach 4.4.2 hochstens einen solchen Morphismus f. Zu zeigen bleibt die Existenz von f.
Betrachte das Pullback-Diagramm

YXXXL)’Z
o,k

in Top (vgl. Aufgabe 3.7.9). Als Pullback einer Uberlagerung ist p' eine Uberlagerung (Auf-
gabe 4.1.7). Da Y iiberlagerungstrivial ist, ist p’ eine triviale Uberlagerung. Also existiert
eine stetige Abbildung s: Y — Y xx X mit s(y) = (y,7) und p’ o s = idy. Die stetige
Abbildung f:: f' o s erfiillt dann wie gewiinscht p o f: poflos=fopos=foidy = f
und f(y) = f'(s(y)) = f'(y,7) = T. [
Korollar 4.4.18. Jede surjektive Uberlagerung durch einen iberlagerungstrivialen Raum ist

universell: Ist p: X — X eine surjektive Uberlagerung und ist X dberlagerungstrivial, so ist
p universell.

f

Beispiele 4.4.19. Die folgenden Aussagen verwenden Lemma 4.4.13 und Korollar 4.4.18.
(a) Die Uberlagerung Exp: R — S! ist universell.
(b) Die Uberlagerung R™ —» Z™\R" 2 (S')" ist universell (Aufgabe 4.4.15).
(c) Kleinsche Flasche als Quotient von R2. Bild bei Soergel.

Beweis. Laut Annahme gilt X # &, und p ist surjektiv. Zu zeigen bleibt, dass fiir jeden

Punkt # € X die punktierte Uberlagerung p: (X,%) — (X, p(%)) punktiert-universell ist,
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also ein initiales Objekt in Cov(x ). Da X zusammenhéngend ist (siehe 4.4.10), gibt es

in jede punktierte Uberlagerung von (X, z) héchstens einen Morphismus von (X, ) (siche
4.4.2). Dass es einen solchen Morphismus gibt, ist gerade die Aussage von Satz 4.4.16. [

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.2.19, freie Operation einer endlichen Gruppe auf einem Hausdorff-Raum
ist topologisch frei

(2) Aufgabe 4.2.24, Raum ist topologisch frei, falls er dquivariant in einen topologisch
freien Raum abbildet

(3) Aufgabe 4.4.7, Automorphismengruppe einer universellen Uberlagerung operiert to-
pologisch frei, Bahnenraum ist kanonisch homomorph zur Basis der Uberlagerung

(4) Aufgabe 4.4.15 (fiir kompakte Intervalle und n = 2, der Rest ist Bonusaufgabe),
Produkte nichtleerer reeller Intervalle sind iiberlagerungstrivial

5. UBERLAGERUNGEN UND FUNDAMENTALGRUPPE

5.1. Transport durch Wegeliften.

Definition 5.1.1. Sei p: X — X eine Uberlagerung und sei v € Q(X, z,y) ein Weg zwischen
zwei Punkten x,y € X des Basisraums. Der Transport entlang v ist die wie folgt definierte
Abbildung

(7 p7H(2) = p7(y)
von der Faser iiber z in die Faser iiber y. Da das Intervall [0, 1] iiberlagerungstrivial ist
(Lemma 4.4.13), gibt es fiir jedes T € p~!(x) genau einen Lift ¥ = 7z von v mit 5(0) = 7
(Satz 4.4.16); das Diagramm

) 7(51, 7)
(0,11,0) "> (X.2)
in Top, kommutiert. Definiere (v)(z) :=7(1).

Lemma 5.1.2 (Eigenschaften des Transports entlang von Wegen). Sei p: X — X eine
Uberlagerung. Dann gelten:

(a) Sind v, € Q(X,x,y) homotope Wege, so gilt () = (B). Insbesondere kinnen wir
fiir jede Hotomopieklasse § € m (X, x,y) von Wegen den Transport entlang §
(0): p~'(x) = p~ ()
duch &) := (§') definieren, wobei 0" € Q(X,x,y) ein beliebiger Reprdsentant von ¢ ist.
(b) <5x> = idpfl(x) fir alle v € X;
(c) (B)o (fl) = (B x7y) fir alle verkniipfbaren (Homotopieklassen von) Wege(n) B,~;
(d) Ist ¢: Y — Y eine weitere Uberlagerung und ist

x-1.v
P
Xty
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ein kommutatives Diagramm und ist vy ein(e Homotopieklasse von) Weg(en) in X,
so qilt fo(y)={(fon)of bzw. als kommutatives Diagramm

pHy) —= ¢ L (f(y)).

5.1.3. Die ersten drei Punkte (a), (b), (¢) von Lemma 5.1.2 bedeuten, dass fiir jede Uberlagerung
p: X > X

[X]: TL(X) — Set,
z e p (),
d— (9),

einen Funktor definiert. (Der letzte Punkt (d) liefert eine Transformation (nicht definiert)
7: [X] = [Y] o IIi(f) von Funktoren, die durch 7, := f: p~(z) — ¢ *(f(x)) definiert ist.)

Beweis. Wir zeigen nur den ersten Punkt (a), die anderen Punkte sind offensichtlich und dem
Leser iiberlassen. Sei h: [0,1] x [0,1] — X eine Homotopie von Wegen von + nach (3, wobei
v und 5 Wege von x nach y seien. Es gelten also h(—,0) = ~, h(—,1) = 5, h(0,—) = &,
h(1,—) = g,. Nach Aufgabe 4.4.15 ist [0,1]* iiberlagerungstrivial. Sei ¥ € p~'(z). Nach

Satz 4.4.16 existiert genau ein Morphismus h, so dass
(X, 7)
ho7
jp
([07 1]27 O) # (X7 I)

in Top, kommutiert. Wir verwenden die Eindeutigkeitsaussage dieses Satzes im Folgenden
mehrfach: Zunéchst gelten h(—,0) = 7z (mit 7z wie in Definition 5.1.1) und h(0, —) = €z.
Insbesondere gilt h(0,1) = Z. Es folgt h(—,1) = Bz (mit Sz wie in Definition 5.1.1). Da

h(1, —) konstant sein muss, haben also 7; und 3z denselben Endpunkt. Dies zeigt (7)(Z) =
() (@). O
5.1.4. Der Beweis von Punkt (a) von Lemma 5.1.2 zeigt genauer: Sind v und £ homotope
Wege, so sind ihre Lifts 7z und £z mit Startpunkt z ebenfalls homotop.

Ende der 19. Vorlesung am 27.06.2019.
5.1.5. Erinnere an Definition 4.2.23.

Satz 5.1.6 (Faserfunktor). Seien p: X — X eine Uberlagerung und x € X .
(a) Dann ist
(=) m (X, 7) = Autge:(p ' (2)),

v = (),
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ein Gruppenmorphismus, also eine Operation von 7 (X, x) auf der Faser p~'(z),
genannt Monodromie(operation). Mit anderen Worten ist die Faser p~'(x) eine
m (X, x)-Menge.

~

(b) Ist q: X — X eine weitere Uberlagerung und d: X — X ein Morphismus in Covy (=
eine Decktransformation), so ist die von d induzierte Abbildung d: p~(x) — ¢ '(x)
eine w1 (X, x)-dquivariante Abbildung.

Insbesondere definiert
(5.1.1) F =F,: Covx — m(X,x)-Set,

pp (),
einen Funktor, genannt Faserfunktor.

Beweis. Dies folgt alles aus Lemma 5.1.2. U
5.1.7. Wir schreiben im Folgenden oft vz oder 7.7 statt (v)(x), wie dies ja allgemein bei

Operationen iiblich ist.

Satz 5.1.8. Seien p: X = X eine Uberlagerung und z € X .

(a) (Fundamentalgruppe einer Uberlagerung als Stabilisator) Sei T € p~'(x). Dann ist
der induzierte Gruppenmorphismus

m1(p): ﬂl()z,i) — (X, x)
injektiv und hat als Bild den Stabilisator (= die Standgruppe) von T unter der Mon-
odromieoperation, in Formeln
imm (p) ={yem(X,z) vz =71}
(b) Ist zusdtzlich X wegzusammenhdingend, so operiert m1 (X, ) transitiv auf der Faser
p~Y(x), falls diese nicht leer ist.

5.1.9. Die Fundamentalgruppe des Totalraums ist also (isomorph zu) eine(r) Untergruppe
der Fundamentalgruppe der Basis. Ist X einfach zusammenhéngend, so hat insbesondere
jede Uberlagerung von X triviale Fundamentalgruppe. Man mag dies als Indiz dafiir sehen,
dass Uberlagerungen einfach zusammenhingender Riume oft wenig kompliziert sind (siche
etwa Korollar 5.2.9).

5.1.10. Ist p: ()? ,Z) = (X, x) eine zusammenhingende punktierte Uberlagerung, so ist
m(X,2)/m(X,7) 5 p~(z),
Y =T
ein Isomorphismus in 7 (X, x)-Set, wenn wir die Gruppe m ()? , ) mit ihrem homomorphen
Bild in 71 (X, x) identifizieren. Dies folgt sofort aus Satz 5.1.8 und der Trivialitit, dass fiir

jede Gruppe G und jede G-Menge M und jeden Punkt m € M die Abbildung G/G,, = Gm,
9G,, — gm, eine G-dquivariante Bijektion ist, wobei G,, der Stabilisator von m ist.

Beweis. Sei § € X und setze y := p(3). Wir erhalten eine Bijektion

QUX,7.9) > {y e UX,2,y) | (NE) =7,
B pof,
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nach der Definition des Transports entlang von Wegen 5.1.1 (die Umkehrabbildung bildet
auf 7z ab). Diese Bijektion induziert eine Bijektion

(5.1.2) (X, 75,79 S {yem(X,z,9) | 7.7 =7}

auf Homotopieklassen von Wegen nach 5.1.4. Fir y = = (und somit y = z) ergibt sich
Teil (a) des Satzes. Fiir Teil (b) wihle § € p~(x) beliebig. Dann gilt y = z. Ist X wegzu-
sammenhéngend, so ist die linke Seite von (5.1.2) nicht leer. Also ist die rechte Seite nicht
leer, es gibt also ein v € m(X,z) mit 7.z = y. Daraus folgt sofort die Transitivitat der
Operation. 0

Aufgabe 5.1.11. Betrachte die dreiblittrige Uberlagerung p: X — X der Figur Acht X
auf Seite 94 im Skript Fundamentalgruppe und Uberlagerungstheorie von Soergel. Sei = der
Kreuzungspunkt der Figur Acht. Wie operieren die beiden iiblichen Erzeuger a, b von 7 (X, z)
auf der Faser p~*(z)?

Satz 5.1.12. Sei X ein topologisch freier G-Raum, fiir eine Gruppe G. Sei x € X und se:
T € G\X sein Bild im Bahnenraum. Dann gelten

(a) Es gibt genau einen Gruppenmorphismus
. m(G\X,T) > G

mit c,(vy)"t.x = vy.x fir alle v € m (G\X,7).™
(b) Der Kern von c, ist genau das das Bild von m (X, z) — m(G\X,T) (welches somit
ein Normalteiler ist). (In anderen Worten ist

1— 7Tl<X,$) — 7T1<G\X,f) % G

eine linksexakte“ Sequenz von Gruppen.)

(c) Ist X wegzusammenhingend >, so ist c, surjektiv. (Die obige linksezakte Sequenz kann
man also rechts durch — 1 zu einer exakten Sequenz erginzen.)

(d) Ist X einfach zusammenhdngend, so ist ¢, ein Isomorphismus, in Worten ist also die
Fundamentalgruppe des Bahnenraums isomorph zu G.

(e) Ist G abelsch, so hingt c, nur von@ ab (es gilt also ¢, = ¢ fiir alle x, " in derselben
G-Bahn).

Beweis. (a) Die Abbildung p: X — G\ X ist nach Satz 4.2.15 eine Uberlagerung. Auf F :=
p () = p~(p(x)) = Gz operieren die beiden Gruppen 7 (G\X,T) (durch Monodromie)
und G. Weil jedes g € G auf X durch eine Deckbewegung operiert, kommutieren diese
beiden Operationen nach dem Satz iiber den Faserfunktor 5.1.6 in dem Sinne miteinander,
dass v.(g.f) = g.(7.f) fir alle f € F, v € m(G\X,Z) und g € G gilt.

Da X topologisch frei als G-Raum und insbesondere frei als G-Menge ist, ist die Bahn
F = Gx ein freier transitiver G-Raum.

Wir machen F per f.g := g~'.f zu einer freien transitiven Menge-G' (Menge-G = G-
Rechtsmenge = Menge zusammen mit einem Gruppenmorphismus G°® — Autget(X)). Die
erste Behauptung folgt nun aus dem folgenden rein algebraischen Lemma 5.1.13, angewandt

auf H = m(G\X,T) und f = z.

72Soergel nennt diesen Gruppenmorphismus Faserwirkungsvergleich, denn er vergleicht die Wir-
kung=Operation der beiden Gruppen 71 (G\X,Z) und G auf der Faser.
"3Es reicht anzunehmen, dass Gz in einer Wegzusammenhangskomponente von X liegt.
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(b) Ein Element v € m(G\X,T) ist genau dann im Kern von ¢,, wenn 7.z = z gilt. Nun
verwende den ersten Teil von Satz 5.1.8.

(c) Dies folgt sofort aus dem zweiten Teil von Satz 5.1.8. (Ist Gz in einer Zusammenhangs-
komponente von X, so gibt es fiir jedes g € G einen Weg 7 in X von z nach g.z. Fiir v sein
Bild in G\ X gilt dann g.z = 7.7 = ¢,(7) .z, also ¢, () = g7 1.)

(d) Dies folgt sofort aus (b) und (c).

(e) Dies folgt aus 5.1.14. O

Lemma 5.1.13. Sei F' eine Menge mit einer freien transitiven Rechts-Operation einer Grup-
pe G (mit anderen Worten ist F' ein G-(Rechts-)Torsor) und einer (Links-)Operation einer
Gruppe H, die in dem Sinne miteinander kommutieren, dass (h.x).g = h.(x.g) fir allex € F,
h € H und g € G gilt. Dann liefert jede Wahl eines Elements f € F' einen Gruppenmor-
phismus

CfiH—>G,

der eindeutig durch h.f = f.cg(h) fir alle h € H bestimmt ist. Ist die Operation von H frei,
so ist ¢y injektiv. Ist die Operation von H transitiv, so ist cy surjektiv.

5.1.14. Sind f, f' € F zwei Elemente, so gibt es genau ein g € G mit f' = f.g, und es gilt

cp(=)=gep(=)g™,

denn aus h.f" = f’.cp(h) folgt

hf=h(fg7")=0f)g™ = flcp(h)g™) = (fg7")-(9ep(h)g™") = f.(gep(R)g™).
Ist G abelsch, so gilt insbesondere ¢y = ¢ und ¢y ist unabhéngig von der Wahl von f € F.

Beweis. Kurzversion: Freiheit und Transitivitit der G-Rechtsoperation bedeutet, dass G =
F, g — f.g, bijektiv ist. Diese Abbildung ist rechts-G-dquivariant, wenn wir G per Rechts-
multiplikation auf G operieren lassen. Identifizieren wir G = F', wobei e dem Element f ent-
spricht, so operiert also H von links auf GG, und diese Operation vertauscht mit der Rechtsmul-
tiplikation von G auf G. Fiir jedes Element h € H setze c¢¢(h) := h.e (alias h. f unter unserer
Identifikation). Dann gilt h.g = h.(e- g) = (h.e)-g = cy(h) - g fir alle g € G, also h. = ¢;(h)-
fir alle h € H. Wegen cp(hh')- = (hh'). = h.oW'. = (cp(h)-) o (cf(')-) = (cs(h) - cs(R)- folgt
per Auswerten bei e € G, dass ¢y ein Gruppenmorphismus ist. Die Bediungung h.f = f.cy(h)
entspricht unter unserer Identifikation der Bedingung h.e = e - ¢f(h) = c¢s(h), so dass die
Eindeutigkeit von c; klar ist. (Fiir die Aussagen beziiglich Injektivitat und Bijektivitdt siehe
Ende der Langversion.)

Langversion: Es ist klar, dass ¢; eindeutig durch h.f = f.cy(h) bestimmt ist, denn G
operiert frei und transitiv auf F'.

Die Operation von H auf F' ist durch einen Gruppenmorphismus

©: H — Autge(F)

gegeben. Da die Operation von H mit der Operation von G kommutiert, landet dieser sogar
in Autgut_7(F7), wobei Set-G die Kategorie der Mengen-G bezeichnet, wir haben also einen
Gruppenmorphismus

o H — Autgat_ 7 (F).
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Sei nun f € F. Weil F' eine freie transitive Menge-G ist, definiert
B: G5 F,
g Iy

eine Bijektion, ja sogar einen Isomorphismus von Mengen-G wenn wir G' per Rechtsmulti-
plikation als Menge-G auffassen. Dies liefert einen Isomorphismus

v: Autget_ i (F) = Autget_(G),
a— froaof.
von Gruppen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
MG AUtSet—G<G)’
g—g,

ein Isomorphismus von Gruppen ist. Die Verkniipfung
H% AUtSet-G(F) N AUtSet-G(G) A—_1> G.

ist der gesuchte Gruppenmorphismus ¢y, denn c¢s(h) entspricht dem Automorphismus g —
cg(h)g von G € Set-G und dem Automorphismus f.g — f.c;(h)g von F € Set-G.

Ist die Operation von H frei, so folgt aus cf(h) = e = e die Gleichung h.f = f.cy(h) =
f.e = f und somit h = e.

Ist die Operation von H transitiv, so gibt es fiir jedes Element g € GG ein Element h € H
mit h.f = f.g, und aus h.f = f.c;(h) und Freiheit der G-Operation folgt c;(h) = g. O

Beispiele 5.1.15. Aus Satz 5.1.12 erhalten wir:

(a) Sein > 2, so dass S" einfach zusammenhéngend ist (Satz 3.1.25). Unter der Identifi-
kation P"R = {£1}\S™ ist fiir jedes z € S™ mit zugehorigem T € P"R die Abbildung
¢, ein Isomorphismus

(PR, T) = m({£1\S", 7) = {£1}

von Gruppen. Da {41} abelsch ist, hangt dieser Isomorphismus nur von T ab. In
Worten gibt es also in P"R an jedem Basispunkt bis auf Homotopie genau eine nicht-
triviale Schleife, deren Quadrat aber zusammenziehbar ist.

(b) Mit dem Homdomorphismus S* e Z\R erhalten wir die bereits bekannte Aussage

m(S' 1) & 1 (Z\R,0)) = Z.
5.2. Klassifikation von Uberlagerungen.
5.2.1. Ziel ist der Klassifikationssatz 5.2.20.

Definition 5.2.2. Sei (E) eine Eigenschaft topologischer Rédume, die unter Homéomorphis-
men invariant’ ist, etwa zusammenziehbar oder wegzusammenhdngend. Ein topologischer
Raum X heifit lokal (E), wenn jede Umgebung jedes Punktes eine Umgebung desselben
Punktes enthilt, die Eigenschaft (E) hat: Fiir alle x € X und alle Umgebungen U von z (in
X) gibt es eine Umgebung V von x (in X™) mit V C U, so dass V die Eigenschaft (E) hat.

™ Invarianz unter Homoomorphismen bedeutet: Ist A: X — Y ein Homdomorphismus, so hat X genau
dann die Eigenschaft (E), wenn Y die Eigenschaft (E) hat.
"Soder dquivalent in U
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5.2.3. Der bereits definierte Begriff lokal zusammenhdngend (siehe Definition 4.1.9) ist ein
Spezialfalle dieser Definition.

Der Begriff lokal abgeschlossen in (siehe Aufgabe 2.5.21) ist streng gesehen kein Spezialfall,
da abgeschlossen in keine Figenschaft eines topologischen Raums ist, aber eine Eigenschaft
eines Paares (A, X), wobei X ein topologischer Raum ist und A eine Teilmenge von X.

Der Begriff lokalsternformig (siche Aufgabe 3.1.27) ist wohl leider kein Spezialfall.

5.2.4. Ist p: X — X eine étale Abbildung und ist X lokal (E), so ist auch X lokal (E).

Ende der 20. Vorlesung am 02.07.2019 (Beweis von Lemma 5.1.13 nur miindlich, Studie-
rende lesen ihn selbst).

5.2.5. (a) Ist ein topologischer Raum lokal wegzusammenhéngend, so sind seine Weg-
zusammenhangskomponenten offen und abgeschlossen und stimmen mit den Zusam-
menhangskomponenten {iberein (sieche Lemma 2.6.17). Insbesondere ist ein solcher
Raum genau dann zusammenhéngend, wenn er wegzusammenhéngend ist.

(b) Jede offene Teilmenge eines lokal wegzusammenhéngenden Raumes ist wieder lokal
wegzusammenhéangend.

(c) Insbesondere gilt: Ist X lokal wegzusammenhédngend und U eine Umgebung eines
Punktes x € X, so existiert eine offene wegzusammenhéngende Umgebung VG X
von x mit V' C U: Ohne Einschriankung kénnen wir U als offen in X voraussetzen,
und dann wihle man V' als die Wegzusammenhangskomponente von x in U. Diese
ist auch offen in X. Mit anderen Worten bilden die offenen wegzusammenhéngenden
Teilmengen von X eine Basis der Topologie von X.

Satz 5.2.6 (Liftbarkeitskriterium). Sei ein Diagramm (ohne den gestrichelten Pfeil)
(X,7)
I2f 7 l

(Y,y) —~ (X, 2)

in Top, gegeben, wobei p eine punktierte Uberlagerung ist. Sei Y zusammenhdingend und
lokal wegzusammenhdngend. Dann sind dquivalent:

(a) [ hat einen Lift f wie im Diagramm angedeutet (welcher eindeutig ist, da'Y zusam-
menhdngend ist, siche J.4.2);
(b) es gilt imm(f) C immy(p).

5.2.7. Nach Satz 5.1.8.(a) ist m(p) injektiv. Also bedeutet Bedingung (b) dquivalent, dass
m1(f) in m (X, 7) landet, also einen Lift hat:

m(X,7)

[ﬂl (p)

-""'%?l(f>
Wl(Yv y) - 7T1(X7 l‘)

Beweis. Hat f einen Lift, so folgt aus f = po fsofort m(f) = mi(p)omi(f), also imm (f) C

im 7 (p).
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Gelte umgekehrt im 7 (f) C imm;(p). Bilde das kartesische Diagramm
y 2o X
[k
y Lo x
in Top (vgl. Aufgabe 3.7.9). Als Pullback einer Uberlagerung ist ¢ eine Uberlagerung (Auf-

gabe 4.1.7).

Sei § € Y der eindeutige Punkt mit ¢(§) = y und g(§) = Z. Wir erhalten die beiden
kommutativen Diagramme

<?7@$()?75) Wl(?7@L@'WI<X7§)
l q L p [\m (q) [m (p)
(Y,y) = (X.x), m(Yy) 2 (X, )

in Top, und Grp.”™ Da die Vertikalen des linken Diagramms punktierte Uberlagerungen sind,
sind die Vertikalen des rechten Diagramms injektiv (Satz 5.1.8.(a)).

Wir behaupten, dass m(q) sogar bijektiv ist. Sei v € m(Y,y). Nach Satz 5.1.8.(a) geniigt
es zu zeigen, dass 7.y = y gilt. Die von ¢ induzierte Abbildung ist eine Bijektion

(5.2.1) 9:q4 '(y) = p ()

und es gilt g(v.7) = (fov).9(®) = (m1(f)(7).Z (Lemma 5.1.2.(d)). Die Annahme im m(f) C
im 7 (p) und Satz 5.1.8.(a) zeigen (71 (f)(y).Z = T = g(y). Injektivitat von (5.2.1) liefert
v.y = y wie gewiinscht. Also ist m;(q) bijektiv.

Mit Y ist auch Y lokal wegzusammenhédngend (nach 4.1.13 und 5.2.4). Sei Z C Y die
Zusammenhangskomponente (= Wegzusammenhangskomponente, siche 5.2.5.(a)) von y. Be-
achte, dass m (Z,y) — 771(}7, y) bijektiv ist. Da Y lokal wegzusammenhéngend und insbeson-
dere lokal zusammenhéngend ist, ist die Komposition ¢’': Z < Y — Y nach Aufgabe 4.1.10
eine Uberlagerung. Da Z wegzusammenhingend ist, operiert 7, (Y, y) transitiv auf der Fa-
ser ¢~ !(y) Satz 5.1.8.(b). Da wir aber schon wissen, dass 7(¢’) bijektiv ist, operieren nach
Satz 5.1.8.(a) alle Elemente von (Y, y) trivial auf der Faser ¢'~'(y). Es folgt ¢ (y) = {y}

Weil Y zusammenhéngend ist, ist ¢’ nach 4.1.6 eine einbléttrige Uberlagerung, also als
bijektive, stetige, offene (siehe Aufgabe 4.1.16) Abbildung ein Homéomorphismus. Dann ist

f:=goq ! der gesuchte Lift. U
Aufgabe 5.2.8. Sei Y die Quasi-Kreislinie (quasi-circle), auch Warschauer Kreislinie ( War-
saw circle genannt (siehe | , Exercise 7, section 1.3, page 79] oder Wikipedia): Sie ent-

steht aus der Sinuskurve C' des Topologen (siehe Aufgabe 2.6.18), indem man den Ursprung
mit einem geniigend grofien Bogen mit dem Punkt (1/7,0) verbindet. Sei f: Y — S! die
stetige Abbildung, die ,,die Sinuskurve auf die z-Achse projiziert“, den Bogen unverdndert
1i8t, und dann alle Punkte radial auf eine geeignet liegende Kreislinie S (mit Mittelpunkt
in der Mitte des Warschauer Kreises) projiziert. Dann hat f hat keinen (stetigen) Lift in die
Uberlagerung Exp: R — S', obwohl 7 (Y, %) = 1 fiir jeden Punkt y € Y gilt.

"6Das linke Diagramm ist ebenfalls kartesisch. Der Vergiss-Funktor Top, — Top ist kompatibel mit
Pullbacks.
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Hinweis: Eine plausible Begriindung, dass f keinen Lift hat, geniigt. Um die Trivialitdt der
Fundamentalgruppe zu zeigen, mag man die Kompaktheit von [0, 1] und die bereits bekannte
Aussage, dass C' nicht wegzusammenhéngend ist, nutzen.

Bemerkung: Dies zeigt, dass im Liftbarkeitskriterium in Satz 5.2.6 nicht auf die Voraus-
setzung, dass Y lokal wegzusammenhéngend ist, verzichtet werden kann. Dass Y nicht lokal
wegzusammenhéngend ist, ist offensichtlich oder folgt alternativ auch aus dem Obigen und
Satz 5.2.6.

Korollar 5.2.9. Jeder einfach zusammenhdngende, lokal wegzusammenhdngende Raum ist
tiberlagerungstrivial.

Beweis. Sei X ein einfach zusammenhédngender und lokal wegzusammenhéngender topolo-
gischer Raum. Nach Lemma 4.4.12 ist zu zeigen, dass idx eine universelle Uberlagerung
ist. Sicherlich ist X nicht leer. Zu zeigen ist also, dass es fiir jede punktierte Uberlagerung
p: (X,7) — (X,z) genau einen Morphismus s: (X,z) — (X,Z) mit p o s = id gibt. Dies
ist aber klar nach dem Liftbarkeitskriterium in Satz 5.2.6, denn X ist zusammenhéngend
(da wegzusammenhéngend) und die dortige Bedingung (b) ist wegen unserer Annahme
m1 (X, x) = 1 trivialerweise erfiillt. O

Korollar 5.2.10. Seip: X — X eine UNberlagerung eines zusammenhdngenden, lokal wegzu-
sammenhdngenden Raums X, und sei X einfach zusammenhdingend. Dann ist p universell.

Beweis. Mit X ist auch X lokal wegzusammenhiingend (nach 4.1.13 und 5.2.4). Also ist X

nach Korollar 5.2.9 iiberlagerungstrivial. Wegen X # @ ist p surjektiv (siehe 4.1.6). Nach
Korollar 4.4.18 ist p universell. 0

Satz 5.2.11 (Existenz universeller Uberlagerungen). Jeder zusammenhdngende, lokal zu-

sammenziehbare topologische Raum X besitzt eine Uberlagerung u: X — X mit X einfach
zusammenhdingend, und jede solche Uberlagerung ist universell.

Insbesondere hat jeder zusammenhdngende, lokal zusammenziehbare topologische Raum
eine universelle Uberlagerung.

5.2.12. Satz 5.2.11 und alle folgenden Resultate bis zum Ende von Abschnitt 5.3 bleiben
giiltig, wenn man die Bedingung lokal zusammenziehbar durch die schwéchere Forderung
lokal wegzusammenhdingend und semilokal einfach zusammenhdingend ersetzt””.

Ein topologischer Raum X heifit semilokal einfach zusammenhiingend™, falls jeder
Punkt 2 € X eine Umgebung U hat, so dass die von U < X induzierte Abbildung (U, z) —
m (X, x) trivial ist: Jede Schleife bei z in U ist also in X zusammenziehbar.

Die Beweise bleiben bis auf eine kleine Modifikation im Beweis von Satz 5.2.11 allesamt
giiltig: Um in der Definition der Abbildung ® (siehe (5.2.2)) die Unabhéngigkeit von der Wahl
von ¢ zu zeigen, muss man die Umgebung W' von y so wéahlen, dass m (W', y) — m(X,y)
trivial ist, und dann den Beweis in naheliegender Weise anpassen.™

"Satz 5.2.11 in dieser Allgemeinheit ist im Wesentlichen [?, Thm. 82.1].
"8Siche [?7, §82]; dort werden Umgebungen stets als offen angenommen, was in dieser Definition jedoch
keinen Unterschied macht.
™Der Beweis wird dadurch sogar einfacher: Nach 5.2.5.(c) kann man durch Verkleinern ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass W’ C X gilt, und dann mit W := W’ arbeiten.
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Beweis. Als lokal zusammenziehbarer Raum ist X lokal wegzusammenhéngend. Nach Ko-
rollar 5.2.10 geniigt es also, eine Uberlagerung v: X — X mit X einfach zusammenhéngend
zu konstruieren.

Sei v € X # & fest gewdhlt. Betrachte die Menge

X = {v:1]0,1] — X | v ist stetig, 7(0) = z}/ =
= |_| m (X, z,y)

yeX

aller Wege mit Startpunkt x bis auf Homotopie (mit fixierten Randpunkten) von Wegen.
Betrachte die Abbildung

u: X — X,
[v] = (1),

von Mengen (alle Elemente der Teilmenge 71(X, z,y) C X werden also auf y abgebildet).
Da X als zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender Raum wegzusammenhéngend
ist (5.2.5.(a)), ist u surjektiv.

Wir machen X wie folgt zu einem topologischen Raum. Fiir jeden Weg a mit Anfangspunkt
a(0) = z und jede offene Umgebung V' seines Endpunktes (1) definiere

Ula, V) :={[B*a]|B:]0,1] = V stetig mit 5(0) = «(1)}.

Betrachte die von all diesen Mengen U(a, V') erzeugte Topologie auf X (Definition 2.8.5).
Die offenen Mengen von X sind also genau die Vereinigungen endlicher Schnitte von Mengen
der Form U(a, V), und die Mengen der Form U(a, V') bilden eine Subbasis der Topologie
von X (Definition 2.8.7).

Wir behaupten, dass u eine Uberlagerung ist.

(a) u ist stetig: Sei V@ X eine offene Teilmenge. Wegen der offensichtlichen Gleichheit

V)= | U@V)

veV,aeQ(X,z,v)

gilt w1 (V)@ X. Also ist u: X — X stetig.

(b) Jeder Punkt von X hat eine trivial tiberlagerte offene Umgebung: Sei y € X beliebig.
Da X lokal zusammenziehbar ist, existiert eine zusammenziehbare Umgebung W’
von y in X (wir wissen aber nicht, ob W’ offen in X ist). Sei W@ X eine offene
wegzusammenhéngende Umgebung von y in X mit W C W’; eine solche existiert
nach 5.2.5.(c), da X lokal wegzusammenhéngend ist. Betrachte die Abbildung

(5.2.2) O ut(y) x W =m(X,z,y) x W = X,
(V] w) = 6 %],

wobei §: [0,1] — W ein beliebiger (stetiger) Weg in W von y nach w ist: Ist ¢’ ein
anderer solcher Weg, so sind 0 und ¢’ als Wege in W’ homotop, da W’ zusammen-
ziehbar ist (etwa nach Korollar 3.5.2 und Kiirzen von Wegen, Aufgabe 3.1.13), und

dann erst recht als Wege in X, d.h. [0 * 7] = [0’ * 7] — unsere Abbildung ist also
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wohldefiniert. Da w der Endpunkt von ¢ ist, kommutiert das Diagramm

wHy) x W =2 X

pPryy ju

w X

in Set.

(i) @ ist injektiv: Gelte ®([7], w) = ®([y'],w’) fir ([v],w), ([Y],w') € v (y) x W,
also [0 % v] = [0’ * ], wobei 0 bzw. 0’ Wege in W von y nach w bzw. w' sind.
Kommutativitit des obigen Diagramms zeigt w = w’, und es folgt [6] = [¢'] in
m (X, y,w) wie oben erklirt. Kiirzen von Wegen (Aufgabe 3.1.13) liefert [y] =
[7]. Also ist ® injektiv.

(ii) Das Bild von ® ist u~*(WW): Die Inklusion im ® C u~*(W) ist trivial. Sei [y] €
u” (W), fiir einen Weg ~: [0,1] — X mit Anfangspunkt v(0) = z. Sei w :=
v(1) = u([y]) € W sein Endpunkt. Da W wegzusammenhéngend ist, gibt es
einen Weg § in W von w nach y. Es folgt ®([§ * 7], w) = [0 * 6 x 7] = [7].

Wir versehen u™!(y) = m (X, x,y) im Folgenden mit der diskreten Topologie.*

(iii) @ ist stetig. Es geniigt zu zeigen, dass ®~1(U(«, V) offen ist (siehe 2.8.11), fiir
jeden Weg o mit Anfangspunkt «(0) = x und jede offene Umgebung V' seines
Endpunktes a(1). Sei ([7],w) € @1 (U(a, V)) fiir ([7], w) € u=t(y) x W, also [§*
7] = [B*a] fiir Wege §: [0,1] — W von y nach w und : [0, 1] — V von «(1) nach
w. Dann gilt w € W N Ve X. Sei W”@ X eine offene wegzusammenhéngende
Umgebung von w in X mit W” C W N V; eine solche existiert nach 5.2.5.(c).
Dann gilt ®([y] x W) C U(a, V), denn fiir jedes w” € W" existiert ein Weg
0’2 [0,1] — W” von w nach w” und es gilt ®(([y],w”) = [0'«xdx~] = [0’ *f*a] €
U(a, V). Da [y] x W eine offene Umgebung von ([7],w) in u™!(y) x W ist, gilt
O (U(a,V))cut(y) x W wie gewiinscht.

(iv) @ ist offen. Da X und damit W lokal wegzusammenhéngend ist, bilden die
wegzusammenhédngenden offenen Teilmengen von W eine Basis der Topologie
von W (nach 5.2.5.(c)). Sei W"”@ W eine solche wegzusammenhéngende offene
Teilmenge und sei [y] € v~ (y) = 7 (X, z,y). Dann gilt ®([y] x W") = U(B *
v, W) fiir jeden Weg 5: [0,1] — W mit 5(0) = y und (1) € W”. Da die
Mengen der Form [y] x W eine Basis der Topologie von u~!(y) x W bilden, ist
® offen. _

Also ist @ ein Homéomorphismus auf sein Bild v~ (W)@ X. Dies zeigt, dass u eine

Uberlagerung ist.

Ende der 21. Vorlesung am 04.07.2019. B
Zu zeigen bleibt, dass X einfach zusammenhéngend ist. Sei 7 := [¢,] € X die Homotopie-
klasse des konstanten Weges. Es gilt u(z) = x. Sei w: [0,1] — X ein Weg mit Anfangspunkt
x. Definiere w;: [0,1] — X durch wy(t) = w(st) fiir s € [0, 1]. Definiere
(5.2.3) @:[0,1] = X,
S > [ws].

80A posteriori wird klar, dass dies auch die von X auf u~1(y) induzierte Topologie ist.
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Diese Abbildung ist stetig (Aufgabe 5.2.15) und ein Weg von w(0) = [wo] = [e;] = ¥ nach
(1) = [w1] = [w]. Insbesondere ist X wegzusammenhingend.
Wegen u([w(s)]) = [ws](1) = ws(1) = w(s) kommutiert das Diagramm

(X,7)

-
([0,1],0) == (X, 2)

Top,.. Mit anderen Worten ist @ der eindeutige (stetige) Lift von w mit Anfangspunkt z. Es
gilt also w.Z = [w] fiir den Transport entlang w. Aus w.Z = 7 (fiir w notwendig eine Schleife bei
x) folgt also [w] = [,] in X und damit in 7 (X, z), der Stabilisator von Z in 7y (X, z) ist also
trivial. Nach Satz 5.1.8.(a) folgt 7, (X, %) = 1. Somit ist X ecinfach zusammenhéngend. [

Korollar 5.2.13. FEin lokal zusammenziehbarer Raum ist genau dann einfach zusammen-
hingend, wenn er zusammenhdngend und tiberlagerungstrivial ist.

5.2.14. Insbesondere stimmen fiir zusammenhéngende, lokal zusammenziehbare Rdume die
Begriffe einfach zusammenhdngend und dberlagerungstrivial iiberein.

Beweis. Lokal zusammenziehbare Rdume sind lokal wegzusammenhéngend. Somit liefert Ko-
rollar 5.2.9 die Implikation =.

Sei umgekehrt X ein lokal zusammenziehbarer, zusammenhéngender und tiberlagerungs-
trivialer Raum. Nach Satz 5.2.11 existiert eine Uberlagerung X — X mit X einfach zu-
sammenhéngend. Da X {iberlagerungstrivial ist, folgt X X xF als Uberlagerungen von
X, wobei F ein diskreter Raum ist. Da X zusammenhéngend ist, besteht F' aus genau
einem Punkt. Also ist X — X ein Homdoomorphismus, und X ist ebenfalls einfach zusam-
menhéngend. ([l

Aufgabe 5.2.15. Die Abbildung &: [0,1] — X, siche (5.2.3) im Beweis von Satz 5.2.11, ist
stetig.

Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.3.15, Decktransformationen am Beispiel einer Uberlagerung der Acht

(2) Aufgabe 5.1.11, Monodromieoperation am Beispiel einer Uberlagerung der Acht

(3) Aufgabe 5.2.8, im Liftbarkeitskriterium in Satz 5.2.6 kann nicht auf die Vorausset-
zung, dass Y lokal wegzusammenhéngend ist, verzichtet werden, Gegenbeispiel War-
schauer Kreislinie

(4) Aufgabe 5.2.15, w ist stetig (falls wir soweit kommen, sonst gibt es die Punkte gratis)

Korollar 5.2.16. Sei p: X — X eine Uberlagerung eines zusammenhdngenden, lokal zu-
sammenziehbaren Raums X. Dann sind dquivalent:

(a) X st einfach zusammenhdngend,
(b) p ist universell.

Beweis. (a) = (b): Da jeder lokal zusammenziehbare Raum lokal wegzusammenhéngend ist,
folgt dies aus Korollar 5.2.10.
(b) = (a): Nach Satz 5.2.11 gibt es eine universelle Uberlagerung w: X — X mit X

ist einfach zusammenhéngend. Sei p universell. Dann sind X und X als Uberlagerungen
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von X isomorph (siehe 4.4.6). Insbesondere sind X und X homaomorph, und X ist einfach
zusammenhéangend. 0

Satz 5.2.17. Sei X ein zusammenhdngender, lokal zusammenziehbarer Raum, und seiu: X -
X eine universelle Uberlagerung (eine solche existiert nach Satz 5.2.11).

(a) (Fundamentalgruppe als Deckbewegungsgruppe der/einer universellen Uberlagerung)
Dann ist die Fundamentalgruppe von X isomorph zur Gruppe der Deckbewegungen
von X. Genauer gibt es fiir jeden Punkt v € X und jede Wahl T € u=*(x) genau
einen Gruppenisomorphismus

c=cz: m(X, 1) = Autcoyy (X),

mit c(y) "7 = 4.7 fiir alle v € m (X, ).

(b) (Konstruktion von Uberlagerungen) Weggelassen, da es eh aus der punktierten Faser-
funktor-Aquivalenz folgt, siehe 5.3.30. Seien x € X und T € u™'(x) und ¢ = cz wie
in Teil (a). Sei H C m(X,x) eine Untergruppe. Dann ist

¢: X = c(H)\X - X,
] = Hy — u(y),
eine zusammenhingende (surjektive) Uberlagerung, und der induzierte (injektive)

Gruppenmorphismus m(q): Wl()?,if\) — m(X,x) hat als Bild die Untergruppe H,
wobei T :=[T] = c¢(H).x € X.

Beweis. (a): Nach Aufgabe 4.4.7 operiert G := AutCOVX()?) topologisch frei auf X, und die

Abbildung @: G\X — X, [z] = Gz — u(z), ist ein Homdomorphismus. Wir erhalten also
ein kommutatives Diagramm

X - X
G\X — X.

Da X einfach zusammenhéngend ist (Korollar 5.2.16), folgt die Aussage aus den Punkten
(a) und (d) von Satz 5.1.12.

(b) Mit G operiert auch die Untergruppe c(H) C G topologisch frei auf X. Nach Auf-
gabe 4.2.21 (Losung steht dort) ist ¢(H)\X — G\X eine Uberlagerung, also auch die Ver-
kniipfung

¢: c(HN\X - G\X 5 X.
Nach Definition kommutiert das Diagramm
)’Z T

3
X,

also ist r ein Morphismus in Covy. Da r stetig und surjektiv ist, ist mit X auch X zusam-

menhéngend (Proposition 2.6.6). Fiir v € m (X, ) sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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v € imm(q);

7.2 =T (nach Satz 5.1.8.(a));

v.Z € r~1(Z) (nach Lemma 5.1.2.(d
c(y) € c(H) (wegen rH7) = ¢
Operation;

e v € H (weil ¢ Isomorphismus).

)i

H).Z und c¢(y)"'.Z7 = ~.Z und Freiheit der G-

Dies zeigt H = imm(q). O

5.2.18. Ist zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz 5.2.17 noch X zusammenhéangend,
so operiert m (X, z) nach Satz 5.1.8.(b) transitiv auf «~!(x), fiir jedes € X (die Faser ist

nicht leer, da u surjektiv ist). Nach Satz 5.2.17.(a) operiert also auch Autcey, (X) transitiv
auf u~(z). Dies bedeutet, dass u: X — X eine normale Uberlagerung ist (Definition 4.3.13).

5.2.19. Zwei Untergruppen H, H' einer Gruppe G heilen konjugiert, wenn es ein Element
g € G mit gHg™' = H' gibt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Untergruppen von G.

Satz 5.2.20 (Klassifikation von Uberlagerungen). Wir beweisen diesen Satz nicht hier, denn
er folgt leicht aus der Faserfunktor-Aquivalenz (die fiir meinen Geschmack eh das Hauptre-
sultat der Uberlagerungstheorie darstellt), siehe 5.3.24 und 5.3.30.

Sei X ein zusammenhdngender, lokal zusammenziehbarer topologischer Raum, und sei
x € X. Dann gelten:

(a) Die folgende Abbildung ist eine Bijektion

{ Zusammenhingende punktierte Uberlagerungen von (X, z)}  {Untergruppen von m (X, 2)},

Isomorphie in Cov x g
[p: (X,7) — (X, 36’)] = im(m(p)).

(b) Die folgende Abbildung ist eine Bijektion

{ Zusammenhingende Uberlagerungen von X} ~ { Untergruppen von m (X, z)}

9

Isomorphie in Covx Konjugation
[p: X - X} > [im(m(p))},

wobei fiir die Berechnung des Bildes von m(p): m (X, %) — m(X,z) ein belicbiger
Punkt ¥ € p~'(z) der Faser iiber x gewdhlt werde.
81

Beweis. Wir erinnern daran, dass jede zusammenhéngende Uberlagerung von X lokal zu-
sammenziehbar — insbesondere lokal wegzusammenhéngend — und wegzusammenhéngend ist
(4.1.13 und 5.2.4).

811y Biichern findet man oft fiir eine Galois-Uberlagerung eine ,,Galoisverbindung® zwischen Zwi-

scheniiberlagerungen (bis auf Aquivalenz) und Untergruppen der Deckbewegungsgruppe der gegebenen

Galois-Uberlagerung (wie in der klassischen Galois-Theorie fiir Kérpererweiterungen). Dies kann man leicht

aus der Faserfunktor-Aquivalenz aus Satz 5.3.22 folgern, siche Aufgaben 5.3.32 und 5.3.33. Ist man an punk-

tierten Uberlagerungen interessiert, verwende man die Punktierte-Faserfunktor-Aquivalenz aus Satz 5.3.28.
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(a) Wohldefiniertheit: Seien p: (X, %) — (X, z) und ¢: (X, %) — (X, z) isomorphe (zusam-
menhangende) punktierte Uberlagerungen. Dann gibt es einen Isomorphismus f: (X z) —
(X,a:) in Cov(xz), und es folgt m(p) = mi(q) o m1(f), wobei m(f) ein Isomorphismus ist.
Also haben 7 (p) und 7 (q) dasselbe Bild.

Injektivitat (es geniigt hierfiir, X als zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend
anzunechmen): Seien p: (X, %) — (X, ) und ¢: (X, %) — (X, 2) zusammenhéingende punk-
tierte Uberlagerungen mit im(7; (p)) = im(m;(¢)). Nach dem Liftbarkeitskriterium in Satz 5.2.6
gibt es eindeutige Morphismen f: (X,%) — (X 7) und g: (X 7) — (X,%) punktierter
Uberlagerungen, deren Verkniipfungen g o f und g o f notwendig die jeweiligen Identitéten
sind. Also sind diese beiden gegebenen punktierten Uberlagerungen isomorph.

Surjektivitat: Dies folgt direkt aus Satz 5.2.17.(b).

(b) Wohldefiniertheit: Da wir nach (a) bereits wissen, dass isomorphe zusammenhéngende
punktierte Uberlagerungen dieselbe Untergruppe in 7r1(X x) liefern, geniigt es zu zeigen,
dass fiir jede Zusammenhangende Uberlagerung p: X — X und beliebige y, 2 € p~!(z) die
Bilder von 71 (p): m(X,y) — (X, z) und m(p): m (X, z) — m (X, z) konjugiert sind. Da
X wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg RS Q()? ,Y,2). Dann ist p o5 eine Schleife
bei z. Setze g := [po 7] € m (X, x). Betrachte das Diagramm

[a]— h*a*w]

m(X,y) (X, 2)
lm(p) Lm(p)
(X, @) =2 (X, )

in Grp. Es ist offensichtlich kommutativ, und seine obere Horizontale ist der Basispunktwech-
selisomorphismus aus Proposition 3.1.19. Es folgt, dass die beiden Bilder der (injektiven)
Vertikalen konjugiert sind.

Surjektivitat: Klar nach (a).

Injektivitit: Sei p: X — X eine zusammenhingende Uberlagerung. Seien y € p~*(z) ein
Punkt und sei H das Bild von m(p): m(X,y) — m(X,z). Sei g € m (X, z) beliebig. Sei
7 eine Schleife bei x mit g = [y]. Sei ¥ = 7, der eindeutige Lift von v mit Anfangspunkt
y (Existenz nach Lemma 4.4.13 und Satz 4.4.16 bzw. nach dem Liftbarkeitskriterium in
Satz 5.2.6). Sei z := 7(1). Wir sind nun in derselben Situation wie in Beweis der Wohldefi-
niertheit, und das dortige kommutative Diagramm zeigt, dass gH g~ ! das Bild der dortigen
rechten Vertlkalen ist.

Ist g: X — X eine weitere zusammenhingende Uberlagerung von X, ist T € X ein Punkt,
und ist das Bild von 7 (¢) konjugiert zu H, so kénnen wir nach dem Oblgen durch geeignete
Wahl des Basispunkts y in X erreichen, dass m(q) = H gilt. Injektivitét in (a) liefert dann
X > X als Uberlagerungen von X. U

5.3. Der Faserfunktor als Aquivalenz von Kategorien.

5.3.1. Ziel ist cler Satz liber den Faserfunktor 5.3.22. Dieser ist fiir meinen Geschmack der
Hauptsatz der Uberlagerungstheorie.
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Lemma 5.3.2. Sei

(5.3.1) y .

|
ST

S

ein kommutatives Diagramm in Top. Fiir jede Teilmenge U C T betrachte das induzierte
kommutative Diagramm

(5.3.2) N U)) ——=p~H(U)

in Top (beachte f~H(p~'(U)) =q (g7 (U))). Dann gelten:
(a) Ist (5.3.1) kartesisch, so auch (5.3.2).

(b) Ist U eine offene Uberdeckung von X, so dass (5.3.2) fir alle U € U kartesisch ist,
so ist auch (5.3.1) kartesisch.

Beweis. (a) Man kann dies einfach direkt beweisen. Ein abstrakter Beweis geht wie folgt:
Betrachte den Wiirfel mit kommutativen Seitenflichen, der die beiden angegebenen Dia-
gramme als Vorder- und Riickseite hat. Die vier anderen Seiten des Wiirfels sind kartesisch
(Beispiel 3.7.6). Nun verwende Transitivitdt von Kartesianitét 3.7.8.

(b) Ist Z ein topologischer Raum mit stetigen Abbildungen o: Z — S und x: 7 — X
mit go o = po x. Fiir jedes U € U kommen die induzierten stetigen Abbildungen von
o (g7 (U)) = x " *(p~(U)) in die rechte und untere Ecke von (5.3.2) von einer eindeutigen
stetigen Abbildung hy: o7 (g7 (U)) = x'(p~ ' (U)) — f~(p~'(U)). Fiir alle U,V € U
stimmen hy und hy auf dem gemeinsamen Definitionsbereich nach (a), angewendet auf
U NV, iiberein. Also sind die Abbildungen (hy)yey von genau einer stetigen Abbildung
h: Z — Y induziert (Proposition 2.4.13.(a)). Diese erfiillt o h = o und foh = x wie
gewiinscht. Die Eindeutigkeit ist leicht zu sehen. 0

Proposition 5.3.3. Sei f: Y — X ein Morphismus in G-Top, wobei G eine Gruppe ist. Ist
X ein topologisch freier G-Raum, so ist das Diagramm

y 1 . x
|
a\y —L-a\x

in Top kartesisch, dessen Vertikalen die Morphismen in die jeweiligen Bahnenrdume sind
und dessen untere Horizontale die von f induzierte Abbildung auf den Bahnenrdumen ist.

(Bereits bekannt ist, dass G dann auch topologisch frei auf Y operiert und die Vertikalen
Uberlagerungen sind (Aufgabe /.2.2/, Satz 4.2.15).)

Beweis. Sei x € X beliebig. Sei U C X eine offene Umgebung von x mit G x U — X injektiv
(Aquivalent: U N gU # @ impliziert g = e).
Fiir jedes y € f~1(U) ist dann f~'(U) eine offene Umgebung mit G x f~1(U) — X
injektiv (iquivalent: f~(U)Ngf~1(U) # @ impliziert g = ¢); dies rechnet man sofort unter
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Verwendung der G-Aquivarianz von f nach (dies 16st Aufgabe 4.2.24). Insbesondere operiert
G topologisch frei auf Y.

Wir kénnen also die Erkenntnisse aus dem Beweis von Satz 4.2.15 sowohl auf U als auch
auf f~1(U) anwenden (der Fall f~}(U) = @ kann hier auftreten, verursacht aber keine
Probleme).

Da die Mengen der Form p(U) eine offene Uberdeckung von G\ X bilden, geniigt es nach
Lemma 5.3.2.(b), Kartesianitit des Diagramms

(5.3.3) ¢ (a(fHU) L= ()

L)
zu zeigen, wobei f (p(U)) = q(f~*(U)) verwendet wurde.

Die horizontalen Homéomorphismen in (4.2.1) zeigen, dass (5.3.3) genau dann kartesisch
ist, wenn

Gx )L axu

!

1) u
kartesisch ist. Diese letzte Bedingung ist offensichtlich erfiillt. U
Lemma 5.3.4. Se:
vy Lo x
ql pL
ST

ein kartesisches Diagramm in Top, so dass p im folgenden Sinne lokale Schnitte hat: Jeder
Punkt t € T' hat eine Umgebung U in T, so dass es eine stetige Abbildung s: U — X mit
pos=idy ¢ibt*>. Dann gilt: Ist f eine Uberlagerung, so auch g.%

Beweis. Seien t, U und s wie oben. Betrachte das Diagramm

gl

g H(U)—U
I
y L . x
o
s .

dessen gestrichelter Morphismus in den Pullback Y der eindeutige Morphismus ist, so dass
die Verkniipfung der linken vertikalen Pfeile die Inklusion ¢~'(U) C S ist und das obere
Quadrat kommutiert. Da das duflere Rechteck offensichtlich kartesisch ist (Beispiel 3.7.6),

82genauer ist hier p die Restriktion p~*(U) — U
83Die Umkehrung ist bereits bekannt, siche Aufgabe 4.1.7).
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liefert Transitivitdt von Kartesianitét 3.7.8, dass auch das obere Quadrat kartesisch ist. Ist
f eine Uberlagerung, so ist also auch sein Pullback g| eine Uberlagerung (Aufgabe 4.1.7).
Da t € T beliebig war, zeigt dies, dass g eine Uberlagerung ist. U

Satz 5.3.5. Sei X ein zusammenhdngender, lokal zusammenziehbarer Raum und sei u: X =
X eine universelle Uberlagerung. Seien v € X und ¥ € u™'(x). Sei

(5.3.4) c=cz: m(X,7) S Autoe, (X),

der eindeutige Gruppenisomorphismus mit c(y)™'.Z = .7 fiir alle v € m (X, z) (Evistenz

nach Satz 5.2.17.(a)).

(a) Sei M € m,(X,x)-Set. Versich M mit der diskreten Topologie und betrachte X x M
als m (X, z)-Raum per

v.(y,m) = (c(7).9,7.m)

fir v € m (X, x), J€ X, me M. Dann ist

(5.3.5) q=qu: QM) == m(X,2)\(X x M) = % — X,
(5.3.6) [y, m] = p(y),

eine Uberlagerung, deren Faser iber x als m (X, xz)-Menge zu M isomorph ist: Ge-
nauer ist die Abbildung

(5.3.7) mes M = g7 (@) = F(Q(M)),
m— [z, m],

ein Isomorphismus in m (X, x)-Set, wobei F' = F, der Faserfunktor (5.1.1) ist.
(b) Ist f: M — N ein Morphismus in 7 (X, x)-Set. Dann ist

QM) — Q(N),
[y, m] = [y, f(m)],
ein Morphismus in Covy.
Insbesondere ist
(5.3.8) Q: m (X, x)-Set — Covy
M Q(M) = m (X, )\(X x M),

ein Funktor (er hingt von u: X — X, v € X und ¥ € u™'(z) ab).

Beweis. Nach Aufgabe 4.4.7 operiert G := Autceyy ()Z' ) topologisch frei auf X — dasselbe
gilt dann auch fiir die Operation von (X, x) auf X per 7.y := ¢(v).y — und die Abbildung

p: G\)? — X, [z] = Gz — p(x), ist ein Homéomorphismus. Fiir M € (X, x)-Set erhalten
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wir das kommutative Diagramm

(5.3.9) XxM—ﬁT T
QM) = G\ X —2= X.

Beachte, dass pr eine 7 (X, z)-Aquivariante Abbildung ist. Nach Proposition 5.3.3 (und wegen
m (X, 2)\X = G\X) ist das linke Quadrat kartesisch. Da pr eine (triviale) Uberlagerung ist
und v als Uberlagerung lokale Schnitte hat, ist nach Lemma 5.3.4 auch Pr eine Uberlagerung,
und dasselbe gilt dann fiir ¢ = q,.

Da pr eine triviale Uberlagerung ist, ist auch u o pr eine Uberlagerung (vgl. aber Aufga-
be 4.1.8). Auch r ist eine Uberlagerung (als Pullback von u oder als Quotient nach einer
topologisch freien Gruppenoperation). Also sind

QM) & X x M X
Morphismen in Covy. Anwenden des Faserfunktors F' = F, liefert Morphismen
¢ Hz) < ut(2) X My 2 ul(2)

in (X, x)-Set, wobei m (X, z) auf dem rechten Faktor M = M, der mittleren Menge
trivial operiert: Sind v € Q(X, z) und (§,m) € X x M gegeben und ist 7 = 7y der eindeutige
Lift von v mit Anfangspunkt y (beziiglich u), so ist ¢t — (7(¢), m) der eindeutige Lift von ~
mit Anfangspunkt (7, m), sein Endpunkt hat also ebenfalls m als zweite Komponente.

Da das dufiere Rechteck in (5.3.9) kartesisch ist, geht die Faser 7 x M der oberen Horizon-
talen tiber = isomorph auf die Faser der unteren Horizontalen tiber z. Also ist (5.3.7) eine
Bijektion von Mengen (man kann dies auch einfach direkt nachrechnen). Sie ist dquivariant,
denn es gilt (die erste Gleichung gilt, da r 7 (X, x) dquivariant ist, die zweite nach Definition

von ¢ = ¢z, und die dritte nach Definition der Operation von (X, z) auf X x M)
7 [ m] = (1. m] = [e(y7).m] = [7,7.m].

fir m € M und v € m (X, x). Dies zeigt den ersten Teil des Satzes. Die restlichen Aussagen
sind dann offensichtlich. 0

Satz 5.3.6. Seien die Annahmen wie in Satz 5.5.5. Sei p: Y — X eine Uberlagerunyg.
Da ULX — X universell ist, gibt es fiir jedes y € p~*(z) genau einen Morphismus £, =
(X, z) = (Y,y) in Covixy). Dann ist
XX xpHz) =Y,
(a,y) = ly(a),
stetig und konstant auf w1 (X, x)-Bahnen und induziert einen Isomorphismus
(5.3.10) ey: QF(Y)) =m(X, :1:)\()? xp Hz)) =Y,
[a,y] = £y(a),

in Covx.
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Beweis. Fiir v € m(X,x) und y € p~!(z) gilt

by y(@) = 7.y = 7.4 (T) = £,(7.7) = £,(c(7)7}(@)).
Es folgt
lyy="0,0c(y)™!

da X universell ist und beide Seiten Morphismen in Covx sind, die bei ' iibereinstimmen.
Fiir (a,y) € X x p~'(x) und v € m (X, z) folgt

Aa,y) = £y(a) = by y(c(y)(a) = Mc(V)(@),7-y) = A(v-(a, ).

Also ist A konstant auf 7 (X, z)-Bahnen. Da p~'(z) die diskrete Topologie trigt und alle ¢,
stetig sind, ist A stetig. Also ist die induzierte Abbildung ey stetig. Da jedes ¢, ein Morphis-
mus von Uberlagerungen von X ist und wir bereits wissen, dass Q(F(Y)) eine Uberlagerung
ist (Satz 5.3.5), ist €y ebenfalls ein Morphismus von Uberlagerungen. Als solcher ist ey of-
fen 4.3.11. Es geniigt also zu zeigen, dass €y bijektiv ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass A
surjektiv ist und als Fasern genau die 7 (X, z)-Bahnen hat.

Ende der 22. Vorlesung am 09.07.2019, Proposition 5.3.3 flott bewiesen, dabei auch f
Uberlagerung = f Uberlagerung mltbevvlesen

A ist surjektiv: Seiy € Y. Da u: X — X surjektiv ist, gibt es ein a € X mit u(a) = p(y).
Sei f: (X,a) — (Y,y) der eindeutige Morphismus in Cov x ,(,)). Es folgt f(Z) € p~!(x) und
[ = {y(z). Dies liefert wie gewiinscht

Ma, f(7)) = U@ (a) = fa) = y.

Die Fasern von A sind die 7, (X, z)-Bahnen: Seien a,a’ € X und y,y € p~!(x) mit
Ma,y) = Xd',y'), also {y(a) = £, (a’). Es folgt u(a) = p(£y(a)) = p(ly(a’)) = u(a’). Also
gibt es genau einen Morphismus (X, a) — (X, d) in Cov(x,u(a)), der ein Isomorphismus sein
muss (vgl. Aufgabe 4.4.7). Sei v € (X, x) sein Urbild unter dem Isomorphismus ¢, siche
(5.3.4). Es gilt

Betrachte das Diagramm

(X, a) 2y

\
cml = (Y, 4, (a))
(X, a)

in Cov(x,u(a))- Es ist kommutativ, da X universell ist. Es gilt also

Y= 0,() = by (c()(@)) = by(v13) = 7y (@) =7
Wie gewiinscht folgt
v-(a,y) = (c(v)(a),v.y) = (a"y)).

122



Definition 5.3.7. Seien F, G: C — D Funktoren. Eine natiirliche Transformation
7: F' — @G ist eine Familie (7¢)ceonje von Morphismen 7¢: F(C') — G(C) in D, so dass das
Diagramm

F(C)—~G(0)
F(f)t G(f)t
F(C") - G(C)
in D fiir alle Morphismen f: C'— C" in C kommutiert.
Die Kategorie Fun(C, D) der Funktoren von C nach D wird mit den natiirlichen Transfor-
mationen als Morphismen in offensichtlicher Weise eine Kategorie. Ein Morphismus von

Funktoren ist ein Morphismus in dieser Kategorie, also eine natiirliche Transformation. Die
[somorphismen in dieser Kategorie werden Isotransformationen genannt.

5.3.8. Eine natiirliche Transformation 7 = (7¢)cec ist genau dann eine Isotransformation,
wenn alle Morphismen 7o Isomorphismen sind.

Lemma 5.3.9. Seien die Annahmen wie in Satz 5.5.5. Dann definieren die Isomorphismen
(5.3.7), fir M € m (X, x)-Set, eine Isotransformation

n: id = id7T1(X,$)-Set — FOQ

von Endofunktoren von mi (X, x)-Set®; die Isomorphismen (5.3.10), fir Y € Covy, definie-
ren eine Isotransformation
e: Qo F = id = idcoyy

5

von Endofunktoren von Covx™.

Beweis. Ist f: M — N ein Morphismus in 71 (X, z)-Set, so ist das linke Diagramm kommu-
tativ, wie die rechts angedeutete Rechnung zeigt.

M 25 F(Q((M)) m——— (%, m]
f F(Q(f))l fl F(Q(f))l
N -2~ F(Q(N)) flm) == 7, f(m)]

Dies zeigt, dass 7 eine natiirliche Transformation ist. Weil alle Morphismen 7,; Isomorphis-
men sind ((5.3.7) in Satz 5.3.5), ist 1 nach 5.3.8 eine Isotransformation.
Ist f: Y — Z ein Morphismus von Uberlagerungen p: ¥ — X und ¢: Z — X, so gilt

_
Foly =Ly

fiir alle y € p~'(z) (siche Satz 5.3.6 fiir die Definition von /¢ und l%,)- Das Diagramm samt
Rechnung

QF(Y) ===V [a, y] ">t (a)
Q(F(f))l f Q(F(f))l !
QF(2) =22 [a, F(y)] === 15, (a) = f(£5(a)

84als0 einen Isomorphismus in Fun(m (X, z)-Set, 71 (X, z)-Set)
8%also einen Isomorphismus in Fun(Covx, Covx)
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zeigt, dass ¢ eine natiirliche Transformation ist. Wie oben ist € wegen des Isomorphismus
(5.3.10) in Satz 5.3.6 eine Isotransformation. O

Lemma 5.3.10. Scien die Annahmen wie in Satz 5.5.5. Dann kommutieren fiir jedes M €
m1 (X, x)-Set und jedes Y € Covx die Diagramme (wobei wir einige Klammern weglassen)

Qnm

QM =5 QFQM und FY 2 FQFY
% lQ k LFEY
QM FY
in Covy bzw. m (X, x)-Set.
Beweis. Fiir m € M muss der Morphismus
(X,7) (X x M, (Z,m)) = (QM, [#,m))

in Cov(x ) mit {3, tibereinstimmen (wir haben in der Diskussion des Diagramms (5.3.9)

b—(b,m)
_—

gesehen, dass diese drei Réume Uberlagerungen von X sind). Die Verfolgung eines Elements
la,m] € QM durch das linke Diagramm

[a,m] —2 [q, 7, m)]

[EQM

lmi(a) = la,m],
zeigt die Kommutativitéit dieses Diagrammes.
Die Verfolgung eines Elements y € p~1(x) = FY durch das rechte Diagramm

nry ~
Yy — [T,y

]FEY

gy (f.i’/) =Y,
zeigt die Kommutativitédt dieses Diagramms. 0J
Definition 5.3.11. Seien C und D Kategorien. Eine Adjunktion (von Funktoren zwi-

schen C und D) ist ein Quadrupel (@, F,n,¢) bestehend aus

e cinem Funktor Q): C — D,

e cinem Funktor F': D — C,

e ciner natiirlichen Transformation 7: ide — F o (), genannt Eins,

e ciner natiirlichen Transformation ¢: () o ' — idp, genannt Koeins,

so dass die beiden Dreiecke

oM 2™ QFOM  wd  FY % FQFY

: cQm N lFsy
ldQJW dry

QM FY

fiir alle M € C und alle Y € D kommutieren (man nennt diese Kommutativitidtsbedingungen

oft Dreiecksidentititen). Man sagt dann auch, dass @) linksadjungiert zu F ist, oder
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dass F' rechtsadjungiert zu @) ist, oder dass (@, F') ein Paar adjungierte Funktionen ist.
Sind die Funktoren @: C — D, und F: D — C gegeben, so nennt man ein Paar (7, ) mit
den obigen Eigenschaften eine Adjunktion zwischen () und F.

5.3.12. Es gibt verschieden dquivalente Moglichkeiten, Adjunktionen zu definieren, siehe
etwa | | oder | ]. Oft wir die in 5.3.13 angedeutete Definition verwendet.

5.3.13. Ist (Q, F,n,¢) eine Adjunktion von Funktoren, so ist
vary: D(QM,Y) = C(M, FY),
f = F(f) O MM,

€y © Q(g) g,

fiir alle M € C und Y € D bijektiv. Genauer definieren die Morphismen v,y eine Isotrans-
formation

7: D(Q—-,?) = C(—, F?)

zwischen Funktoren C°? x D — Set. Eine solche Isotransformation ist (in kanonischer Weise)
dasselbe wie eine Adjunktion zwischen @) und F.

Beispiel 5.3.14. Der Freie-Gruppe-Funktor F: Set — Grp ist linksadjungiert zum Vergiss-
Funktor V: Grp — Set vermoge der folgenden Eins und Koeins: Die Eins idgey — V F
ist die Familie der universelle Menge-Gruppe-Abbildungen X — V F X, fir X € Set (siehe
Satz 3.8.10). Die Koeins F'V — idgyp, ist die Familie der Gruppenmorphismen F VG — G, fur
G € Grp (siehe (3.9.1)). Die dieser Adjunktion nach 5.3.13 zugeordnete Bijektion zwischen
Morphismenrédumen ist gerade die Bijektion (3.8.4).

5.3.15. Seien die Annahmen wie in Satz 5.3.5. Dann ist der Funktor
Q: m (X, x)-Set — Covx

linksadjungiert zum Faserfunktor F': Covy — (X, x)-Set vermoge der natiirlichen Trans-
formationen 1 und ¢ aus Lemma 5.3.9, denn diese erfiillen nach Lemma 5.3.10 die Dreieck-
sidentitaten.

In diesem (gliicklichen) Fall sind Eins und Koeins sogar invertierbar, also Isotransformatio-
nen. Im Allgemeinen ist dies fiir Adjunktionen nicht richtig, wie man etwa am Beispiel 5.3.14
sieht.

Definition 5.3.16. Ein Funktor F': C — D heifit treu/voll/volltreu, falls fiir alle Objecte
C,C" € C die Abbildung

Focor: Home(C,C") — Homp (F(C), F(C")),
= F(f),
injektiv /surjektiv/bijektiv ist.
Definition 5.3.17. Sei F': C — D ein Funktor zwischen Kategorien.

¢ Das essentielle Bild von F ist die volle Unterkategorie aller Objekte von D, die zu
einem Objekt F'(C), fiir ein geeignetes Objekt C' € C, isomorph sind.

Der Funktor F' heif3t
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e essentiell surjektiv (oder dicht), wenn das essentielle Bild von F' ganz D ist, wenn
es also fiir jedes Objekt D € D ein Objekt C' € C gibt, so dass D und F(C') isomorph
sind;

e Aquivalenz (von Kategorien), wenn er volltreu und essentiell surjektiv ist; notiert
wird eine Aquivalenz von Kategorien oft als F': C = D. Da es sich aber um keinen
Isomorphismus von Funktoren handelt, verwenden wir in diesem Skript die Notation
F:C—=D.

5.3.18. Kurz gesagt ist eine Aquivalenz also ein Funktor, der auf allen Morphismenmengen
bijektiv ist und alle Isomorphieklasen von Objekten trifft.

5.3.19. Jede Aquivalenz F: C = D von Kategorien induziert eine Bijektion
ObjC/ = = ObjD/ =,
[C] = [F(C)],
zwischen den Mengen der Isomorphieklassen von Objekten.

Beispiel 5.3.20. Sei C die Kategorie, deren Objekte die natiirlichen Zahlen sind, deren
Morphismenmeng C(m,n) gerade die Menge der (n x m)-Matrizen mit reellen Eintragen
sind, fir Objekte m,n € C, und deren Verkniipfung Matrizenmultiplikation ist. Sei vect(RR)
die volle Unterkategorie der Kategorie Vect(R) der reellen Vektorrdume, deren Objekte die
endlichdimensionalen reellen Vektorrdume sind. Dann ist

C 5 vect(R),
n+— R"
A+ (die durch A beschriebene lineare Abbildung),

einen Aquivalenz von Kategorien, wie der Leser hoffentlich — wenn auch in anderer Sprache
— in der Linearen Algebra gelernt hat.

Lemma 5.3.21. Sei (Q, F,n,¢) eine Adjunktion von Funktoren. Sind n und € Isotransfor-
mationen, so sind Q und F Aquivalenzen von Kategorien (in Vorlesung wohl nur: dann ist
F eine Aquivalenz von Kategorien). Genauer gilt:

(a) Ist n eine Isotransformation, so ist I essentiell surjektiv.
(b) Genau dann ist € eine Isotransformation, wenn F volltreu ist.*®

Analog gilt:

(a) Ist € eine Isotransformation, so ist Q) essentiell surjektiv.

(b) Genau dann ist 1 eine Isotransformation, wenn Q volltreu ist.%”

Beweis. Wir zeigen nur, dass F eine Aquivalenz von Kategorien ist, falls 7 und e Isotrans-
formationen sind (und iiberlassen den Beweis der restlichen (hoffentlich korrekten) Aussagen
dem Leser).

Sei n eine Isotransformation. Dann ist no: C' — FQC fiir jedes Objekt C' € C ein Isomor-
phismus. Also trifft F' jede Isomorphieklasse von Objekten.

86Genau dann sind alle ep, fir D € D Epimorphismen, wenn F' treu ist.
87Genau dann sind alle 7¢, fiir C' € C Monomorphismen, wenn Q treu ist.
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Sei ¢ eine Isotransformation. Wir zeigen, dass
F=Fpp:D(D,D)— C(FD,FD")

fiir alle D, D" € D bijektiv ist.
Injektiv: Sei a: D — D’ ein Morphismus in D. Dann kommutiert das Diagramm

Q(F(D)) —=D

Q(F(a))l al
QF(D")) 2~ D,

da e eine natiirliche Transformation ist. Da die Horizontalen Isomorphismen sind, kann
a=ep oQ(Fa))oep" aus F(a) berechnet werden. Also ist Fp pr injektiv.

Surjektiv: Sei b: F'D — F'D’ ein Morphismus in C. Sei a: D — D’ der eindeutige Mor-
phismus, der

QFD—2-D

QbL “
EDI v
QFD —= D'

kommutativ macht. Wende F' auf dieses Diagramm an und ergénze links durch ein kommu-
tatives Quadrat:

FD -2 FQFD =2~ FD

bt FQbL Fa

Fep

V
FD 2 pQFD 2 FDY

~

Da die horizontalen Verkniipfungen die jeweiligen Identitéiten sind, folgt b = Fa. Also ist
Fp pr surjektiv. O

Satz 5.3.22 (Faserfunktor ist Aquivalenz von Kategorien). Seien X ein zusammenhdngender,
lokal zusammenziehbarer topologischer Raum und x € X. Dann ist der Faserfunktor eine
Aquivalenz

F =F,: Covx = m(X,x)-Set,
pp i (2),

von Kategorien. Unter dieser Aquivalenz entsprechen die zusammenhingenden Uberlagerungen
den transitiven w1 (X, x)-Mengen.

Beweis. Sei u: X — X eine universelle Uberlagerung (Existenz nach Satz 5.2.11). Sei T €
X # . Nun sind die Annahmen von Satz 5.3.5 erfiillt. Nach 5.3.15 ist der Faserfunktor F
der rechtsadjungierte Funktor einer Adjunktion, deren Eins und Koeins Isotransformationen
sind, und somit nach Lemma 5.3.21 eine Aquivalenz von Kategorien. (Und auch @ ist eine
Aquivalenz von Kategorien.)

Ist p: Y — X eine zusammenhingende Uberlagerung, so ist Y wegzusammenhéngend
(nach 4.1.13 und 5.2.4) und die Faser F(Y) = p~!(x) ist nicht leer und nach Satz 5.1.8.(h)

transitiv.
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Ist M eine transitive 7 (X, z)-Menge, so ist fiir jedes m € M die Verkniipfung
X M) X x M — Q(M)
stetiger Abbildung stetig und surjektiv. Als Bild der zusammenhéngenden Menge X st
Q(M) zusammenhéngend. Ist also fiir eine Uberlagerung p: Y — X die Faser F(Y) eine

transitive 71 (X, x)-Menge, so ist Quelle und damit Ziel des Isomorphismus Q(F(Y)) 25 Y

eine zusammenhéngende Uberlagerung. 0

5.3.23. Sei G eine Gruppe. Fiir eine G-Menge M und ein Element m € M sei G,, der
Stabilisator von m in G. Es gilt Gy, = gG,g~" fiir alle g € G und m € M. Ist M tran-
sitiv, so bilden die Stabilisatoren von Elementen von M also eine Konjugationsklasse von
Untergruppen von G. Zwei transitive G-Mengen sind genau dann isomorph, wenn ihnen die-
selbe Konjugationsklasse von Stabilisatoren zugeordnet ist. Bezeichnet G-Set;, angitiv die volle
Unterkategorie von G-Set, die aus allen transitiven G-Mengen besteht, so ist also

~ 1Unt G
(5.3.11) G-Setpmmn = = LUBtCrgruppen von Gy
Konjugation
M~ [Gn],

eine Bijektion, wobei m € M beliebig gewahlt ist. In Worten sind transitive G-Mengen bis
auf Isomorphismus durch Konjugationsklassen von Untergruppen von G klassifiziert.

5.3.24. Seien X zusammenhéngend und lokal zusammenziehbar und z € X. Die Faser-
funktor-Aquivalenz aus Satz 5.3.22 induziert wie jede Aquivalenz von Kategorien eine Bi-
jektion zwischen den Isomorphieklassen von Objekten (siche 5.3.19). Die Isomorphieklassen
zusammenhingender Uberlagerungen von X entsprechen also bijektiv den Isomorphieklas-
sen transitiver G-Mengen. Mit der Bijektion (5.3.11) und Satz 5.1.8.(a) liefert dies einen
Alternativbeweis von Satz 5.2.20.(b).

Beispiel 5.3.25. Wir diirfen 5.3.24 auf X = S! und z = 1 anwenden. Weil m(S',1) & Z
abelsch ist, sind Untergruppen genau dann konjugiert, wenn sie gleich sind. Also gibt es fiir
jede Untergruppe von m;(S*, 1) bis auf Isomorphie genau eine Uberlagerung von S!. Eine
vollstandige Liste aller zusammenhingenden Uberlagerungen ist also durch (—)": St EiniN
St, fiir n € Ny, und Exp: R — S! gegeben. Mit der Faserfunktor-Aquivalenz kann man alle

Morphismen zwischen diesen Uberlagerungen ausrechnen. Beispielsweise gilt
Covs (=), (—)?) =2 (my (S, 1)-Set) ({£1, +i}, {+1},)

Die Morphismenmenge rechts kann man leicht berechnen: Sei a € 71(S', 1) der Erzeuger mit
Umlaufzahl 1. Dann operiert a auf {£1, +i} durch

I—=ir= —1= -1
und auf {+1} durch
l——-1—1
(und dadurch ist die Operation aller anderen Elemente eindeutig festgelgt). Es folgt leicht,
dass die Morphismenmenge rechts aus genau zwei Elementen besteht. Also gibt es genau
zwei Morphismen (—)* — (—)? von Uberlagerungen, namlich z — 2* und z = —2°. In die

andere Richtung gibt es keinen Morphismus von Uberlagerungen.
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Ende der 23. Vorlesung am 11.07.2019 (letzte Vorlesung).

Aufgabe 5.3.26. In der Notation von Beispiel 5.3.25 berechne man die folgenden Morphis-
menmengen:

e Covgi((—)™, (—)"), fiir m,n € Nyy;

e Covgi ((—)™, Exp), fir m € Noy;

° COVSI(EXP,( )™), fiir m € Ng;

e Covgi (Exp, Exp).
Danach berechne man alle Verkniipfungen. Damit ist die Kategorie aller zusammenhéngenden
Uberlagerungen von S* komplett bestimmt.

Bemerkung: Damit ist im Wesentlichen auch Covg: bestimmt, denn man kann jede Uber-
lagerung von S! in ihre (Weg-)Zusammenhangskomponenten zerlegen und so als disjunkte
Vereinigung (= Koprodukt) von zusammenhingenden Uberlagerungen schreiben (vgl. Aufga-
be 4.1.10). Jeder Morphismus zwischen zwei so zerlegten Uberlagerungen bildet jede Zusam-
menhangskomponente der Quelle in genau eine Zusammenhangskomponente des Ziels ab und
kann so durch Morphismen zwischen zusammenhiingenden Uberlagerungen beschrieben wer-
den. Diese Aussagen stimmen allgemeiner fiir lokal zusammenhéngende Raume als Basis; falls
die Basis X zusammenhéngend und lokal zusammenziehbar ist, entspricht die Zerlegung ei-
ner Uberlagerung in (Weg)Zusammenhangskomponenten unter der Faserfunktor-Aquivalenz
(Satz 5.3.22) der Zerlegung einer (X, x)-Menge in Bahnen.

Definition 5.3.27. Fiir eine Gruppe G sei G-Set, die Kategorie der G-Mengen mit ausge-
zeichnetem Basispunkt: Thre Objekte sind Paare (M, mg) bestehend aus einer G-Menge M
zusammen mit einem Punkt mg € M, und die Morphismen f: (M, mgy) — (N, ng) sind die
G-#quivarianten Abbildungen f: M — N mit f(mg) = no.*® Wir nennen Objekte dieser
Kategorie punktierte G-Mengen.

Satz 5.3.28 (Punktierter Faserfunktor ist Aquivalenz von Kategorien). Seien X ein zu-
sammenhdngender, lokal zusammenziehbarer topologischer Raum und x € X. Dann ist der
punktierte Faserfunktor eine Aquivalenz

F. = (F,).: Cov(xas — m(X,z)-Set,,
(p: (Voy) = (X, 2)) = (p7 ' (2), )

von Kategorien. Unter dieser Aquivalenz entsprechen die zusammenhingenden punktierten
Uberlagerungen den transitiven punktierten m (X, x)-Mengen.

Beweis. Der Beweis ist eine punktierte Variante des Beweises von Satz 5.3.22.

Seien u: X — X eine universelle Uberlagerung (Existenz nach Satz 5.2.11) und T €
u~!(z). Dann sind die Annahmen von Satz 5.3.5 erfiillt; insbesondere steht der Gruppeniso-
morphismus (5.3.4) zur Verfiigung. Der dortige Funktor @ (siehe (5.3.8)) hat die punktierte
Variante

Q. : m (X, x)-Set, — Cov(x )
(M, mp) — (Q(M) = m (X, z)\(X x M), [T, my)).

88Wir verlangen nicht, dass der Basispunkt ein G-Fixpunkt ist. Unsere Kategorie ist also nicht die Kate-
gorie der Objekte unter der einpunktigen G-Menge. Mit Hilfe des Vergiss-Funktors G-Set — Set kann man
sie aber als , Komma-Kategorie“ schreiben.
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Die Morphismen 7y, (siehe (5.3.7)) und ey (siehe (5.3.10)) sind mit ausgezeichneten Basis-
punkten kompatibel: Fiir jedes (M, mg) € mi (X, x)-Set, ist

Ntme): (M,me) = ¢~ (x) = Fu(Qu(M,my)),
m— [z, m],

ein Isomorphismus in 7 (X, z)-Set,, und fiir jedes (Y, y0) € Cov(x,) ist

Evan): Qu(F(Y,%0)) = (Y, 90),
[CL7 y] = fy(a)a

ein Isomorphismus in Cov(y . Diese Isomorphismen liefern eine Adjunktion (Q., F,n,¢),
deren Eins und Koeins sogar Isotransformationen sind. Also sind F, und (), nach Lem-
ma 5.3.21 Aquivalenzen von Kategorien.

Die letzte Behauptung wird wie im Beweis von Satz 5.3.22 bewiesen. U

5.3.29. Sei GG eine Gruppe. Zwei transitive punktierte G-Mengen (M, mg) und (N, ng) €
G-Set, sind genau dann isomorph, wenn die Stabilisatoren G,,, und G, gleich sind. Dies
liefert eine Bijektion

(5.3.12) (G-Sety ) sransitiv/ = — {Untergruppen von G},
(M, mo) —> Gmo-

5.3.30. Seien X zusammenhédngend und lokal zusammenziehbar und x € X. Die Punktierter-
Faserfunktor-Aquivalenz aus Satz 5.3.28 induziert eine Bijektion zwischen den Isomorphie-
klassen zusammenhingender punktierter Uberlagerungen und den Isomorphieklassen transi-
tiver punktierter G-Mengen. Mit der Bijektion (5.3.12) und Satz 5.1.8.(a) liefert dies einen
Alternativbeweis von Satz 5.2.20.(b). Auch Satz 5.2.17.(b) folgt leicht.

Aufgabe 5.3.31. Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Dann ist
o: H\{a € G |aHa™' C H} = (G-Set)(G/H,G/H),
Ha — (J(Ha): ng—>ga_1H>,

eine (wohldefinierte) Bijektion und genauer ein Isomorphismus von Monoiden, wobei die
Multiplikation links die offensichtliche (wohldefinierte) ist. Indem man die linke Seite per
Inversenbildung Ha + a~'H umschreibt, ist alternativ

o ({b e G| HbC bH}/H)Op ~ (G-Set)(G/H, G/H),
bH <p(bH): gH ng>,

ein Isomorphismus von Monoiden.
Ein Element bH der linken Seite ist genau dann invertierbar, wenn Hb = bH gilt. Es folgt
ein Isomorphismus

p: (Na(H) /H)°p ™ (G-Set)*(G/H,G/H),

bH > (,o(bH): gHr—>ng>,
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ein Isomorphismus von Gruppen, wobei Ng(H) := {b € G | bHb™' = H} der Normalisator
von H in G ist (dies ist die groBte Untergruppe von G, die H als Normalteiler enthélt).
Alternativ ist

0: Ng(H)/H = H\Ng(H) = (G-Set)*(G/H,G/H),
Ha=aH — (O’(CLH)I gH — ga™'H = gHa_l),
ein Isomorphismus von Gruppen.
Aufgabe 5.3.32. Sei X ein zusammenhéngender und lokal zusammenziehbarer topologi-

scher Raum und sei (Y,y) — (X, 2) eine zusammenhingende Uberlagerung. Dann gelten

(a) Die Automorphismengruppe Autcoyy (Y) ist isomorph zu N/m (YY), wobei N C
m (X, z) der Normalisator von 7 (Y, y) ist.

(b) Die Uberlagerung Y ist genau dann normal (siehe Definition 4.3.13), wenn 71 (Y, y) ein
Normalteiler in (X, x) ist, und in diesem Fall sind die beiden Gruppen Autcey, (Y)
und 71 (X, z)/m (Y,Y) isomorph.

Hinweis: Bemerkung 5.1.10 und Aufgabe 5.3.31.

Aufgabe 5.3.33. Zu ergénzen: Galoisverbindung zwischen Zwischeniiberlagerungen einer
Galoisiiberlagerung (bis auf Aquivalenz) und Untergruppen der Automorphismengruppe.

5.3.34. Seien die Annahmen wie in Satz 5.3.5. Betrachte den abstrakten Faserfunktor
(5.3.13) Covx(X,—): Covx — Set-Autco, (X)

(Wie operiert AutcOVX()z ) von rechts auf Covy(X,Y), fiir Y € Covx? Wie ist der Funktor
auf Morphismen definiert?) und den Funktor

E: Set-Autcoy, (X) — m (X, z)-Set,
M s E(M) = M,
wobei die (X, z)-Operation auf E(M) = M durch y.m := m o cz(7)™' gegeben ist. Da

¢ = cz ein Gruppenisomorphismus ist, ist £ ein Isomorphismus von Funktoren. Fiir eine
Uberlagerung p: Y — X betrachte die Auswertungsabbildung bei x

ev =evy = (evz)y: BE(Covy(X,Y)) = F(Y) = p~ (),
f= f(2),
Da X universell ist, ist diese Abbildung bijektiv. Sie ist sogar ein Isomorphismus von
71 (X, x)-Mengen, denn es gilt
ev(v.f) = (v.f) (@) = (foc(7)™)@) = f(7.7) = 7-f (&) = v.ev(f).
Es ist leicht zu sehen, dass die Familie von Abbildungen ((evz)y )yecovy €ine Isotransforma-
tion
EoCovx(X,—) = F,

definiert. Da der Faserfunktor F, nach Satz 5.3.22 eine Aquivalenz ist und da E ein Isomor-
phismus von Funktoren ist, ist auch der abstrakte Faserfunktor 5.3.13 eine Aquivalenz von

Kategorien. Man kann auch in Abwandlung der obigen Argumente direkt zeigen, dass der
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abstrakte Faserfunktor eine Aquivalenz von Kategorien ist. Dafiir reicht es sogar anzuneh-
men, dass der topologische Raum X eine universelle Uberlagerung X — X, man muss also
nicht fordern, dass X zusammenhéngend und lokal zusammenziehbar ist.

ANHANG A. ETwAS KATEGORIENTHEORIE

A.0.1. Die Kategorientheorie beschreibt grundlegende Konzepte, die in vielen Bereichen der
Mathematik vorkommen. Das Buch | ] ist sehr zu empfehlen.

A.1. Kategorien.

Definition A.1.1. Eine Kategorie C ist ein Datum bestehend aus
(a) einer Menge®™ Obj(C) von Objekten;
(b) einer Menge C(X,Y’) von Morphismen fiir je zwei Objekte X,Y € Obj(C);
(c) einer Abbildung

O =0xyz: C(}/, Z) X C(X, Y) — C(X, Z),
(9,f) = gof,
fiir je drei Objekte X, Y, Z € Obj(C), genannt Verkniipfung von Morphismen,

so dass die folgenden Bedingungen gelten:

(a) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt (fog)oh = fo(goh) fiir alle Morphismen
f, g, h, fiir die diese Verkniipfungen sinnvoll sind.

(b) Fiir jedes Objekt X gibt es einen Morphismus idyx € C(X, X), die Identitit von X,
so dass idy o f = f und g oidx = g fiir alle Morphismen f und g gilt, fiir die diese
Verkniipfungen sinnvoll sind.”

A.1.2. Die Identitét eines Objekts X einer Kategorie ist eindeutig bestimmt (sind idy und
id’y Identitdten von X, so gilt idy = idx o id’y = id'y).

Notation A.1.3. Wir schreiben oft X € C fir X € Obj(C). Seien X,Y € C. Statt f €
C(X,Y) sagen wir auch, dass f ein Morphismus von X nach Y ist und schreiben kurz
f: X — Y. Man nennt Morphismen deswegen manchmal Pfeile. Man schreibt oft g f statt
go f und id statt idx. Die Notation Hom¢ (X, Y') statt C(X,Y) ist verbreitet, wir werden sie
aber in dieser Vorlesung eher vermeiden.

Definition A.1.4. Ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C heifit Isomorphismus
oder invertierbarer Morphismus, notiert f: X = Y, falls es einen Morphismus ¢: ¥ — X
mit gf = idx und fg = idy gibt. Ein solches ¢ ist eindeutig, selbst ein Isomorphismus,
wird Inverses von f genannt und als f~! notiert. Zwei Objekte X und Y von C heien
isomorph, falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Ein Endomorphismen ist ein Morphismus eines Objekts X in sich selbst, also ein Mor-
phismus f: X — X. Die Menge aller Endomorphismen von X wird oft als End¢(X) =
C(X) := C(X, X) notiert; mit der Verkniipfung o ist sie ein Monoid. Ein Automorphismus
ist ein invertierbares Element dieses Monoids, also ein Endomorphismus, der ein Isomorphis-
mus ist. Man schreibt oft Aute(X) := C(X)* := C(X, X)* fiir die Menge aller Automor-
phismen von X.

89Wer sich hier wundert, dass wir von einer Menge und nicht von einer Klasse sprechen: Wir arbeiten
implizit mit Grothendieck-Universen.
90Wir verlangen nicht, dass die Morphismenmengen disjunkt sind. Dies hat technische Vorteile.
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Beispiele A.1.5.

(a) Die Kategorie Top der topologischen Réume ist wie folgt definiert:

(i) Die Objekte sind die topologischen Raume, es ist also Obj(Top) die Menge aller
topologischen Raume.

(ii) Gegeben Objekte XY ist Top(X,Y') die Menge aller stetigen Abbildungen von
X nach Y, in Formeln Top(X,Y) := {f: X — Y stetige Abbildung}.

(iii) Die Verkniipfung ist die offensichtliche Verkniipfung von stetigen Abbildungen
(das ist wohldefiniert nach Satz 2.4.7).

Es ist klar, dass dieses Datum die Axiome einer Kategorie erfiillt. Isomorphismen in

Top werden klassisch als Homéomorphismen bezeichnet.

(b) Ist R ein Ring, so ist die Kategorie Mod(R) der R-Moduln wie folgt definiert:

(i) Die Objekte sind die R-Moduln.

(ii) Gegeben Objekte M, N sei Mod(R)(M,N) := Hompg(M, N) die Menge aller
R-linearen Abbildungen von M nach N. Morphismen in Mod(R) werden klas-
sisch R-lineare Homomorphismen genannt. Da die Notation Mod(R)(M, N) et-
was sperrig ist, schreibt man oft Modg(M, N) oder Homg(M, N).

(iii) Die Verkniipfung ist die offensichtliche Verkniipfung von Morphismen von R-
Moduln.

Es ist klar, dass dieses Datum die Axiome einer Kategorie erfiillt.

(c) Ein Spezialfall ist die Kategorie Mod(k) der Vektorraume iiber einem Korper k. Diese
wird oft als Vect(k) oder dhnlich notiert.
(d) Analog definiert man viele andere Kategorien:

(i) Die Kategorie Set der Mengen hat die Mengen als Objekte und Abbildungen
zwischen Mengen als Morphismen. (Dieses Beispiel sollte eigentlich das erste
Beispiel einer Kategorie sein.)

(ii) Die Kategorie Top, der punktierten topologischen Riaume hat als Objekte punk-
tierte topologische Rdume (X, z) und als Morphismen f: (X,z) — (Y,y) die
basispunkterhaltenden stetigen Abbildungen f: X — Y, in Formeln

Top, (X, ), (Y,y)) = {f € Top(X,Y) | f(z) =y},

mit offensichtlichen Verkniipfungen.

(iii) Die Kategorie Grp der Gruppen hat als Objekte die Gruppen und Homomor-
phismen von Gruppen als Morphismen.

(iv) Die Kategorie Ab der abelschen Gruppen hat als Objekte die abelschen Gruppen
und Homomorphismen von (abelschen) Gruppen als Morphismen.

(v) Die Kategorie Ring der Ringe hat die Ringe als Objekte und Ringmorphismen
als Morphismen.

(e) Es gibt auch Kategorien mit wenigen Objekten:
(i) Die leere Kategorie, die kein Objekt hat.

(ii) Einen multiplikativ geschriebenen Monoid M kann man auffassen als eine Kate-
gorie M mit genau einem Objekt, notieren wir es *, und mit Morphismenmenge
M (*,%) = M und Multiplikation als Verkniipfung. Es gilt id, = 1.
Ist umgekehrt C eine Kategorie mit genau einem Objekt, notieren wir es *, so
ist C(x,*) ein Monoid.

(iii) Die im folgenden Diagramm angedeutete Kategorie P hat genau zwei Objekte,

die wir 0 und 1 nennen, und genau drei Morphismen, ndmlich die Identitdten
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idg und id; und einen weiteren Morphismus f: 0 — 1; ihre Verkniipfungen sind
die einzig moglichen.

P i (0= 1 D)
Es gilt also Obj(P) = {0,1}. Die Mengen von Morphismen sind wie folgt gege-
ben: P(1,0) := &, P(0,0) := {idx}, P(0,1) := {f}, P(1,1) := {idy }.

(iv) Allgemeiner kann man jede partiell geordnete Menge (A, <) als Kategorie A
auffassen: Die Objekte sind die Elemente a, b, ... von A, und A(a,b) besteht aus
genau einem Element, falls ¢ < b, und ist sonst leer. Die Verkniipfungen sind die
einzig moglichen.

(f) Ist C eine Kategorie, so dass C(X, X) = {idx} und C(X,Y’) = & fiir alle Objekte X #
Y in C, so sagt man, dass C eine diskrete Kategorie ist. Eine diskrete Kategorie ist
also eindeutig durch ihre Objektmenge bestimmt. Umgekehrt kann man jede Menge
in offensichtlicher Weise als diskrete Kategorie auffassen.

Definition A.1.6. Eine Kategorie G heifit Gruppoid, falls jeder Morphismus in G ein
Isomorphismus ist.

Beispiele A.1.7. (a) Die einem Monoid M zugeordnete Kategorie M ist genau dann
ein Gruppoid, wenn M eine Gruppe ist.

(b) Ist C eine beliebige Kategorie, so definieren wir eine Kategorie C* durch Obj(C*) :=
Obj(C) und C*(X,Y) :={f € C(X,Y) | f ist Isomorphismus} und der von C indu-
zierten Verkniipfung. Dann ist C* ein Gruppoid.

(c) Beispielsweise ist Top™ die Kategorie der topologischen Réume und Homéomorphis-
men.

A.2. Funktoren.

Definition A.2.1. Ein Funktor F': C — D von einer Kategorie C in eine Kategorie D ist
ein Datum bestehend aus

(a) einer Abbildung F' = Fop;: Obj(C) — Obj(D) und

(b) Abbildungen F' = Fxy: C(X,Y) — D(FX, FY), fiir je zwei Objekte X,Y € C,
so dass gelten:

(a) F(fog)=F(f)o F(g) fur alle verkniipfbaren Morphismen f und ¢ in C;
(b) F(idx) = idpy fiir alle Objekte X € C.

Trivialbeispiel A.2.2. Ist C eine Kategorie, so ist der Identitidtsfunktor id¢: C — C die
Identitéat auf Objekten und Morphismen.

A.2.3. Jeder Funktor bildet Isomorphismen auf Isomorphismen ab.

Beispiel A.2.4. Der Vergiss-Funktor Top, — Top ,,vergisst den Basispunkt® und bildet
einen punktierten topologischen Raum (X, z) auf den topologischen Raum X ab und ist die
Inklusion Top, ((X, z), (Y,y)) — Top(X,Y) auf den Morphismenmengen.

A.2.5. Meist gibt man Funktoren nur auf Objekten an, wenn sie das offensichtliche mit

Morphismen tun. Der Leser sollte aber stets iiberlegen, was mit Morphismen passiert.
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Beispiele A.2.6. Weitere Beispiele fiir Vergiss-Funktoren sind die folgenden sieben Funk-
toren, die das offensichtliche mit Objekten und Morphismen tun:

Mod(C[X]) — Vect(C) — Vect(R) — Ab — Grp — Set,
Top, — Top — Set.

Beispielsweise bildet der Vergiss-Funktor Vect(R) — Ab einen reellen Vektorraum auf die
unterliegende abelsche Gruppe ab.

Beispiel A.2.7. Sei X € Set. Dann ist (X x —): Set — Set ein Funktor. Was macht er auf
Morphismen?

A.2.8. Hat eine Kategorie C einen offensichtlichen ,, Vergiss-Funktor” in die Kategorie Set
der Mengen, so nennt man einen Morphismus in C injektiv/surjektiv/bijektiv, falls sein Bild
unter diesem Funktor diese Eigenschaft hat.

Beispiel A.2.9. Ist C eine beliebige Kategorie und X € C ein Objekt, so iiberlege sich der
Leser, was der Funktor

F:=C(X,—): C— Set
sinnvollerweise auf Morphismenmengen tut. Um auch C(—, X) zu einem Funktor zu machen,
bendtigen wir den Begriff der opponierten Kategorie.

Definition A.2.10. Ist C eine Kategorie, so bezeichnen wir mit C°? ihre opponierte Ka-
tegorie. Sie entsteht, indem man die Richtung aller Pfeile in C umdreht. Genauer hat C°P
dieselben Objekte wie C, aber ihre Morphismenmengen sind definiert als

CP(Y,X) :=C(X,Y).

Die Verkniipfung ist definiert per f ocor g := goc¢ f fiir Morphismen X Ly & Zincop alias
Morphismen X Ly % Zmc.

A.2.11. Gegeben ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C ist es bisweilen sinnvoll,
den entsprechenden Morphismus in C°? als fP: Y — X oder gar als fP: Y°? — X°P zu
notieren.

A.2.12. Sei F': C°° — D ein Funktor.”’ Dann dreht F die Richtung der Pfeile in folgendem
Sinne um: Ist X % Y ein Morphismus in C, also ein Morphismus X Lvin C°P, so liefert
F' einen Morphismus F(X) Filt) F(Y) in D. Sind

xLyv2%z Morphismen in C,
so erhalten wir Morphismen

£(f) F(g)

F(X) F(Y) F(Z) inD,

und es gilt
F(goc f) = F(f ocer g) = F(f) op F(g)
oder kurz F(gf) = F(f)F(g).

91 Ein solcher Funktor wird auch als kontravarianter Funktor F: C — D bezeichnet, denn er dreht
die Richtung der Pfeile um. Verwendet man diese Sprache, so bezeichnet man ,normale“ Funktoren als
kovariante Funktoren.
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Beispiel A.2.13. Ordnet man einem R-Vektorraum V' seinen Dualraum V* := Homg(V,R)
zu und einer linearen Abbildung f: V — W ihre duale Abbidung f*: W* — V* so definiert
dies einen Funktor

(—)" = Homg(—,R): Vect(R)® — Vect(R).
Allgemeiner ist Hompg(—, R) ein Funktor von der opponierten Kategorie der R-Linksmoduln
in die Kategorie der R-Rechtsmoduln; hier ist R ein (nicht als kommutativ vorausgesetzter)
Ring.

Beispiel A.2.14. Ist C eine beliebige Kategorie und X € C ein Objekt, so ist
F:=C(—,X): C® — Set
ein Funktor. Was macht er auf Morphismen?

A.2.15 (Verkniipfung von Funktoren und die Kategorie der Kategorien). Sind F: C —
D und G: D — &£ Funktoren, so definiert man die Verkniipfung G o F': C — & in der
offensichtlichen Weise.

Wenn man mengentheoretische Probleme ignoriert, erhalten wir die Kategorie Cat der
Kategorien: Thre Objekte sind die Kategorien, ihre Morphismen die Funktoren.
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