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KAPITEL 1
Einleitung

Nach den Pionierarbeiten Kummers wurde bis 1871 nichts iiber die Theorie der
algebraischen Zahlen veroffentlicht. Dies war das Jahr, in dem Dedekind seine Ar-
beit iiber die Grundlagen der Theorie der algebraischen Zahlen als X. Supplement
zur zweiten Auflage der Dirichletschen Vorlesungen diber Zahlentheorie publizierte
[Ded]. In der 1894 veroffentlichten vierten Auflage findet man das X. Supplement,
das inzwischen zum XI. Supplement geworden war, in seiner endgiiltigen Form. Es
ist ein Meisterwerk der mathematischen Literatur, in dem Dedekind neben dem
Begriff des Korpers auch den Begriff des Moduls einfiihrte, wobei er darunter das
verstand, was wir jetzt einen TeilkGrper nennen.

Die Kenntnis der Teilkdrper eines gegebenen Zahlkorpers erlaubt einen tieferen
Einblick in seine Struktur. So bemerkt schon Hilbert [Hil]: ,,Der Galoissche Kérper
gestattet ein sehr genaues Studium der Zerlegungsgesetze seiner Zahlen mit Riick-
sicht auf die in thm enthaltenen Unterkorper, und die sich hierbei ergebenden
Resultate sind vor allem fiir die Anwendung der allgemeinen Korpertheorie auf
besondere Zahlkorper von Wichtigkeit.

Es besteht also ein grofies Interesse, die Teilkorper eines gegebenen algebraischen
Zahlkorpers zu bestimmen. Wir konnten versuchen, zuerst die Galoisgruppe der
normalen Hiille unseres Korpers zu bestimmen, um hiernach mit deren Hilfe die
Teilkorper auszurechnen. Es erweist sich jedoch als zu aufwendig, die Galoisgruppe
auszurechnen.

Dixon stellte 1990 in [Dix1] einen Algorithmus zur Bestimmung aller Teilkorper
eines algebraischen Zahlkorpers vor. Der hier vorgestellte Algorithmus benutzt
Dixons Ideen, verbessert diesen aber entscheidend an verschiedenen Stellen. Unser
Verfahren zur Bestimmung der Teilkorper teilt sich in drei Schritte auf.
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Im ersten Teil unseres Verfahrens, den wir im 4. Kapitel unserer Arbeit vorstellen,
wollen wir mogliche Kandidaten fiir Teilkérper finden. Wir kénnen beweisen, daf
es eine Bijektion zwischen den Teilkorpern und ausgezeichneten Imprimitivitatsge-
bieten (Blocken) der Galoisgruppe gibt. Mit Hilfe des van der Waerden-Kriteriums
[Wae] konnen wir zyklische Untergruppen der Galoisgruppe bestimmen und mit
Kenntnis dieser konnen wir auf passende Bloécke zuriickschliefen. Dazu werden
wir Eigenschaften von Blocken herleiten, die wir zur Berechnung dieser einsetzen
werden.

Das 5. Kapitel dieser Arbeit beschéiftigt sich mit der Aufgabe, aus den berechneten
Blocken, ein erzeugendes Polynom des gesuchten Teilkérpers zu bestimmen. Hier
entwickeln wir ein neues Verfahren, welches nur mit Hilfe von Faktorisierungen
von Polynomen iiber endlichen Kérpern und dem Hensel-Lifting {iber p-adischen
Koérpern die Teilkorper berechnet.

Der letzte Teil unseres Algorithmus, den wir wir im 6. Kapitel vorstellen wer-
den, beschéftigt sich mit der Einbettung des gefundenen Teilkérpers in den ge-
gebenen Korper. Auch hier kénnen wir die Berechnungen in p-adischen Koérpern
durchfiithren. Es werden jedoch auch kompliziertere zahlentheoretische Methoden
verwandt.

In dieser Arbeit wird erstmalig ein Algorithmus zur Teilkérperberechnung vorge-
stellt, der auch auf einem Computer implementiert wurde. Mittels dieses Pro-
gramms besteht die Moglichkeit effizient Teilkérper auszurechnen. Bisher wurden
bei mehr als 1000 Zahlkorper Teilkérper mit ihren Einbettungen bestimmt. Die
Kenntnis solcher Teilkorper ist fiir viele Algorithmen der konstruktiven Zahlen-
theorie von grofler Bedeutung. So konnen diese Ergebnisse z.B. dazu benutzt
werden, Ganzheitsbasen oder Einheiten zu berechnen. Bei der Ganzheitsbasen-
berechnung kann man versuchen, das Problem zuerst im Teilkorper und hiernach
mit relativen Methoden zu 16sen. Bei der Einheitenberechnung kann man bereits
viele unabhéngige Einheiten in den Teilkdérpern bestimmen und sie mittels der
berechneten Einbettung in den gegebenen Korper liften. Weiterhin besteht die
Moglichkeit, dieses Verfahren zur Galoisgruppenberechnung einzusetzen. So stellt
der Algorithmus meistens sehr schnell fest, wenn ein Koérper primitiv ist, d.h.
keine Teilkorper hat. Auch lassen die berechneten Teilkérper Riickschliisse auf die
mogliche Galoisgruppe zu.

Wir werden am Ende der Arbeit mit einer grolen Anzahl von Beipielen die Lei-
stungsfiahigkeit des Verfahrens unterstreichen.



KAPITEL 2

Grundlagen

1. Algebraische Zahlkérper und deren Teilkorper

In dieser Arbeit betrachten wir endliche Korpererweiterungen des Korpers Q.
Hierzu sei ein beliebiges normiertes Polynom f € Z[t] gegeben, welches irredu-
zibel ist. Weiterhin sei « eine Nullstelle des Polynoms f. Durch K = Q(«) wird
eine iiber Q algebraische Korpererweiterung vom Grad n definiert, wenn n der
Grad des Polynoms f ist. Eine solche Kérpererweiterung heifit dann algebraischer
Zahlkorper. Falls nun ein Korper L existiert, fir den Q C L C K gilt, so wird
dieser als Teilkérper von K bezeichnet. Die Angabe eines Algorithmus zur Be-
rechnung aller Teilkérper L eines gegebenen Korpers K ist das Hauptziel dieser
Arbeit. Zum besseren Verstandnis wollen wir mit einem Beispiel starten.

BEISPIEL 2.1. Wir betrachten f(t) = t% 4+ 108. Dieses Polynom erzeugt eine Kor-
pererweiterung vom Grad 6. Sei « eine Nullstelle von f. Dieser Kdérper besitzt 3
Teilkérper vom Grad 3. Alle werden durch das Minimalpolynom g(t) = t* — 108
erzeugt. Die Nullstellen von g sind 8y = /108, By = e%ﬂm und f3 = 5 v/108.
Wie man leicht sieht, werden durch diese Nullstellen jeweils paarweise verschiedene
Zahlkorper erzeugt, die aber alle isomorph sind. Wir kénnen diese Kdrper aber
durch ihre Einbettung in Q(a) unterscheiden. Mit o = iv/108 gilt dann:

(’L) ﬂlz—az.
(i)  Bo= 30"+ 15

(1) s = 50° — 0.

I
|
Q
[V
+
|~
Q
ot
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QUi/T0R)

Q(V108)  Q(e*5/108) Q(e'5 v/108)

Q

Da wir alle Teilkorper L eines gegebenen Korpers K bestimmen wollen, miissen
wir isomorphe aber nicht identische Kérper unterscheiden. Dies geschieht dadurch,
dafl wir nicht nur ein Minimalpolynom eines Teilkorpers L, sondern auch seine Ein-
bettung in den Korper K berechnen. Dadurch erhalten isomorphe Teilkorper ver-
schiedene Einbettungen in den Koérper K und kénnen somit unterschieden werden.
Allerdings kann es auch passieren, dafl man in dieser Darstellung auch identische
Korper unterscheidet, z.B. Q(v/2) und Q(—+/2). Der folgende Satz beschreibt, wie
die Einbettung aussieht. Vorher wollen wir aber noch zwei Begriffe klaren.

DEFINITION 2.2. Ein Element € K heifit ganz (algebraisch), falls § einer nor-
maerten algebraischen Gleichung

B+ b ™+ b, =0
mit Koeffizienten b; € Z (1 < i < m) gendigt.

DEFINITION 2.3. Es sei f € Z[t] normiert und irreduzibel. Dann heifst [ erzeu-
gendes Polynom fiir den Zahlkérper K, wenn eine Nullstelle o von f ein primtives
Element von K st.

Generalvoraussetzung

Fiir den Rest dieses Kapitel bezeichne f ein erzeugendes Polynom des Zahlkorpers

K = Q(«), a eine Nullstelle und n den Grad von f.
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SATZ 2.4. Sei (B ein ganzes Element von K, welches einen Teilkérper L erzeugt.
Dann existiert ein eindeutig gegebenes Polynom h € Q[t| derart, daff h(a) = 3
und der Grad von h echt kleiner als n 1st.

Beweis:  Wir stellen § eindeutig in der Potenzbasis (1,«,...,a" ') von K dar,
d.h. esgilt: B =10by+ba+...+b, 10" (b € Q0 < i< mn). Wir definieren
nun h(t) := by + byt + ...+ b, 1t""". Aufgrund der Konstruktion ist A eindeutig
bestimmt und leistet das Gewiinschte. O

Die Koeffizenten von h liegen in Q und nicht notwendigerweise in Z, da [ als ganzes
Element nicht unbedingt in der Gleichungsordnung Z[«| liegen mufl. Diesen Effekt
haben wir schon im obigen Beispiel gesehen.

Also kann jeder Teilkorper L durch ein Paar (h, g) mit h € Q[t] und g € ZJt]
dargestellt werden, fiir welches gilt:

(1) L =Q(h(a)).
(2) g ist Minimalpolynom zu h(«).

Bevor wir diese Bedingung anders ausdriicken, vereinbaren wir noch eine Schreib-
weise.

DEFINITION 2.5. Seien w, g und h € Z[t] oder Q[t] Polynome. Dann wird folgende
Schreibweise definiert:

g = h mod w genau dann, wenn (g — h) i Q[t] von w geteilt wird.

SATZ 2.6. Sei L durch (h, g) mit h € Q[t] und g € Z][t] beschrieben. Dann sind
dquivalent:

(1) g ist Minimalpolynom zu h(«).
(2) g ist irreduzibel und g(h) = 0 mod f.

Beweis:  (1)= (2): Da g Minimalpolynom zu h(«a) ist, ist g nach Definition
irreduzibel. Wir nehmen nun an, dafi g(h) = w mod f mit w € Q[t] gilt. Wegen
fla) = g(h(a)) = 0 folgt w(ar) = 0 und somit wird w von f geteilt. Also gilt
g(h) =0 mod f.

(2)= (1): Sei nun umgekehrt g(h) = 0 mod f. Daraus folgt dann wegen f(a) = 0,
daB g(h(«)) = 0 gilt. Da g zudem irreduzibel ist, folgt die Behauptung. O

Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen, daB zur Bestimmung der Teilkorper
zwel Dinge berechnet werden miissen. Als erstes miissen die Minimalpolynome
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der Teilkorper und dann die Einbettungen berechnet werden. Dieses wird im 4.
bzw. 5. Kapitel dieser Arbeit erlautert werden.

Da die Bedingung f | g(h) in Q[t] sehr hiufig getestet werden muf}, werden wir hier
kurz die Implementierung erldutern. Die Komposition g(h) kénnen wir mit Hilfe
des Horner-Schemas ausrechnen. Da der Grad von g(h) sehr grofl werden kann und
die Arithmetik iiber den rationalen Zahlen durchgefiihrt werden muf}, erweist es
sich als ungiinstig, zuerst g(h) auszurechnen und hiernach den Rest von g(h) mod f
zu bestimmen. Geschickter ist es, wenn wir wahrend der Berechnung von g(h)
nach jedem Schritt des Horner-Schemas die Koeffizienten modulo f reduzieren.
Dadurch werden die Grade der Polynome klein gehalten.

2. Primideale in der Maximalordnung

Im folgenden werden wir den Begriff der Maximalordnung klaren.

DEFINITION 2.7. Wir definieren ox := {f € K | (3 ist ganz} als die Menge der
ganz algebraischen Elemente in K.

Die Menge der ganz algebraischen Zahlen ist ein Ring. Zusétzlich gilt der folgende
Satz:

SATZ 2.8. Der Ring o st ewn freier Zi-Modul vom Rang n. Ist wq,...,w, eine
Z-Basis von 0f, so nennen wir sie eine Ganzheitsbasis von K.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir folgendes definieren:

DEFINITION 2.9. Wir definieren einen unitdren Teilring R von oy, der ein freier
Z-Modul vom Rang n ist, als eine Ordnung des Zahlkérpers K. Weiterhin bezeich-
nen wir 0 als Mazrimalordnung von K.

Wir wollen nun auf einige wichtige Eigenschaften der Maximalordnung eingehen.
So ist es sehr angenehm fiir die praktische Arbeit, dafl die Maximalordnung ein
sogenannter Dedekindring ist. Hiermit beschéftigen sich die néchste Definition
und die folgenden Aussagen.

DEFINITION 2.10. FEs ser R ein Integrititsring mit 1 und M sein Quotientenkdr-
per.

(i) Eine Teilmenge b # 0 von M heifst gebrochenes Ideal von R, falls ¢ € R

und ein Ideal a in R existieren mit b = %a.
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(ii) Falls die gebrochenen Ideale von R eine multiplikative Gruppe bilden, so
bezeichnen wir R als Dedekindring.

SATZ 2.11. Ist R ein Dedekindring, so gelten

(1) Jedes Ideal a(a ¢ {{0}, R}) hat eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerle-
gung
a=pi ... p,
in Primideale p; von R (1 <i <r).
(ii) Jedes Primideal p # {0} in R ist mazimal.

Wir bezeichnen mit I die Menge der gebrochenen Ideale in ox. Da die Zerle-
gung eines Ideals in Primideale eindeutig ist, folgt aus der Gruppeneigenschaft der
gebrochenen Ideale, dafl auch die gebrochenen Ideale Potenzprodukte von Prim-
idealen sind. Deshalb ist die folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 2.12. Fiir emn Primideal p in og definieren wir:
v(*) i I — Z: a=p"b — £,

wobei b in ein Potenzprodukt von Primidealen zerlegt werden kann, welches p nicht
enthdlt.

Im folgenden werden wir einige Eigenschaften von Primidealen auflisten. Seien
hierzu Q C L C K algebraische Zahlkorper. Mit ox und oy, seien die zugehorigen
Maximalordnungen bezeichnet. Weiterhin sei p ein Primideal von o7 und ‘B ein
Primideal von og. Mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende Lemma:

LEMMA 2.13. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) B lpox

(i) P2 pox

(i) POp

(’L’U) ‘B nor==>p

(v) PnL=p

Falls in o die Primidealzerlegung por = Pi* - ... - P77 in paarweise verschiedene

Primideale gilt, so sind die Primideale {{;,...,%,} gerade die Ideale, die die

Bedingungen des Lemmas erfiillen. Daher definieren wir:

DEFINITION 2.14. Erfillen B und p eine der Bedingungen von 2.13, so sagen wir,
dafs B dber p bzw. p unter P liegt.
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In der Theorie der Primidealzerlegung spielen die beiden folgenden Begriffe eine
wesentliche Rolle.

DEFINITION 2.15. Sei p ein Primideal in or. Wir betrachten die folgende Prim-
idealzerlequng in paarweise verschiedene Primideale in o :

_me e
pox = 11,____q3gg_

Dann definieren wir e(B;/p) := e; als den Verzweigungsindex von B, iber p. Gilt
e(Pi/p) > 1 fiir ein i, so heifit p verzweigt in K. Ansonsten heifst p unverzweigt.

Als den Tragheitsgrad von B; iber p bezeichnen wir mit f(PB;/p) den Kérpergrad

[(0x/B:) = (0r/p)]-

BEMERKUNG 2.16. Es sei 0 die Mazimalordnung von K, p # {0} ein Primideal
in 0, welches uber pZ liegt und f = f(p/pZ). Dann ist ox /p = F,, wobei F, ein
endlicher Kérper mit p’ Elementen ist.

Falls K galoissch iiber L ist, so kénnen wir fiir die Zerlegung eines Primideals p
eine noch schirfere Aussage treffen.

SATZ 2.17. Es ser K eine normale Erweiterung von L und p ein Primideal in oy,.
By und P, seien zwei Primideale in ok, die diber p liegen. Dann folgt e(P,/p) =

e(Pa/p) und f(Pi/p) = f(B2/p).

Wir wollen an dieser Stelle noch anmerken, daf§ wir nur an unverzweigten Prim-
idealen interessiert sind. Diese Einschriankung werden wir noch gezielt ausnutzen.

Die folgenden wichtigen Resultate konnen z.B. in [Mar] entnommen werden.

SATzZ 2.18. FEs sei L ein algebraischer Zahlkérper und K und M zwei endliche und
algebraische Erweiterungen von L. Es sei p ein Primideal in oy, welches in K und
M unverzwegt ist. Dann bleibt p auch in der Komposition KM unverzweigt.

Eine einfache Folgerung aus diesem Satz ist das folgende Korollar.

KOROLLAR 2.19. Es sei L ein algebraischer Zahlkérper und K eine endliche, al-
gebraische Erweiterung von L. Wieder sei p ewn Primideal von or. Falls p un-
verzweigt in K bleibt, so bleibt p auch unverzweigt in der normalen Hiille M wvon

K/L.
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3. Galoistheorie

Die Galoistheorie ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Berechnung der Teilkorper.
Leider ist es erheblich zu kompliziert, zuerst die Galoisgruppe zu bestimmen, um
mit deren Hilfe die Teilkérper zu berechnen. Trotzdem kénnen Teile der Galois-
theorie auch sinnvoll fiir die Teilkérperberechnung eingesetzt werden. Deswegen
werden wir hier die wichtigsten Aussagen der Galoistheorie auflisten. Fiir weitere

Aussagen und die Beweise verweisen wir auf die verschiedenen Standard—Werke
der Algebra.

DEFINITION 2.20. Es sei E/F eine endliche Kirpererweiterung. Mit Aut(E) be-
zeichnen wir die Menge der Korperautomorphismen des Korpers E und sei G :=
G(E/F) = {0 € Aut(E) | o(x) = x fir alle x € F}. Die Korpererweiterung
E/F heifit galoissch oder Galoiserweiterung, falls E/F normal und separabel ist.
In diesem Fall ist G(E/F) die zugehorige Galoisgruppe.

SATzZ 2.21. Hauptsatz der Galoistheorie

Sei E/F endliche Galoiserweiterung. Dann besteht eine Bijektion zwischen den
Teilkérpern FF C L C E und den Untergruppen von G(E/F) mittels L wird ab-
gebildet auf G(E/L) und umgekehrt. Dabei ist L/F genau dann galoissch, wenn
G(E/L) Normalteiler von G(E/F) ist. In diesem Falle ist G(L/F') isomorph zu
G(E/F)/G(E/L).

Damit wir die Galoisgruppe einfacher bezeichnen kénnen, wollen wir die folgende
Schreibweise vereinbaren.

DEFINITION 2.22. Es sei F ein Kérper und g € Flt] ein normiertes Polynom,
welches nicht notwendigerweise irreduzibel ist.  Weiterhin seien [3i,... , B, die
Nullstellen von g. Dann bezeichnet Gal(g) die Galoisgruppe von F (B, ..., Bm)/F.

Der Hauptsatz der Galoistheorie ist fiir beliebige Korpererweiterungen anwendbar.
Noch stérkere Aussagen lassen sich aber treffen, wenn wir endliche Erweiterungen
von endlichen Korpern betrachten. Dies soll im folgenden Satz getan werden.

SATZ 2.23. Es sei p € P und K eine endliche Erweiterung von F, vom Grad n,
d.h. K =F, mit ¢ =p". Dann ist K/F, galoissch mit G(K/F,) =< o >, wobei
o der Frobenius-Automorphismus (r — xzP) ist. Ist L eine Erweiterung von K
vom Grad m, so ist auch L/K galoissch mit Galoisgruppe G(L/K) =< T > mit
T:x— 2P (v €L).
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4. Hensel-Lifting

Das Hensel-Lifting liefert eine Methode, eine Kongruenzfaktorisierung modulo ei-
nes Ideals b zu einer Kongruenzfaktorisierung modulo b* fiir ein beliebiges k € N zu
liften. Diese Methode wird z.B. bei der Polynomfaktorisierung angewendet. Dabei
soll ein Polynom f € Z[t] faktorisiert werden. Dies geschieht dadurch, daf dieses
Polynom modulo pZ[t] faktorisiert wird. Falls keine doppelten Faktoren auftreten,
wird diese Faktorisierung dann mittels des Hensel-Liftings zu einer Faktorisierung
modulo p*Z][t] geliftet, wobei k vom gegebenen Polynom f abhingt. Dann wird
versucht, aufgrund der gewonnenen Kongruenzfaktorisierung Riickschliisse auf die
Faktorisierung von f € Z[t] zu machen. In dieser Arbeit werden wir das Hensel-
Lifting auch benutzen, um die sog. Blécke der Galoisgruppe eines Polynoms f zu
berechnen. Hierbei benotigen wir allerdings eine allgemeinere Version des Hensel-
Liftings als beim obigen Verfahren. Diese stellen wir im folgenden Satz vor.

SATZ 2.24. Hensel-Lemma

Ser R ewn unitdrer kommutativer Ring, b ein Ideal von R. Ferner seien f, fip und
fa0 € R[t] normierte, nicht konstante Polynome, fiir die folgendes gilt:

(1) f = f10f20 mod b[t]
(2)  ayofio+ axfao =14 ag (ap € R[t],1 <i < 2,a0 € bt])

Dann kann man fir jedes k € N Polynome fi, for, @1k, o, und ag bestimmen, so
daf$ folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) f= fuefor mod 671

(2)  fi = fio mod blt] (fix € R[t] normiert, nicht konstant) (i =1,2)

(3)  awfik + askfor = 1+ aor (ay € R[t], deg(aiy) < deg(f3—ix),
1<i<2, ag € b2[t])

Der Beweis dieses Satzes kann [PoZa| entnommen werden. Da wir den Algorithmus
fiir einen , komplizierteren Ring benutzen wollen, werden wir ihn im folgenden
auflisten. In einem spéteren Teil dieser Arbeit werden wir uns dann iiberlegen, wie
wir die arithmetischen Operationen, die fiir diesen Algorithmus bend6tigt werden,
durchfiihren kénnen. Die Bezeichnungen stimmen mit denen in [PoZa] {iberein, so
dal man die Korrektheit des Algorithmus dort sehr gut nachvollziehen kann.

ALGORITHMUS 2.25. Hensel-Lifting

Input: R,b,k, f, f10, f20, @10, @20, g0 wie im Satz 2.24.
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Output:  Polynome fi, for, wie tm Satz 2.24.

(1)  Setze i =0.

(2)  Fallsi=k ist, gib fi. und for aus und terminiere.

(3)  Setze d; = f — fiifa-

(4)  Setze df;, = as;d;.

(5)  Setze di, = ay;d;.

(6)  Setze dj; = d; mod fj; (Division mit Rest) fir (j = 1,2).
(7)  Setze fiir1) = fi +dji fir (j =1,2).

(8) Setze bji = —CL]'Z'(CLOZ' —+ ah—dli + azidzi) fur (_] = 1, 2)

(9) Setze aj(i+1) = Qy; —+ bji fUT’ (] = 1, 2)

(10)  Setze ajiy1y = ajiit1) mod fis_jyit1) (Division mit Rest) fir (j = 1,2).
(11) Setze ag(iy1) = a1 f1i + aifoi — 1.

(12) Setze i =i+ 1 und gehe nach (2).

Im obigen Satz sind die Kongruenzen nur fiir zwei Faktoren formuliert. Der Satz
kann aber auch sukzessiv auf mehrere Faktoren angewendet werden, da die einzige
Voraussetzung an die Faktoren ist, dafl deren gg'T 1 ist. Das heif3t, dafl die Faktoren
nicht irreduzibel sein miissen. Dies bedeutet, dafl man mehrere Faktoren zu einem
ausmultiplizieren kann, um danach das Hensel-Lemma auf die verbleibenden zwei
Faktoren anzuwenden. Hiernach kann man f durch den einen neu erhaltenen
gelifteten Faktor dividieren und das Verfahren auf die verbleibenden Faktoren
erneut anwenden.

Zum AbschluB dieses Abschnitts werden wir noch den Begriff einer modulo p*-
Approximation erkldren.

DEFINITION 2.26. Fiir p € P,k € N heifit g € Z[t] eine modulo p*-Approvimation
von g € Z[t], wenn g = gmod p*Z[t] gilt. Wir sagen § € 7 ist eine modulo
pk-Approzimation eines primitiven Elements eines Zahlkérpers L, wenn §(6) =
0 mod p¥ fiir ein erzeugendes Polynom g von L ist.

5. Das van der Waerden-Kriterium

In diesem Abschnitt wollen wir einen Satz zur Verfiigung stellen, der fiir unser Ver-
fahren der Teilkérperberechnung von zentraler Bedeutung ist. Mit dem folgenden
Satz konnen wir mit Hilfe von Kongruenzfaktorisierungen modulo eines Prim-
ideals pZ Elemente der Galoisgruppe eines erzeugenden Polynoms eines Korpers
bestimmen. Da die Algorithmen zum Faktorisieren von Polynomen iiber endli-
chen Korpern sehr schnell ist, konnen wir innerhalb kiirzester Zeit verschiedene
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Elemente der Galoisgruppe bestimmen. Die Kenntnis moglichst vieler Elemente
der Galoisgruppe ist Grundlage des Algorithmus zur Teilkérperberechnung, den
wir in den folgenden Kapiteln vorstellen.

SATZ 2.27. van der Waerden-Kriterium

Es seien R ein ZPE-Ring, p ein Primideal in R, R = R/p sein Restklassenring,
E und E die Quotientenkérper von R und R, g ein Polynom aus R[t] und g das g
in der Homomorphie R — R zugeordnete Polynom, die beide als doppelwurzelfres
vorausgesetzt werden. Dann ist G =Gal(g) (als Permutationsgruppe der passend
angeordneten Wurzeln) eine Untergruppe der Gruppe G =Gal(g).

Der Beweis dieses Satzes kann in Kapitel 25 von [Wae] entnommen werden. Dies
ist die allgemeine Form dieses Satzes. Weil wir in unserem Verfahren sehr hdufig
eine spezielle Form dieses Satzes beno6tigen, stellen wir diese im folgenden Satz
VOr.

SATZ 2.28. Es sei g € Z[t] ein normiertes und irreduzibles Polynom. Ferner
sei ein p € P gegeben, welches nicht disc(g) teilt. Es gelte: g(t) = gi(t) -
gm(t) mod pZ[t]. Dann enthdlt Gal(g) eine zyklische Untergruppe U, die von ei-
ner Permutation m erzeugt wird. Wenn man nun m in elementfremde Zykel zerlegt,
so entsprechen die Anzahl der Nullstellen, die in diesen Zykeln permutiert werden,
gerade den Graden der Polynome g; (i = 1,... ,m). Weiterhin permutiert = gerade
die Nullstellen eines irreduziblen Faktors g; untereinander.

Damit wir die Anwendung dieses Satzes besser verstehen konnen, betrachten wir
im folgenden einige Beispiele zu 2.28. Zur kiirzeren Schreibweise schreiben wir nur
g mod p und meinen damit g mod pZ][t].

BEISPIEL 2.29. Es sei g(t) = t* + 2 und G =Gal(g). Die Nullstellen von g seien

mit o, ..., oy bezeichnet. Wir bestimmen im folgenden die Faktorisierungen von
gmod 2,3,5,7.

(1)  g(t) =t* mod 2.

(1))  g(t)=(t+2)(t+1)(#*+ 1) mod 3.

(1) g(t) =t*+2mod 5

(iv) g(t)=(t*+6t+4)(t*+t+4) mod 7.

Die erste Faktorisierung ist fiir uns unbrauchbar, da ¢ mod 2 doppelte Nullstellen
hat und damit 2 ein Diskrimantenteiler von ¢ ist. Wir kénnen den Satz somit nicht
anwenden. In der ndchsten Faktorisierung tauchen keine doppelten Nullstellen auf.
3 1st somit kein Diskriminantenteiler und der Satz ist anwendbar. Wir erhalten,
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dal G eine Permutation m enthélt, deren Zerlegung in elementfremde Zykel gerade
so aussieht:

T = (an)(a) ().

Dabei sollen die Nullstellen passend numeriert sein. Auch die beiden folgenden
Faktorisierungen erfiillen die Voraussetzung unseres Satzes. Wir kénnen also zwei
weitere Elemente von GG bestimmen:

T= (ailaizai3ai4) und 7 = (ajl ajZ)(ajsaj4>'

Unser Problem bei diesem Satz ist, dafl wir die Nullstellen o; € C, die in einem
Zykel liegen, nicht identifizieren konnen. Deswegen konnen wir auf diese Weise
nur eine ungefihre Vorstellung von den Elementen der Galoisgruppe bekommen.

Das Element 7, welches wir im Satz bestimmen, ist der Erzeuger der zyklischen
Galoisgruppe von F,/F,, welche durch das Polynom g erzeugt wird. Dabei ist
g € F,[t] das Polynom, welches aus g dadurch entsteht, daf alle Koeffizienten
von g modulo p reduziert werden. Ein Erzeuger dieser Galoisgruppe ist nach 2.23
der Frobeniusautomorphismus 7, der z auf 2 (z € F,) abbildet. Bekanntermafien
kann eine zyklische Gruppe mehrere Erzeuger besitzen. Wenn k die Ordnung und
7 ein Erzeuger dieser Gruppe ist, so werden alle Erzuger durch 77/ mit 1 < j <
k bestimmt, fir die ggT(j,k) = 1 gilt. Wir kénnen nun das folgende Lemma
beweisen.

LEMMA 2.30. Es gelten die Bezeichnungen dieses Abschnitts. Dann haben alle
Erzeuger der zyklischen Galoisgruppe G von F, /F, den selben Zykeltyp, d.h. die
Lingen der elementfremden Zykel sind gleich.

Beweis:  Es seien 7 und 7 zwei Erzeuger von G und es gelte die Zerlegung
T = 7 - ... 7, in elementfremde Zykel. Dann existiert ein 1 < 5 < k mit
7 = m und ggT(j,k) = 1. Es sei [ die Linge eines beliebigen elementfremden
Zykels m; von w. Da die Zykellingen der elementfremden Zykeln die Ordnung k
der Gruppe G teilen, folgt ggT(j,1) = 1. Hieraus folgt aber, dal 7/ wieder ein
Zykel der Lange [ ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wir wollen an dieser Stelle anmerken, dafl dieses Lemma auch fiir den relativen
Fall gilt, d.h. fiir die allgemeine Version 2.27. Da in dem Satz nichts tiber die
Permutation der Nullstellen in einem Zykel ausgesagt wird, kénnen wir fiir unsere
Betrachtung davon ausgehen, dafl wir den Frobeniusautomorphismus bestimmt
haben. Im néchsten Kapitel iiber p-adische Korper werden wir noch einmal auf
diese Problematik zuriickkommen.
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6. Gitter und LLL-Reduktion

In diesem Abschnitt werden wir Gitter und die LLL-Reduktion von A.K. Lenstra,
H.W. Lenstra und L. Lovasz einfithren. Die LLL-Reduktion ist eine Reduktion
der Basisvektoren eines Gitters, die 1982 in [LLL] entwickelt wurde. Sie wurde
urspriinglich fiir die Faktorisierung von Polynomen mit ganzrationalen Koeffizien-
ten eingefithrt. Der Algorithmus hat allerdings gerade in vielen anderen Bereichen
eine sehr grofle Bedeutung erlangt. So werden auch wir diesen Algorithmus zur
Teilkorperberechnung einsetzen. Das Wesentliche an dieser Gitterreduktion ist ei-
nerseits die polynomielle Laufzeit und andererseits die Abschétzungen, die wir fiir
eine LLL-reduzierte Basis angeben konnen.

DEFINITION 2.31. Gitter

(1) Sein € N und A eine Teilmenge eines n-dimensionalen Vektorraums R*. A
heifit Gitter, wenn eine Basis by, ... ,b, von R” emistiert, so dafl folgendes
qilt:

A= ZZb —{Zr“ r€Z(1<i<n)}.

In diesem Fall hezﬂt bl, s, by Baszs und n der Rang oder die Dimension
von A.
(2) Die Determinante d(A) des Gitters A ist definiert durch:

d(A) = |det(bl, e ,bn)|7

wobei die b; als Spaltenvektoren geschrieben werden. d(A) ist eine positive
reelle Zahl, die nicht von der Wahl der Basis abhdingt (vgl. [Casl]).

In der folgenden Definition werden Groflien definiert, die beim Gram-Schmidt-
Orthogonalisierungsverfahren benétigt werden.

DEFINITION 2.32. Seien by, ... b, € R" linear unabhingig. Die Vektoren b} (1 <
i < n) und die reellen Zahlen p;; (1 < j < i < n) werden dann induktiv wie folgt
definiert:

i—1
7=1

(b
/“LZJ (b* b*)

J77

wobei (-, ) das kanonische innere Produkt auf dem R"™ bezeichne.
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DEFINITION 2.33. Eine Basis by, ... b, eines Gitters A heifit LLL-reduziert, falls
die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

1
|Mij|§§fdr1§j<i§n

3 .
| bF + pi1 b7, P> 1 | br | firl<i<n.
Hierbei bezeichne | - | die euklidische Linge.
Im weiteren kann man jetzt mehrere Abschéatzungen fiir eine LLL-reduzierte Basis

angeben, welche in [LLL, Poh] nachgelesen werden kénnen. Wir benétigen lediglich
das folgende:

SATZ 2.34. Ser A ein Gitter mit LLL-reduzierter Basis by, ... ,b,. Dann gelten
die beiden folgenden Abschdtzungen.
d(A) < [T bl (2-1)
=1
b, < 2" Ya|*fir allex € A,z # 0 (2-2)

Beweis: (2-1) ist die bekannte Hadamardsche Ungleichung. Die Gleichung (2-2)
wird in [LLL] gezeigt. O

Wir haben jetzt einige Eigenschaften einer LLL-reduzierten Basis beschrieben.
Bis jetzt ist offen geblieben, wie wir eine solche Basis berechnen kénnen. Dieser
Algorithmus wird z.B. in [LLL, Poh, PoZa| aufgefiihrt. Wir mochten daher an
dieser Stelle darauf verzichten, diesen Algorithmus aufzufiihren.

7. Kettenbruchentwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Begriffe der Kettenbruchent-
wicklung definieren. Wir benotigen die Kettenbruchentwicklung, um die Korrekt-
heit unseres Einbettungsalgorithmus zu beweisen. FEine andere Anwendung der
Kettenbruchentwicklung ist zum Beispiel das Erkennen von irrationalen Zahlen.
So ist eine reelle Zahl genau dann rational, wenn ihre Kettenbruchentwicklung
endlich ist. Kommen wir nun zu den wichtigsten Definitionen und Eigenschaf-
ten. Die Beweise dieser werden in [Khi| gefithrt. Dieses Buch sei auch denjenigen
empfohlen, die mehr iiber die Kettenbruchentwicklung erfahren wollen. Anzu-
merken bleibt noch, daBl wir in unserer Arbeit nur endliche Kettenbriiche iiber
den natiirlichen Zahlen betrachten. Deswegen werden wir hier auch nur diesen
Spezialfall definieren.
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DEFINITION 2.35. Kettenbriche

(1) Einen Ausdruck der Form

CL1—|—

a2+.. 1

ta,
bezeichnen wir als n-gliedrigen Kettenbruch. Daber soll aqg € 7Z und fir
1<i<na; €N semn.
(2) Der einfacheren Schreibweise wegen schreiben wir einen solchen Ketten-
bruch in der Form:
lag; ar, as, ..., a4,

(3) Ferner bezeichnen wir fir 0 <i<n

Tk = [k Qpity .- s Ay
als den Rest des endlichen Kettenbruches.
(4) FEinen Kettenbruch s, = [ag;aq, ... ,a;] mit k < n bezeichnen wir als Ab-
schnitt des endlichen Kettenbruches [ag; ay, ag, ... , ay).

Um besser arbeiten zu konnen, definieren wir rekursiv eine kanonische Darstellung
fiir unsere Kettenbriiche: Fiir einen 0O-gliedrigen Kettenbruch [ag] setzen wir die
Darstellung ¢ und fiir n-gliedrige Kettenbriiche schreiben wir:

[ag; a1, ag, ... ,a,] = [ag; 1] = ag + .
1

Dabei ist 71 der Rest unseres Kettenbruches. Da 7y selbst nur (n — 1)-gliedrig ist,
haben wir bereits eine kanonische Darstellung definiert. Es gilt: r; = z—:. Hieraus
folgt dann:

¢ aop'+¢
vooor
Dieser letzte Bruch soll die kanonische Darstellung unseres Kettenbruches sein.

[afo;alaa%"' ;an] - CL0_|_

DEFINITION 2.36. Die kanonischen Darstellungen des Abschnittes

Sk = [a’O;ala"' 7ak] (k S n’)
definieren wir als Niherungsbruch der Ordnung k von [ag; ay,as,. .. ,a,| und be-
P

zeichnen thn in der Form .

Im folgenden werden wir einige Ergebnisse auflisten, die wir fiir unsere Beweise in
den spéateren Kapiteln bendtigen werden.
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SATZ 2.37. Bildungsgesetz der Niherungsbriche
Fiir ein beliebiges k > 1 qult:
Pk = QkPk—1 + P2 und @ = arqr-1 + g2

Daber setzen wir p_1 =1 und q_1 = 0.

Beweis: Dieser Satz entspricht Satz 1 in [Khi]. O
SATZ 2.38. Fiir ein beliebiges 1 < k < n qilt:
, Pk—1Tk + Dk—2
i ar, s, . ay) = DELET P
qk—1Tk + qr—2

Hierber gehdren die p;, q; und r; zu dem links in der Gleichung stehenden Ketten-
bruch.

Beweis: Der Beweis steht in Satz 5 von [IKhi]. O

SATZ 2.39. Jeder unkiirzbare Bruch ¢, der der Ungleichung

- <o
a _ — —_—
b 2b?
geniigt, ist ein Niherungsbruch der Zahl oo. Hierbei ist o = [ag; ay, ag,. .. ,ay].

Beweis: Dieses Ergebnis wird in Satz 19 von [Khi] bewiesen. O
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KAPITEL 3

Bewertungstheorie und p-adische Korper

Fiir die Durchfithrung unseres Algorithmus miissen wir Berechnungen in sogenann-
ten p-adischen Vervollstdndigungen algebraischer Zahlkorper durchfiihren. Hierzu
stellen wir nun die wichtigsten Ergebnisse dieser Theorie vor. Die folgenden Aus-
sagen werden u.a. in [PoZa] und [Nar| bewiesen.

1. Bewertungen

Als erstes werden wir den Begriff einer Bewertung einfiihren.

DEFINITION 3.1. Ser K ein Kérper und v : K — R eine Abbildung mit den
folgenden Eigenschaften:

=1
(M) 1/JE$)ZO,1/J( =0 rx=0;Ve e K
Efcil)/)é (@) +¥(y) ;Va,y € K

Y(x) P(y) ;Vo,y € K

Y heifit dann Bewertung des Korpers K. Gilt statt (iii) die stirkere Bedingung
Pz +y) <max(¢(z),¥(y));Vr,y € K,

so bezeichnen wir 1 als nicht-archimedische Bewertung des Korpers K, oder kurz
als Krullbewertung. Andernfalls bezeichnen wir v als archimedische Bewertunyg.

BEMERKUNG 3.2. Ist ¢ eine Bewertung des Korpers K, so wird durch

d(z,y) = ¥(z —y)
eine Metrik auf K definiert.

21
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Damit wir den Begriff der Bewertung etwas besser verstehen konnen, betrachten
wir drei Beispiele von Bewertungen. Hierbei ist fiir uns besonders das 3. Beispiel
von besonderer Bedeutung.

BEISPIEL 3.3. (Archimedische und nicht-archimedische Bewertungen,)

(i)  Die triviale Abbildung

0 fallsx =0

1 sonst

¢:K—>R:m»—>{

15t immer eine nicht-archimedische Bewertung.
(ii)  Der gewéhnliche Absolutbetrag ist eine archimedische Bewertung auf Q.
(iii) Sei K ein algebraischer Zahlkérper und p ein Primideal in og. Sei die
Funktion v, wie i 2.13 defintert. Dann wird durch

~e@  falls © # 0
|x|p,7 = o
0 falls x =0

mit v €]0,1[ eine nicht-archimedische Bewertung auf K definiert. Wir
nennen eine solche Bewertung eine p-adische Bewertung auf K.

DEFINITION 3.4. Eigenschaften von Bewertungen

(1) Es seien 1y und 1y zwer Bewertungen auf einem Korper K. Dann heiffen
diese Bewertungen dquivalent, falls

Vy,6 € K i (v) < 1(6) & ha(y) < 1o(8)

qgilt.
(i)  Ist ¢ eine Krullbewertung, deren Bild des Definitionsbereiches zyklisch ist,
so heifst 1) diskret.

SATZ 3.5. Es sei 1) eine Krullbewertung auf einem Korper K. Dann ist
Ry = {a € K | g(x) <1}
ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal

my = {z € K | ¢(z) < 1}.

Wir bezeichnen R, als den Bewertungsring und m,, als das Bewertungsideal von

0.
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Da wir sehr an Bewertungen auf algebraischen Zahlkérpern interessiert sind, stellt
sich uns die Frage, wie diese dort aussehen. Hierauf gibt uns der folgende Satz
eine Antwort.

SATZ 3.6. Es sei K ein algebraischer Zahlkorper diber Q. Dann ist jede nicht
triviale Bewertung von K entweder diskret oder archimedisch. Ist 1) eine diskrete
Bewertung, so existiert ein Primideal p von ox und ein v €|0, 1[ mit:

Y(x) = 7@ Vr € K7°

Ist 1) aber eine archimedische Bewertung auf K, so qilt

P(z) =|®(z)]  Vrelk,

wobei O einer der Q-Isomorphismen von K ist.

Um mit den Bewertungen besser arbeiten zu konnen, ist der folgende Satz von
grofler Bedeutung.

SATZ 3.7. Es sei 1 eine beliebige diskrete Bewertung tber einem algebraischen
Zahlkérper K. Dann hat sie nach dem vorherigen Satz die Form )(z) = () fiir
ein v €]0,1[. Fine Bewertung 1Z auf K st genau dann dquivalent zu 1, wenn ein
6 €)0, 1] existiert, so daf 1/7 = 6"() gilt. Weiterhin besitzen dquivalente Bewertun-
gen den gleichen Bewertungsring und das gleiche Bewertungsideal.

In 3.3 haben wir die Bewertung | - |, iiber dem algebraischen Zahlkérper K
definiert. Da wir nicht an den eigentlichen Funktionswerten dieser Bewertung,
sondern an dem Bewertungsring und dem Bewertungsideal interessiert sind, ist das
~ fiir uns von untergeordneter Bedeutung. Wir sprechen daher fiir ein beliebiges
Primideal von o, von der Bewertung |- |, und meinen eine beliebige von p erzeugte
Bewertung.

2. p-adische Korper

Eine sehr wichtige Eigenschaft bildet die Vervollstdndigung algebraischer Zahlkor-
per beziiglich eine Primideals p. Dazu betrachten wir den folgenden Satz.

SATZ 3.8. Es ser K ein algebraischer Zahlkérper und p ein Primideal seiner Maxi-

malordnung. Dann existiert ein Kérper K, O K mit den f olgenden Eigenschaften:

(i) K, ist vollstindig bzgl. der von der Fortsetzung von |- |, auf K, erzeugten
Metrik. Diese Fortsetzung wird ebenfalls mit | - |, bezeichnet.
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(11) K liegt dicht in K,.
(1) Ist R ein minimales Restsystem von ox/p mit 0 € R und ist m € p \ p?, so
gilt:

K, ={> ;7" |a; € R,m € Z,a,, # 0}.

Die Fortsetzung von |- |, auf K, ist wieder eine diskrete Bewertung. Damit ist

R, ={>_ ot |y € R,m € Z72°, ay, # 0}

i=m

der Bewertungsring von |- |, in K,. Er ist ein lokaler Hauptidealring mit dem
maximalen Ideal

mp ={> ' | a; € R,m € Z=", o, # 0}

i=m

Weiterhin wollen wir noch anmerken, dafl die Restklassenkorper R, /m, und og/p
isomorph zueinander sind.

3. Erweiterungen von p-adischen Koérpern

In diesem Abschnitt werden wir einige Aussagen iiber p-adische Erweiterungen
treffen.

SATZ 3.9. Es sei M/K, eine endliche Erweiterung vom Grad n. Dann evistiert
eine bis auf Aquivalenz eindeutige Fortsetzung | - | von |- |, auf M mat:

(i) M st vollstindig bzgl. |- |.
(i) |z| = |Nagyi, (2) |y Vo € M.

DEFINITION 3.10. Es sei M /K, eine endliche Erweiterung vom Grad n. p ist das
Primideal des Bewertungrings S von K, und ‘P das Primideal des Bewertungrings
R von M. Die Zahl e mat der Eigenschaft pR = P3¢ heifst Verzweigungsindex der
Erweiterung M/K,. Die Zahl f = [(R/B) : (S/p)] heifst Trigheitsgrad der Er-
weiterung M/K,. Es gilt bekanntlich n = ef. Eine Erweiterung heifit unverzeigt,
falls e =1 1st.

SATZ 3.11. Es sei K/L eine Relativerweiterung vom Grad n und |- |, eine Bewer-
tung auf L. Gilt dann pogx = P'-.. .- P#, s0 sind die Bewertungen ||y, (1 <1 < g)
alle indquivalenten Fortsetzungen von | - |, nach K.
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SATZ 3.12. Mit den Bezeichnungen des letzten Satzes gilt:
e; = e(Ky,/Ly) und f(Pi/p) = f(Ky,/Ly).

4. Unverzweigte p-adische Erweiterungen

Wir hatten schon einmal kurz erwahnt, dal wir nur an unverzweigten p-adischen
Erweiterungen interessiert sind. Diese haben einige sehr schéne Eigenschaften,
die wir im folgenden auflisten wollen. Sei also K,/Q), eine p-adische Erweiterung.
Sie heifit unverzweigt genau dann, wenn der Verzweigungsindex e von p iiber pZ,
gerade 1 ist. Die folgenden Aussagen werden in [Nar] bewiesen. In den folgenden
Satzen sei Ky/L, eine p-adische Erweiterung. R sei der Bewertungsring von K
und S der Bewertungsring von L. P8 und p seien die Bewertungsideale von K bzw.

L.

SATZ 3.13. Eine Erweiterung Ky/L, ist unverzweigt genau dann, wenn ein Ele-
ment a € R existiert, fir das die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) L= K(a), wobei a Nullstelle eines normierten Polynoms F € S|t] ist.
(i)  a mod P ist eine einfache Nullstelle von F mod p.

Aus diesem Satz koénnen wir mehrere einfache Folgerungen ziehen.

KOROLLAR 3.14. Es sei Ky/L, eine unverzweigte und M/Q, eine endliche Er-
weiterung. Dann ist KgM/L,M wieder eine unverzweigte Erweiterung.

KOROLLAR 3.15. Es seien Ky /Ly, und M/L, unverzweigte Erweiterungen. Dann
sind M Ky /L, wieder unverzeigt.

Im folgenden bezeichnen wir mit K und L die zugehorigen Restklassenkorper. Der
folgende Satz stellt eine wichtige Beziehung zwischen unverzweigten Erweiterungen
und den endlichen Koérpern auf.

SATZ 3.16. Es sei L,/Q, eine p-adische Erweiterung. Dann existiert zu jeder end-
lichen Erweiterung K /L genau eine unverzweigte Erweiterung Ky/L, derart, dafl
K und der Restklassenkdrper von Ky isomorph zueinander sind. Diese Erweite-
rung ist normal und die Galoisgruppe ist isomorph zu der Galoisgruppe von K /L.

Aus diesem Satz koénnen wir wieder wichtige Folgerungen ziehen.

KOROLLAR 3.17. Es emistiert genau eine unverzweigte Erweiterung von Q, mit
fest vorgebenen Grad.
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KOROLLAR 3.18. Fualls Ky/L, unverzweigt ist, so ist die Galoisgruppe zyklisch.
Ewn Erzeuger dieser zyklischen Gruppe ist der sogenannte Frobeniusautomorphis-
mus. Erinduziert den Frobeniusautomorphismus der Galoisgruppe von der Erwei-
terung der zugehdrigen Restklassenkdrper.

Wir haben also festgestellt, dal es nur eine unverzweigte Erweiterung von Q, gibt,
die einen fest vorgegebenen Grad hat. Diese Erweiterung korrespondiert zu der
Erweiterung der zugehorigen Restklassenkorper. So hat sie gleichen Grad und
gleiche Galoisgruppe. Beide Galoisgruppen werden vom Frobeniusautomorphis-
mus erzeugt.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts betrachten wir noch einen wichtigen Satz zur Dar-
stellung des Bewertungsrings bzw. der Maximalordnung eines p-adischen Kérpers,
wie er in [Cas2] zu finden ist.

SATZ 3.19. Es sei K,/Q, eine unverzweigte Erweiterung vom Grad m. Weiter-
hin seien (,... [y die Vertreter einer Basis von (og,/p)/(Zy/pZ). Dann ist
Bis- -+ Bm emme Basis fir die Marimalordnung og, .

Fiir die Praxis bedeutet dieser Satz, dafl wir ein erzeugendes Polynom fiir die
Korpererweiterung unseres Restklassenkorpers kanonisch in Z,[t] einbetten. Die
von diesem Polynom erzeugte Gleichungsordnung ist dann bereits maximal.

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch eine Anwendung des van der Waer-
den-Kriteriums 2.28 vorstellen.

SATZ 3.20. Sei f € Z[t] ein irreduzibles, normiertes Polynom und sei ferner p
ewne Primzahl fir die f mod p keine doppelten Nullstellen besitzt. Sei m nun das
Element der Galoisgruppe von f, welches durch 2.28 bestimmt wurde. Sei k ein
Teiler des Grades der p-adischen Erweiterung £/Q,, die durch f erzeugt wird.
Dann erhdilt man durch durch das Faktorisieren von f in einer unverzweigten
Erweiterung vom Grad k iiber Q, die Aktion von 7% im Sinne von 2.28.

BEMERKUNG 3.21. Damit keine MifSverstindnisse auftreten kénnen, wollen wir
an dieser Stelle bemerken, wie die Erweiterung £/Q, erzeugt wurde. Sei hierzu

f die kanonische Einbettung von f in Z,[t]. Die Nullstellen von f seten mit
ai,...,ay, bezeichnet. Dann ist € = Q,(ay, ..., ay,).

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes.

Beweis: Die unverzweigte Erweiterung vom Grad k iiber QQ, sei mit F bezeichnet.
Sei p das maximale Ideal in der Maximalordnung o+ von F. Das Faktorisieren von



4. UNVERZWEIGTE p-ADISCHE ERWEITERUNGEN 27

f in Ft] entspricht der Faktorisierung von f mod p. Mittels dieser Faktorisierung
wird nach 2.28 der Frobeniusautomorphismus 7 der Erweiterung EF/F ausge-
rechnet. In der Voraussetzung hatten wir bereits den Frobeniusautomorphismus
7 der Erweiterung £/Q, bestimmt. Wir zeigen nun, daf§ fiir die Frobeniusauto-
morphismen der Zusammenhang 7% = 7|¢ gilt. Hierzu betrachten wir folgende

Abbildung:
EF

N

Q,

Wir bezeichnen den Frobeniusautomorphismus von £F/Q, mit n. Aus der Ga-
loistheorie ist bekannt, dal # = n* gilt. Weiterhin ist offensichtlich, da = = n|¢
gilt. Damit erhalten wir folgende Gleichung:

le =n'le = 7"
Da die Nullstellen von f alle in &€ liegen und wir an der Aktion von 7 auf diesen
Nullstellen interessiert sind, ist damit die gewiinschte Behauptung gezeigt. O
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KAPITEL 4

Imprimitivitatsgebiete und Blocke

Als Generalvoraussetzung fiir dieses Kapitel sei G Untergruppe der symmetrischen
Gruppe 6,,. Dabei soll G stets auf Q = {ay,...,a,} operieren. Zusitzlich sei
T=1m ... T, € G stets in elementfremde Zykel zerlegt.

1. Einfiihrung
DEFINITION 4.1. FEigenschaften von G

(1) G heifit transitiv, falls fir alle1 <i,j < n ein g € G existiert mit go,; = o.

(2) Sei ACQ und g € G. Dann ist A9 :={a € Q| a =gl mit § € A}.

(3) Sei ) # A C Q. Dann heifit A Block (Imprimitivititsgebiet), falls fir alle
g€ G qgilt: AINA € {0,A}.

(4) A ={o;} (1 < i< n)und A = Q sind die sogenannten trivialen Blicke,
die anderen heiffen nicht triviale Blocke.

(5) Sei G transitiv. Falls G einen nicht trivialen Block besitzt, so heifst G
imprimitiv, andernfalls heifst G primativ.

(6) Die Anzahl der Elemente eines Blockes wird als Grifle bzw. als Blockgrifle

bezeichnet.
(7) Blocke Ay, ..., A, heiffen (komplettes) Blocksystem von G, falls folgendes
qilt:
1<i<m

(b) A;NA; =0 firi#j.
(c) Alle Blicke haben die gleiche Blockgrdfse.
(8) Die Bldcke, die in einem Blocksystem liegen, heiffen zueinander konjugiert.

29
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Der folgende Satz beinhaltet die ersten einfachen Folgerungen aus der Definition
von Blécken. Der Beweis kann [Hup] entnommen werden.

SATZ 4.2. Sei G imprimativ und ser A ein nicht trivialer Block. Sei H := Gay :=

{9 € G| AY = A}. Sei weiterhin G = |J Hr die Nebenklassenzerleqgung von
reRr
G nach H. Dabei sei R ein vollstindiges, minimales Restsystem. Dann gelten

folgende Behauptungen:

1) Bsist Q= |J A" mit A"N A" =0 fiir r # v (r,7' € R).
reR
2) Mit A st fir g € G auch A9 ein Block.

(1)

(2)

(3) Es gilt: | Q|=| A || R

(4) Die Untergruppe H ist transitiv auf A.

Insbesondere bilden die A", r € R ein Blocksystem von G.

2. Eigenschaften von Blocken

In diesem Abschnitt wollen wir Eigenschaften von Blocken A einer Gruppe G
herleiten. Grundlage hierfiir ist die Kenntnis von einzelnen Elementen der Gruppe
G. Die Untersuchung dieses Sachverhalts ist deswegen von besonderer Bedeutung,
da wir mit Hilfe des van der Waerden-Kriteriums 2.28 zyklische Untergruppen der
Galoisgruppe G und deren Erzeuger 7 erkennen kénnen.

Wirr kénnen nun die folgenden Begriffe definieren.
DEFINITION 4.3. Bezeichnungen fiir Zykel

(1) Die Anzahl der Elemente, die in einem Zykel m permutiert werden, bezeich-
nen wir als Linge eines Zykels.

(2) Wir sagen ein Element 7 ist vom Zykeltyp [nq, ... ,n,], wenn die Linge der
m; gerade den n; (1 < i < u) entspricht.

O.E. seien die m; (1 <7 < u) geméB ihrer Linge aufsteigend geordnet. Das folgende
Lemma liefert uns eine erste Eigenschaft.

LEMMA 4.4. Ser G transitiv und A ewn Block von G. Sei k die kleinste Zahl mit
A™ = A. Falls ein Zykel m; der Ldnge n; ein Element von einem Block A enthdilt,
so wird n; von k geteilt und m; enthdlt exakt % FElemente von A.
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Beweis:  Sei A ein nicht trivialer Block. Wegen A N A™ € {0, A} existiert
ein £k > 1 mit A™ = A und A¥ NA = § fiir 1 < jJ < k. Seien o.E. die
a; (1 < i < n) so angeordnet, daBl m = (a;1...q,,) und ag € A gilt. Wegen
't = id folgt A™' N A # . Da k die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft
war, wird n; von k geteilt. 7F zerfillt somit in k Zykel der Linge 2 und es
gelte, dafl a; im ersten der so entstandenen Zykel enthalten ist. Wéren noch in
einem weiteren so entstandenem Zykel Elemente aus A enthalten, so miifiten alle
Elemente dieses Zykels in A enthalten sein. Da jeder Zykel von 7f genau ein
Element von {ay,...,ax} enthilt, mifite ein o; (2 < 7 < k) in diesem weiteren
Zykel enthalten sein. Dann gilt aber Wfflal = «; und somit ist a; € AN AT
mit (¢ — 1) < k. Dies ist aber ein Widerspruch. O

Das k£ im Lemma ist von so grofler Bedeutung fiir unsere weiteren Betrachtungen,
dafl wir dies in einer Definition festhalten wollen.

DEFINITION 4.5. Sei G transitiv und A ein Block von G. Dann st der k-Wert
k(A, ) als die kleinste natirliche Zahl definiert, mit A™ = A. Wenn klar ist,
auf welches m sich der k-Wert bezieht, so wird dies meistens weggelassen. Falls
Ay, ..., A, ein komplettes Blocksystem ist, so bezeichnen kq, ... , k,, die k-Werte
zu Ay, ..., A, (bezogen auf eine feste Permutation ).

Generalvoraussetzung;:

Im folgenden sei Aq,...,A,, ein komplettes Blocksystem von Blocken der Grofie
d einer Gruppe G. Mit kq, ..., k,, werden die k-Werte zu Aq,...,A,, bezeichnet.

In den folgenden Sétzen wird eine noch genauere Aussage iiber die Verteilung der
«; in den Blécken A; getroffen.

SATZ 4.6. Wenn zweir Blocke A, und Ay mit r # s Elemente eines Zykels m
enthalten, so folgt k, = k.

Beweis: Offensichtlich gelten k,, ks > 1. O.E. seien die Elemente aus €2 so ange-
ordnet, daBl m = (o ... a,,) und oy € A, gilt. Dann existiert ein j € N minimal
mit 7leoz1 € A;. Wegen 4.2 (2) wird durch 7le jedes Element von (ay ... a,,) N A,
auf ein Element aus (ay...a,,) N A, abgebildet. Analog existiert ein 7, so daB

durch 7rlj jedes Element von (ay ...y, ) N A auf ein Element aus (a4 ... a,,) NA,
abgebildet wird. Damit ist gezeigt, dafl diese beiden Mengen gleich méchtig sind
und es folgt k, = k;. O

SATZ 4.7. Es enthalte sowohl A, als auch Ay Elemente eines Zykels m;. Fiir 1 <
i <w gilt dann: Falls A, Elemente aus m; enthdlt, so auch Ay (und umgekehrt).
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Beweis: Nach 4.6 enthalten A, und A, jeweils gleichviele Elemente von ;. Seien
nun « und # Elemente von m; und gelte o € A, und § € A,. Dann existiert ein
j € Nmit 7/ = 3. Sei nun v ein beliebiges anderes Element aus A,, welches nicht
in m; enthalten ist. Falls ein solches Element nicht existiert, ist die Aussage trivial.
Nach 4.2 (2) gehort 7y = § zum selben Block wie m/c = 3. Weiterhin gehéren
nach Konstruktion v und é dem selben Zykel m; an. Damit ist die Behauptung
gezeigt,. O

KOROLLAR 4.8. Sei A ein Block von G. Sei k der zugehdrige k-Wert zu A. Dann
sind durch A die k — 1 konjugierten Bldcke, die Elemente aus den selben Zykeln
enthalten wie A, eindeutig bestimmt und konstruierbar.

Beweis: Sei m € G mit dem zugehérigen k-Wert gegeben. Nach den vorangegan-
genen Sétzen ist es klar, dafl es genau k — 1 konjugierte Blocke gibt, die Elemente
aus den gleichen Zykeln wie A entnehmen. Sei A aus s Zykeln konstruiert und
seien diese Zykel so aufgebaut, dafl jeweils das erste Element zu A gehort. Analog
zu den vorangegangenen Sitzen wird A durch 77 (1 < j < k) auf die konjugierten
Blocke abgebildet. Dies bedeutet, dafl in jedem der s Zykel je eins der ersten k
Elemente zu einem konjugierten Block von A gehort. O

Die Konstruierbarkeit basiert allerdings auf der Annahme, daf3 die Aktion von
auf € vollstandig bekannt ist. Dies ist bei unserer Anwendung i.allg. aber nicht
der Fall. Deswegen beschéftigen sich in den néchsten Abschnitten noch weitere
Satze mit diesem Problem.

3. Blocke der Galoisgruppe von endlichen Erweiterungen von F,

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse, die wir bisher iiber Blocke erhalten
haben, angewendet werden. Bekanntermaflen sind endliche Erweiterungen von
endlichen Kérpern galoissch mit zyklischer Galoisgruppe G. Die Elemente aus €2
werden ab jetzt auch als Wurzeln bezeichnet. Wir betrachten im weiteren fol-
gende Ausgangsposition als weitere Generalvoraussetzung fiir den Rest dieses
Kapitels:

Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel, und sei ein p € P derart gegeben, daf
f(t) mod pZlt] keine doppelten Nullstellen besitzt. Weiterhin gelte:

f@&)= fi(t) - ... fult) mod pZ[t],

wobei die f; (1 <i < u) in F,[t] irreduzibel sind.
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Nach dem van der Waerden-Kriterium 2.28 enthélt Gal(f) (betrachtet als Er-
weiterung iiber Q) eine zyklische Untergruppe H mit Erzeuger m, wobei m vom
Zykeltyp [ng,...,n,] ist. Die n; (1 < i < u) entsprechen dabei gerade den Gra-
den der f;. Ein ,,Schonheitsfehler dieser Aussage ist, dafl man die Wurzeln nicht
richtig unterscheiden kann. Dazu soll der folgende Satz, der auf 4.8 aufbaut, einen
Losungsansatz aufzeigen.

SATZ 4.9. Ser w der Erzeuger einer zyklischen Untergruppe H von G, wobei die
i (1 < i < u) auf den Wurzeln der f; operieren. Sei nun A ein Block von G.
Dann kénnen die zu A konjugierten Blocke, die aus den selben Zykeln konstruiert
sind, modulo p eindeutig bestimmt werden.

BEMERKUNG 4.10. An dieser Stelle wollen wir die Aussage des letzten Satzes
verdeutlichen. Wir haben schon dfters erwdhnt, dafS wir mit Hilfe des van der
Waerden-Kriteriums 2.28, die Nullstellen in einem Block nur modulo p, d.h. wm
zugehdrigen endlichen Kdérper, bestimmen kénnen. Auf diese Art und Weise ist
die Konstruierbarkeit zu verstehen.

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes.

Beweis: 7 ist Erzeuger der zyklischen Galoisgruppe von F,/F,, wobei F, =
F,(ai,..., o) ist. Die aq,...,q, sollen hierbei die Nullstellen von f in einer
passenden Erweiterung von I, sein. Ein Erzeuger dieser Galoisgruppe ist nach
2.23 durch den Frobeniusautomorphismus ¢ mit ¢(x) = 2P gegeben. Seien nun die
Zykel, die Elemente von A enthalten, so angeordnet, daf jeweils die erste Wurzel

zu A gehért. Die Elemente des i-ten Zykels seien mit «;,,..., a;, bezeichnet.
Dann gilt mit dem Frobeniusautomorphismus: «;, = ozflj "' Damit kénnen die

gewiinschten konjugierten Blocke bestimmt werden. O

4. Der Zusammenhang zwischen Blocken und Teilk6rpern

In diesem Abschnitt betrachten wir den Zusammenhang zwischen den Teilkérpern
von K = Q(a) und den Blocken von G =Gal(f), wobei o Nullstelle eines irre-
duziblen und normierten Polynoms f € Z[t] ist. Dabei stellt sich heraus, da8
ahnlich zum Hauptsatz der Galoistheorie eine Bijektion zwischen den Teilkérpern
von K und den Blécken von G existiert, die o enthalten. Mit Hilfe dieser Aussage
konnen wir dann die bisherigen Ergebnisse {iber Blocke anwenden und diese zur
Teilkorperberechnung einsetzen. Das folgende Ergebnis kann [Dix1] entnommen
werden.
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SATZ 4.11. Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel vom Grad n, und sei o eine Null-
stelle von f. Sei weiterhin K = Q(«) ein algebraischer Zahlkorper und G =Gal(f).
Dann existiert eine Bijektion zwischen den Teilkorpern von K vom Grad m und
den Blocken der Grifie d von G, die o enthalten. Zusdtzlich gilt n = md.

Beweis: Sei L ein beliebiger Teilkorper von K. Dann existiert nach dem Haupt-
satz der Galoistheorie eine Untergruppe H von G mit L = Fix(H). Sei G, = {g €
G | g = «a} der Stabilisator von « in G. Dann ist K = Q(«) = Fix(G,) und
fir H gilt die Beziehung G, < H < G. Sei A die Bahn (Orbit) von « unter H,
d.h. A ={ha | h € H}. Wir zeigen nun mit Hilfe der Definition 4.1, dal A ein
Block ist. Sei hierzu ein g € G beliebig gewéhlt. Wir unterscheiden im folgenden
2 Falle:

(1)  Sei g € H. Wihle nun § € A beliebig. Dann existiert ein h € H, so daf§
ha =  gilt. Hieraus folgt g3 € A wegen gf = gha = ho mit h € H.
Damit ist gezeigt, dafl A9 = A gilt.

(2) Seige G\ H. Im folgenden zeigen wir, dal AN A = gilt. Wir nehmen
hierzu an, daB ein 3 € A existiere mit g8 € A. Nun existiert ein h € H
mit ha = 3. Setze § = gh € G \ H. Wegen ga € A existiert ein h € H mit
hga = a. Damit gilt dann hg € G, und somit hg € H. Hieraus folgt aber,
dal g € H ist, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Damit haben wir sowohl die Blockeigenschaft von A als auch H = G{a; gezeigt.
Wegen H = Gyay ist A der eindeutig bestimmte Block zu L, der « enthélt.

Sei nun umgekehrt A ein Block, der a enthilt. Definiere L := Fix(Ga}). Wegen
Go < Gyay < G ist L nach Galoistheorie ein Teilkorper von K. Damit haben wir
die gewiinschte Bijektion gezeigt.

Die Gradaussage folgt wegen | A |=|Ga} : Go | = (K : L) = d. Somit ist & =m
der Grad von L. O

Im obigen Satz haben wir den Zusammenhang zwischen den Blécken und den
Teilkérpern gezeigt. Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir zwei Korollare zeigen,
die uns eine gewisse Einsicht in die Teilkérperproblematik liefern.

KOROLLAR 4.12. Sei f € Z[t] vom Grad n irreduzibel, normiert und sei Gal(f)
= G, oder A, (alternierende Gruppe). Dann ist K = Q(«) mit o Nullstelle von
f primitiv, d.h. K besitzt keine echten Teilkorper.

Beweis: Sei G =Gal(f) = &,,. Dann enthilt G eine Permutation vom Zykeltyp
[1,n —1]. O.E. sei o im Zykel der Lénge 1 enthalten. Es sei nun A ein beliebiger
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Block, der a enthélt. Wegen o € A™ N A folgt k(A,7) = 1. Damit kann A nur
die Grofle 1 oder n haben, d.h. A ist ein trivialer Block. Somit besitzt K nach
obigen Satz keine echten Teilkorper.

Sei nun G =Gal(f) = 2A,. Falls n gerade ist, wihlen wir ein 7 wie im ersten
Teil des Beweises. Sei also n ungerade. Wir wéhlen nun ein 7 € G, welches
vom Zykeltyp [1,1,n — 2] ist. Analog zum ersten Teil des Beweises kénnen nur
Blocke der Grofle 1,2 oder n existieren. Da aber n ungerade ist, ist 2 keine giiltige
Blockgrofle. Damit hat G nur die trivialen Blocke und K ist wiederum primitiv.
Il

KOROLLAR 4.13. Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel vom Grad n und « eine
Nullstelle von f. Ferner gelte fir ein p € P zusdtzlich, daf f(t) mod pZ[t] ir-
reduzibel ist. Dann besitzt K = Q(«) hdéchstens einen Teilkorper vom Grad m

(m|n).

Beweis: Da f(t) mod pZ[t] irreduzibel ist, enthilt G =Gal(f) eine Permutation
7w vom Zykeltyp [n]. Sei nun ein m gegeben, so daB n von m geteilt wird. Zu
einem Teilkorper vom Grad m mufl nach obigen Satz ein Block A der Grofie
existieren, der a enthélt. Da 7 nur aus einem Zykel besteht, kann es hochstens

einen solchen Block geben. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Im néchstem Schritt werden wir zeigen, wie man aus einem Block, der o enthélt,
den zugehorigen Teilkorper berechnen kann.

SATZ 4.14. Sei f € Z[t] normiert und irreduzibel vom Grad n, und sei « eine
Nullstelle von f. Sei K = Q(«), G = Gal(f) und A ein Block der Grifie d, der
o enthdlt. Seien Ay, ..., A, die zu A = Ay konjugierten Blocke (m = % ). Fir
i=1,...,m setze 6; = [Igen, B. Weiterhin seien die &; (1 = 1,... ,m) paarweise
verschieden. Dann ist 6 primitwes Element von L = Fix(Gyay) und es gilt:
g(t) =TI", (t — &;) ist ein Minimalpolynom von L.

Beweis: Da Gy Elemente aus A wieder auf Elemente aus A iiberfiihrt, bleibt
61 unter Gya) fix. Damit ist gezeigt, daf 6; € L ist.

Aufgrund der Konstruktion ist L ein Teilkorper vom Grad m. Wegen der Blockei-
genschaft der A; (i = 1,... ,m) wird é; durch jedes g € G aufein 6; (j =1,... ,m)
iberfithrt. Da die 6; (j = 1,...,m) paarweise verschieden sind, besitzt 6; somit
m verschiedene Konjugierte und hat somit Grad m. Deswegen ist §; primitives
Element von L. Aufgrund der Konstruktion erkennen wir, daf die 6; (1 < i < m)
die Konjugierten von ¢; sind. Hieraus folgt die Darstellung von g. O
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In der Praxis kann es passieren, dafi die 6; (¢ = 1,...,m) nicht paarweise ver-
schieden sind. Damit der obige Satz angewendet werden kann, mufl ein anderes
Minimalpolynom des Korpers K gefunden werden, welches die Voraussetzungen
des Satzes erfiillt. Hierzu soll der folgende Satz einen Ansatz liefern.

SaTz 4.15. Falls die 6; (1 = 1,... ,m) nicht paarweise verschieden sind, substitu-
tere t ==t —k wn f. Es gibt hochstens ;—2 solcher Substitutionen, die wiederum
nicht paarweise verschiedene 6; (i =1,... ,m) liefern.

Beweis:  Fiir 7 = 1,... ,m definiere ¢;(z) := [Igea,(x + §). Diese Polynome
sind alle verschieden, da sie verschiedene Nullstellen haben. Alle Polynome ha-
ben Grad d, so dafl héchstens d Funktionswerte zweier Polynome iibereinstimmen

m

2
(’;)d < imn = 72’—2 Werte k, fiir die ¢;(k) = ¢,(k) mit ¢ # j gilt. Wie man leicht
sieht, hat jedes andere k € Z die gewiinschte Eigenschaft. O

konnen. Da es maximal ( ) Paare von Polynomen gibt, existieren hdochstens

BEMERKUNG 4.16. Sei f das durch die Substitution t ==t —k aus f hervorgegan-
gene Polynom. Dann gilt: disc(f) = disc(f).

BEMERKUNG 4.17. Die im vorangehenden Satz durchgefiihrte Substitution hat den
Nachteil, dafS die Koeffizenten des neuen Polynoms sehr grof§ werden kénnen.

BEMERKUNG 4.18. Unter der Annahme, daf$ die 6; paarweise verschieden sind,
lafit sich ein primitives Element eines Teilkorpers vom Grad m durch das Produkt
von - geeigneten Nullstellen des Minimalpolynoms von o darstellen. Falls die
6; (1 = 1,...,m) nicht paarweise verschieden sind, kann auf diese Art nur ein

Teilkorper des gesuchten Kdorpers dargestellt werden.

5. Berechnung von moéglichen Blécken

Im bisherigen Teil dieses Kapitels haben wir Eigenschaften von Blécken einer tran-
sitiven (Galois-) Gruppe G angegeben und hergeleitet. Weiterhin haben wir den
Zusammenhang zwischen den Blocken und den Teilkérpern einer algebraischen FEr-
weiterung aufgezeigt. So stellt sich uns nun die Frage, wie wir die Blocke einer
Galoisgruppe G =Gal(f) berechnen koénnen, wenn wir nur das Minimalpolynom
f kennen. Wir hatten schon erwihnt, dafl es viel zu kompliziert ist, zuerst die
Galoisgruppe zu berechnen und hiernach zu versuchen, Teilkérper zu bestimmen.
Daher konnen wir die Definition fiir Blocke nicht verifizieren und damit die Blocke
nicht direkt ausrechnen. Deswegen miissen wir einen anderen Weg finden. Wir
haben im zweiten Abschnitt dieses Kapitels einige Figenschaften von Blocke herge-
leitet, die wir nun fiir unser Verfahren ausnutzen wollen. Wir werden Teilmengen
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berechnen, die die hergeleiteten Eigenschaften besitzen. Hierzu betrachten wir die
folgende Definition.

DEFINITION 4.19. Mdgliche Blécke und Blocksysteme

Im folgenden seien A C Q, k€ Nundm=my-...-m. € G, wobei n; die Linge des
Zykels m; (1 < i@ < r) ist, mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

(1) |[A|=d e N.
(2) Enthdlt ein Zykel m; Elemente der Menge A, so wird n; von k geteilt und
m; enthdlt exakt 5+ Elemente der Menge A.

Eine solche Teilmenge heifit méglicher Block der Grifie d mit k-Wert k. Seien wei-
terhin Ay, ..., A,, mdgliche Blécke der Grifie d mit k-Werten ky,... , k. Dann
heifit Ay, ..., A, ein mogliches Blocksystem, falls

1) U A =0

1<i<m

(2) AN A; =0 firi+#j. |

(3) Fiir jeden mdglichen Block A; ist AT fir 1 < j < k auch ein méglicher
Block, der in der Menge {Ay, ..., Ay} enthalten ist.

qult.

BEMERKUNG 4.20. Offensuichtlich ist jeder Block ein mdglicher Block und jedes
Blocksystem ein mdgliches Blocksystem. Umgekehrt ist nicht jeder mdgliche Block
ewn Block und nicht jedes mdégliche Blocksystem ein Blocksystem.

BEMERKUNG 4.21. Die Bezeichnungen mdglicher Block bzw. mdgliches Blocksys-
tem sind abhdngig von der Wahl der Permutation m € G.

Da die Anzahl der méglichen Blocke stark von der gewédhlten Permutation
abhédngt, sind wir daran interessiert, ein m zu finden, fiir das es moglichst we-
nig mogliche Blocke gibt.

Wir werden also im Algorithmus alle moglichen Blécke A von €2 berechnen. In den
nédchsten Kapiteln wird dann bei der Teilkorperberechnung bzw. bei der Einbet-
tung erldutert werden, wie wir ,falsche” Blocke, d.h. mogliche Blocke, die keine
Blocke sind, erkennen konnen. Dieser Prozef ist aber 6fters sehr aufwendig, so
dafl wir daran interessiert sind, moglichst wenig , falsche® Blécke zu berechnen.

Wir werden den folgenden Blockalgorithmus in zwei Varianten angeben. Im ersten
Fall sind wir nur an moglichen Blécken A interessiert, die das primitive Element
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a von K enthalten. Da die Q(«;) (¢ = 1,...,n) alle isomorph zueinander sind,
kéonnen wir o.E. davon ausgehen, dafl o = a; im ersten Zykel enthalten ist. In
der zweiten Variante sind wir an allen moglichen Blocksystemen interessiert. Hier
koénnen wir im Prinzip den gleichen Algorithmus verwenden, wir miissen nur nach
Finden eines moglichen Blocks in den verbliebenen Zykeln nach weiteren moglichen
Blocken suchen.

ALGORITHMUS 4.22. Berechnung von mdglichen Bldocken eines Korpers K.

Input: Erzeugendes Polynom f € Z[t] von K = Q(a) vom Grad n,
gesuchte Blockgrofie d € N,
p € P, fiir welches die Berechnung durchgefiihrt werden soll.
Output:  Maogliche Blicke des Kérpers K, die o enthalten.

(1)  Faktorisiere f mod p.

(2)  Falls die Faktorisierung einen doppelten Faktor enthilt, breche mit der Mel-
dung ,Algorithmus nicht durchfihrbar® ab.

(3)  Bestimme aus der Faktorisierung den Zykeltyp [ny, ... ,n,] von m.

(4)  Setze den k-Wert k auf 1 (vgl. 4.4).

(5)  Bestimme alle Teilmengen A von {2,...,u}, so daf die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:
(i)  Fir alle a € A gilt: 5= € N.
(i) dk—ny =3{n,|a€ A}.
Gib diese Teilmengen aus.

(6)  Falls k = d ist, terminiere den Algorithmus.

(7)  Setze k auf den ndichstgrofieren Teiler von d.

(8)  Gehe nach (5).

BEMERKUNG 4.23. Der obige Algorithmus geht davon aus, dafl das primitive Ele-
ment des Kdrpers im ersten Zykel liegt. Dies ist o.FE. mdglich, da die Kérper
Qo) (i = 1,...,n) alle isomorph sind. Die «; sind hierbei die Nullstellen des
Minimalpolynoms f.

SATZ 4.24. Der Algorithmus 4.22 berechnet alle méglichen Blécke zu w, die «
enthalten.

Beweis: In den Schritten (1)—(3) wird mit Hilfe des van der Waerden-Kriteriums
2.28 eine zyklische Untergruppe H der Galoisgruppe G bestimmt. Der Satz ist
nicht anwendbar, wenn p die Diskriminante von f teilt, also f mod p doppelte
Faktoren enthilt. In den Schritten (4)—(8) werden die moglichen Blécke berech-
net. Der Algorithmus terminiert, da es nur endlich viele Teilmengen A gibt, die
untersucht werden miissen. O
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BEMERKUNG 4.25. Im obigen Algorithmus ist die Durchfiihrung von Schritt (5)
offengeblieben. Dies ist ein kombinatorischer Algorithmus, der auf geschickte
Weise alle Méglichkeiten durchprobiert. Ein Problem dieses Algorithmus ist, dafl
wir nicht wissen, aus wievielen Zykeln ein Block zusammengesetzt ist. In der Pra-
xis hat es sich als vorteilhaft erwiesen, zuerst die groffen Zykel auszuprobieren. So
stellt man sehr oft fest, daf$ bereits eine zweielementige Teilmenge zu grof§ ist, so
dafl man mehrelementige Mengen, die diese enthalten, erst gar nicht betrachten
muf. Weiterhin erweist es sich in diesem Schritt als sehr niitzlich, wenn man die-
sen Schritt vorzeitig abbricht, wenn schon klar ist, daf$ dieser Zykel unbrauchbar
ist. Duies ist z.B. dann der Fall, wenn man weifs, dafl es hochstens | Blécke vom
gegebenen Grad geben kann, man aber bereits erheblich mehr ausgerechnet hat.
Wir méchten an dieser Stelle allerdings verzichten, eine genaue Implementierung
von Schritt (5) anzugeben.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch einen zweiten Algorithmus an-
geben, der die moglichen Blocksysteme der Galoisgruppe G berechnet. Dadurch,
dafl wir alle Blocke eines Blocksystems berechnen, haben wir natiirlich noch mehr
Moglichkeiten, falsche Blocke zu berechnen. Wenn zum Beispiel ein Block in meh-
reren Blocksystemen enthalten ist, so wissen wir, dafl nur ein Blocksystem giiltig
sein kann. Sollten wir in einem spéteren Teil des Algorithmus bestéatigen kénnen,
dafl ein mogliches Blocksystem ein Blocksystem war, so brauchen wir die anderen
moglichen Blocksysteme, die einen Block aus dem richtigen Blocksystem enthalten,
nicht mehr betrachten. Nun wollen wir aber zum Algorithmus kommen.

ALGORITHMUS 4.26. Berechnung von mdglichen Blocksystemen eines Korpers K.

Input: Erzeugendes Polynom f € Z[t] des Kéorpers K = Q(ay) vom Grad n,
gesuchte Blockgrofie d € N,
Permutation m samt Zerlequng in elementfremde Zykel 7y, ... ,m,.
Z ={m,... , T}

Output:  Mdgliche Blocksysteme des Kdrpers K.

(1)  Setze den k-Wert k auf 1 (vgl. 4.4).

(2)  Setze | auf die Anzahl der Elemente in Z und bestimme die Zykelldngen
ni,...,n; der in Z enthaltenden Zykel.

(3)  Bestimme alle Teilmengen A von {2,... 1}, so daf die folgenden beiden
Bedingungen erfillt sind:
(i)  Fir allea € A gilt: 5= € N.
(i)  dk —ny = 4ca Na-

(4)  Fir jede dieser Teilmengen A tue folgendes:
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(i)  Entferne alle benutzten Zykel aus Z, d.h. setze Z=7Z\A.
(1)  Falls Z die leere Menge ist, gib das mdgliche Blocksystem aus.
(11i)  Ansonsten rufe den Algorithmus erneut mit den verbleibenden Zykeln
n 7 auf.
(5)  Falls k = d ist, terminiere den Algorithmus.
(6)  Setze k auf den ndichstgrofieren Teiler von d.
(7)  Gehe nach (3).

Beweis: Die Korrektheit dieses Algorithmus folgt unmittelbar aus dem Algorith-
mus 4.22 und den hergeleiteten Eigenschaften. O

BEMERKUNG 4.27. Wie wir am 4. Schritt sehen, arbeitet dieser Algorithmus re-
kursiv. Im Prinzip wird das Verteilen der Zykel auf die méglichen Blocke sukzes-
swe angewendet, bis keine Zykel mehr da sind. Bei héheren k-Werten brauchen
die konjugierten Blécke, die aus den selben Zykeln bestehen, nicht beachtet werden,
da sie eindeutig feststehen. Deswegen kann man an dieser Stelle auch alle benutz-
ten Zykel aus der Liste Z streichen. Bei der Ausgabe des mdglichen Blocksystem
wird davon ausgegangen, dafl dem Algorithmus die vorher berechneten mdglichen
Blécke zur Verfigung stehen.

6. Beispiele

Zum Abschlufl wollen wir die Ergebnisse dieses Kapitels an zwei Beispielen de-
monstrieren. Der kiirzeren Schreibweise wegen listen wir ein Blocksystem in der

Form {{...},...,{...}} auf.

Zuerst betrachten wir die verschiedenen Zykeltypen eines Korpers vom Grad 4 und
bestimmen die Anzahl seiner moglichen Blocke der Grofie 2.

(1) Zykeltyp [4], d.h. m = (aq, a9, i, ).
Fiir £k = 1 und k£ = 4 kénnen wir keinen Block der Grofle 2 bilden. Fiir
k =2 bilden {{ay, a3}, {as, ay}} ein Blocksystem.

(i1)  Zykeltyp [1,3], d.h. 7 = (aq)( g, g, ag).
Da der erste Faktor Grad 1 hat, mufl der zugehorige k-Wert 1 sein. Damit
1a8t sich aber nur ein Block der Grofie 1 oder 4 bilden. Es existiert also
kein Block der Grofle 2.

(ii)  Zykeltyp [2,2], d.h. 7 = (aq, an) (a3, o).
Fiir k=1 erhalten wir das Blocksystem {{«, as}{as, as}}. Fiir k=2 kénnen
wir zwei weitere mogliche Blocksysteme bilden, ndmlich {{oy, as}, {as, as}}

und {{ay, o}, {an, az}}.
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(iv)  Zykeltyp [1,1,2], d.h. m = (a)(aw)(azay).
Die Nullstellen a; und «ay miissen zu einem Block mit k-Wert 1 gehoren.
Sie bilden also einen Block. Damit ergibt sich der zweite Block mit {ag, oy}
automatisch.
(v)  Zykeltyp [1,1,1,1], d.h. © = id.
Die Identitat liefert alle Moglichkeiten die Nullstellen in Blocke der Grofie
2 zu gruppieren. Es ergeben sich (3) = 3 Moglichkeiten.
Als néchstes werden wir unsere Uberlegungen an einem Beispiel vom Grad 6 de-
monstrieren. Hierzu betrachten wir den Korper K, der vom irreduziblen Polynom
f(t) =t + 108 erzeugt wird. Wir faktorisieren dieses Polynom modulo mehrerer
Primzahlen und erhalten die folgenden Faktorisierungen:

= t°mod 2

= t"mod 3

(2 4+ 2)(t* +t +2)(1* + 4t 4+ 2) mod 5
= (+2)(t*+5)mod 7

~
N
~~
N—" . e
Ii

(t+3)(t + 13)(t + 15)(t + 16)(t + 18)(¢ + 28) mod 31

Die Faktorisierungen modulo 2,3 sind fiir uns uninteressant, da doppelte Fakto-
ren auftreten. Auf die néchsten drei Faktorisierungen kénnen wir das van der
Waerden-Kriterium anwenden und erhalten so Zykeltypen von Elementen der Ga-
loisgruppe von f. Fiir p = 5 erhalten wir so ein Element vom Zykeltyp [2,2,2],
d.h. es existiert ein 7 €Gal(f) mit 7 = (ajan)(agay)(asag). Hierbei sollen die
a; passend numeriert sein. Analog erhalten wir fiir p = 7 ein Element vom Zy-
keltyp [3,3] und fiir p = 31 ein Element vom Zykeltyp [1,1,1,1,1,1], welches der
Identitét entspricht. Die Faktorisierungen modulo der anderen Primzahlen haben
keine neuen Zykeltypen ergeben. Wir miissen uns nun iiberlegen, wieviele Blocke
der Grofle 2 und 3 existieren koénnen.

Wir starten mit p = 5, dem Zykeltyp [2,2,2] und der Blockgrofie 2. Wir setzen
k = 1, d.h. fiir jeden Block miissen alle Nullstellen eines Faktors verwendet
werden. Wir setzen also A; = {ay, ay}. Nun miissen wir die verbleibenden Blocke
bestimmen. Hierzu setzen wir wieder k¥ = 1 und erhalten Ay = {a3, ay} und damit
Az = {as,a6}. Damit haben wir ein erstes mogliches komplettes Blocksystem
bestimmt. Fiir das nachste Blocksystem gilt immer noch A; = {aq, s} (Wir
kommen eine Rekursionsstufe zuriick.) Fiir & = 1 konnen wir keine weiteren
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Blécke bestimmen. Daher setzen wir £ = 2 und erhalten die beiden Moglichkeiten
Ay = {az, a5} und Az = {ay, a5} baw. Ay = {az, a6} und Az = {ay,a5}. Da
bei allen 3 Blocksystemen der Block A; identisch ist, kann nur eins ein giiltiges
Blocksystem sein. Nun kommen wir zum Block A; zuriick und stellen fest, dafl
mit k& = 1 keine weitere Blockbildung moglich ist. Wir setzen also £ = 2 und
erhalten die folgenden Blocksysteme:

{{ala 043}, {042, 044}, {a57 a6}} {{ala 044}, {043, 044}, {a57 a6}}

{{on, as}, {az, a6}, {as, b} {{on, s}, {o2, a5}, {as, cu}}

Wir miissen also sieben mogliche Blocksysteme untersuchen, von denen aber nur
drei giiltig sein kénnen.

Fiir die Blockgrofle 3 stellen wir leicht fest, dafl alle Blocke k-Wert 2 haben miissen.
Wir erhalten so 4 verschiedene mogliche Blocksysteme.

Wir wechseln nun die Primzahl und betrachten p = 7. O.E. gehen wir davon aus,
daB die Nullstellen nun so angeordnet sind, daBl 7 = (v, ag, o) (g, as, ag) gilt.

Wir starten mit der Blockgrofle 2 und stellen fest, dafl Blockbildung nur mit k=3
moglich ist. Dies bedeutet, daff wir jeweils eine Nullstelle des ersten Faktors mit
einer Nullstelle des zweiten Faktors kombinieren miissen. Die Anzahl der mogli-
chen Blocksysteme bleibt hier klein, da nach Bildung eines ersten Blocks, die
iibrigen Blocke eindeutig mit Hilfe des Frobeniusautomorphismus bestimmt sind.
Dieses wird im Kapitel iiber die Berechnung der Teilkérper noch erlautert werden.
Wir erhalten also die drei moglichen Blocksysteme: {{oy, aq}{an, as}{asz, as}}

Hau, asHas, asH{az, au b} {{on, as{an, auf{as, as}}

Fiir die Blockgrofle 3 erhalten wir fiir & = 1 nur einen Blocksystem, wobei die
Blocke aus den Nullstellen der beiden Faktoren bestehen.
Die Identitit auszuwerten lohnt sich fiir uns nicht, da sie (g) Moglichkeiten fiir

Blécke der Grofie 2 und (g) Moéglichkeiten fiir Blocke der Grofle 3 liefert. Wir
stellen also fest, dafl p = 7 fiir unsere Berechnungen am besten geeignet ist.



KAPITEL 5

Zur Konstruktion von Teilkorpern

1. Einleitung

Im vorherigen Kapitel haben wir Methoden vorgestellt, um aus einem erzeugenden
Polynom f eines Korpers K mogliche Blocke zu berechnen. Im giinstigsten Fall
haben wir dabei festgestellt, dafl es keine Blocke und damit auch keine Teilkérper
geben kann. Falls dieser giinstige Fall nicht eintritt, miissen wir hier nun versuchen,
aus den moglichen Blécken erzeugende Polynome von Teilkérpern zu berechnen.
Dabei stellt sich uns das Problem, daf§ wir nicht wissen, ob die moglichen Blocke
auch tatséchlich Blocke der Galoisgruppe unseres Polynoms sind. Dies zu beriick-
sichtigen wird in den beiden in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren noch einige
Probleme bereiten.

Ausgangspunkt fiir beide Verfahren ist, dal wir vom Blockalgorithmus eine ,,mog-
lichst giinstige® Primzahl p geliefert bekommen. Maoglichst giinstig heiffit hierbei
unter anderem, dafl sie moglichst wenig Moglichkeiten fiir verschiedene Blocke
zuldflt. Aber es spielen auch noch andere Punkte eine wichtige Rolle, die in den
beiden Verfahren herausgearbeitet werden sollen.

Der erste Algorithmus, den wir im Rahmen dieser Arbeit vorstellen wollen, ent-
spricht im groben dem Verfahren, welches in [Dix1] prasentiert wird. Hier wird dem
Algorithmus ein moglicher Block A und eine Primzahl p zur Verfiigung gestellt.
Der Algorithmus ist nur durchfiithrbar, wenn der zugehoérige k-Wert 1 ist. Im ersten
Schritt wird dann die modulo p-Faktorisierung von f mittels des Hensel-Liftings
bis zu einer geniigenden p-Potenz geliftet. Hiernach kann ein primitives Element
des gesuchten Teilkorpers approximiert werden. Mit Hilfe des LLL-Algorithmus
kann dann das Minimalpolynom dieses primitiven Elements ausgerechnet werden.
Falls einer dieser Schritte scheitert, bedeutet dies, dal A kein Block war.

43
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Der zweite Algorithmus hat den Vorteil, dafl er auch mit Primzahlen arbeiten kann,
bei denen die zugehoérigen k-Werte ungleich 1 sind. Dieses Verfahren bendétigt
neben der Primzahl p allerdings ein komplettes Blocksystem. Hiernach ist das
Minimalpolynom des Teilkorpers lediglich durch das Faktorisieren von Polynomen
iiber endlichen Korpern und durch das Hensel-Lifting berechenbar.

2. Zur Abschitzung der Koeffizienten des gesuchten Minimalpolynoms

In diesem Abschnitt werden wir Schranken fiir das zu berechnende erzeugende
Polynom des Teilkorpers L angeben. Dabeil nutzen wir aus, dafl das erzeugende
Polynom mit Hilfe von 4.14 konstruiert wird. Wir miissen also die folgende Situa-
tion betrachten. Gegeben ist ein normiertes und irreduzibles Polynom f € Zlt]
mit Nullstellen «y,...,q,. Wir definieren einen algebraischen Zahlkoérper durch
K = Q(«y). Weiterhin nehmen wir an, daf§ ein Teilkérper L vom Grad m exi-
stiert. Nach 4.11 existiert ein Blocksystem Aq,...,A,,, welches K/L eindeutig
zugeordnet ist. O.E. nehmen wir an, daf§ die «; so angeordnet sind, dafl fiir
(j—1)d+1 <i < jdgilt: oy € A;. Hierbei ist d die zugehorige Blockgrofie; es gilt
also md = n. Nun wissen wir nach 4.14, dafl unser gesuchtes Minimalpolynom ¢
von L die Form

m m d

gt) =TIt~ II o) =TI -] og-1as)
j j i=1

i=1 aEA; Jj=1

hat. Weiterhin wissen wir, dafl g € Z[t] ist.

Bevor wir mit den Abschiatzungen beginnen, werden wir erstmal eine Polynom-
norm definieren.

DEFINITION 5.1. Sei f € Z[t] mit f(t) = S0y c;t'. Danm ist ||f]]5 = (X0, ¢2)2.

Das folgende Lemma wird uns zu einer Abschétzung unseres Problems fiihren.

SATZ 5.2. Sei f € Z[t] normiert von der Form f(t) = X1 a;t'. Weiterhin seien
die Nullstellen oy, ..., a, so angeordnet, daf8 fir 1 < i < k gilt: |o;| > 1. Fir
i > k soll dann |o;| < 1 gelten. Dann gilt fir die Koeffizienten von f folgende

Abschdtzung:
n—1\ ¢ n—1
a; S . o;l + . .
i <1—1>Z~:Hl| | ( J )

Beweis:  Wie allgemein bekannt ist, entsprechen die elementarsymmetrischen
Funktionen o,; bis auf das Vorzeichen den Koeffizienten a;. Wir definieren fiir
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1 <i<n:dq:=max{|a],1}. Die 7,, sind dann die elementarsymmetrischen
Funktionen bezogen auf die &;. Deswegen gilt:

n—1\34 n—1
ol =lawl < ol < (1) TTae ()
j j j j—1 Z:Hl j
Die letzte Ungleichung folgt nach Lemma 3.5.2 aus [Coh|. Die gesuchte Behaup-

tung folgt, da fiir z > k stets a; = 1 gilt. d

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun recht einfach Abschatzungen fiir die Grofie
der Koeffizienten unseres erzeugenden Polynoms g angeben. Das einzige Problem,
was wir 16sen miissen, ist die Bestimmung des Produktes der Nullstellen von g,
deren Betrag grofler gleich 1 ist. Hierzu miissen wir zwei Félle unterscheiden.
Der einfache Fall ist, dafl bereits alle Nullstellen von f betraglich grofler gleich
1 waren. Dann trifft dies logischerweise auch fiir die Nullstellen von ¢g zu. Wir
konnen dann fiir M einfach den Betrag des absoluten Glieds von f wéhlen. Falls
einige Nullstellen von f betraglich kleiner als 1 sind, so kénnen wir fiir M den
Wert wihlen, den wir auch fiir das Polynom f gew&hlt hétten. Dieser Wert mufy
zwar nicht optimal sein, reicht aber fiir unsere Zwecke aus. Wenn man etwas
geschickter vorgehen will, so kann man sich tiberlegen, ob Nullstellen von f, die
betraglich kleiner als 1 sind, in einem Block mit Nullstellen liegen, die betraglich
grofler als 1 sind. Falls man solche Zusammenhénge feststellen kann, kann man die
Abschitzung fiir M verbessern. Diese Uberlegungen fiihren zu folgendem Satz.

SATZ 5.3. Sei f ein erzeugendes Polynom von K. Weiterhin existiere ein Teil-

kérper L von K, dessen erzeugendes Polynom g(t) = >ito b;t! mittels 4.14 kon-

struiert werden kann. Zusditzlich sei M = T[], |ov;|, wobei ay, ..., a gerade die

Nullstellen von f sind, deren Betrag grofier gleich 1 sind. Dann qilt fir die Koef-
fizienten von g die folgende Abschitzung:

m—1 m—1
bl < | . M + . .
i (;-1) ( j )

Durch diesen Satz konnen wir nun auch sehr leicht eine Abschétzung fiir die || - ||
des Minimalpolynoms unseres Teilkorpers bestimmen.

3. Konstruktion von Teilkérpern mit Hilfe des LLL-Algorithmus

Gegeben sei ein erzeugendes Polynom f des Zahlkorpers K. G sei die Galois-
gruppe von f. Als Ausgangspunkt fiir diesen Abschnitt sei ein moglicher Block
A von G der Grofle d und eine Primzahl p mit der zugehorigen Permutation
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gegeben, so daf} der zugehorige k-Wert 1 ist. Wie im vorigen Kapitel zerlegen wir
7 in elementfremde Zykel 7 -...-m,. Dieser Zerlegung entspricht die Polynomfak-
torisierung von f modulo pZt], d.h. der Zykel m; operiert auf den Nullstellen von
fi(i=1,...,u). Dader k-Wert von A bzgl. 7 1 ist, besteht A nur aus kompletten
Zykeln von m. Diese seien mit m,,,...,m,, bezeichnet. Nach Satz 4.14 miissen
wir das Produkt der Wurzeln bilden, die in A enthalten sind. Dieses Produkt
der Wurzeln entspricht bis auf das Vorzeichen gerade dem Produkt der absoluten
Glieder der zu m,,, ... ,m,, gehdrigen Polynome. Wenn wir dieses Produkt bilden,
erhalten wir eine modulo p-Approximation des gesuchten primitiven Elements.
Wenn wir vorher die Kongruenzfaktorisierung mittels des Hensel-Liftings zu ei-
ner modulo p*Z[t]-Faktorisierung liften (k € N), so erhalten wir fiir das primitive
Element sogar eine modulo p*-Approximation. Dabei mufl das k geniigend grof3
gewahlt werden, damit die folgenden Schritte durchgefiihrt werden konnen. Diese
Uberlegungen liefern den folgenden Algorithmus.

ALGORITHMUS 5.4. Berechnung des Minimalpolynoms eines Teilkdrpers L.

Input: Minimalpolynom f € Z[t] des Kérpers K vom Grad n,
mdéglicher Block A und Blockgrdfle d,
p € P, Faktorisierung von f modulo pZt].

Output:  Mdgliches Minimalpolynom g eines Teilkérpers L.

(1)  Prife, ob der zu A gehérige k-Wert 1 ist. Falls nicht, breche mit der Feh-
lermeldung ,Algorithmus nicht durchfiihrbar® ab.

(2)  Berechne die Zykel 7, ... ,m,,, deren Wurzeln in A enthalten sind.

(8)  Bestimme ein k, bis zu dem das Hensel-Lifting durchgefihrt werden soll.

(4)  Lifte die Faktorisierung von f mittels des Hensel-Liftings:
ft) = fi(t) - ...« fi(t) mod p*Z[t].

(5)  Berechne das Produkt 6 der absoluten Glieder der zu m,,, ... ,m,, gehirigen
Polynome f; (modulo p*).

(6)  Falls d ungerade ist, setze 6 auf —6.

(7)  Bestimme mit Hilfe des LLL-Algorithmus ein mdgliches Minimalpolynom g
des Teilkérpers L. Falls der Algorithmus scheitert, war A kein Block gewe-
sen.

Die ersten beiden Schritte des obigen Algorithmus sind selbsterklarend. Im 3.
Schritt muf} ein k& bestimmt werden, bis zu dem das Hensel-Lifting durchgefiihrt
werden soll. Dieses k& héngt von dem gegebenen Polynom f ab. Hierbei mufl
abgeschitzt werden, wie grofl die Koeffizienten des gesuchten Minimalpolynoms
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von L werden konnen. Weiterhin mufi das k£ so grofl gewéhlt werden, dafl das
gesuchte Minimalpolynom vom LLL-Algorithmus gefunden werden kann. Diese
Punkte werden in den néchsten Abschnitten beschrieben.

Die Schritte 4 und 5 des Algorithmus sind wiederum selbsterklarend. Im 6. Schritt
mufl noch auf das Vorzeichen des approximierten Elements geachtet werden. Der
7. Schritt ist der Hauptteil des obigen Verfahrens. Hier mufl mit Hilfe des LLL-
Algorithmus aus dem approximierten primtiven Element das zugehorige Minimal-
polynom berechnet werden. Dies wird in einem der folgenden Abschnitte erldutert
werden.

3.1. Bestimmung des Minimalpolynoms eines approximierten
primitiven Elements mit Hilfe des LLL-Algorithmus

Als Ausgangspunkt fiir diesen Abschnitt erhalten wir ein approximiertes primitives
Element 6, den Grad m dieses Elements und ein M = p* bzgl. dem § approximiert
ist. Gesucht wird also ein Minimalpolynom vom Grad m, welches modulo p* &
als Nullstelle hat. Damit die Eindeutigkeit dieses Polynoms gewéhrleistet ist, mufl
weiterhin eine Schranke B fiir die Koeffizienten vorliegen.

Ein analoges Problem wird in [LLL] geldost. Im 2. Teil dieser Arbeit soll aus
einer modulo p*F-Approximation ein Faktor eines gegebenen Polynoms bestimmt
werden. Wir mochten aus einer entsprechenden Approximation ein Minimalpo-
lynom berechnen. Die Eigenschaft, daf in [LLL] ein Faktor ausgerechnet werden
soll, wird nur in den Abschétzungen fiir die Koeffizienten des gesuchten Polynoms
verwendet. Diesen Teil miissen wir also getrennt untersuchen. Das eigentliche
Verfahren verlauft allerdings vollig analog. Da wir nur mit einer Nullstelle ¢, d.h.
mit einem linearen Polynom h(t) = ¢t — § approximieren, werden einige Formeln
sogar einfacher.

In diesem Abschnitt schreiben wir Z/p*Z fiir den Ring der ganzen Zahlen modulo
pk. Fiir f(t) = X0, a;t" € Z[t] meinen wir mit f mod p* das Polynom Y7 (a; mod
ph)tt € Z/p*Z]t]. Zusitzlich sollen im weiteren die folgenden Voraussetzungen
gelten:

f, g € Z]t] sind Polynome, wobei f von g geteilt wird.
(2) h(t) =t — 6 mit & € Z und h mod p* teilt f mod p* in Z/p*Zl[t].
h* mod p teilt nicht f mod p in F,[t].

SATZ 5.5. Das Polynom f besitze einen irreduziblen Faktor hy € ZIt], fir den
h mod p teilt hg mod p gqilt. Weiterhin st dieser Faktor bis auf das Vorzeichen
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eindeutig bestimmt. Wenn nun g teilt f in Z[t] gilt, sind die drei folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(1) h mod p teilt g mod p in F,]t].
(2)  hmod p* teilt g mod p* in Z/p*Z[t].
(3)  ho teilt g in Z]t].

Weiterhin gilt dann: h mod p* teilt h, mod p*Z[t] in Z/p*7Z][t].

Der Beweis dieses Satzes kann in [LLL] (Proposition (2.5)) entnommen werden.

Damit wir mit den Bezeichnungen von [LLL] konform bleiben, soll f in diesem
Abschnitt das gesuchte erzeugende Polynom eines Teilkérpers vom Grad m sein.
Wenn dieses existiert, wissen wir aus unseren Voriiberlegungen, dafi f mod p* von
h mod p* in Z/p*Z[t] geteilt wird. Wir betrachten also im folgenden ein Gitter A,
welches alle Polynome in Z[t] enthélt, die modulo p* durch A mod p* teilbar sind.
Dies ist eine Teilmenge des (m + 1)-dimensionalen reellen Vektorraums R+ R- ¢+
...+ R-t™. Dieser Vektorraum wird auf den R™! abgebildet, wenn wir 37, a;t*
auf (ag, ay, ... ,ay,) abbilden. Da h normiert ist, ist A ein Gitter vom Grad m + 1.
Die Basis von A ist gegeben durch {p*} U{h(t)#/ : 0 < j < m}. Aus der Definition
der Gitterdiskriminante folgt direkt, daf d(A) = p* ist. Im folgenden schreiben
wir fiir || - |2 abkiirzend | - |.

SATZ 5.6. Seren p, f,m,h, hg und g wie oben definiert. Nun gelte fiir ein b € A:
PP > |f|™b|™. Dann ist b in Z[t] durch f teilbar und damit gilt ggT(f,b) = f # 1.

Beweis:  Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von (2.7) in [LLL] Fiir die Be-
zeichnungen setze hierzu hg = f,l =1,n=m,L = A.

Sei b # 0 und setze ¢ = ggT(f,b). Nach 5.5 ist h mod p teilt g mod p in Z/pZ]t]
zu zeigen. Nehmen wir an, dafl dies nicht gilt. Dann existieren A3, u3,vs3 € Zlt],
so daf

Ash+ pusg=1—prs
gilt. Aus dieser Gleichung werden wir einen Widerspruch folgern. Setze e = deg(g)
und m’ = deg(b). Es gilt also 0 < e < m’ < m. Definiere
M = {\f+pb: X\ pe€ Zft],deg(A) <m’ —e,deg(p) < m —e}
CZ+Tt+ ...+ Ztm+tm'—e-1
Sei M’ die Projektion von M auf Zt¢ + Ztet' 4+ ... + Zt"+™~¢"1 Wenn nun ein
Af 4+ ub € M auf 0 in M’ projeziert wird, dann gilt: deg(Af + pb) < e. Da g aber
Af + pg teilt, folgt Af +pug = 0 (in M). Hiermit gilt A\f = —ub, woraus )\5 = —u%
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folgt. Wegen ggT(g, g) = 1, folgt g teilt u. Da aber deg(u) < m —e = deg(g)
gilt, folgt 4 = 0 und damit auch A = 0. Damit sind die Projektionen von

{t'f:0<i<m —e}U{t’b:0<j<m—e}

auf M’ linear unabhangig. Da diese Projektionen M’ aufspannen, ist M’ ein
Gitter vom Rang m + m' — 2e. Wegen Hadamards Ungleichung (2-1) und der
Voraussetzung erhalten wir:

A < |77 b < £ <
Wir brauchen im weiteren die Aussage des folgenden Lemmata.

LEMMA 5.7. Gelte Ash+p3g = 1—pvs. Dann gilt: {v € M : deg(v) < e} C p*Z]t].

Wihle nun eine Basis be, bet1, - - - 5 bmtm/—e—1 von M’ mit der Eigenschaft deg(b;) =
J (Chapter I, Theorem I.A in [Casl]). Dann ist der Leitkoeffizent von b, wegen
obigen Lemmas durch p* teilbar. Man beachte hierbei, daf e < m +m/ —e — 1
wegen ¢ teilt b und h mod p teilt 5 mod p gilt.

Nun gilt: d(M') = Tle<jcmim 1 | 1(b;) |, wobei mit I(b;) der Leitkoeffizient
von b; bezeichnet werde. Hieraus folgt nun, dafi d(M’) > p* gilt, was zu einem
Widerspruch fiihrt. O

Es bleibt noch das Lemma zu zeigen.

Beweis:  Sei v € M mit deg(v) < e. Dann gilt offensichtlich g teilt v. Aus der
Voraussetzung folgt nun:

Ash+pzg = 1 —pus

Diese Gleichung multiplizieren wir mit ? und erhalten:
h v
ANv— 4 v = —(1— purs)
) Y

Durch Erweitern mit 1 + prs + p?v2 4+ ...+ p* w5~ und (g | v) erhalten wir:
_ v ko kY oo
Ah + v = E(l—p vy ) mit Ay, g € Z[t]

Damit gilt die folgende Kongruenz:
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Ah + v = Y mod prt]
Y

Wegen v € M und b, f € A folgt nun:

hmod p*Z[t] | v mod p*Z[t] und damit:
Mho= 2 mod p*Z[t] und hieraus
g
v k
h | — mod p“Zlt]
g

Da aber deg(h) = 1 ist und der Grad von ¥ < e—e = 0 ist, folgt ¥ = 0 mod PrZt],
also v = 0 mod p*Zl[t]. O

Mit dem folgenden Satz treffen wir eine Aussage dariiber, wann das erste Ba-
siselement einer LLL-reduzierten Basis das gesuchte erzeugende Polynom eines
Teilkorpers ist. Der analoge Satz zur Bestimmung von Faktoren eines ganzzahli-
gen Polynoms kann wieder [LLL] entnommen werden. Wie im vorangegangenen
Satz soll f wieder das gesuchte erzeugende Polynom eines Teilkérpers sein.

SATZ 5.8. Seien A,p, f,k und m wie oben definiert. Weiterhin haben wir eine
LLL-reduzierte Basis by,... b, von A ausgerechnet. Zusdtzlich wurden p und k

so bestimmt, daf p* > 27 |f|*™ gilt. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) des(f) <m
(2) bl < (2

3

Beweis: Es sei nun (2) erfiillt. Dann folgt direkt, daf§ p* > |f|™]b;|™ gilt. Damit
sind die Voraussetzungen von 5.6 erfiillt, wodurch (1) gezeigt ist.

Gelte nun (1). Dies bedeutet, da8 f € A ist. Aus dem Minimumkriterium der
LLL-Abschatzung folgt nun:

b < 2%

Nun potenzieren wir beide Seiten mit m und multiplizieren diese mit |f|™.
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m2
" <2 [P

Durch Einsetzen der Voraussetzung erhalten wir:

a1 < pf
Hieraus folgt dann (2), womit der Satz gezeigt ist. O

In den vorangegangenen Sitzen sind wir davon ausgegangen, dafl das Minimal-
polynom des Teilkérpers nur durch ein lineares Polynom h approximiert wurde.
Sollten uns mehrere Blocke eines Blocksystems und damit mehrere approximierte
Nullstellen 6; des Minimalpolynoms bekannt sein, so kénnen wir obige Sétze dahin-
gehend modifizieren, dafl wir das Minimalpolynom mit allen bekannten Nullstellen
approximieren. Sei hierzu [ die Anzahl der bekannten Blocke. Weiterhin gehen wir
davon aus, dafl die approximierten Nullstellen 6y, ..., bereits berechnet wurden.
Hiernach bilden wir das Polynom h mittels h(t) = [T;<;<;(t — ;). Analog zu oben
konnen wir nun ein Gitter A vom Rang m + 1 aufbauen, welches alle Polynome
vom Grad kleiner als m enthilt, die modulo p*Z[t] von h geteilt werden. Eine
Basis von A hat dann folgende Form:

(pr.o<i<llu{ht’ . 0<j<m-—I}.

Mit diesen Bezeichnungen koénnen die beiden folgenden Sétze analog zu 5.6 und
5.8 bewiesen werden.

SATZ 5.9. Seren p, f,m,l, h, hg und g wie oben definiert. Nun gelte fiir ein b € A:
P> |fI™b|™. Dann ist b in Z[t] durch f teilbar und damit gilt ggT(f,b) = f # 1.

SATz 5.10. Seien A, p, f,k,l und m wie oben definiert. Weiterhin haben wir eine
LLL-reduzierte Basis by, ..., b, von A ausgerechnet. Zusditzlich wurden p und k

m2 . - - -
so bestimmt, daf p*' > 275 |f|*™ gilt. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) des(f) <m
(2) bl < (25)
Wie wir an diesen beiden Aussagen sehen, ist es fiir die Bestimmung von k (in
Abhéngigkeit von p) von grofier Bedeutung, wenn [ > 1 ist. Einerseits mufl dann
das Hensel-Lifting nicht so weit durchgefiihrt werden, andererseits kann der LLL-
Algorithmus mit wesentlich kleineren Zahlen arbeiten, was in der Laufzeit Grofien-
ordnungen ausmacht. Aufgrund dieser Beobachtung ist man geneigt zu versuchen,
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moglichst viele Blocke eines Blocksystems zu bestimmen. Dies scheitert jedoch
meistens daran, dafl nicht alle Blécke k-Wert 1 haben. Dieses Problem werden wir
dann im néchsten Abschnitt l6sen, wo wir auch Approximationen von primitiven
Elementen von Blocken bestimmen werden, deren k-Wert grofier 1 ist.

4. Ein zweites Verfahren zur Berechnung von Teilk6rpern

In diesem Abschnitt untersuchen wir ein zweites Verfahren zur Teilkérperberech-
nung. Grundlage dieses Verfahrens ist die Kenntnis eines kompletten Blocksystems
von Blocken der Grofie d der Galoisgruppe von f. Wie in den vorangegangenen
Abschnitten ist f ein erzeugendes Polynom eines Zahlkorpers K vom Grad n. Zur
Bestimmung des Blocksystems wurde f modulo einer Primzahl p faktorisiert. Das
folgende Verfahren ist auch dann durchfiihrbar, wenn die zugehorigen k-Werte un-
gleich 1 sind. Falls ein k-Wert grofler als 1 ist, so bedeutet dies, dal Elemente
aus einem Zykel in k& Blocken enthalten sind. Weiterhin miissen wir das Problem
16sen, wie wir das Produkt der Nullstellen berechnen kénnen, die in einem Block
liegen. Im vorherigen Verfahren haben wir dieses Produkt derart berechnet, daf
wir das Produkt der absoluten Glieder der zugehorigen Faktoren gebildet haben.
Hierbei mufiten wir allerdings auf das Vorzeichen achten. Diese Méglichkeit ha-
ben wir bei einem k-Wert, der gréfler als 1 ist, nicht mehr. Hier miissen wir uns
eine andere Moglichkeit ausdenken. Die Hauptidee des folgenden Verfahrens be-
steht darin, das Polynom f nicht nur modulo p in F,[t], sondern sogar in F, [{] mit
q = p¥ zu faktorisieren. Die zugehorigen Polynome f;, die Nullstellen von einem
Block enthalten, zerfallen dann in k& Faktoren gleicher Lange. Hiernach kénnen
wir dann wieder das Produkt der Nullstellen als Produkt der absoluten Glieder
der zugehorigen Faktoren ausrechnen.

4.1. Berechnung von Teilk6rpern im Spezialfall C,, C G

Wir wollen unser Verfahren zuerst fiir einen Spezialfall herleiten, damit die Ideen
klarer sind. So werden wir unser Verfahren fiir den Spezialfall herleiten, dafi die
zyklische Gruppe C,, Untergruppe der Galoisgruppe von f ist. Dies bedeutet, dafl
eine Primzahl p existiert, fiir die f mod p irreduzibel ist. Wir gehen im weiteren
davon aus, daf} eine solche Primzahl bereits gefunden wurde. Dieser Spezialfall ist
fiir uns sehr vorteilhaft, da nach 4.13 nur ein Teilkérper vom vorgegebenen Grad
m existieren kann. Wir werden nun versuchen, einen Teilkbrper vom Grad m zu
bestimmen bzw. zeigen, daf ein solcher nicht existiert.

Sei nun d die zugehorige BlockgroBe (md = n). Wir betrachten nun die Korpe-
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rerweiterung F, /F,, wobei ¢ = p™ gilt. Diese Kérpererweiterung kann von einem
beliebigen irreduziblen Polynom erzeugt werden. Sei nun f auf kanonische Weise
in F, [t] eingebettet. Da f in [, [t] irreduzibel und m ein Teiler von n ist, faktorisiert
fin F,[t] in m Faktoren f; (1 < i < m) vom Grad d.

Fpn

p
K, = 0 /e O¢
]Fp = Zp/p Zp

Seien nun die a; € I, die absoluten Glieder der Polynome f;. Wir definieren nun:
a; == (—1)%; (1 < i < m). Die a;’s sind in gewisser Weise die Approximationen
fiir die Nullstellen eines gesuchten Minimalpolynoms ¢ des Teilkorpers vom Grad
m. Wir bilden daher das Polynom ¢, mittels
gi(t) =[]t — a).
i=1
Im folgenden Satz werden wir zeigen, daf g; € F,[t] gilt.

SATZ 5.11. Sei g, € F,[t] wie oben definiert. Dann gilt sogar g, € F,[t].

Beweis:  Definiere Mengen Aq,...,A,, derart, dafi A; die Nullstellen von f;
(dargestellt in F,n) enthélt. Wenn wir zeigen kénnen, daf die A; (1 < ¢ < m)
Blocke der Galoisgruppe G von F,. /F, sind, folgt die Behauptung mit 4.14. Sei
hierzu ein beliebiges g € G gegeben. Sei H; die Galoisgruppe von F,» /F, und H,
die Galoisgruppe von F,/F,. Dann 148t sich g auf eindeutige Weise als Produkt
g = hihy mit hy € Hy und hy € Hy schreiben. O.E. reicht es, wenn wir zeigen, daf
A ein Block ist. Wir wollen dies mit der Definition 4.1 tun. Die Koeffizienten
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des Polynoms f; liegen alle in IF,. Dies bedeutet, daf sie von allen Elementen aus
H, und damit auch von h; invariant gelassen werden. Damit gilt A" = A. Da
die f; € F,[t] (1 <i < m) sind, wird f; von hy auf ein f; (1 < j < m) abgebildet.
Damit geht dann A; auf A; iber. Insgesamt gilt also: A9 N A € {#,A}. Damit
ist die Behauptung gezeigt. O

Das soeben berechnete Polynom g¢; ist eine modulo p-Approximation des gesuchten
Minimalpolynoms ¢g. Dies bedeutet, dafl

g1(t) = ¢(t) mod pZlt]

gilt. Diese Aussage ist ein Spezialfall von Satz 5.15, der im folgenden noch bewie-
sen wird. Wenn man weif3, dafl der Betrag der Koeffizienten von ¢ stets kleiner als
L ist, wire man an dieser Stelle fertig. Lallg. gilt diese Beziehung nicht. Ziel ist es
also, im folgenden zu einer modulo p*-Approximation zu kommen. Dazu werden
wir die zugehorigen p-adischen Korper Q, und & = Ky, wobei ‘B das eindeutige
Primideal in K ist, welches iiber p = pZ liegt. Hierbei ist 3 eindeutig bestimmt,
da f mod p irreduzibel ist. Weiterhin bezeichnen wir mit oz die Maximalordnung
von £. Da p unverzweigt in K ist, konnen wir eine Gleichungsordnung von &
angeben, die bereits Maximalordnung ist. Sei hierzu h € F,[t], welches die Korpe-
rerweiterung (€/B)/(Z/pZ) erzeugt. Wihle nun ein h € Z,[t] mit h = h mod p.
Die von diesem Polynom h erzeugte Gleichungsordnung ist wegen 3.19 bereits die
Maximalordnung. Dies vereinfacht das Rechnen in dieser Struktur sehr, wie das
folgende Korollar zeigt. Hierzu sei v eine Nullstelle von h.

KOROLLAR 5.12. Set k € N und 3: € og, d.h. v = X7 vy (v € Z,). Dann gilt
x € P* genau dann, wenn z; € p* (0 < i < m) gilt.

Beweis: Wegen P = pog folgt ¥ = p*os. Damit folgt die Behauptung. O

Wir werden nun erliutern, wie wir zu einer modulo pF-Approximation unseres
gesuchten erzeugenden Polynoms kommen. Hierzu stellen wir zuerst einmal fest,
daB die Galoisgruppen von F,/F, und £/Q, gleich sind (vgl. 3.18). Sei nun

f=Ff o fm (5-1)
die Faktorisierung von f in irreduzible Faktoren fz in og[t]. Diese Faktoren haben

alle Grad d. Analog zu oben definieren wir b; := (—1)%; (1 < i < m), wobei die
b; die absoluten Glieder der Polynome fl sind. Setzen wir abschlieflend

m

g(t) =[] (t = b)) € oelt],

i=1

so gilt der folgende Satz.
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SATZ 5.13. Sei g € og[t] wie oben definiert. Dann gilt sogar g € Z,[t].

Beweis: Der Beweis verlauft véllig analog zum Satz 5.11. O

Anhand dieses Satzes sieht man, auf welche Weise man versuchen kann, ein er-
zeugendes Polynom des gesuchten Teilkorpers zu berechnen. Der Vorteil der p-
adischen Korper liegt darin, dafl wir mit Hilfe des van der Waerden-Kriteriums
2.28 sogar die Nullstellen identifizieren kénnen, die in den einzelnen Zykeln liegen.
Dies konnten wir bei den algebraischen Zahlkoérpern nicht.

Das weitere Ziel dieses Abschnitts wird es sein, den folgenden Satz zu beweisen.
Er wird schliellich eine direkte Folgerung von Satz 5.15 sein.

SATZ 5.14. Seien f, g, m,n,d wie oben definiert. Weiterhin nehmen wir an, daf$ K
tatsdchlich einen Teilkérper L vom Grad m besitzt. Sei Ay, ..., A,, das zugehorige
Blocksysten und 6; := [la,ca, 06 (1 <1 <m). Zusdtzlich gelte g(t) =TIz, (t — 6;).

Dann sind die Polynome g und ¢ identisch, wenn man Z auf kanonische Weise in
7, einbettet.

Im folgenden miissen wir zeigen, wie wir das Polynom ¢ hinreichend genau be-
rechnen konnen. Dazu miissen wir eine Schranke B der Koeffizienten des zu be-
rechnenden Polynoms g kennen. Hierzu habe g die Form g(t) = 37, ¢;t'. Die
Schranke soll so gewéhlt sein, daf fiir alle Koeffizienten gilt: |¢;| < B (0 < i < m).
Wenn eine solche Schranke bekannt ist, bestimmen wir zum gegebenen p ein mi-
nimales k& € N derart, daf p* > 2B gilt. Wir wollen nun ein Polynom g, € Z|[t]
bestimmen, so dal g = g mod p*Z][t] gilt. Wenn wir nun g, in einem geeigneten
Restsystem (symmetrisch zur 0) darstellen, gilt wegen der gefundenen Schranke

B: g = gs.
Um dieses Verfahren zu beschreiben, werden wir von der Faktorisierung

() = Fil) - fult) in B[]

ausgehen. Da P trige ist, ist og/P =2 F,. Damit ist die Voraussetzung (1)
des Hensel-Lemmas 2.24 erfiillt. Die a; (0 < ¢ < 2), die in Voraussetzung (2)
benétigt werden, kénnen im euklidischen Ring F,[t] einfach berechnet werden.
Die Konstruktivitat dieser Berechnungen wird im néchsten Abschnitt beschrieben.
Damit sind alle Voraussetzungen des Hensel-Liftings erfiillt. Wir kénnen also im
folgenden eine Kongruenzfaktorisierung der Form

F&) = fi(t) - ... fn(t) mod B*t]
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berechnen. Analog zu oben werden die d} (1 < i < m) als die absoluten Glieder
der Polynome f; definiert. Wir setzen weiterhin d; := (—=1)4d; (1 <i < m). Da
die f; modulo B*[t] berechnet worden sind, gilt:

b; = d; mod PBF fiir 1 < i < m.

Nun kénnen wir das Polynom g durch gx(t) = [I7,(t — d;) definieren. Nach
Konstruktion ist es klar, dafl

ge(t) = §(t) mod p*[t]

gilt. Nachdem wir nun beschrieben haben, wie wir das Polynom in der Praxis
konstruieren wollen, werden wir im folgenden Satz die Korrektheit des gesamten
Verfahrens beweisen. Der Beweis dieses Satz ist allerdings nicht konstruktiv, da
man in der Praxis weder im Zerfallungskorper von K noch in den zugehorigen
Vervollstdndigungen rechnet.

SATZ 5.15. Das Polynom g, ist modulo p* kongruent zum gesuchten Minimalpo-
lynom g. Dabei soll gy auf kanonische Weise in Z[t] eingebettet werden.

Beweis: Zuerst iiberlegen wir uns, wie wir das Polynom ¢ in der Theorie berech-
nen koénnen. Sei hierzu Aq, ..., A,, das zugehorige Blocksystem der Korpererwei-
terung K/L (vgl. 4.11). Nehmen wir nun o.E. an, daf} die Nullstellen «; von f so
angeordnet sind, daB fiir (j —1)d+ 1 < i < dj gilt: a; € A;. Dann kénnen wir
das Polynom ¢ auf folgende Weise schreiben:

=M~ Mo=1l0- 1T

Da wir alle Nullstellen von f bei der Berechnung von ¢g benutzen, kénnen wir i.allg.
die Berechnungen nicht in K = Q(«; ) durchfiihren, da K nicht notwendigerweise
normal ist. Deswegen fiihren wir die Berechnungen im Zerfallungskérper M =
Q(ay, ... ,a,) durch. Wir bezeichnen mit ox und oy die Maximalordnungen
von K und M. Da f mod p irreduzibel ist, existiert in K genau ein Primideal
pr, welches iiber pZ liegt. Dieses ist klarerweise unverzweigt. Damit ist dann
nach 2.19 auch jedes Primideal in M unverzweigt, welches iiber pZ liegt. Da M
zudem eine normale Erweiterung ist, haben alle Primideale in M, welche iiber p
liegen, den selben Tragheitsgrad f. Nehmen wir nun an, daf§ genau r Primideale
PBi,..., B, iiber p liegen. Wenn wir nun die zugehorigen p-adischen Zahlkorper
Mgy, (1 = 1,...,7) betrachten, so sind sie alle isomorph, da sie alle unverzweigt
sind und den selben Grad iiber @, haben. Deswegen reicht es aus, nur den p-
adischen Zahlkérper My = My, zu betrachten. Wie wir oben gezeigt haben,
konnen wir in diesem Koérper ein Polynom § berechnen, welches sogar in Z,|t]
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liegt. Wenn wir nun M auf kanonische Weise in Mgy einbetten, erhalten wir fiir
jedes k € N, daB § = ¢ mod p* ist. Damit ist die Behauptung des Satzes gezeigt.
Il

5. Zum Hensel-Lifting iiber dem Ring o¢

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dafl die Voraussetzungen des Hensel-
Lemmas 2.24 erfiillt sind und damit das Verfahren durchfiithrbar ist. Wenn wir
dieses Problem jedoch aus konstruktiver Sicht betrachten, so ist die Implementie-
rung bis jetzt nicht vollstdndig erklart worden. Auf diese Punkte soll in diesem
Abschnitt eingegangen werden.

Ein erstes Problem ist die Darstellung des p-adischen Korpers € bzw. die Darstel-
lung seiner Maximalordnung og. Sei hierzu pe das Primideal und m der Grad von
E. Wir sind wir nicht an einer vollstindigen Darstellung von og, sondern ledig-
lich an Elementen modulo p% interessiert. Sei also h € Z[t] vom Grad m, welche
modulo pZ[t] irreduzibel ist. Wenn wir A auf kanonische Weise in Z,[t] einbetten,
ist die von h erzeugte Gleichungsordnung bereits og. Wir erzeugen mit h einen
algebraischen Zahlkorper als Korpererweiterung von Q und betrachten seine Glei-
chungsordnung O. Da h mod p irreduzibel ist, ist das Ideal pZ trage in O. Wir
mochten nun Elemente von og modulo p& darstellen. Nach 5.12 kénnen wir solche
Elemente in O darstellen, wobei wir die einzelnen Koeffizienten der Gleichungs-
ordnung modulo p* bestimmen. Somit konnen wir alle Berechnungen, die wir
benétigen, in O machen. Dies ist eine Ordnung eines algebraischen Zahlkorpers.
Die Arithmetik in solchen Ordnungen wird zum Beispiel in [Poh] erldutert und
ist ein fester Bestandteil des Programmierpakets KANT (vgl. [Poh]). Ich mochte
daher an dieser Stelle nicht mehr weiter darauf eingehen. Wenn wir nun den
Algorithmus 2.25 betrachten, stellen wir fest, daf§ die meisten Schritte nur aus
Additionen und Multiplikationen bestehen. Diese Operationen bereiten uns, wie
bereits gesagt, keine Probleme. Lediglich in den Schritten 6 und 10 taucht die Di-
vision mit Rest auf. Hier miissen wir noch zeigen, dafl diese Operation iiberhaupt
durchfiihrbar ist. Die Division mit Rest wird jeweils modulo f;; (i € N,j = 1,2)
durchgefiihrt. Diese Polynome haben die folgende Eigenschaft.

BEMERKUNG 5.16. Die Polynome f;; (i € N,j = 1,2) aus 2.25 sind alle normiert.

Beweis: Am Anfang sind die Polynome f;o (j = 1,2) normierte Polynome. Die
neuen fj; werden jeweils im 7. Schritt durch f;;41) = fji + dj; berechnet. Dabei
hat das d;; wegen Schritt 6 stets einen kleineren Grad als f;;. Deswegen ist auch
Jj(i+1) normiert, wenn fj; normiert war. O
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Wenn wir uns nun den Algorithmus der Division mit Rest betrachten, so stellen
wir fest, dafl im ersten Schritt jeweils ein Monom durch den Leitkoeffizienten von
fji geteilt wird. Da dieser 1 ist, ist dieser Schritt trivial. Hiernach werden nur
Additionen bzw. Multlphkatlonen benotigt, die uns keine Probleme bereiten. Mit-
tels dieser Uberlegungen sind wir nun in der Lage, das Hensel-Lifting fiir unseren
Spezialfall auf dem Rechner zu implementieren.

6. Der allgemeine Fall

In diesem Abschnitt werden wir das Verfahren beschreiben, wie wir Teilkorper be-
rechnen konnen, wenn wir nicht das Gliick haben, eine Primzahl p zu finden, fiir die
f mod p irreduzibel ist. Wie bisher sei K = Q(«) ein algebraischer Zahlkérper,
wobel ay, ... ,q, die Nullstellen des irreduziblen, normierten Polynoms f € Zlt]
sind. Wie bisher gehen wir davon aus, daf ein Teilkérper L vom Grad m existiert.
Hierzu set Ay, ..., A,, das zugehorige Blocksystem.

Am Anfang des Verfahrens fixieren wir eine Primzahl p, die uns fiir die Durchfiih-
rung des Verfahrens giinstig erscheint. Welche Kriterien wir dafiir ansetzen, wird
an anderer Stelle erortert werden. Wir faktorisieren dann f modulo p und erhalten
dann folgende Kongruenzfaktorisierung:

f=fi-...- fumodpZ[t].

Aus dieser Faktorisierung kénnen wir dann mittels 2.28 den Zykeltyp [n,... ,n,]
eines Elements m der Galoisgruppe von f bestimmen. Wir gehen an dieser Stelle
davon aus, dafl bereits die k-Werte ky,... , k., der Blocke Aq,...,A,, bestimmt
worden sind. Wir wissen auflerdem, aus welchen Zykeln die einzelnen Blocke
zusammengesetzt sind. Wir miissen im folgenden die Nullstellen identifizieren, die
in den einzelnen Blocken liegen. Falls der k-Wert eines Blocks 1 ist, so bereitet dies
keine Probleme, da alle Nullstellen eines Zykels verwendet werden. Was machen
wir also, wenn k-Werte einzelner Blocke grofier als 1 sind?

Das Hauptproblem besteht darin, die Nullstellen eines Zykels auf die k verschie-
denen Blocke aufzuteilen. Aufgrund von 2.28 kennen wir die Aktion von einem
Element 7. Wir kennen hiermit die komplette zyklische Untergruppe, die von 7
erzeugt wird. Die Nullstellen, auf denen 7 operiert, kénnen wir aber nur in der
zugehorigen p-adischen Vervollstdndigung bzw. dem zugehérigen endlichen Rest-
klassenkorper identifizieren. An dieser Stelle wollen wir uns noch einmal erinnern,
was der k-Wert iiberhaupt bedeutet. Wenn A der zugehorige Block ist, so war k
die kleinste natiirliche Zahl grofier gleich 1, fiir die A™ = A gilt. Diese Gleichheit
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bedeutet, dafl sich unser gesuchter Block aus kompletten Zykeln von 7% zusam-

mensetzt. Dabel brauchen nur Zykel beachtet werden, die aus einem Zykel von m
entstanden sind, dessen Lénge durch k teilbar ist. Unser Problem ist es nun, die
Aktionen von 7% zu bestimmen. Dazu faktorisieren wir f iiber der unverzweigten
Erweiterung F vom Grad k iiber Q,. Die Faktoren dieser Faktorisierung liefern
uns analog zu 2.28 die gewiinschte Aktion. Hiernach kénnen wir die Nullstellen in
einer passenden Erweiterung von Z, bestimmen, die zum gesuchten Block gehoren.
Dieses Verfahren konnen wir dann sukzessive fiir die anderen Blocke wiederholen.
Wichtig ist, dal wir die Nullstellen, die zu den einzelnen Blécken gehoéren, iden-
tifiziert haben. Im néchsten Schritt bilden wir das kleinste gemeinsame Vielfache
der verschiedenen k-Werte und bezeichnen dieses mit [. Wir gehen dann in eine
unverzweigte Erweiterung vom Grad [ iiber @, und faktorisieren f iiber dem zu-
gehorigen endlichen Restklassenkérper. Hiernach kéonnen wir das Hensel-Lifting
bis zur geforderten Genauigkeit anwenden. Insgesamt fithren wir den folgenden
Algorithmus durch:

ALGORITHMUS 5.17. Berechnung eines Teilkérpers im allgemeinen Fall

Input: Ein erzeugendes Polynom f eines Zahlkérpers K.
Eine Primzahl p und ein mdgliches Blocksystem Ay, ..., A,,.
Output:  Ein erzeugendes Polynom g eines maéglichen Teilkérpers L.

(1)  Faktorisiere f modulo p und bestimme die k-Werte der Blicke Ay, ..., Ap,.
(2) Firi=1,...,m tue folgendes:
(a) Bestimme die Zykel und die zugehorigen Polynome, die Elemente im
Block A; haben.
(b) Faktorisiere diese Polynome in einer Erweiterung vom Grad k; und
ermittle dann die Nullstellen, die zum Block A; gehdren.
(8)  Bestimme | =kgV(ky,... kpy).
(4)  Faktorisiere f in einer Erweiterung vom Grad .
(5)  Wende auf diese Faktorisierung das Hensel-Lifting bis zu einer geniigenden
Genauigkeit an.
(6) Firi=1,...,m berechne das Produkt 6; der Nullstellen, die im Block A;
lregen.
(7)  Berechne das Polynom g(t) = [T, (t — ;).

Bis auf die angesprochenen Anderungen funktioniert dieser Algorithmus &hnlich
zu dem vorher besprochenen. Er sollte daher selbsterklarend sein. Zum Abschlufl
dieses Abschnitts verbleibt uns die Korrektheit dieses Verfahrens zu zeigen. Diese
folgt aus den beiden folgenden Satzen.
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Hierzu sei [ das kleinste gemeinsame Vielfache der im Algorithmus berechneten
k-Werte. E sei die unverzweigte Erweiterung vom Grad [ iiber Q,. Weiterhin ist
o; fir2 = 1,... ,m das Produkt der Nullstellen, die in A; liegen. Dabei konnen die
Nullstellen natiirlich in einer passenden Erweiterung von E liegen. Wir definieren
dann das Polynom

s

=1

SATZ 5.18. Sei § € og[t] wie oben definiert. Dann gilt sogar g € Zy|t].

Beweis: Der Beweis verlauft d&hnlich zum Beweis des Satzes 5.11. Dort wird die
Behauptung gezeigt, wenn f mod p irreduzibel ist. Als ersten Schritt faktorisieren
wir f mod p und erhalten:

f=fi-...- fumodp.

Jedem dieser Faktoren f; ist ein k-Wert zugeordnet. Hiermit ist der k-Wert eines
Blockes A gemeint, der Nullstellen von f; enthalt. Falls dieser k-Wert 1 ist, so
ist bereits 6; € Z,. Interessant ist der Fall, dal der zugehorige k-Wert > 1 ist.
Nach 4.7 existieren dann k konjugierte Blocke, die Nullstellen der selben Polynome
enthalten wie A. O.E. bezeichnen wir diese Blocke mit Ay, ..., Ay.

Wir betrachten nun das folgende Polynom:

k

h(t) = [[(t — &) € E[1].

=1

Hierbei ist E die eindeutige unverzweigte Erweiterung von Q, vom Grad k. Wir
wollen nun zeigen, dafl bereits h € Z,[t] gilt. Damit wire dann auch g € Z,]t]
gezeigt. Seien nun o.E. fi,..., f, die Polynome, die Nullstellen von Ay,... Ay
besitzen. Diese Polynome faktorisieren wir dann in E[t] und erhalten:

k

fj:Hfi,jfﬁ—rj:]-a---;T-

=1

Hierbei sollen die f; ; so angeordnet werden, daf die Nullstellen von f; ; in A; liegen.
Das Produkt der Nullstellen eines Polynoms f;; bezeichnen wir mit 6;,. Sei o
der Erzeuger der zyklischen Galoisgruppe von E’/Qp (Frobeniusautomorphismus).
Dann konnen wir o.E. davon ausgehen, dafl die Faktoren f; ; von f; so angordnet
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sind, da8 f;; = o'(f1;) gilt. Wir erhalten:
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Damit ist gezeigt, daB h € Z,[t] gilt. Hieraus folgt dann die Behauptung des
Satzes. O

SATZ 5.19. FEs gelten die Bezeichnungen vom Algorithmus 5.17. Wir nehmen an,
daf das Hensel-Lifting bis zu einer Genauigkeit modulo p* durchgefiihrt wurde.
Dann ist das so berechnete Polynom g modulo p* kongruent zum gesuchten erzeu-
genden Polynom.

Beweis:  Der Beweis dieses Satzes verlauft vollkommen analog zum Beweis des
Satzes 5.15. Wir gehen wieder von K zu einer normalen Hiille N iiber. Analog
erhalten wir, dafl das Ideal pZ in r Ideale vom Tragheitsgrad f zerfillt. Wiederum
bleibt pZ unverzweigt. Somit konnen wir alle Schritte dieses Beweises analog
durchfiihren. O

7. Beispiele

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir unsere Methoden an einem Beispiel
erlautern. Dazu kniipfen wir an das Beispiel des letzten Kapitels an und wéahlen
wieder den Korper K, der von f(t) = t® + 108 erzeugt wird. Hierbei sind wir
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an Teilkorper vom Grad 3 interessiert. Die moglichen Blocksysteme haben wir
bereits am Ende des 3. Kapitels ausgerechnet. Wir hatten uns entschlossen, die
Berechnungen mit p = 7 durchzufiihren. Es gilt:

f(t)=(*+2)(t* +5) mod 7.

Alle moglichen Blocke wurden mit k-Wert 3 konstruiert. Deswegen miissen wir
f in F,[t] mit ¢ = 7 = 343 faktorisieren. Sei nun im folgenden w ein geeigneter
Erzeuger von ;. Damit gilt dann:

2 +2 = (t+w®)(t+w?)(t+w*®) in F,[1].
2 +5 = (t+wP)(t +w?)(t+w**?) in F,[1].

~— ~—

Wir wissen, dafi diese Nullstellen in zwei Zykeln der Lénge 3 liegen. Momentan
wissen wir aber noch nichts iiber die Reihenfolge. Hier hilft uns der Frobeniusau-

tomorphismus weiter. Wegen (w?)” = w¢ und (w)" = w3?? gilt,

= (—w38 w256 w152)(—w95 Wi wzos) _ (w209w95w323)(w266w152w38)‘

Wir sortieren also die Faktoren entsprechend um und koénnen diese Darstellung
dann in dem zugehérigen unverzweigten p-adischen Koerper FE liften. Aufgrund
unserer Abschéatzungen fiir die Koeffizienten des Minimalpolynoms liften wir diese
Darstellung modulo p*. Im folgenden erzeugen wir E mit w(t) = t* + 6t% + 4.
Dabei ist p das maximale Ideal in £ und 7 eine Nullstelle von w. Im folgenden
meinen wir mit [a, b, ¢] das Element a + by + ¢y?. Wir erhalten:

F(t) = (t+[204,408,51])(t + [101,202, —575))
(t + [—101,—202, 575])(t + [103, 206, 626))
(t + [~103, —206, —626])(t + [—204, —408, —51]) mod p*.

Die Faktoren sind bereits so angeordnet, dafl die jeweils in einer Zeile stehenden
zu einem Block gehoéren. Wir kénnen nun 6y, und 63 berechnen und bilden
das Polynom § = [[}_,(t — &;) = t> — 108. Dieses Polynom ist aufgrund unserer
Uberlegungen modulo 74 = 2401 kongruent zum gesuchten erzeugenden Polynoms
unseres Teilkérpers. Aufgrund unserer Abschitzung wissen wir, dafi die Koeffizi-
enten unseres erzeugenden Polynoms betraglich kleiner als 217 sein miissen. Wenn
unser Blocksystem giiltig war, so erzeugt g(t) = g(t) = t*—108 unseren Teilkérper.
Ob unsere Vermutung richtig war, wird sich zeigen, wenn wir die Einbettung aus-

rechnen.
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Fiir die beiden néchsten Blocksysteme miissen wir das Hensel-Lifting nicht erneut
durchfithren. Wir ordnen lediglich die bereits gelifteten Faktoren um und erhalten:

f(t) = (t+ [204,408,51])(t + [103,206, 620])
(t + [~101, =202, 575])(t + [—204, —408, —51])
(t + [~103, —206, —626])(t 4 [101, 202, —575]) mod p*.

F(t) = (t+[204,408,51])(t + [—204, —408, —51])
(t + [—~101, =202, 575])(t + [101, 202, —575])
(t + [~103, —206, —626])(t 4 [103, 206, 626]) mod p".

Bei beiden Blocksystemen konnen wir wieder analog das mogliche Minimalpoly-
nom des zugehorigen Teilkdrpers ausrechnen und erhalten jeweils g(¢) = ¢* — 108.
Wir stellen also fest, dafl die so berechneten drei Kérper isomorph zueinander sind.
Bei der Berechnung der Einbettung werden wir feststellen, daf sie verschieden ein-
gebettet werden und somit verschiedene Teilkorper erzeugen. Dazu werden wir im
nédchsten Kapitel mehr erfahren.
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KAPITEL 6

Zur Einbettung von Teilkorpern

1. Einleitung

In diesem Kapitel der Arbeit als Ergebnis ein Verfahren zur Einbettung von ei-
nem Teilkorper L in den Korper K. Dieser Einbettungsalgorithmus ist allerdings
davon abhéngig, dafl der Teilkérper mit einem der beiden vorgestellten Verfahren
konstruiert worden ist. Allgemeine Einbettungsverfahren beruhen entweder auf
dem Faktorisieren von Polynomen iiber Zahlkorpern oder auf Algorithmen, die
den LLL-Algorithmus verwenden. Diese Verfahren konnen z.B. in [Coh] nachgele-
sen werden. Sie sind aber in der Praxis fiir grofere Korpergrade (z.B. Einbettung
von Grad 10 in 20) erheblich zu langsam.

Wie in den vorherigen Kapiteln sei f € Z[t] normiert und irreduzibel vom Grad
n. FEine Nullstelle a von f erzeuge den algebraischen Zahlkorper K. Weiterhin
seien {o = vy, ... , v, } die Nullstellen von f. Der berechnete Teilkérper L vom
Grad m sei von einem [ erzeugt, dessen Minimalpolynom ein g € Z[t] ist. Analog
seien {3 = (1, s, .., B} die Nullstellen von g. Zusétzlich sei d die zugehorige
Blockgréfe.

Unsere Berechnung beruht darauf, dafl wir wissen, dafl das erzeugende Polynom
des Teilkdrpers L mit Hilfe von Satz 4.14 konstruiert worden ist. Dies bedeutet,
dal die Nullstellen g; das Produkt von d passenden Nullstellen «; sind. Diesen
Umstand wollen wir fiir eine effiziente Berechnung der Einbettung ausnutzen.

Nach Satz 2.4 wollen wir ein Polynom w € Q[t] derart berechnen, dal ¢ Minimal-
polynom zu w(«) ist, d.h. w(a) = § gilt. Aufgrund dieser Anforderung kénnen
wir noch weitere Eigenschaften von w herleiten, wie der folgende Satz zeigt.

SATZ 6.1. Ser Ay, ..., A, das zugehdrige Blocksystem zum Teilkorper L von K.

65
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Weiterhin seien die Nullstellen o; 0.E. so angeordnet, daf$ die c; mit (j—1)d+1 <
i < jd in A; liegen. Weiterhin habe w € Q[t] die Eigenschaft w(ay) = (1. Dann
gilt fir 1 < i <n sogar w(a;) = B;, wenn o; € A; ist.

Beweis: Es sei ein ¢ fixiert, so daf o; € A; ist. Nach Voraussetzung ist w(ay) =
B = TI¢{_, ax. Da G = Gal(f) transitiv auf {ay,...,a,} operiert, existiert ein
m € G, welches a;; auf a; abbildet. Wegen der Blockeigenschaft bildet dieses 7 jedes
Element von A; auf ein Element von A; ab. Damit gilt die folgende Gleichung:

w(ai) = w(m(a)) = 7(w()) = 7(6) = 7T(kl:[ ) = » ﬁ) ar = B

O

Mittels dieses Satzes haben wir ein Kriterium gefunden, wie wir das Polynom
w effizient berechnen kénnen. Durch die Gleichung w(a;) = 3; (1 < i@ < n,j
passend) haben wir n Funktionswerte eines Polynoms gegeben, welches hochstens
Grad n—1 hat. Damit ist dieses Polynom durch die vorgegebenen Funktionswerte
eindeutig berechenbar. Um diese Werte berechnen zu kénnen, benotigen wir wie
in den vergangenen Kapiteln eine Einteilung der Nullstellen «; (1 < 7 < n) in
Blocke. Diese Einteilung kennen wir nur in einer passenden endlichen Erweiterung
von [F,. Deswegen werden wir versuchen, dieses Polynom w erst modulo p zu
berechnen, um danach das Ergebnis bis zu einer geniigenden Genauigkeit zu liften.
Hiernach soll dann aus dieser Approximation das Polynom w € Q[t] bestimmt
werden. Interessant an diesem Teil des Algorithmus ist, daff wir mit modulo p-
Approximationen Elemente aus Q bestimmen konnen. Auf dieses Phdnomen wird
in einem der folgenden Abschnitte noch genauer eingegangen werden.

Wir wollen im folgenden den Algorithmus skizzieren.

ALGORITHMUS 6.2. Berechnung der Einbettung eines Teilkérpers

Input: Erzeugendes Polynom f eines Kdrpers K.
Konstruiertes Erzeugendes Polynom g eines Teilkdrpers L.
Output:  FEinbettungspolynom w € Q[t|, falls L Teilkérper von K ist.

(1)  Fiziere ungerades p € P mit p Jdisc(f) disc(g).

(2)  Berechne das zugehirige Blocksystem. Falls dieses nicht eindeutig bestimm-
bar ust, fihre die folgenden Schritte mat allen mdglichen Blocksystemen
durch.

(8)  Bestimme aus dem Blocksystem ein wy € F,[t] mit der Eigenschaft wy(o;) =

B; mod p (vgl. 6.1).
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(4)  Bestimme ein k € N derart, dafs P2 grof genug® ist.
(5)  Lifte wy mittels des Newton-Liftings zu wy € Z/p2kZ[t], so daf folgendes
qilt:
(a) wr = w, mod p.
(b) glewr) = 0 mod (£, %)
(6)  Berechne aus wy, das Polynom w € Q[t], welches g(w) = 0 mod f erfiillt.
Falls dieser Schritt scheitert, wurde in (2) kein Blocksystem berechnet.

Wir wollen nun die einzelnen Schritte dieses Algorithmus kurz erlautern. Im ersten
Schritt muf} eine Primzahl p fixiert werden, beziiglich derer die approximativen Be-
rechnungen durchgefiihrt werden sollen. Diese Primzahl darf nicht 2 sein, da fiir
p = 2 das Newton-Lifting nicht durchfiihrbar ist. Im 2. Schritt soll das zugehorige
Blocksystem bestimmt werden. Falls das Minimalpolynom ¢ mit dem 2. Algo-
rithmus berechnet wurde, liegt dieses bereits vor. Ansonsten wurde bisher nur ein
Block bestimmt. Falls es nun noch mehrere Moglichkeiten fiir konjugierte Blocke
gibt, so miissen diese einzeln durchprobiert werden, bis man eine Lésung findet.
Im 3. Schritt wird dann das Einbettungspolynom modulo p approximiert. Falls
dieser Schritt nicht gelingt, so war in Schritt 2 kein Blocksystem gefunden worden.
Im 4. Schritt muf§ eine Schranke bestimmt werden, bis zu der das Newton-Lifting
durchzufiithren ist. Auf die Berechnung dieser Schranke wird in den néchsten Ab-
schnitten eingegangen werden. Im 5. Schritt wird das Newton-Lifting angewendet,
um ein Polynom wy mit den geforderten Eigenschaften zu berechnen. Auf dieses
Verfahren wird genauer in einem der néchsten Abschnitte eingegangen. Im letz-
ten Schritt miissen wir probieren aus der modulo pzk—Approximation ein Polynom
w € Q[t] zu berechnen. Dabei wird in diesem Verfahren fiir jeden Koeffizienten
einzeln das zugehorige Element aus Q bestimmt. Auch dieses Verfahren wird noch
genauer erlautert werden.

2. Zur Abschitzung der Koeffizienten des Einbettungspolynoms

Wie wir in der Einleitung dieses Kapitels bereits erwdhnt haben, benétigen wir
Abschétzungen fiir die Koeffizienten des Einbettungspolynoms. Leider liegt das
Einbettungspolynom w i.allg. nicht in Z[t]. Dies liegt daran, dafl die Gleichungs-
ordnung O, die von f erzeugt wird, nicht notwendigerweise Maximalordnung ist.
So kann es passieren, dafl die ganzalgebraische Zahl 3, welche primitives Element
von L ist, zwar in der Maximalordnung von K, aber nicht in der Gleichungsord-
nung O liegt. Man konnte zwar probieren, das Problem dadurch zu lésen, daf
man die Maximalordnung von K ausrechnet, um dadurch nur ganze Koeffizienten
fiir w zu erhalten. Diese Moglichkeit ist jedoch nicht praktikabel, da einerseits
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die Berechnung der Maximalordnung sehr aufwendig ist und andererseits unser
Einbettungsverfahren auf einer Potenzbasis von K beruht. So gibt es Korper, fiir
die kein Element existiert, dessen Potenzbasis die Maximalordnung des Korpers
erzeugt. Deshalb werden wir uns in diesem Abschnitt mit den Abschatzungen fiir
den Zahler und Nenner der Koeffizienten des zu berechnenden Einbettungspoly-
noms w beschéftigen.

Wie in den vorangegangenen Abschnitten seien f, g € Z[t] normierte und irreduzi-
ble Polynome. Ferner seien {ay,...,a,} die Nullstellen von f und {fy,...,Om}
seien die Nullstellen von g. Weiterhin sei K = Q(«;) und L = Q(f;), wobei gilt,
dafl L ein Teilkorper von K ist. Zusétzlich bezeichnen wir mit Aq,..., A,, das
zugehorige Blocksystem.

Zur Losung unseres Problems betrachten wir zuerst die Diskriminante von f. Es
gelte disc(f) = D?D,, wobei Dy, Dy € Z und D, quadratfrei ist. Dann ist es
eine bekannte Tatsache, daf alle ganzalgebraischen Zahlen von K in D;'Z[a]
liegen. Nehmen wir also an, dal w das gesuchte Einbettungspolynom mit der
Eigenschaft g(w(ay)) = 0 ist. Dann ist Diw € Z[t] und hat die Form Dyw(t) =
wo + urt + ...+ w1t Gemif Satz 6.1 gilt dann die folgende Gleichung:

Uy +uroy; + ...+ Un_loé;-lil = Dlﬂv(z) (Z = ]_, Ce ,n),

wobei a; € Ay ist. Wir definieren nun A durch die folgende n x n Matrix:

1 1 ... 1
Oz% Oz% e aTlL
Oz% oz% e ai
arlzfl a;zfl . OZZ_I
Nach bekannten Formeln gilt dann disc(f) = (det(A))? = D?D,. Wir kénnen also
die u; (i = 0,1,...,n — 1) bestimmen, indem wir das folgende Gleichungssystem

16sen:
(u07 Uy 7un71> - Dl(ﬂv(l)a ﬂv(Q)a SR Jﬂv(n)Ail)-

Wir erhalten: Dy A~ = ¢|D,|~2Adj(A), wobei |¢| =1 gilt. Falls fiiralle 1 <i <n
eine Schranke ¢ existiert mit |o;| < ¢, so gibt Hadamards Determinantenunglei-
chung die folgende Abschitzung fiir die u; (0 < i < n):

1 n—1 =D

luil < |Dy| 2n = ¢ 2 +d.

Um diese Abschétzung zu beweisen, miissen wir uns zuerst iiberlegen, wie die
Matrix Adj(A) aussieht. Jedes Element dieser Matrix entspricht bis auf das Vor-
zeichen dem Wert einer (n — 1) x (n — 1) Determinante, die dadurch entsteht,
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dal wir eine Zeile und eine Spalte von A streichen. Fiir die Berechnung dieser
werden wir die Hadamard’sche Determinantenungleichung benutzen. Allerdings
werden wir nicht das Produkt der Spalten, sondern dafl Produkt der Zeilen bilden.
Zuerst werden wir nun die euklidische Norm einer Zeile berechnen. Dabei ist es
unwichtig, welche Spalte gestrichen wird, da wir alle ozl durch ¢q abschétzen. Die

Zeilennorm der j-Zeile kénnen wir dann durch y/n J = = /nc)" abschitzen.
Den kleinsten Wert erhalten wir hier fiir j = 1, da stets co > 1 gilt. Wenn wir also
jedes Element von Adj(A) nach oben abschéitzen wollen, so konnen wir stets die
1. Zeile streichen. Wir erhalten also fiir ein Element b von Adj(A) die folgende
Abschétzung:

1 n(n—1)

n—1
bl < TI Vg =n"> ¢, *
j=1

Da wir jedes Element b von Adj(A) so abschétzen konnen, erhalten wir so durch
einfaches Ausrechnen die gewiinschte Formel.

Zum Abschlufl wollen wir bemerken, dafl diese Schranken den Z&hler und Nenner
nur ziemlich grob abschétzen. Wir benétigen an dieser Stelle nur die Existenz von
solchen Schranken. In der Praxis ist es erheblich schneller, wenn man mehrere
Schranken ,,durchprobiert®, bis man eine Losung findet.

3. Das verallgemeinerte Newton-Lifting

In diesem Abschnitt werden wir das verallgemeinerte Newton-Lifting untersuchen.
Die Verallgemeinerung besteht darin, daf§ das Newton-Lifting normalerweise iiber
einem Korper durchgefiihrt wird, wie es zum Beispiel in [Lan] (Seite 308-311) be-
schrieben wird. John Dixon beschreibt in [Dix1], wie man diese Methode iiber dem
Ring Z,[t] durchfithren kann. Der entscheidene Unterschied in der Voraussetzung
liegt darin, dafl wir im Ring keine Division durchfithren kénnen. Betrachten wir
nun die Iteration, die beim ,,normalen Newton-Lifting durchgefiihrt wird. Diese
wird in [Lan] auf Seite 311 in Proposition 21 beschrieben. Dort wird

f(Oéz')

Qi1 = QG — f’(a~)
(A

gesetzt. Hierbei sind die «; Elemente des Korpers. Bei uns entsprechen die «;
dann den Polynomen wj, aus dem Ring. Wie bereits gesagt kénnen wir die Divi-
sion, die in diesem Iterationsschritt durchgefiithrt wird, nicht berechnen. Deswegen
miissen wir uns fiir diesen Teil einen Ersatz ausdenken. Dies wird in dem folgen-
den Satz deutlich werden. Der Beweis zu diesem Satz ist konstruktiv, so dafi wir
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einen Algorithmus sofort aus diesem herleiten kénnen. Vorher werden wir aus
beweistechnischen Griinden noch zwei Lemmata zeigen.

LEMMA 6.3. Set a € Z und gelte a = 1 mod pzk mit p € P und k € N. Dann gilt:
2a — a? = 1 mod pzkﬂ.

Beweis: Wegen a = 1 mod pzk gilt a =1+ bp2lc mod pzkﬂ. Damit gilt:

20 —a® = 2(1+ bpzk) -1+ bpzk)2 mod pzk+1
= 2+ 2[)102]c —1- 2bp2k — (bzpzk)2 mod p

2k+1

= 1 mod pzk+1

BEZEICHNUNG 6.4. Seien f,g,h € Zy[t],p € P und k € N. Dann ist
g = hmod (f,p*) eine Schreibweise fiir f | (g — h) mod p.

LEMMA 6.5. Seien f,g und h € Z,[t] normiert und es gelte fir diesesp € P:p /
| disc(f)disc(g). Zusdtzlich soll die Bedingung g(h) = 0 mod (f,p) erfillt sein.
Dann gilt die folgende Beziehung: ggT(g'(h), f) =1 mod p.

Beweis: Die Polynome f, g und h seien auf kanonische Weise in I, [t] eingebettet.
Sei nun w = ggT(¢'(h), f) in F,[t]. Hieraus folgt wegen f | g(h), daB w | g(h)
und w | ¢'(h) gilt. Nehmen wir nun an, dafi w #Z 1 ist. Dann existiert in einem
passenden Erweiterungskorper von F, eine Nullstelle v von w (w ist normiert!).
Diese ist dann gleichzeitig auch Nullstelle von g(h) und von ¢'(h). Hiermit ist
dann h(y) Nullstelle von ¢ und ¢’ und damit wére disc(g) = 0 (in F,[t]). Dies ist
aber ein Widerspruch! O

SATZ 6.6. Sei p € P und f € Z,[t]. Euxistiere weiterhin ein g € Zy[t] und ein
wo € Zylt], so dafs folgendes gilt:

)
Dann ezistiert ein w € Zyt], so daf folgendes gilt:
w

= wgomodp
g(w) = Omod f

Weiterhin kann fir alle k € N ein wy bestimmt werden, fir welches wp = w mod
2k .
p° qult.
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Beweis:  Nach Lemma 6.5 folgt ggT(¢'(wp), f) = 1 mod p. Also existiert ein
ho mit hog'(wo) = 1 mod (f,p). Wir konstruieren nun Folgen (wg) und (hy) mit
folgenden Eigenschaften (k € N):

Wrt1 = wpmod (f, p2k) (6-1)
hirr = hymod (f,p%) (6-2)
g(wi) = O0mod (f,p") (6-3)
hig'(w0) = L mod (f,p%) (6-4)
Dazu fiihren wir folgende doppelte Iteration durch:
west = wp — hig(wy) mod (f,p* ) (6-5)
hisr = by [2 = hig'(win)] mod (£,p* ) (6-6)

Wir zeigen nun, dafi die Eigenschaften durch die Iteration gewahrt bleiben:

zu (6-1):
(6-5) )
wer1 = wg — hpg(wg) mod (f, p* )
= w—l glwr)  mod(f,p*)
——
=0mod (f,ka)
= w,mod (f,p%)
zu (6-2):
Pt hi [2 — hig'(we41)] mod (f, szH)

(6-6)

hic[2 = kg (wie1) ] mod (£,p7)
—_———
=1 mod (f,ka)
= hmod (f,p”)
u (6-3): Fiir k£ = 0 gilt die Behauptung nach Voraussetzung.

(6-5)
gwri1) = glwr — hrg(wr)) mod (f,p

Ta.llor

= g(wk) - th(%)Q’(wk) mod (f,p
g(wr) 1= hig'(wr) Jmod (f,p*")
S~—— —

=0 mod(f,p2") =1mod(f,p?")

0 mod (f, pzkﬂ)

2k+1)

2k+1)
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u (6-4): Fiir k = 0 gilt die Behauptung nach Konstruktion von hy.

(6-6)

hisrd (Wip1) = e [2 = hig (wis1)] g (wier) mod (£,p2 )
= Q(ﬁkg,(warl)l —( !Lkg,(warl/ )2 mod (fa P2k+1>

-~

=1mod(fp**)  =1mod(fp*")

(=2}

2 1 mod (f, pzkH)

Damit ist gezeigt, dal (wy) eine Cauchyfolge in Z,[t] ist. Da Z, vollstindig ist,
konvergiert wy, gegen ein w € Z,[t]. Die Eindeutigkeit von w folgt aus der Tatsache,
dafl f mod p und g mod p keine doppelten Nullstellen haben. Nehmen wir an, es
existiert ein v € Z,[t] hochstens vom Grad n—1 mit den geforderten Eigenschaften.
Dann gelten fiir alle a; (i = 1, ... ,n), die Nullstelle von f sind, dafl sowohl v(«;) als
auch w(«;) Nullstelle von g ist. Zusétzlich gilt wegen v = wp mod p fiir 1 < ¢ < n:
v(a;) = w(a;) mod p. Da g mod p separabel ist, folgt hieraus v(o;) = w(«;) und
hiermit v = w. O

Aus dem Beweis dieses Satzes kénnen wir den folgenden Algorithmus zusammen-
fassen.

ALGORITHMUS 6.7. Verallgemeinertes Newton-Lifting

Input: Polynome f, g und wy € Z,t],
p € P mit p ydisc(f) disc(g),
so daf8 gilt: g(wy) =0 mod (f,p).
k e N.

Output:  Ein Polynom wy, € Z,lt],
so dafy g(wg) = 0 mod (f,pzk) und
wr = wo mod p gilt.

(1) Berechne mit dem Euklidischen Algorithmus ein Polynom ho € Z,[t], fir
das hog'(we) = 1 mod (f,p) gilt.
(2) Firi=0,...,k—1 tue folgendes:

Wit1 = Ww; — hz’g(wz’) mod (fa p2i+1>
hi(2 — hig(wiy1)) mod (f, PTH)

hit1

Die Korrektheit des obigen Algorithmus wird vollstdandig in 6.6 gezeigt. Zur Im-
plementierung von Schritt (1) wollen wir noch erwéhnen, dal der Euklidische
Algorithmus in F,[t] durchgefiihrt wird.
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4. Bestimmung des Einbettungspolynoms aus der Approximation

Im vorigen Abschnitt haben wir beschrieben, wie wir unser gesuchtes Polynom w
modulo ka bestimmen konnen. Dabei konnten wir das k beliebig grof§ wéhlen.
Jetzt miissen wir untersuchen, wie wir auf die rationalen Koeffizienten von w
zuriickschliefen konnen. Dies werden wir fiir jeden Koeffizienten einzeln tun. Vor-
aussetzung fiir dieses Verfahren ist, dafl wir Abschéatzungen fiir den Z&hler und
Nenner jedes einzelnen Koeffizienten besitzen. Wie wir diese erhalten, wurde be-
reits in einem fritheren Abschnitt beschrieben. Der folgende Satz, der in [Dix2]
beschrieben ist, ist Grundlage des nachfolgenden Algorithmus.

SATZ 6.8. Seien s,h € N>, Weiterhin nehmen wir an, daff a,b € 7 emistieren
mit

bs = a mod h und |al, |b| < AWh,
wobei A = 0,618... eine Nullstelle von N> + X\ — 1 ist. Seien % (i = 1,2,...)

die Niherungsbriiche (convergents) der Kettenbruchentwicklung fir £

u; = v;s — w;h. Sei k die kleinste ganze Zahl mit |ug| < V'h. Dann gilt: =%

U

und setze

Beweis: Der Beweis dieses Satzes setzt Kenntnisse iiber die Kettenbruchentwick-
lung voraus. Diese konnen [Khi] entnommen werden. So ist bekannt, daf die
Folgen (w;) und (v;) monoton steigend, wihrend die Folge der (u;) alternierend
und betraglich monoton fallend ist. Setze a = bs — th. Dann gilt
R AR
hb?' = hb? T 202
und so gilt nach 2.39, daB + einem Naherungsbruch von # entspricht. Dieser sei

h
mit =% bezeichnet. Wegen a = bs — th = v;s — w;h = u; gilt |u;j| = |a| < MWh <

Vh. Damlt gilt nach der Definition von k, dal 7 > k gilt. Andererseits gilt
wjvr — upv; = 0 mod h wegen u; = vjs — wjh und ur = vps — wiph. Da zusitzlich
J > k gilt, folgt
Iv]\ |v|
|ujvr, — upv;| (lug] + Jug))|vj] < AWR AR < (A +1)Ah = .

t

Diese Ungleichung gllt da + = ﬂ gilt. Da beide Briiche zusétzlich gekiirzt sind,

gilt |v;] = |b] < AWh. Wegen |u]v;C urvj| < h gilt sogar uw;vy = uv; und somit
J = k. Damit ist gezeigt, dafi ¢ = gllt O

Wie wir dem Beweis dieses Satzes entnehmen konnen, liegt seine Schwierigkeit
in der Theorie der Kettenbruchentwicklung. Im folgenden werden wir die Frage
beantworten, wie wir die Ndherungsbriiche berechnen koénnen. Dies braucht man
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nicht mit der Definition zu tun, sondern man kann eine Modifikation des Euklidi-
schen Algorithmus anwenden.

ALGORITHMUS 6.9. Berechnung einer rationalen Zahl aus einer Approrimation

Input: Ganze Zahlen s und h mit s, h > 1.
Output:  Ganze Zahlen a und b (falls existent) fiir die bs = a mod h

und |al,|b| < \Wh gilt.

(1)  Setze u_y = h und ug = s.

(2) Setze v_y =0 und vy = 1.

(3)  Setzei=0.

(4)  Falls u; < Vh gib (—1)“;—; aus und terminiere.
(5)  Setze q; = ==t

(6)  Setze w1 = ui_y — qiu;.

(7)  Setze viy1 = vi_y + qv;.

(8)  Setze i =i+ 1 und gehe nach (4).

Falls die Zahlen a und b mit den geforderten Bedingungen nicht existieren, so gibt
der Algorithmus 0 aus. Falls 0 tatsdchlich die gesuchte Losung war, so erkennt
man das daran, dafl bereits s = O mod h war. In dem Algorithmus wird ein
Verfahren benutzt, welches auf den ersten Blick nicht viel mit der Berechnung
von Néaherungsbriichen zu tun hat. Deswegen werden wir die Korrektheit des
Algorithmus beweisen.

Beweis: In 6.8 haben wir die Abhéangigkeit der gesuchten Losung mit dem k-ten
Néaherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von # bewiesen. Wenn nun 1‘)’—5 der
k-te Ndherungsbruch ist und u, = vgs — wy, ist, so ist Z_: = ¢. Wir miissen nun
zeigen, dafl die u; und v;, die im Algorithmus berechnet werden, den u; und v; aus
dem Satz entsprechen. Dabei miissen wir zusatzlich beachten, daff im Algorithmus
die u; nur dem Betrage nach bestimmt werden, d.h. wir miissen die erhaltenen u;
noch mit (—1)* multiplizieren.

Als ersten Schritt wollen wir zeigen, dafl die ¢; aus dem Algorithmus gerade den

a;y1 entsprechen, wenn wir mit [ag; a, as, . .. , a,] die Kettenbruchentwicklung von
# bezeichnen. Wir setzen r; = la;;a;+1,. .., a,]. Nach 2.38 gilt firalle 0 <7 < n:
S Wil + Wi

ViTip1 + Vi

Durch einfache Aquivalenzumformungen erhalten wir:
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rig1(vis —w;h) = —(v;_18 — w;_1h)
Wegen u; = v;s — w;h gilt:

Tir1U; = —Ui—1-

Hieraus folgt: (Die u; sind aus Satz 6.8!)

Tiv1 = —
Da die u; alternierend sind, ist der Bruch stets positiv. Damit folgt:
Aiv1 = (Gi-

Die letzte Gleichheit gilt, da a;; stets der grofiten ganzen Zahl entspricht, die
kleiner als 7;, ist. Damit haben wir die Behauptung gezeigt, dafl die ¢; aus dem
Algorithmus den a;;; der Kettenbruchentwicklung entsprechen.

Wenn wir

v, — vis — (—1)"u;
h

setzen, wobei die u; aus dem Algorithmus kommen, so miissen wir zeigen, dafl die
so berechneten v; und w; denen aus dem Satz entsprechen. Falls uns dieses gelingt,
so ist die Korrektheit des Algorithmus bewiesen. Diesen Beweis wollen wir mit
vollstandiger Induktion fithren. Aus vy = 1 und ug = s folgt direkt wy = 0, womit

0 =0 = ag ist. Aus vy = 0 und u_; = h folgt dann w_, = 1. Hlermlt ist
die Induktionsvoraussetzung fiir - = —1 und ¢ = 0 erfiillt, wenn man den —1-ten
Néherungsbruch formal mit |, 0“ bezeichnet.

Nach Satz 1 von [Khi] gilt fiir Zahler und Nenner der Naherungsbriiche folgender
Zusammenhang: (1 <i < n)

w; = a;wi—y + wi_y und v; = a;v;_1 + v;_y

Der Induktionsschritt fiir die v; ist nach dieser Formel trivialerweise erfiillt. Sei
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also nun 7 > 1 und sei der Beweis fiir alle w; mit j < ¢ gefiihrt. Dann gilt:

vis — (—1)'y;

 (wig+ givia)s — (=1) (w2 — qi_1ui 1)
B h
g (iss — (=1)" " uig) + (vias — (—1)"u;)
B h
¢i—1Wi—1 + Wi—2
= QWi—1 + Wi—
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

5. Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir unser Beispiel aus den vergangenen Kapiteln zu
Ende rechnen. Wir hatten einen Kérper K durch f(t) = t® + 108 gegeben. Wir
haben bereits drei Teilkérper vom Grad 3 bestimmt, die alle durch g(¢) = ¢3> — 108
erzeugt werden. Zum Abschlufl des Algorithmus miissen wir die Einbettung dieser
Teilkorper in K bestimmen.

Als erstes bestimmen wir das Einbettungspolynom h modulo p, d.h. es gilt
f | g(h) mod p. Hierzu gruppieren wir die Nullstellen von f in das zugehorige
und bereits berechnete Blocksystem. In jedem Block A; berechnen wir das Pro-
dukt g; der Nullstellen. Diese Berechnungen werden alle iiber dem endlichen
Korper F; durchgefithrt. Wir miissen nun ein Polynom h bestimmen, fiir wel-
ches h(a;) = f; fiir a; € Ajund 1 < i < n gilt. Da h maximal Grad n —1 =75
hat, wird h durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt. Wir erhalten auf diese
Weise h(t) = 4t° + 4t* mod 7. Aufgrund unserer Abschitzung kénnen wir den
Zahler der Koeffizienten des Einbettungspolynoms mit 64134065 und den Nenner
mit 15116544 abschétzen. Damit wir auf die Koeffizienten in Q zuriickschliefSen
kénnen, miissen wir unsere Einbettung bis mindestens 7 * 10 liften. Wir liften
dann unser Einbettungspolynom bis 732 ~ 10?” und erhalten:

h(t) = 1012392034723593925779857601 - t°
+  552213837121960323152649601 - t? mod 722,

Mit Hilfe von Algorithmus 6.9 konnen wir dann fiir jeden Koeffizienten einzeln auf
die Koeffizienten aus Q zuriickschlieBen. Wir erhalten: h(t) = —5t° + $t2.
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Zum Abschlul miissen wir testen, ob f | g(h) gilt. Wir stellen fest, daf} diese
Bedingung erfiillt ist und konnen uns nun sicher sein, dafl wir einen Teilkérper
samt Einbettung berechnet haben.

Fiir die beiden anderen Teilkoérper erhalten wir auf diese Weise:

h(t) = 1012392034723593925779857601 - t°
+  552213837121960323152649601 - t2 mod 732,

Hieraus folgt: h(t) = 55 - t° + 5 - ¢%.
Fiir den letzten Teilkorper gilt:

h(t) = 1104427674243920646305299200 - t* mod 7°2,
Hieraus folgt: h(t) = —t2.

Beide erfiillen die Bedingung f | g(h), so daf wir insgesamt 3 Teilkorper vom Grad
3 berechnet haben.
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KAPITEL 7

Beispiele

Die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen wurden in dem Computeralgebra-
system KANT (vgl. [Poh]) implementiert. Wir werden nun im folgenden einige
der berechneten Beispiele tabellarisch auflisten. Die angegebenen Rechenzeiten
wurden auf einer HP 9000/735 ermittelt.

Olivier hat fiir die Galoisgruppenberechnung Korpertabellen von imprimitiven
Korpern 9. Grades aufgestellt. Von diesen Kérpern haben wir simtliche Teilkorper
berechnet. Da es sich um insgesamt 1112 Korper handelt, werden wir sie an dieser
Stelle nicht alle angeben. Im folgenden sei r; die Anzahl der reellen Nullstellen.

r1 | Anzahl Anzahl | Gesamtlaufzeit | Durchschnittslauf-

Korper | Teilkorper zeit, pro Korper
1 485 486 36:43 min 4,5 sek
3 423 446 31:25 min 4,5 sek
5 154 154 9:38 min 3,8 sek
7 23 23 1:30 min 3,9 sek
9 27 31 1:39 min 3,7 sek

Wir geben nun die Ergebnisse der Koérper mit ; = 9 an. In der folgenden Tabelle
gibt jeweils die erste Zeile ein erzeugendes Polynom des gegebenen Korpers an. In
der zweiten Zeile steht an der ersten Stelle die evtll. durchgefiihrte Substitution
und an der zweiten Stelle das berechnete erzeugende Polynom des Teilkorpers. In
der dritten Zeile schliellich steht die ermittelte Einbettung des Teilkérpers bezogen
auf das substituierte Polynom. Falls ein Korper mehrere Teilkorper besitzt, so
wird das erzeugende Minimalpolynom nicht wiederholt, sondern es werden nur die
zweite und dritte Zeile angegeben.
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Erzeugendes Polynom des gegebenen Korpers

Durchgefiihrte Substitution Erzeugendes Polynom des Teilkorpers

Einbettung des Teilkérpers

2 + 228 — 1427 — 3225 + 162° + 612* + 152° — 1822 — 5x + 1

r=ux 22+ 512 —8r+1
_415.8 _ 8277 , 1898 6 , 4325 5 _ 5111,4 _ 7047 3 _ 7271 2 | 695 200
669x 669x + 223 z + 223 z 669 223 669 Z + 669x + 669

% 4+ 2% — 1227 — 1025 + 3825 + 342 — 2323 — 2722 — 4z + 1

r=2x 3 +8x% + 6z + 1
2 8 _ 2 7 _ 11 .6 247 .5 189 .4 _ 5713 _ 511,215 .. 13
101% 1017 0r? tin? tin? 1017 101 % 017 ~ To1

2° 4+ 2% — 827 — T8 + 212° + 152* — 2023 — 1022 + 5x + 1

r=2x 3 =52+ 2+ 1

x® — 43 4+ 2% 4+ 22

z° + 42% — 627 — 362% — 162° + 702* + 9923 + 5222 + 122 + 1

r=2x 3 — 42+ 3z +1

—528 — 2027 + 312% + 1832° + T1x* — 377x% — 48322 — 1992 — 24

r=x+1 23 4+ 2222 + 138z + 181

828 4 9527 + 389x% + 5052° — 6372* — 211923 — 82722 + 1681z + 1267

22+ 2% — 1327 — 182% + 284% + 48x* + 6% — 1722 — 8z — 1

rT=2x 23 — 522 + 62 — 1
98 8 37,7 | 1294 6 , 958 5 _ 3301 4 _ 2629 3 , 953 2 | 343 184
9" ol g 9 ¥ A A A

22 + 328 — 1227 — 3225 + 5125 + 1052* — 10023 — 11422 + 78z + 19

T =2x 3 — 21z 4+ 542 + 19
447 8 | 17882 7 , 32343 6 _ 188297 5 260039, .4 , 577033 .3 | 507545, .2 _ 540384 . 131841
310517 T 310517 1t 3T0m % 31051 ¥ 31051 £ T 31051 ¥ 1 31051 £ 31051 ¥ 31051

22 — 3% — 1127 + 3925 + 112° — 862* — 152% + 6422 + 28x + 1

T =2x 3+ 1222 — 152+ 1

42 8 1297 435 6 , 1509 5 , 123 4 _ 1860,3 _ 426 2 , 15 7
83x 831: 83$+83$+83$ 831: 83$+83$+83
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Erzeugendes Polynom des gegebenen Korpers

Durchgefiihrte Substitution Erzeugendes Polynom des Teilkorpers

Einbettung des Teilkérpers

22 + 228 — 1227 — 2225 4 342° + 702* + 23 — 3022 — 4z + 1

r=2x 3 — 11z —4x + 1
318.8 , 269.7 3832 6 18075 , 10956 .4 , 5173 .3 _ 4678 .2 _ 1411 89
307 L T 3072 307 307 Lt 307 Tt 37 307 307 £ 1 307

22— 92" + 272 — 302° +9x + 1

r=2x 2 —3r+1

x3 — 3x

22 — 1527 — 725 4+ 662° + 48z* — 70x% — 3022 + 272 — 1

T =2x 23— 612 — 450 —1
640 8 17777 _ 6695 6 , 16227 5 , 21889 4 39560 3 _ 18867, 2 , 20208 . _ 769
647 647 U s L T eir U T e ¥ 647 ¥ 67 U T Tour 647

22 — 1727 — 625 + 8725 + 47x* — 14323 — 6922 + 722 + 27

r=2x 23 4+ 1522 + 54z + 27
212 8 683 7 , 35566 , 11464 5 12999 4 47824 3 8160, 2 , 28678 7257
31917 3917 T 31917 T Gion 3191 3191 31918 T 3191 ¥ T 311
22 — 1527 + 42% + 612° — 192* — 802 + 1622 + 342 — 1
r=2x 23— 1022+ 172 — 1
13838 , 2476 7 , 20204 6 _ 40294 5 65783 4 , 142626 3 , 36511 2 3066
20877 T 2087% T 087 ¥ 2087 2087 T 2087 T 5087 ¥ T + 5087
22 — 1527 4+ 228 + 602° — 152* — 8323 + 3022 + 362 — 17
r=x 3+ 922 + 15z — 17
3410 .8 , 2166 .7 _ 49726, 6 _ 24864 5 , 188240 4 , 69860 3 238030 2 52896 88791
613 L T G137 613 63 L T 613 ¥ + 13 % 613 © 613 LT 613

2?4+ 2% — 1227 — 1125 4+ 442° + 162* — 6223 + 282 — 7

r=x =T =17
41,8 , 6 .7 , 591 6 570 5 1618 4 , 1976 3 , 952 2 1667 189
1357 T 1397 T 1397 1397 130 U T 139 27 T 1357 139 7 T 139

22 4+ 228 — 92" — 1028 + 2725 + 112* — 2523 — 322+ 60 — 1

T =2x 3 —3x2 —4r —1

x4+ 228 —8x° — Tt + 2243 — 142+ 3
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Erzeugendes Polynom des gegebenen Korpers

Durchgefiihrte Substitution Erzeugendes Polynom des Teilkérpers

Einbettung des Teilkorpers

x° — 1427 — 228 + 632° 4+ Tz* — 1062 + Tx? + 562 — 13

r=2x x3 — 222 — 150 — 13
168 .8 345 7  1631..6 , 31015 , 3953 4 _ 7455 3 308 2 , 2159 . 1222
701~ 701 018 T oo+ 7o 701 7012 T T 701
2% + 208 — 927 — 1525 + 252° 4 372* — 202% — 3122 — 42 + 1
_ 3 2
r=2x > —8xr +5xr+1

228 + 527 — 1225 — 2825 + 142* + 382% + 922 — 3z

2 — 112" 4+ 382° — 48z + 722 + 21z — 7

r=2x = Tr—7

228 + 427 — 2225 — 3925 4+ 7324 + 1052% — T1x? — 622 + 28

22+ 2% — 1527 — 62% + 762° — 242* — 1302% + 13322 — 38z + 1

T =2x 23 4+ 1322 + 262 + 1

48,8 | 99,7 _ 6026 _ 5 , 2541, 4 , 1371, 3 43812 | 1783 50
nt T ar i’ 20"+ T+ Ty T )

22+ 208 — 1327 — 1528 + 5725 + 272* — 78x% — 2722 + 322 + 13

T =2x 23 4+ 222 — 294 + 13
644 8 17477 , 6314 6 , 11556 5 21714 4 15610 3 , 18237 2 , 5033 1794
547 sr U T Ut T 547 sa7 U0 Thar Ut Gan 547
2 — 11a" 4+ 32% + 3525 — 102? — 4222 + T2 + 17Tz + 1
T =2x 3 +3x2—13z+1

—32% — 32" 4+ 292% + 2025 — THx* — 4723 + 542 + 351 + 2

) — 208 — 8" 4+ 182% + 102° — 362* + 1023 + 1222 — Tz + 1

r=x+2 3 +5x2—x—13

—247 — 2625 — 1262° — 278x* — 26223 — 5022 + 482 + 13

x? — 1527 — 325 + 682° + 162* — 12223 — 2622 + 762 + 13

T =2x 3 —3x2 — 18z + 13

51,8 | 99,7 345 6 _ 1455, 5 | 2145 4 | 4929 3 1473 92 4623, 715
2T 2 L S S 4 v 4 v 1
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Erzeugendes Polynom des gegebenen Korpers

Durchgefiihrte Substitution Erzeugendes Polynom des Teilkérpers

Einbettung des Teilkorpers

z° 4+ 42% — 827 — 3825 — 245 + 79zt + 4523 — 2022 — 11z — 1

rT=2x 23— 1722 + 10z — 1
4281 .8 10709 ,.7 _ 49586 ,.6 _ 86523 .5 114257 .4 156419 .3 _ 24015 ,.2 _ 34749,. 3174
4319‘r + 4319 4319 4319 T” + 4319 "+ 4319 4319 4319 4319
29 — 228 — 1427 4 262° + 312° — 422% — 3223 + 1022 + 8z + 1
— 3 2
r==x r’+ 37 —4xr +1
527 8 843 7 7562 6 10652 .5 18313 4 14626 .3 _ 17076 2 1017 1319
1471 1471 1471‘r + 1471 T+ 1471 xr 1471 r 1471 xr 1471‘r + 1471
2% + 228 — 142" — 102% 4 712% — 182" — 11723 + 10922 — 24z + 1
_ 3 2
r==x r’+6x°+ 5 +1

—162% — 5527 + 1452° + 3682° — 609x* — 5832 + 103922 — 263z + 11

22 — 1527 + 428 + 542° — 122* — 382% + 922 + 62 — 1

r=x+2 23 4+ 3322 4+ 2792 + 127
3284 Y2 + 1382° + 3672° 4 3762 — 1042° — 37727 — L3y 4 221
r=x+1 3+ 6x2 =5l +8
_260,.8 21137 3602 6 , 7642 5 , 22228 4 | 1452 3 25520 2 _ 15120 . 2360
127 127 127 ¥ T 9r U T T+ o7 127 127 127
r=x+1 3 — 1222 + 122 + 8
194 8 |, 1603 .7 , 2969 6 _ 4987 5 17623 4 _ 5673 .3 , 19247 2 , 17583 3832
127l T T r T 127 ¥ 127 * 127 U T Tr U r T 7
r=x+1 3 —8x2 +12¢ + 8
711,88 5979 7 11547, 6 | 17847 5 , 67221 4 | 22583 3 71751 .2 31752 . 6480
254 254 ¥ R R T 254 127 * 127

Beim Betrachten der Tabelle stellt man fest, dafl insgesamt 6 Teilkoérper nur nach
einer Substitution berechnet werden konnten. Besonders interessant ist hier der
letzte Korper, wo alle Teilkorper teils erst nach zweifacher Substitution berechnet
werden konnten.

Als néchstes betrachten wir ein Beispiel eines Korpers vom Grad 12, der die 2,
als Galoisgruppe hat. Ein erzeugendes Polynom fiir diesen Korper ist:

22421 28210 — 4027 +18022 + 42627 +892° —4442° — 3902t — 752>+ 272 +112+1.
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Bekanntermaflen gibt es 3 Teilkérper vom Grad 6, 4 Teilkérper vom Grad 4 und
einen vom Grad 3. Diese Korper haben wir mit unserem Verfahren berechnet.
Die Berechnungen haben 6:46 min benétigt. In der folgenden Tabelle steht jeweils
in der ersten Zeile ein erzeugendes Polynom des Teilkérpers und in der zweiten
Zeile seine Einbettung. Beim dritten und siebten Korper mufite das erzeugende
Polynom vor der Berechnung mit = = x 4+ 1 substituiert werden.
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6 _ 6% — 22 + 4823 — 4522 — 220 + 1

197 11 215 .10 _ 1416 9 _ 8255 8 9815 LT 21422 6 12005 102279 4 _ 52471 .3
%ggg 2+1i)7697 2%8 290 LT Joe ¥t T TG T a9 T 196 © 96 LT
o T T T+ o5

196

6 325 — 1122 + 2723 — 322 — 11z + 1

433 11 _ 443 .10 3050 L0 4 176038 19991 7 _ 93677 .6 _ 12949 5 | 211713 4
196~ o6l T + o6 ¥ a9 L 98 L 98 L T s T+
158845 3 | 2497 L2 16001 655

196 196~ 49

6 — 2425 + 2112* — 81623 + 128222 — 528z — 241

3473 11 20273 10 116829 .9 307383 .8 164015 .7 823842 6 2548557 5 21948643 4
+ + z 49 + 98 + 196 +

1199761527 e 14431917 22 16211779 16460314
14 + 196 + 196 Y~ " 49

42453 + 3822 + 162+ 1

11 10 2287 9 229 8 7652 .7 14599 6 12655 5 9698 4 2775 3
+2 It i s s R S

444 - 7 ldzx 14
= 47x - ==

4—7:1:3+5x2+6x+1

953 11 _ 629,10 4 67719 464198 178833 .7 _ 462883 6 _ 83043 .5 , 129868 .4
— gl tT Tt 196 © 196 © T “196 ¥ T 196 * + a9 T +
389689 P 23745 .2 9657 3163

196 196 49 ¥ "o8

4983 — 1522+ 3+ 1

64 211 210 7207 .9 4953 8 11834 o7 107223 6 | 12041 .5 120443 4 88903 .3
+ Jog X — o5 T + + o6 T + T T T

196 196 196
3439 2+ 8709 1525
196 196

z* — 1023 — 3222 4+ 4102 — 241

42 + 46210 +1282° — 3622° — 256027 — 352425 + 5848%° + 241422 + 3008223 +
1575022 + 18042 — 723

2+ 142 + 11l — 1

335 .11 @ 10 47219 _ 31428 | 1300597 , 187423 6 _ 81449 5 _ 236127 4
+ + 996 ¥t Tig6 ¥ 196 © 196 ©

21074 3 11769 2 8375 443
+ Tos 196 + o6 196 98
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Bezeichnungen

Wir vereinbaren die folgenden Bezeichnungen, falls sie nicht im Zusammenhang
erkldrt werden.

7 Menge der ganzen Zahlen

N Menge der natiirlichen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

P Menge der Primzahlen

S, symmetrische Gruppe mit n! Elementen
A, alternierende Gruppe mit %' Elementen

Gal(f) Galoisgruppe des von f erzeugten Zerfallungskorpers
Fix(H) der zu H gehorige Fixkorper

disc(f) Polynomdiskriminante von f

P Primzahl

»: g endliche Kérper mit p bzw. ¢ Elementen
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BEZEICHNUNGEN

Primideale

Exponent von p in der Primidealzerlegung von a
Korper der p-adischen Zahlen

Ring der ganzen p-adischen Zahlen

p-adische Vervollstandigung des Zahlkorpers K
der gegebene algebraische Zahlkérper

Ring der ganz algebraischen Zahlen von K

Die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers von K.
ein Teilkérper von K

ein Block von G

Ein f mit f = f mod pZl[t]

Ein a mit ¢ = a mod p

(9—h)|win Q[t]

Element von G, zerlegt in elementfremde Zykel

Zykeltyp von m, d.h. die Langen der ;



Hiermit versichere ich, dafl ich die vorliegende Arbeit selbststdndig verfaffit und
keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Berlin, den 22.12.94

Ich danke Herrn Professor M. Pohst fiir die Uberlassung dieses interessanten The-
mas sowie fiir seine stdndige Diskussionsbereitschaft und seine Ratschlage. Wei-
terhin danke ich allen Mitarbeitern des Softwarepakets KANT, durch das die Im-
plementierung der Algorithmen erst ermoglicht wurde.



