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9.7 Konvexitit

Wir fithren den in vieler Hinsicht wichtigen Begriff der Konvexitdt ein
und beleuchten dabei auch die Rolle der zweiten Ableitung. Die ersten
systematischen Untersuchungen der konvexen Funktionen stammen von
dem dénischen Ingenieur und Mathematiker J. L. Jensen (1859-1925).
Eine reelle Funktion f heift konver auf einem Intervall I, wenn die
Sekante durch je zwei Punkte P, P, des Graphen oberhalb des Graphen
liegt. Da die Sekante durch P; und P> durch die lineare Funktion
o — T

L(z) = flz1) +

Ty — X1 Ty — X1

r — I

f(z2)

dargestellt wird, hat man folgende analytische Formulierung:

Definition: Sei [ ein Intervall. f : I — R heilt konver auf I, wenn fiir
jedes Tripel z1,z, 22 € I mit 21 < z < x5 folgende Ungleichung gilt:
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Die Sekante durch P; und P> liegt oberhalb des Graphen von f

Da die Punkte z € (z;;22) genau die Punkte Azq + (1 —A)z mit A € (0;1)

sind, kann man die Konvexitdtsbedingung auch so formulieren:

Fiir jedes Punktepaar x1,x2 € I mit 1 # z2 und jede Zahl X € (0;1) gilt:

(K') JOzy + (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(22).

Gilt in (K) bzw. (K') statt < die Relation

<, so0 heif’t f streng konver,
>, s0 heift f konkav,
>, so heifit f streng konkav.
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Das Beispiel f(z) = |z| zeigt, daf eine konvexe Funktion nicht differen-
zierbar sein mufs. Fiir differenzierbare Funktionen charakterisieren wir die
Konvexitéit als ein Wachstum der Ableitung. Den Zusammenhang stellt
der folgende Hilfssatz her, der die Konvexitdt durch Differenzenquotienten
ausdriickt.

Hilfssatz: f ist genau dann konver, wenn fir jedes Tripel x,,x,29 € 1
mit 1 < © < x9 folgende Ungleichung gilt:

f(z) = f(z) _ f@) - f(@)

r— I - To — X

(13)

Ist f konvex, so gilt firr jedes solche Tripel genauer
fle) ~ flr) _ fl) = fla) _ flza) = f(a),

T —I - To — I1 - To — X

(13))

siehe Abbildung.

Beweis: Wir multiplizieren in (K) mit der positiven Zahl z5 — z; und
erhalten die dquivalente Ungleichung

((z2 —2) + (2 —21)) f(2) < (22 — 2)f(21) + (2 — 21) f(22).

Diese ist weiter dquivalent zu

(22 = 2)(f(z) = f(21)) < (2~ 21)(f(22) ~ f(2)).
Division durch die positive Zahl (x9 — z)(x — 1) ergibt dann (13).

Wir kommen zum Beweis von (13'): Aus (K) folgt zunéchst

(z — 21)(f(z2) — f(21))

T2 — 1

f(@) = f(z1) £

und daraus weiter die linke Ungleichung in (13'). Analog zeigt man die
rechte. O

Konvexitatskriterium: FEine in [a;b] stetige und in (a;b) differenzier-
bare Funktion f ist genau dann konvez in [a;b], wenn die Ableitung f' in
(a; b) monoton wdchst.

Beweis: a) Sei f konvex und seien z1,z2 € (a;b) Punkte mit z; < x5.
Fiir jeden Zwischenpunkt z € (z1;z2) gilt dann (13'), woraus mit z | z;
einerseits und mit x 1 2 andererseits folgt:

f(z2) = f(z1)

Iz — I

fl(z1) < < f'(x2).

f" wachst also monoton.
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b) Sei umgekehrt f' monoton wachsend. Wir zeigen, daff f das Kon-
vexitdtskriterium (13) erfiillt. Sei dazu z1,z,z2 ein Tripel in [a;b] mit
z; < ¢ < x3. Nach dem Mittelwertsatz gibt es Punkte £; € (z1;z) und
& € (z;x2) so, dafl

f(‘ll"l)‘_f(xl) :fl(é-l) und f(l'z):f(l') :fl(§2)
- I 9 T
Da & < & ist und f’ monoton wichst, folgt (13). O

Folgerung 1: Sei f : [a;b] — R stetig und in (a;b) 2-mal differenzierbar.
Dann gilt:

(i) f ist genau dann konvez, wenn in (a;b) f"' > 0 ist.

(ii) f ist streng konvex, wenn f" > 0 ist.

Beweis: (i) f' wichst genau dann monoton in (a;b), wenn dort f > 0.
(ii) Andernfalls gibt es ein Tripel 1, 2,22 in [a;b] mit 71 < < z2, SO
daR in (13) Gleichheit gilt. Nach dem Mittelwertsatz gibt es dann weiter
Punkte & € (x1;2) und & € (z;22) so, dak

f@) = f@) _ flz) ~ 1)

T — I g — T

fl(&) = = f(&).
Das aber widerspricht der strengen Monotonie von f'. |

I

Beispiel: ¢” ist streng konvex auf R und In z streng konkav auf R, .

Wendepunkte. Sei f: (a;b) — R stetig. Wir sagen, f habe in z( einen
Wendepunkt, wenn es Intervalle (o;zo) und (zo; 8) gibt so, dak eine der
Bedingungen (14) oder (15) erfiillt ist:

(14) [ ist in (a; zo) konvez und in (zo; 8) konkav;
(15) [ ist in (a; zo) konkav und in (xo; 3) konvez.

konkav konkav

‘Wendepunkt Wendepunkt

konvex

a?éo iUéO
{ z fiir z > 0,

\/I? fir x < 0,

Zum Beispiel hat die Funktion f : R — R, f(z

in 0 einen Wendepunkt; f ist in 0 nicht differenzierbar.
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Fiir eine ¢2-Funktion f sind die Bedingungen (14) und (15) dquivalent
zu (14') bzw. (15'):

(14') [ >0 in (a;x0) und £ <0 in (z0;8);
(15") f" <0 in (a;z0) und f" > 0 in (zo; B).

Insbesondere ergibt sich als notwendige Bedingung f"(zo) = 0.

9.8 Konvexe Funktionen und Ungleichungen
Wir beweisen in diesem Abschnitt einige fundamentale Ungleichungen. Die
Grundlage bildet folgende Verallgemeinerung von (K') aus 9.7.

Ungleichung von Jensen: Sei f: 1 — R konver. Sind Ay, ..., A, posi-
tive Zahlen mit Ay + ...+ A =1, so gilt fir beliebige x1,...,z, € I:

Ist f streng konver, so gilt in (K,) Gleichheit nur, wenn 1 = ... = z,.
Fiir konkaves f gilt (K,) mit >.

Beweis durch vollsténdige Induktion: Fiir n = 1 ist die Aussage trivial.

Fiir den Schluff n — n + 1 setzen wir

A A
AMA ..+ A=A und 71131+...+—)—\’3

Offensichtlich ist z € I. Mittels (Kz) und (K,) folgt nun

T, =: .

f(Z Az, + An+1xn+1) < A(@) + Aut1 f@ns)
(%) v=1 n
<Y 21w 4 M f(nn).

v=1

Das ist gerade (Kp41).

Ist f streng konvex, so ergibt (*) fiir die Gleichheit in (K1) aufgrund
der Definition zunéchst * = 2,41 und aufgrund der Induktionsannahme
weiter 1 = ... = z,. Hieraus folgt die Gleichheit aller x;,...,Z,4;. O

Als Anwendung beweisen wir eine weitreichende Verallgemeinerung der
in 2.5 Aufgabe 4 aufgestellten Ungleichung zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel.
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Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und dem
gewichteten geometrischen Mittel: Sind z1,...,x, beliebige positive
Zahlen und Xy, ..., A, positive Zahlen mit Ay + ...+ A, = 1, so gilt:

oM coegp <Mz 4 ATy

insbesondere qilt

L] xl..-xn S ——x1+.ﬁ.+xn.
Das Gleichheitszeichen steht jeweils nur, wenn x1 = ... = .
Die Zahlen 21 - -z, und Az + ... + Az, heifen mit Ai,..., A, ge-
wichtetes geometrisches bzw. arithmetisches Mittel der Zahlen x4, ..., z,.

Beweis: Da der natiirliche Logarithmus wegen In"(z) < 0 konkav ist, gilt
nach der Ungleichung von Jensen

In(Mzi+ ...+ 2zn) > M lnz + ...+ A lnz,.
Anwendung der Exponentialfunktion ergibt die behauptete Ungleichung.
Die Aussage zur Gleichheit folgt aus der strengen Konkavitit des In. O

Mit Hilfe der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometri-
schen Mittel leiten wir weiter die sogenannte Holdersche Ungleichung her
(O. Holder, 1859-1937). Diese enthilt als Spezialfall die wichtige Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung. Zur Formulierung der Ungleichungen verwenden
wir die p-Norm eines Vektors z = (z3,...,2,) € C". Man definiert

n 1/1’
(16) Jell, = (Dzyv’) el

v=1

Holdersche Ungleichung: Fs seien p,q > 1 Zahlen mit - + - =
Dann qilt fiir beliebige Vektoren z,w € C":

Z lzkwi| < |[2ll, - [lwll,-
k=1

Im Fall p = g = 2 ist das die sogenannte

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(2, wp| < 2] - [l

Hierbei bezeichnen ¢ , ) das Standardskalarprodukt und || || die euklidische
Norm in C™:

n n

— 2

(ywy =Y zwr, lzlly = Nzl = Xzl
k=1 v=1
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Beweis: Es geniigt, den Fall 2 # 0 und w # 0 zu behandeln. Nach der
Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel gilt

lzkwe] _ 1lzk/P | 1 |wg|?

Izllpllwlly = plizll; g llwllg

Durch Summation ergibt sich daraus bereits die behauptete Ungleichung
1 1 1
———lekwklﬁ—Jr*:l- a
=T, Toll, 2 » Ty
Bemerkung: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt auch sofort aus
n n n
(Z |Zkl2> : (Z |wk12> ~ |22 wwk
k=1 k=1 k=1
Diese Identitdt impliziert weiter, daff die Gleichheit |{z,w)| = ||z|| - ||w||

genau dann eintritt, wenn zpw; = zjwy, fiir alle k,[ gilt, d.h., wenn z und
w linear abhéngig sind.

2 n
= Z lzkwl - lekIQ.
k>l

Aus der Holderschen Ungleichung leiten wir schliefilich die Dreiecksun-
gleichung der p-Norm ab.

Minkowskische Ungleichung: Firp > 1 gilt:

lz+wl, <lzll, +llwl, | zweC™

Beweis: Fiir p =1 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Dreiecksun-
gleichung fiir Zahlen. Sei also im folgenden p > 1. Mit s3 := |23 + wi P77,
s =(s1,...,8,) und q derart, daf 1/q + 1/p = 1 ist, ergibt die Holdersche
Ungleichung ausgehend von |zx + wi|P < |zk||sk| + |w|| sk

(%) Iz + wlly < ll2ll,lIsllg + lwlllisl,-

Nun ist s7 = |z + wg|P. Damit folgt

n 1/q n 1/p-p/q
-1
ol = (Xlsstt) = (Tlatw) = leulp™
k=1 k=1
In Verbindung mit (%) beweist das die Behauptung,. O

Minkowski, Hermann (1864-1909). Wirkte zuniichst in Ziirich und spéter auf
Betreiben Hilberts in Gé6ttingen. In tiefgriindigen Arbeiten entwickelt er eine
Geometrie der Zahlen. Spater wendet er sich der Mathematischen Physik zu.
Sein Konzept der Raum-Zeit-Union (Minkowski-Welt) fordert entscheidend die
spezielle Relativititstheorie.



