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Gruppeniibungen fiir Woche 9

Aufgabe G1: Uneigentliches (Regel-) Integral und Lebesgue-Integral.

Sei f eine Regelfunktion auf dem Intervall [2,b) C R mit b < co. Zeigen Sie:

f ist genau dann Lebesgue-integrierbar iiber [4,b), wenn das uneigentliche Regelintegral von f
iiber [a,b) absolut konvergiert, d.h. wenn fab |f(x)|dx < oo.In diesem Fall stimmen Lebesgue- und

Regelintegral tiberein:
b
/ FdA = / F(x)dx.
[a,b) a

Eine analoge Aussage gilt natiirlich fiir uneigentliche Integrale iiber Intervalle (2,b] C R mit —co < a
und Intervalle (a,b) C R mit —o0 <a < b < co.

Geben Sie ein Beispiel einer Regelfunktion auf [0,00) an, deren uneigentliches Integral [;° f(x)dx
konvergiert, die aber nicht Lebesgue-integrierbar tiber [0, c0) ist.

Aufgabe G2: Berechnen Sie unter sorgfiltiger Begriindung (auch der Existenz) den Grenzwert

. 114 nx?
lim YERAY] dx.
n—oo Jo (1 +x )”

Hausiibungen

Aufgabe H1: (1+2+2 Punkte) Beweisen Sie:
(a) Sei (X, A, ) ein Mairaumund f € £!(u). Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 die Ungleichung von Markov:

p(lre X:f(x) > c}) < Zlflh.

(b) Sei (X, A, u) ein Malraum und f : X — [0, co] messbar mit [y fdp < co. Dann ist die Menge
{x € X: f(x) = oo} eine p-Nullmenge.

(b) Sei U C RY offen und f : U — R stetig mit f > 0 und Jy fdA =0. Dann ist f = 0 auf U.

Aufgabe H2: (3 Punkte) Betrachte auf R die Funktionenfolge (f,)ncn mit

Falx) = T falls n ungerade
- 1y falls n gerade

Was ist die Relevanz dieser Folge im Zusammenhang mit dem Lemma von Fatou?

Aufgabe H3: (4 Punkte) Beweisen Sie mittels Reihenentwicklung des Sinus und mit sorgféltiger
Begriindung aller Schritte:

o0 7}(2 . o 1 ) - k k'
/0 e Vsinxdx = 21;)( 1) k1)

Aufgabe H4: (4 Punkte) Beweisen Sie durch geeignete Reihenentwicklung des Integranden, dass
das folgende uneigentliche Integral konvergiert und den angegebenen Wert hat:

T Inx ® 1
dx =Y —.
/ox—l X an

n=1

Achten Sie auf sorgfiltige Begriindung aller Schritte!
BITTE WENDEN!
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Aufgabe H5: (Zusatzaufgabe, 4 Extrapunkte) Vervollstindigung eines Mafiraumes.

Ein MaBraum (X, A, ) hei8t vollstindig, falls jede Teilmenge einer y-Nullmenge messbar ist, d.h.
falls gilt: Ist N € A mit y(N) = 0und F C N, so ist auch F € A. (Wegen der Monotonie von y ist
dann auch F eine p-Nullmenge). Wir setzen

N:={NeA:u(N)=0}, Ag:={AUF: A€ A INe N :FC N}

Zeigen Sie: Ay ist eine o-Algebra, und y besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einem Maf o auf
Ay, so dass der Mafiraum (X, Ay, 1) vollstandig ist.

Der Mafiraum (X, A, po) heifit die Vervollstindigung von (X, A, t). Die Vervollstindigung (B;)o

der Borel-o-Algebra B; bzgl. A; heifst Lebesgue-Borel-o-Algebra, und die Vervollstindigung von Ay
wird ebenfalls als Lebesgue-MaR auf R? bezeichnet.

Abgabetermin der Hausiibungen: Freitag, den 18.12.2015, 9:00, im roten Kasten Nr. 18 auf D1,
oder direkt vor der Vorlesung.



