Exkurs: Method of multiple scales
(Mehrskalen Methode)

DR. KARIN MORA®

Im folgenden betrachten wir nichtlineare dynamische Systeme (NDS) mit
sogenannten kleinen nichtlinearen Termen. Viele mathematische Probleme
sind so formuliert, dass sie einen kleinen Parameter enthalten. Wenn dieser
Parameter Null gesetzt wird erhalten wir ein ungestortes System.

Oft sind die exakten Losungen solcher Systeme nicht verfiigbar. Daher be-
trachten wir Naherungslosungen, die sich zusammensetzen aus der Losung
des ungestorten (oft linearen) Systems und aus der Storung hergeleiteter
Terme. Somit ist das Hauptziel dieser Methode das Erfassen von qualita-
tiver Information tiber das asymptotische Verhalten des NDS.

Insbesondere, betrachten wir oszillierende Losungen von NDS, deren Am-
plitude und Phase von mehreren Zeitskalen approximiert werden miissen.
Mit anderen Worten beschiftigen wir uns mit Systemen, deren Dynamik
von mehreren Zeitskalen abhéngt.

1 LITERATUR

J. Kevorkian und J. D. Cole: Multiple Scale and Singular Perturbation
Methods, Springer-Verlag, New York, 1996.

R. O’'Malley: Singular Perturbation Methods for Ordinary Differen-
tial Equations, Applied Mathematical Sciences V. 89, Springer—Verlag,
New York, Berlin, Heidelberg, 1991.

P. Glendinning: Stability, Instability and Chaos - An Introduction to
the Theory of Nonlinear Differential Equations, Cambridge University
Press, 1994.

2 ASYMPTOTISCHE POTENZREIHENENTWICKLUNG
(APR)
Ziel: Genauigkeit der Approximation.

Diese ist garantiert, wenn die Potenzreihenentwicklung (PR) asymptotisch
ist, d.h. die Reihe muss nicht konvergent sein.

Definition 1. Die Reihe
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ist eine APR der Funktion f an der Stelle ¢ genau dann ( <= ), wenn fiir alle
n > 0 gilt
fle) = 2y fic(e)
frn(e)
d.h. der Rest ist kleiner als der letzte Term der PR.

fiir e—0,

Wenn ) fi(e) eine APR von f(e) ist, dann schreiben wir

fle) ~ Y file) (e —0)
k

ANWENDUNG: GEWOHNLICHE DIFFERENTIAL GLEICHUNGEN Die Losung
einer Differentialgleichung hat die Form

x(t,e) ~ Y ai(t)8x(e)
k

mit 8y (¢) = €*. Solch eine PR ist asymptotisch fiir t in einem Bereich D ,
wenn ) ax(t)dx(e) eine APR fiir ¢ — O fiir alle t € D.

NACHWEISKRITERIUM  fiir eine APR ist, wenn gilt

a1 (t)dx41(€)

—0 fir ¢—0,
ay(t)ox(e)

d.h. aufeinander folgende Terme sind klein im Vergleich zum vorherigen
Term.

Beispiel 1 (Duffing Gleichung). Gegeben ist die Duffing Gleichung
X+x+ex> =0, 0<e< 1 (1)

Die nichtgestorte Gleichung, d.h. ¢ = 0, ist die Gleichung des harmonischen
Schwingers. Man nehme an, dass die Losung x(t) eine APR ist, d.h.

x(t) ~xo(t) +exq(t)+.... (2)
Wir setzen diese Losung (2) in (1) ein und isolieren die Koeffizienten der Terme €0
und €7,

0(e%:  %o+x0=0, (€))

0(51) : X1 +x1 = —xg. (4)

um die Losung erster Ordnung zu berechnen. Wir wihlen die Anfangswerte so,
dass die Losung von (3) xo = A sin(t) ist, mit A € R. Dann dndert sich (4) zu

1
%1 +x1 = —A%sin’(t) = A’ (sin(3t) — 3sin(1)) !
Der resonante Erregerterm (—3A sin(t)/4) ergibt einen Term in der Losung in der
Form tsin(t). Dieser Term wichst unbegrenzt fiir t — oo und verstifit somit
gegen die Annahme, dass die PR asymptotisch ist. Zur Vermeidung dieser Situa-
tion setzen wir A = 0.

Folgt daraus, dass die einzige Losung der triviale stationire Zustand ist?

1 trigonometrische Identitit
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NEIN! Dazu betrachten wir das erste Integral des Systems (1): wenn y = %
dann folgt, dass der Ausdruck %yz + %xz + %sx“ konstant ist auf den Trajektorien.
Somit sind die Niveaulinien auf denen dieser Ausdruck konstant ist, geschlossene
Kurven, und stellen somit periodische Orbits im Phasenportrait dar.

Was ist also schief gelaufen? Dazu betrachten wir die gesamte Losung von (4)
1
x1 = Bsin(t—t7) — 3—2/\3 sin(3t) + §A3t cos(t)
in der B und ty von den Anfangswerten bestimmt werden. Somit folgt, dass

1 3
x(t) ~ Asin(t) + ¢ (B sin(t—tq7) — 3—2}\3 sin(3t) + 8A3tcos(t)) + ...

wobei . .. Terme der O(e?) und hoher andeuten. Diese ist keine APR der Ordnung
e T, aufler fiir A = 0, denn fiir t = O(e~ ") hat der Term %A3t cos(t) die Ord-

nung O(1). Mit der Formel fiir Sinusoid und Linearkombination mit gleicher
Phase” und Taylor-Reihen-Entwicklungen folgt

Asin(t) + egAStcos(t) = Asin (t+ 2£A2) +....

Somit ergibt sich die Losung
. 3 5 . 1 3.
x(t) ~ Asin t—i—gsA +e Bsm(t—h)—3—2A sin(3t) | +...,

die nun eine APR fiir ein beliebiges A ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass genaue Uberlegungen notwendig sind um eine
APR aufzustellen und dass die Zeit t auch von ¢ abhéngen kann.

3 DIE MEHRSKALEN METHODE (THE METHOD OF
MULTIPLE SCALES)

Diese Methode wurde entwickelt von: Kryloff and Bogoliubov (1935), Kevorkian
(1961), Cochran (1962), und Mahony (1962) und wurde vor allem gefordert
und vorangebracht von Nayfeh (1973).

Die Mehrskalen Methode ist eine Methode zur systematischen Erfassung
der Amplitude und Phase einer Losung. Beispiel 1 hat gezeigt, dass die
Losung auf einer Zeitskala der Ordnung t oszilliert. Ihre Phase und Ampli-
tude driften aber auf einer Zeitskala der Ordnung et. Also nehmen wir an,
dass zwei Zeitskalen vorhanden sind, eine schnelle Zeitskala T = t (auf der
die Losung oszilliert) und eine langsame Zeitskala T = ¢t (auf der sich die
Amplitude und Phase entwickeln). Allgemein stellen wir folgende APR auf

x(t) =x(1,T,e) ~xo(t, T) +ex1(t, T)+..., (5)

die asymptotisch ist fiir t der Ordnung O(¢~"). Wir behandelt T und T als
unabhéngige Variablen, d.h.

d4_2 .2
dt ot oT

2 asina+bcosx =+vaZ+ b?sin(x +atanz(b/a))
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und es folgt, dass

x~xo(T, T)+exq(T,T)+...
X ~xXor+ €& (X1t +%x0T) +-..
X ~Xorr + € (X100 + 2X0T<) + .1

wobei die Indizes T, T fiir die jeweilige partielle Ableitung stehen.

Beispiel 2 (Van der Pol Oszillator). Gegeben ist der der Van der Pol Oszillator,
5&+£7’<(x2—1)+x:0, 0<e< ©)

mit den Anfangsbedingungen x(0) =1, X(0) = 0. Wir suchen nach einer Losung
der Form (5) (mit T = t, T = et), die fiir die Zeitskalen der Ordnung ¢~ gilt.
Wenn wir (5) in das System (6) einsetzten konnen wir xo und xq bestimmen in-
dem wir, wie im vorherigen Beispiel, die Koeffizienten der e-Terme isolieren. Dann
erhalten wir

O(EO) : Xorr +%0 =0, (7)
O(s]) : X1tt + X1 = —2X0T — X0t (x(z)—T). (8)

Gleichung (8) hat die Lisung xo(t,T) = A(T)e!™ + A*(T)e™'%, wobei A eine
komplexe Funktion der reellen Variablen T und A* die komplex Konjugierte ist.
Dann sind

xor = iAe'T —iA%e T
XorT = iATe'" — iAi’i—eilT.

Dann dndert sich die rechte Seite von (8) zu
i i ; : . N2
-2 (iATeIT _ iA#—eilT) _ (iAelT —iA* efvr) ((Aevc + A* efvr) o 1)

Jetzt lassen sich die resonanten Terme (in diesem Fall Koeffizienten von e'%) leicht
erkennen und isolieren, also —2A1 — 21A2A* +1A*A? +1A. Diese Terme fiihren
zu Termen in der Losung, die unbegrenzt wachsen fiir t — oco. Somit brechen diese
resonanten Terme die Voraussetzung, dass die PR asymptotisch ist. Infolgedessen,
um eine APR zu erhalten, setzen wir sie Null, d.h. nach einer Vereinfachung
erhalten wir

QAT +IA*AZ 1A =0 = 2Ar=A(A—|AP). )

Diese Bedingung heifit nonresonance condition oder secularity condition.
Beachten Sie, dass man dquivalenter Weise auch die Terme von e~ " betrachten
muss. Dadurch erhilt man aber nur die komplex konjugierte secularity condition

(9)-

Es gibt zwei Moglichkeiten um A zu bestimmen. Man setzt A = u+iv in (9),
dann erhiilt man

ur=tu(1- (@ +42)), vr=1v(1- (w2 ++2))

Oder man setzt A = ve'® in (9) und erhiilt

rr=r(1—71%), 107 =0. (10)
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Daraus folgt, dass v — 1 fiir T — oo und 0 = 0, wobei 0y durch Anfangswerte
bestimmt wird. Somit ist
X0 (T, T) ~ (T)e™ 00 4 1(T)e HTH%) = 2v(T) cos(t0p).
Dar — 1 fiir T — oo ist die Losung der ersten Ordnung
x(t) ~ 2cos(t+06p) + O(e).

Dieser stabile periodischer Orbit hat eine Periode von 27t + O(e?) und eine Ampli-
tude von 2+ O(e). Die Stabilitit kann aus Gleichung (10) bestimmt werden.
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