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Analysisunterricht in der Diskussion

Seit Uber 100 Jahren etablierter Grundpfeiler des MU in Sek II.

Aber

zu stark verfahrensorientiert, zu wenig vorstellungsorientiert

Zu starke Kalkiilorientierung, zu wenig inhaltliche Uberlegungen,
wenig Sinnbezug

Mangelnde Vernetzung
— Innermathematisch
— Zu wenig Bezlige zu Anwendungen und Alltag

Weitgehend orientiert an didaktischen Konzepten des friihen 20sten
Jahrhunderts

Jenn (2000), Fiibrer (1981, 2010)
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Uberblick

1. Positionen, Einsichten und Ansichten zum anwendungsorientierten
Analysisunterricht

2. Elemente einer Neuorientierung: Technologie — Daten -
Vernetzungen

3. Einige Beispiele
4. Einblick in ein paar Schulerschwierigkeiten
5. Schlussfolgerungen

Schwerpunkt:
Anwendungen und Vernetzungen von Analysis.

Nicht: Aufbau von konzeptionellen Grundvorstellungen wie z.B.
Grenzwertbegriff, Ableitung, Integral etc.
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Positionen, Ansichten und Einsichten

= Einsatz von Technologie (Software, Internet, Applets
etc.)
— als Werkzeug zum Problemldsen
— zur lllustrierung von Konzepten und Zusammenhangen
— Zur Beschaffung von Information und Mittel der Kommunikation
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Positionen, Ansichten und Einsichten

= Reale Daten als Grundlage flr authentische und
glaubwirdige Modellierungen (an Schule wie
Hochschule), bisher jedoch in kaum einem Lehrbuch
realisiert.
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Positionen, Ansichten und Einsichten

Warum Daten?

Daten sind besser als Argumente, die basieren auf
=  Anekdoten

= Traditionellen Ansichten

= Vorurteilen

= Wunschdenken

= Ideologien

In God we trust, all others bring data.
William Edwards Deming (1900-1993)

Daten als Reprasentanten authentischer Informationen
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Positionen, Ansichten und Einsichten

= Vernetzung von mathematischen Inhalten:

elementare Funktionenlehre, Analysis, Stochastik,
Geometrie, Lineare Algebra, Numerik. ...
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Beispiel: Schriftgrofle und Textlange

= Wie hangt die Lange eines Textes von der gewahlten
SchriftgroBBe ab?
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Beispiel: Der optimale Winkel zum Tor

Ein FuBballspieler lauft parallel zur
AuBenlinie entlang einer Geraden
von der Mittellinie auf das gegner-
ische Tor (Breite 7,32 m) zu. Der
Abstand zum nachstgelegenen Tor-
pfosten an der Torauslinie betrage
11 m. Wie hangt der Winkel a zum
Tor (der Winkel zu den beiden
Torpfosten) von der Entfernung
des Spielers von der Torauslinie
ab?
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Beispiel: Der optimale Winkel zum Tor

= Schritt 1: Empirische Losungsansatze auf Basis von 10
Messungen

161 o
= Schritt 2: Theoriegeleitete Losung

— o —

Winkel (Grad)

0 5 101520 25 30 354045
Entfernunq (Metern)
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Beispiel: Der optimale Winkel zum Tor

Einige Losungsvorschlage (Stud fur Lehramt RS, 3. Sem.):

20 20
10 : . 10
5 5
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 4¢ 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Entfernung Entfernung
: In(x—b) . —bx
= Winkel = a - +c Winkel = axe
. X .
= Winkel = a5~ Winkel = ax* + bx® + cx* +dx + e
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Beispiel: Der optimale Winkel zum Tor

= Theoriegeleitete Losung

[‘11+7,32) (11)
o =7y—B =arctan —arctan| —
b 3

X

Ankathete
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Beispiel: Der optimale Winkel zum Tor

16
14
12
10

Winkel

o & & & @

1] ] Mm 15 20 256 30 35 40 45
o Fathém

Winkel = arctaﬂ[ 18,32 —arctan 1 -IED
Entfernung Entfernung 8
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Beispiel: Wasser in der Mikrowelle

Um wie viel Grad erhitzt sich eine Schale Wasser, wenn sie
far 30 Sekunden in die Mikrowelle gestellt wird?

Ansatz 1: Curve- Fitting per Schieberegler

Ansatz 2: Linearisierung, Transformation-
Ricktransformation
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Beispiel: Wasser in der Mikrowelle

Um wie viel Grad erhitzt sich eine Schale Wasser , wenn es flr 30
Sekunden in die Mikrowelle gestellt wird?

Ansatz 3: Minimierung eines kleinste-Quadrate-Kriteriums

b) Z|1 y'___

— Nullstellen von Ableiungen
— Im 1-dimensionalen Fall: Newton Verfahren

— Iterationsalgorithmen (verallgemeinertes Newtonverfahren)
— Basiert auf ,gutem” Anfangsschatzer
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Beispiel: Wasser in der Mikrowelle

= Newton-Verfahren zur Berechnung von Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion f

f (o)

f(zn)
f'(an)

Lptl = Tn —

f(x1)

\,___/ /EBQ/:L']_ I
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Beispiel: Wasser in der Mikrowelle

Um wie viel Grad erhitzt sich eine Schale Wasser , wenn es flr 30
Sekunden in die Mikrowelle gestellt wird?

Ansatz 3: Minimierung eines kleinste-Quadrate-Kriteriums
2

n d
S@b)=>. |yi——%
— Nullstellen von Ableitungen %
— Im 1-dimensionalen Fall: Newton-Verfahren
— Bei k-dimensionalen Parameter: GauB-Newton-Verfahen
— lterationsalgorithmen (verallgemeinertes Newtonverfahren)
— Basiert auf ,gutem” Anfangsschatzer

— Numerisch sehr anspruchsvoll
— verlangt i.a. professionelle Software wie R
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Beispiel: Wasser in der Mikrowelle

Tdiff

microwave.nls(250,0.6) 9
6.734675 : 250.0 0.6

4.922294 . 270.4370242 0.6091839 o
4.91368 : 270.8861105 0.6090141

4.91368 : 270.8826921 0.6090118 o

0 100 200 300 400 500

volume
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Beispiel : Bevolkerung von Sao Paulo

Modellierung der Bevolkerungsentwicklung von Sao Paulo

zwischen 1890 und 2007

Sao Paulo Population
120000001

10000000
8000000
6000000
4000000
2000000

Bevilkerung

0 o ©

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Jahr
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Beispiel : Bevolkerung von Sao Paulo

Logistisches Wachstumsmodell
S Y,
Yo + (S = Yo) exp(—kSt)

Gesucht: Werte fur k, S und y,
Ansatz 1: Linearisierung durch Transformation:

In(l—ll = In(ﬂ] — kSt
y S YoS

= Daher Datentransformation | 1 1
i =Inj —=—=
S

= y.* versus t; sollte lineare Struktur hal%lén (falls logistisches Modell gilt)
= Geradenanpassung, bestimme y, und k aus Steigung und Achsenabschnitt

= Kennen wir S???

y(t) =
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Beispiel

Bevolkerung von Sao Paulo

Ansatz 2: Direkte Minimierung des Kleinste-Quadrate-Kriteriums

S Y,
Yo + (S —Y,) exp(—kSt)

Nichtlineare Regression, d.h. minimiere

y(t) =

Population
6e+06 8e+06 1e+07
| | |

4e+06
|

2e+06
|

0e+00
|

> 1
1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000

Jahr

3

H 2R

00)=>" €~ f(t,0)"

> ZaoPaulopopulation.nls=s (30000, 12000000,
1.575222e+13 :
O.5258477e+12 :
IETE4EETEEZ19
350451456960
350445551452
350445433118
350445432043

LOe+04 1.2e+07 6.0e-02

L230687Ze+04 1.012569=4+07
212242Ze+04 1.140881e+07
L230007e+04 1.144560e+07
L220802e+04 1.144383e4+07
22027 Te+04 1.144380e4+07
L220212e+04 1.144378e+07

LO6])

-1 -1 -1 -1 -1 -]

.454556e-02
79017 4e-02
.738872Ze-02
. 745964e-02
748444202
. 748506e-02
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Beispiel : Wachstum: frei, begrenzt, logistisch oder??

Wie lasst sich die Anzahl der Personen in einer Stadt modellieren, die Gber
bestimmte technische Gerate verfugen,

= Mobiltelefone
= Digitalfernsehen
= Internetanschluss

Freies Wachstum
y'=qy = y(t) =y, exp(qt)
Begrenztes Wachstum
y'=q(S-y) = Y(t) =S —(S—Y,)exp(—qt)

Logistisches Wachstum

VoS
Yo — (S _ yo) eXp(_qSt)

Oder..y'=qy(S—-y) = y(t) =
y'=ayy(S-Y)-t
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Beispiel : Wachstum: frei, begrenzt, logistisch oder??

= Richtungsfelder, z.B. mit Maple

= > DEplot([diff(x(t),t)=0.01*x(t)*(50-x(t))],[x(t)],t=-2..5,x= 2..50,pts);
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e e e
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-2 -1 0 1 2 3 4 5
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Schwierigkeiten

Von sechs Abiturienten wurden KérpergréBe (in cm) und Gewicht(in kg) gemessen. Aus den
Daten wurde als Modell fir den Zusammenhang zwischen diesen GréBen ein Polynom
finften Grades vorgeschlagen :

83 5 573371 4 . 14138299 3 34146531901 - 44602234787 40260316977
X X + — ¥ — X+ x -

— Gewicht = -
225225 1801800 128700 1801800 27200 T15

(x steht fir die KérpergroBe in cm) Folgende Abbildung zeigt die Daten in einem
Streudiagramm mitsamt eingepasster Kurve sowie im unteren Teill ein Residuendiagramm.

75

|
o

[22]
(%]

Kommentieren Sie die
Angemessenheit dieses Modells flr
den Zusammenhang zwischen
Korpergrofie und Gewicht von
Abiturienten. Beziehen Sie sich e2 16 166 188 170 :zze;gm T s 1e0 ez
dabei auf den Sinn und Zweck 0 00006

mathematischer Modellbildung

Gewicht
(2]
o

o
(5]

50

0,00002
0,00000 @ @ o @ ] @
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-0,00006

Residuen
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a) Kommentieren Sie die Angemessenheit dieses Modells fiir den Zusammenhang
zwischen KorpergréBe und Gewicht von Abiturienten
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a) Kommentieren Sie die Angemessenheit dieses Modells fiir den Zusammenhang

zwischen KorpergroBe und Gewicht von Abiturienten
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‘a) Kommentieren Sie die Angemessenheit dieses Modells fiir den Zusammenhang
zwischen KorpergréBe und Gewicht von Abltunenten
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a) Kommentieren Sie die Angemessenheit dieses Modells fiir den Zusammenhang
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Schlussfolgerungen

= Qualitatives Verstehen vom Verlauf von Funktionen an Stelle
ritualisierter Verfahren zur Kurvendiskussion

= Bedeutung der Parameter verstehen

= DGL verstehen: wie kommt man drauf? Was bedeuten sie?
Interpretation des Richtungsfelds

= Vernetzung von Inhalten

= Modellannahmen thematisieren

= Technologieeinsatz , z.B. Software wie Maple, Fathom, R; Internet
= Reale Daten, authentische Problemstellungen
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