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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thema der Arbeit

Die hier vorliegende Bachelorarbeit hat den Titel , Entwicklung von Schnittstellenaufgaben zwischen
Hochschulmathematik und Schulmathematik im Rahmen einer gymnasialen Lehramtsanfiéngerver-
anstaltung”. Hier geht es um die Vorstellung einer an der Universitidt Paderborn durchgefiihrten
Mafinahme zur Verbesserung der Lehramtsausbildung. Im Rahmen der Veranstaltung , Einfiihrung
in mathematisches Denken und Arbeiten”, die verpflichtend fiir die Studierenden des Bachelor of
Education fiir das Lehramt fiir Gymnasien und Gesamtschulen und das Lehramt fiir Berufskollegs
mit Fach Mathematik ist, wurden im Wintersemester 2013 /2014 mehrere Innovationen mit dem Ziel,
die Lehre zu verbessern, durchgefiihrt. Im Bezug auf die bereits 1908 von Felix Klein formulierte
,doppelte Diskontinuitat” (Klein, 1908, S.1 f.) und auch dem Stand der heutigen hochschuldidakti-
schen Forschung entsprechend ist es unter anderem erforderlich den Studierenden Beziige zwischen
Schulmathematik und Hochschulmathematik explizit zu verdeutlichen. Dies kann unter anderem
durch das von Thomas Bauer vorgeschlagende Konzept von so genannten Schnittstellenaufgaben
umgesetzt werden. Diese Aufgaben gehen auf Beziige zwischen Schul- und Hochschulmathematik
ein und wurden auch in der Veranstaltung ,Einfiihrung in mathematisches Denken und Arbeiten”

verwendet.

Ziel dieser Arbeit ist es, beispielhalft fiir einige Thematiken der Vorlesung, passende mathematische
Inhalte aus der Schule zu identifizieren und diese Beziige in entsprechenden Schnittstellenaufgaben
einzubetten. Die in dieser Arbeit vorgestellten Aufgaben wurden in ihren Grundziigen im Team

entwickelt und von mir iiberarbeitet und préazisiert.

1.2 Vorgehensweise

In Hauptteil der Arbeit wird in Abschnitt zundchst die Veranstaltung ,Einfithrung in mathe-
matisches Denken und Arbeiten” vorgestellt. Danach wird in Abschnitt[2.2.2]die momentane hoch-
schuldidaktische Forschung im Bereich von Schnittstellenaufgaben beschrieben. In Abschnitt
wird dann das Konzept der Schnittstellenaufgaben auf die Veranstaltung iibertragen und die in
folgende Darstellung ausgewdahlter Aufgaben vorbereitet.
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

In 2.3 werden dann neun Schnittstellenaufgaben vorgestellt, wobei vier im Detail besprochen wer-
den. Abschliefend wird in Kapitel |3| ein erstes Resumé gezogen, offene Fragestellungen und Mog-
lichkeiten des weiteren Vorgehens werden dargestellt und es wird kurz auf die Chancen eingegan-
gen, die das Entwickeln von Schnittstellenaufgaben fiir angehende Lehrerinnen und Lehrer birgt.



Kapitel 2

Hauptteil

2.1 Die Veranstaltung ,Einfithrung in mathematisches Denken und

Arbeiten”

Im Rahmen der Umstellung der ersten Ausbildungsphase des Lehramtsstudiums auf das Bachelor-
/Master-System war es notwendig die Priifungsordnungen anzupassen. Wihrend die auslaufenden
Studiengidnge der Lehramtspriifungsordnungen 2003 und 1994 fiir Studierende der Mathematik so-
wohlim gymnasialen Lehramt wie auch im Lehramt fiir das Berufskolleg die Veranstaltungen Lineare
Algebra I und Analysis I fiir das erste Semester vorsahen, wurde in den neuen Priifungsordnungen
die Analysis I in das dritte Semester verschoben. An deren Stelle tritt im ersten Semester die Veran-
staltung Einfiihrung in mathematisches Denken und Arbeiten (EmDA).

2.1.1 Allgemeines

Die EmDA-Veranstaltung ist als einzige Veranstaltung dem , Basismodul Ba 1 Einfithrung in mathe-
matisches Denken und Arbeiten” zugeordnet. Im Modulhandbuch ist ein Workload von 180 Stun-
den angegeben, wobei 30 Stunden (2 SWS) auf eine Vorlesung und 30 Stunden (2 SWS) auf Ubun-
gen in Kleingruppen (ca. 25 Teilnehmer) entfallen. Um zur Priifungsleistung zugelassen zu werden,
muss eine — vom Dozenten festzulegende — Studienleistung erfolgreich absolviert worden sein. Die
Priifungsleistung kann eine Klausur (120 min) oder eine miindliche Priifung (30 min) sein und bil-
det gleichzeitig auch den Modulabschluss. Das Modul ist verpflichtend fiir Bachelor-Studierende
im gymnasialen Lehramt oder im Lehramt fiir das Berufskolleg mit dem Fach Mathematik. (vgl.
Universitat Paderborn| (2011} S.10 £.))

Die Veranstaltung fand mit dem Inkrafttreten der neuen Studienordnung im Wintersemester 2011 /2012
das erste Mal statt. Im Wintersemester 2012/2013 wurde sie dann von PROF. DR. JOACHIM HIL-
GERT iibernommen und inhaltlich umstrukturiert. Mit diesen Inhalten wurde die Vorlesung dann
von Herrn HILGERT im Wintersemester 2013/2014 und von der wissenschaftlichen Mitarbeiterin
Frau ANJA PANSE im Sommersemester 2014 erneut gehalten.
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8 KAPITEL 2. HAUPTTEIL

2.1.2 Inhaltliche Ausgestaltung

Seit dem Wintersemester 2012/2013 liegt allen folgenden Durchfiihrungen der EmDA-Veranstaltung
ein identisches inhaltliches Vorgehen zu Grunde. Die Themen beruhen auf ausgewéhlten Kapiteln
aus|l. Hilgert und Hilgert (2012).

Das Gesamtziel der Veranstaltung ist eine Konstruktion der reellen Zahlen. Hierzu sind jedoch eini-
ge vorbereitende Themen notwendig. Nach einer Einfiihrung tiber die Mathematik als Verfeinerung
der Alltagsprache werden typische Methoden mathematischen Arbeitens beispielhaft am Begriff der
Restklassen betrachtet. Hierbei ist ein Themenbereich die Entwicklung von Teilbarkeitsregeln. Im
Rahmen dessen werden wichtige Werkzeuge und Objekte wie Mengen, Funktionen, Relationen und
Aquivalenzrelationen eingefiihrt und typische Beweisverfahren, wie der direkte Beweis, der Beweis
durch Kontraposition, der Beweis durch Widerspruch und das Verfahren der Vollstindigen Indukti-
on an Beispielen betrachtet.

Um diese Grundlagen zu festigen, werden unter anderem der euklidische Algorithmus und der Fun-
damentalsatz der Zahlentheorie eingefiihrt. Dort konnen die Beweisverfahren dann auf vielfiltige
Art und Weise getibt werden. Als weitere typische mathematische Strukturen werden Gruppen, Rin-
ge und Korper definiert.

In der zweiten Semesterhilfte werden zunéchst Restklassenkorper, Q und R mit Hilfe von geordne-
ten Korpern und dem Begriff der Vollstandigkeit miteinander verglichen. Um dann schlussendlich
die reellen Zahlen konstruieren zu konnen werden zundchst axiomatisch Modelle fiir die nattirli-
chen Zahlen definiert. Aus diesen lassen sich dann iiber Aquivalenzklassen die ganzen Zahlen, die
rationalen Zahlen und schlussendlich die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen rationaler Cauchy-
Folgen konstruieren. Dabei werden jedesmal wichtige Eigenschaften, wie die Wohldefiniertheit der
Rechenoperationen und die partiellen Ordnungen auf den jeweiligen Zahlbereichen behandelt.

2.1.3 Organisationsform

Im Wintersemester 2012/2013 wurde eine klassische Organisationsform fiir die EmDA-Veranstaltung
gewdhlt. Das bedeutet, dass es eine 90mintitige Vorlesung gab, in der der Dozent die Inhalte an der
Tafel vermittelt hat. Zusitzlich gab es in jeder Woche Prasenz- und Hausaufgaben. Zum Erwerb der
Studienleistung waren 40% der erreichbaren Punkte in den Haustibungen erforderlich. Nach einem
sehr schlechten Ausfall der Klausur mit einer hohen Durchfallquote wurde das Konzept der Ver-
anstaltung im nachfolgenden Wintersemester in vielen Punkten verandert — gleichgeblieben sind
lediglich die Inhalte.

Als Grundlage fiir die Vermittung von Inhalten dienen einzelne Passagen aus I. Hilgert und Hilgert
(2012). In jeder Vorlesungswoche wird ein so genannter Themenblock bereitgestellt. In diesem The-
menblock wird unter anderem ein Leseauftrag definiert, der von den Studierenden als Vorbereitung
auf die Vorlesungsveranstaltung auszufiihren ist. Dabei besteht die Moglichkeit auf verschiedene
Arten Fragen — sowohl personlich, als auch anonymﬂ— zu formulieren.

Am eigentlichen Vorlesungstermin findet keine Inhaltsvermittlung im klassischen Sinne statt, son-
dern es werden zu den Leseauftrdgen aufgetauchte Fragen beantwortet. Damit die Studierenden
den Leseauftrag besser einordnen kénnen und Priifungsanforderungen transparenter sind, werden
fiir jeden Themenblock zusétzlich intendierte Lernziele definiert.

Hierzu wird ein anonymes Onlinefragetool bereitgestellt.
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Wie im klassischen Konzept gibt es auch in diesem Konzept Prasenz- und Hausaufgaben. Um Ver-
bindungen zwischen der Schulmathematik und den Inhalten der Veranstaltung herzustellen, sind
einige hiervon Schnittstellenaufgaben. Auf diese wird im ndchsten Abschnitt ndher eingegangen.

Auch die Moglichkeiten fiir den Erwerb der Studienleistung wurden angepasst. Dies ist aber nicht
relevant fiir die hier vorliegende Arbeit. Genaueres findet sich bei J. Hilgert, Hoffmann und Panse
(2014?).

2.1.4 Fiir diese Arbeit relevante Details

Den einzelnen Themenblocken kénnen die folgenden Oberthemen zugeordnet werden. Diese Zu-
ordnung findet sich in Tabelle 2.1.

Themenblock | Oberthema
01 Einfiihrung in mathematisches Lesen und Schreiben
02 Teilbarkeitsregeln und Restklassen
03 Mengen, Relationen und Funktionen
04 ggT und Euklidischer Algorithmus
05 Aussagenlogik und Primzahlen
06 Vollstandige Induktion und Primfaktorzerlegung
07 abelsche Gruppen
08 kommutative Ringe mit Eins und Kérper
09 geordnete Korper und Vollstandigkeit
09a Vertiefung geordnete Korper und Vollstandigkeit
10 Aufbau der natiirlichen Zahlen
11 Addition und Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen
12 Von den natiirlichen zu den ganzen Zahlen
13 Von den ganzen zu den rationalen Zahlen
14 Von den rationalen zu den reellen Zahlen

Tabelle 2.1: Thematische Einordnung der einzelnen Themenblocke

Eine Ubersicht {iber die zugehorigen Leseauftrage der Themenblocke, die fiir diese Arbeit relevant
sind, findet sich im Anhang|[C|

Wie oben erwidhnt, werden in jedem Themenblock zusétzlich die intendierten Lernziele zur Ver-
fiigung gestellt. Diese Lernziele sind in die Bloomsche Taxonomie eingeordnet mit Hilfe der sich
Lernziele nach den folgenden Kategorien klassifizieren lassen:

(1) Wissen, (4) Analyse,
(2) Verstehen, (5) Synthese,
(3) Anwenden, (6) Beurteilen.

Genauere Informationen hierzu finden sich bei Bloom|(1972).
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Diejenigen Lernziele, die fiir die Einordnung der in dieser Arbeit vorgestellten Schnittstellenaufga-
ben relevant sind, finden sich im Anhang @}

2.2 Schnittstellenaufgaben

Der wesentliche Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit Schnittstellenaufgaben. Einen theoretischen
Unterbau zur Entwicklung und Analyse dieser liefert Thomas Bauer.(vgl. Bauer und Partheil (2009);
Bauer| (2013).) Dieser Ansatz wird im Folgenden vorgestellt und dann auf die EmDA-Veranstaltung
angepasst.

2.2.1 Hintergrund

Felix Klein schreibt in der Einleitung des ersten Teils seiner ,Elementargeometrie vom hoheren
Standpunkte aus” die folgenden Zeilen:

,In den letzten Jahren hat sich unter den Universitiatslehrern der mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Facher ein weitgehendes Interesse an einer zweckmaéfigen, allen Bed{irfnissen

gerecht werdenden Ausbildung der Kandidaten des hoheren Lehramts entwickelt. Diese Erschei-

nung ist erst recht neuen Datums; in einer ganzen langen Zeitperiode trieb man an den Universi-
taten ausschliefilich hohe Wissenschaft ohne Riicksicht auf das, was der Schule not tat, und ohne
sich iiberhaupt um die Herstellung einer Verbindung mit der Schulmathematik zu sorgen. Doch
was ist die Folge einer solchen Praxis? Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor
Probleme gestellt, an denen ihn nichts mehr an das erinnert, womit er sich bisher beschiftigt hat,
und nattirlich vergisst er daher alle diese Dinge rasch und griindlich. Tritt er aber nach Absolvie-
rung des Studiums ins Lehramt {iber, so muss er eben diese herkommliche Elementarmathematik
schulmafiig unterrichten, und da er diese Aufgabe kaum selbststindig mit der Hochschulmathe-
matik in Zusammenhang bringen kann, so nimmt er bald die althergebrachte Unterrichtstradition
auf, und das Hochschulstudium bleibt ihm nur eine mehr oder minder angenehme Erinnerung, die
auf seinen Unterricht keinen Einfluss hat.

Diese doppelte Diskontinuitét, die gewiss weder der Schule, noch der Universitat jemals Vorteil

brachte, bemiiht man sich nun neuerdings endlich aus der Welt zu schaffen [...]” (Klein,|1908, S. 1
f.) (Hervorhebung im Originaltext)

Das hier vorkommende Schlagwort der doppelten Diskontinuitit thematisiert eine Problematik, die
auch heute, 106 Jahre spater, immer noch aktuell ist. Diese Einschédtzung findet sich in vielen ein-
schldgigen Texten; unter anderem [Hefendehl-Hebeker| (2013} S. 1 f.), |Danckwerts| (2013, S. 78) und
Bauer und Partheil (2009, S. 86) beginnen ihre Aufsédtze mit einer Unterstreichung der Relevanz der
doppelten Diskontinuitit in der deutschen Lehrerausbildung.[Danckwerts|(2013, S. 78) kennzeichnet
die universitire Ausbildung der angehenden Gymnasiallehrkréfte als einen , anerkannt kritische[n]
Punkt” und fordert eine Weiterentwicklung von ,Kleins Grundgedanken einer 'Elementarmathema-
tik vom hoheren Standpunkte aus™ (ebd.).

Danckwerts zeigt hierfiir zwei Wege auf: Auf der einen Seite steht der Weg von Klein, mit dem Ziel
die Schulmathematik nachtrédglich nach , umfassende[n] hochschulmathematische[n] Erfahrungen”
mit den gerlernten Fachinhalten zu verkniipfen. Der alternative Weg ist, schon frith im Studium
Aspekte der Schulmathematik als Ankniipfungspunkte auf verschiedenen Ebenen fiir die Betrach-
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tung von Hochschulmathematik zu verwenden und diese auszuschérfen. Dieser zweite Weg wird
von Danckwerts préferiert. (vgl. ebd.)

Bauer und Partheil (2009, S. 86 f.) verfeinern den Begriff der doppelten Diskontinuitdt und diffe-
renzieren die Kluft zwischen Schul- und Universitatsmathematik in die folgenden drei Ebenen. Auf
der Inhaltsebene werden in Schule und Universitat sehr unterschiedliche Schwerpunkte gesetzt. Die
Autoren geben als Beispiel den Bereich der Geometrie an und orten der Schule die Themen Elemen-
targeometrie und Analytische Geometrie zu; im Gegensatz dazu spielen an den Universitidten die

Gebiete Algebraische Geometrie und Differentialgeometrie eine deutlich grofiere Rolle.

Auf der Ebene der Ziele besteht die Kluft darin, dass selbst identische Inhalte mit ,im jeweiligen
Kontext sehr berechtigten”, jedoch komplett unterschiedlichen Zielen behandelt werden. Als drit-
ter Punkt, wird die Argumentationsebene benannt. Hier stehen dem axiomatisch-deduktiven Aufbau
der Hochschulmathematik eine Vielzahl von unterschiedlichen, in der Schule parallel verwendeten,
Exaktheitsstufen entgegen. (vgl. ebd.)

Die Autoren leiten hieraus, als mogliche Folge fiir die Ausbildung, eine Sicht auf Fachmathematik
und Fachdidaktik als ,,scharf getrennte Studienanteile” mit unterschiedlichen Zielsetzungen ab (vgl
Bauer & Partheil, 2009, S. 87 f.). Auch Hefendehl-Hebeker| (2013, S. 4 f.) stellt Ahnliches fest.

Als eine Moglichkeit, den Diskontinuitidten auf den verschiedenen Ebenen entgegen wirken zu kon-
nen, beschreiben Bauer und Partheil die Konzeption von Schnittstellenmodulen in denen fachdi-
daktische und fachwissenschaftliche Inhalte gleichzeitig behandelt werden und prézisieren dies am
Beispiel einer Analysis I - Veranstaltung. Ein Teil dieser Veranstaltung sind spezielle Schnittstellen-
aufgaben fiir Studierende des gymnasialen Lehramts. (vgl Bauer & Partheil| 2009, S. 88 ff.)

2.2.2  Schnittstellenaufgaben nach Bauer

Bauer| (2013, S.40) stellt fest, dass ,sich die gewtiinschten Beziige [zwischen Schulmathematik und
Hochschulmathematik] bei der Mehrzahl der Studierenden nicht automatisch einstellen.” Es sei not-
wendig ,sie durch gezielte Schnittstellenaktivititen herzustellen” (ebd.)E] Ein wesentlicher Aspekt
dieser sind sogenannte Schnittstellenaufgaben. Diese seien zwar nicht die einzige Moglichkeit, lie-
Ben sich aber gut mit den ,'Bordmitteln’ eines tiblichen Mathematikfachbereiches [...] realisieren.”
(ebd.) In Bauer| (2013) werden zur Erstellung solcher Aufgaben notwendige Uberlegungen theoreti-
scher Art vorgestellt.

Schnittstellenaufgaben konnen auf der einen Seite schulmathematisches Wissen als Ausgangspunkt
nehmen, um einen Zugang zu fachmathematischen Inhalten zu bekommen. Auf der anderen Sei-
te kann aber auch die universitire Mathematik dazu dienen, schulmathematische Themen, die ein
Lehramtsstudierender spater unterrichten wird, fachmathematisch zu untermauern. Somit kann das
tiefe Verstandnis, das fiir eine didaktische Reduktion eines Themas notwendig ist, erworben wer-
den. Bauer definiert hieraus zwei Wirkrichtungen von Schnittstellenaufgaben. Diese Wirkrichtungen
spiegeln genau die von Klein definierten zwei Diskontinuitédten (S.[10) wieder.

1. Wirkrichtung: Schulmathematik = universitdte Mathematik

2. Wirkrichtung: universitire Mathematik = Schulmathematik

2 Auch die EmDA-Veranstaltung selbst ist schon eine Schnittstelle zwischen Schule und Hochschule.
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Ziel soll es sein, dass Schulmathematik und Hochschulmathematik als |, fiireinander niitzlich und auf-
einander bezogen erlebt werden” (Bauer| (2013, S.41, Hervorhebung T.B.).

Um die Beziige zwischen Schulmathematik und Hochschulmathematik einordnen und konkretisie-
ren zu konnen, werden ferner vier Kategorien fiir Schnittstellenaufgaben eingefiihrt, die jedoch kei-

neswegs disjunkt sind. (vgl. [Bauer} 2013, 5.41)

(A) Grundvorstellungen aufbauen und festigen
(B) Unterschiedliche Zugange verstehen und analysieren

(C) Mit hochschulmathematischen Werkzeugen Fragestellungen der Schulmathematik vertieft ver-

stehen

(D) Mathematische Arbeitsweisen tiben und reflektieren

Diese einzelnen Kategorien werden nun néher spezifiziert.

Zu (A): Grundvorstellungen aufbauen und festigen Auf der Basis der , lerntheoretischen Grunder-
kenntnis”, dass Lernen ein , kumulativer und irreversibler Prozess” (Bauer, 2013} S.42, Hervorhebung
T.B.) ist, stellt Bauer fest, dass es nicht moglich ist, in der Schule aufgebaute Grundvorstellungen zu
mathematischen Themen einfach zu ,16schen”. Es ist somit notwendig an vorhandene Vorstellungen
anzukntipfen, sofern diese vorhanden sind. Da viele Dinge in der Schule - fiir die universitdre Ma-
thematik — zu ungenau behandelt werden, miissen die Grundvorstellungen dann erweitert werden.

Manche Themen der Hochschulmathematik oder Sichtweisen auf bereits bekannte Themen sind neu
und die notwendigen Grundvorstellungen miissen erst aufgebaut werden. Hierbei kénnen Erfah-

rungen aus der Schulmathematik oft niitzlich sein. (vgl. Bauer, 2013, S. 41 £.)

Zu (B): Unterschiedliche Zuginge verstehen und analysieren In Schul- und Hochschulmathema-
tik werden oftmals fiir ein und dasselbe Thema untschiedliche Zuginge (im Sinne der sachlogischen
Vorgehensweise und nicht der Unterrichtsmethodik) gewéhlt. Dies kann verschiedene Griinde, wie
z.B. den unterschiedlichen Grad der Exaktheit, die gewtiinschte Grundvorstellung, die aufgebaut
werden soll, oder die Verfiigbarkeit mathematischer Mittel, die fiir einen bestimmten Zugang not-

wendig sind, haben.

In Schnittstellenaufgaben konnen verschiedene Zugiange zu einem Thema analysiert und miteinan-
der verglichen werden. Hierbei kann unter anderem auf das Potential von Zugangen im Hinblick
auf weiterfithrende Betrachtungen oder die notwendigen mathematischen Vorkenntnisse eingegan-
gen werden. (vgl. Bauer} 2013} S. 42 ff.)

Zu (C): Mit hochschulmathematischen Werkzeugen Fragestellungen der Schulmathematik ver-
tieft verstehen Diese Kategorie zielt auf eine ,,inhaltsbezogene Niitzlichkeit” der Hochschulmathe-
matik fiir die Schulmathematik ab. Eine Schnittstellenaufgabe kann dazu dienen, Fragestellungen,
die Susf| verstehen oder auch selber formulieren kénnten, mit den Mitteln der Fachmathematik zu
beantworten, um somit den angehenden Lehrkraften die Niitzlichkeit dieser aufzuzeigen. Besonders
interessant sind dabei Fragestellungen, die mit Mitteln der Schulmathematik nur sehr kompliziert,
oder gar nicht beantwortbar sind. (vgl. Bauer, 2013} 5.44 f.)

3Schiilerinnen und Schiiler
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Zu (D): Mathematische Arbeitsweisen iiben und reflektieren. Eine grofle Schwierigkeit fiir Stu-
dienanfanger ist der Umgang mit mathematischen Definitionen und Beweisen. Ziel sollte es auch im
Lehramtsstudium sein, dass die Studierenden sich am Ende ihres Studiums als Teil der mathemati-
schen Gemeinschaft sehen und sich typisch mathematische Arbeitsweisen angeeignet haben. Diese
kénnen dann in gewissen Situationen auch an die SuS weitergegeben werden. Bauer verdeutlicht
dies anhand des Unterschiedes, ob eine Lehrkraft von , die Mathematiker” oder aber “wir in der
Mathematik” spricht.

In der spéteren Berufspraxis ist es fiir einen Lehrer notwendig, eine angemessene ,Begriindungs-
basis” fiir die jeweiligen Jahrgangsstufen zu finden, auf der dann stichhaltig argumentiert werden
kann. Schnittstellenaufgaben kénnen dazu beitragen, dass die Studierenden eine rigorose fachmathe-
matische Begriindung fiir ein schulmathematisches Thema sehen und begreifen. Dies ist erforderlich,
um sinnvoll didaktisch reduzieren zu konnen. Aufierdem kénnen mit Hilfe von Schnittstellenaufga-
ben mathematische Arbeitsweisen auf bereits aus der Schule bekannte Themen angewandt werden.
(vgl.Bauer, 2013, S.45 £.)

In seinem Buch Analysis — Arbeitsbuch (Bauer} [2012) stellt Bauer verschiedene Schnittstellenaufga-
ben aus dem Bereich der Analyis vor, die nach dem obigen Konzept entwickelt wurden. Dabei wird
zu Beginn jeder Aufgabe definiert, was zum Bearbeiten der Aufgaben bekannt sein sollte, und was
durch die entsprechende Aufgabe gelernt werden kann. Nach einem kommentierten Losungsvor-
schlag finden sich zum Ende einer Aufgabe immer Vorschlédge fiir Ankniipfungspunkte an diese.
(vgl. Bauer, 2012, S. 4 £.)

Abschliefsend soll an dieser Stelle aufgefithrt werden, welche Vorteile Bauer in solchen Schnittstel-
lenaufgaben sieht, wie sie sich positiv auf die Lehrerausbildung auswirken kénnen und welche Er-
fahrungen bereits gemacht wurden.

Die vermuteten positiven Wirkungen von Schnittstellenaufgaben fiir die Studierenden sind:

e Uberwindung der , Kluft” zwischen Schul- und Hochschulmathematik (vgl. Bauer| (2012, S. v))

e Nutzbarmachung von Beziigen zwischen Schul- und Hochschulmathematik (vgl. (Bauer, 2012,
S. vi))

o Unterstiitzung beim Erwerb der fachmathematischen Inhalte an der Hochschule (vgl. (Bauer,
2012, S. vii))

e Anregung, , Beziige zur Schulmathematik gezielt zu bearbeiten” (vgl. (Bauer, 2012} S. viii))

Erfahrungen mit Schnittstellenmodulen Bauer und Partheil beschreiben als Erfahrung aus dem
Sommersemester 2006, dass das Konzept von Schnittstellenmodulen bei ca. Zweidrittel der Studie-
renden sehr positiv aufgenommen wurde; ,,der Rest fiihlte sich bei einem Teil der Aufgaben {iberfor-
dert” (Bauer & Partheil, 2009, 5.99). Die Uberforderung fithren die Autoren zum Teil auf eine ,,[n]Joch
fehlende fachliche Souverénitédt”, sowie eine ,[n]och nicht erfolgte Loslosung von der Schiilerrolle”
zurtick. (ebd.)

Ferner wird festgestellt, dass die langfristigen Wirkungen EI empirisch schwer untersuchbar seien,
subjektiv jedoch ein ,deutlich positiver Effekt” zu bemerken ist. (vgl (Bauer & Partheil, 2009, S.100))

“Teile der oben aufgefiihrten vermuteten positiven Wirkungen sind jedoch langfristig.
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2.2.3 Schnittstellenaufgaben in der EmDA-Veranstaltung

Das in Abschnitt[2.2.2]vorgestellte Konzept von Schnittstellenaufgaben wurde fiir die EmDA - Veran-
staltung im Wintersemester 2013/2014 tibernommen und angepasst. Wahrend Bauer Schnittstellen
im Rahmen der Analysis betrachtet, braucht es fiir die EmDA - Veranstaltungen Schnittstellen zu den
dort behandelten Themen. Da die Vorlesungsinhalte bereits definiert waren, mussten hierzu passen-
de Schnittstellenaufgaben entwickelt werden, die Teil der jeweiligen Prasenz- und Heimiibungen
waren. Das damit verfolgte Ziel war und ist die Herstellung von Beziigen zwischen Schulmathema-
tik und den fachmathematischen Inhalten der Veranstaltung, wie es auch unter anderem von Bauer
gefordert wird (s.o.).

Im Unterschied zur Vorgehensweise von Bauer wurden den Studierenden keine kommentierten Lo-
sungen, sondern lediglich Losungsskizzen zur Verfiigung gestellt, die so formuliert waren, dass man
sie nachvollziehen konnte, wenn man sich bereits selbst eine Weile intensiv mit einer Aufgabe be-
schiftigt hat. Dies sollte verhindern, dass Ubungsaufgaben nicht bearbeitet, sondern lediglich die
Losungen gelesen werden.

Um im Nachhinein den tatséchlichen Erfolg von Schnittstellenaufgaben bewerten zu konnen, ist es
notwendig, Ziele zu formulieren, die durch Schnittstellenaufgaben erreicht werden sollen. Zusatzlich
zu den Zielen von Bauer (S. , ist fir die EmDA vor allem die folgende These entwickelt worden:

These. Die Studierenden beschiftigen sich eher mit Schnittstellenaufgaben, als mit gleichschwieri-

gen innermathematischen Aufgaben zu einem Thema.

Diese These beruht auf der oftmals von Studierenden formulierten Aussage, dass die Aufgaben in
einer Mathematikveranstaltung gar nichts mit der Schule zu tun hétten, und dass sie eher bereit
wadren, sich mehr damit zu beschiftigen, wenn ein Schulbezug erkennbar wire. E]Trifft die These zu
und die Studierenden beschaftigen sich somit mehr mit fachmathematischen Inhalten, wiirde dies
offensichtlich eine positve — und auch kurzfristige — Auswirkung auf den Studienerfolg haben.

Vorstellung von Schnittstellenaufgaben

Im folgenden Teil (Abschnitt[2.3) werden nun vier der entwickelten Schnittstellenaufgaben exempla-
risch vorgestellt. Danach werden noch — um die Vielfalt der moglichen Schnittstellen zu unterstrei-
chen — weitere Aufgaben genannt, ohne dass diese jedoch genauer untersucht werden sollen. Die
Vorstellung einer Schnittstellenaufgabe ist dabei nach dem folgenden Schema gegliedert:

Zu Beginn wird in einem Einleitungsteil der Themenbereich der Aufgabe grob umrissen und eine
Zuordnung zu den beiden Wirkrichtungen (siehe S. vorgenommen. Danach wird grau unterlegt
die Aufgabe und darauf folgend eine Losungsvariante prasentiert. Im Abschnitt Einbettung in die Ver-
anstaltung werden anhand der fiir jede Woche definierten Lernziele die Punkte herausgearbeitet, auf
die die Aufgabe abzielt. In der Vorstellung selber werden nur diejenigen fiir die Aufgabe relevanten
Lernziele prasentiert. Eine vollstindige Ubersicht der Lernziele zu den Themenblicken, aus denen
die Aufgaben stammen, findet sich im Angang[D}

5Der Autor kennt diese Aussagen aus eigenen Erfahrungen als Ubungsgruppenleiter.
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Um zu verdeutlichen, was genau die Schnittstelle bei einer Aufgabe ist, wird im Abschnitt Einord-
nung in gymnasiale Lehrpline mit Hilfe der aktuellen Kernlehrplane von NRW aufgezeigt, wo die
Beziige zur Schulmathematik liegen.

Unter dem Aspekt Ankniipfungspunkte und Kategorisierung werden dann die bisherigen Ergebnisse
kurz zusammengefasst und aufgabenabhingig weitere interessante Punkte zur Aufgabe dargelegt.
Insbesondere werden Ankniipfungspunkte aufgezeigt, wie nach Bearbeitung der jeweiligen Aufgabe
fortgefahren werden kann. In diesem Zusammenhang ist zu beachten, dass bei vielen Aufgaben
dafiir mehrere verschiedene Moglichkeiten bestehen. Abschliefend wird die vorliegende Aufgabe
dann noch den von Bauer definierten vier Kategorien (siehe S.[11) zugeordnet.
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2.3 Ausgearbeitete Schnittstellenaufgaben

2.3.1 Aufgabe 1: Teilbarkeitsregeln

Teilbarkeitsregeln stellen an vielen Stellen ein niitzliches Instrumentarium dar. Einige der einfachen
Regeln, wie z. B. fiir die Teilbarkeit durch 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10 werden auch in der Schule besprochen.
Auch fiir Zahlen wie 7, 11, 13 oder 17 lassen sich Teilbarkeitsvorschriften formulieren, die allesamt
tiber eine gewichtete Quersumme funktionieren. Das Finden und Beweisen dieser fufit auf der Rest-
klassenarithmetik und der Darstellung von Zahlen im Zehnersystem.

Die nachfolgende Schnittstellenaufgabe kann vor allem der zweiten Wirkrichtung zugeordnet wer-
den. Sie verkniipft das Wissen um das Konzept von Restklassen und deren Addition und Multipli-
kation sowie die Darstellung von Zahlen im Zehnersystem mit nichttrivialen Teilbarkeitsregeln. Mit
dem in der Aufgabe verwendeten Verfahren, ldsst sich jede Schiilerfrage der Art ,Gibt es auch eine

Teilbarkeitsregel fiir ... ?” beantworten.

Aufgabe 1 In der Schule ist es an verschiedenen Stellen niitzlich (sowohl fiir die SuS, als auch fiir den
Lehrer) schnell iiberpriifen zu konnen, ob eine ganze Zahl n durch eine andere ganze Zahl teilbar ist.

(i) Nennen Sie Ihnen bekannte Teilbarkeitsregeln fiir die Teilbarkeit durch 2, 3, 4, 5.
(ii) Formulieren Sie die Regeln aus (i) als , gewichtete Quersummenregel” um.

(iii) Verwenden Sie \I. Hilgert und Hilgert| (2012, S. 21, Beispiel 1.5), um eine Teilbarkeitsregel fiir die
Teilbarkeit durch 13 zu entwickeln.

(iv) Uberpriifen Sie mit Hilfe von (i), ob die Zahlen 59527 und 74754 durch 13 teilbar sind.

Losung.

(i) Eine Zahln € Z istdurch...

. 2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer durch 2 teilbar ist.
. 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
. 4 teilbar, wenn ihre letzten zwei Ziffern, als zweistellige Zahl ausgedrtickt, durch 4 teilbar sind.

. 5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer durch 5 teilbar ist.

(ii) Eine Zahln € Z istdurch ...

. 2 teilbar, wenn die gewichtete Quersumme, die entsteht, wenn man die Einer mit 1 und alle anderen

Stellen mit 0 multipliziert, durch 2 teilbar ist.
. 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

. 4 teilbar, wenn die gewichtete Quersumme, die entsteht, wenn man die Einer mit 1, die Zehner mit 10

und alle anderen Stellen mit 0 multipliziert durch 4 teilbar ist.

. 5 teilbar, wenn die gewichtete Quersumme, die entsteht, wenn man die Einer mit 1 und alle anderen

Stellen mit 0 multipliziert, durch 5 teilbar ist.
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(iii) Wir tiberlegen uns zunachst, welche Reste die Zehnerpotenzen bei Division durch 13 haben. Zunichst gilt

1 el
10 € [10]33
100 € [100]13 = [7- 13+ 913 = 913
1000 € [10-100]33 = [10]43 - [100]13 = [10]13 - [9]13 = [90)13 = [6- 13 + 1213 = [12]y3
10000 € [10-1000]33 = [10]43 - [1000]33 = [10]13 - [12]13 = [120]13 = [9- 13+ 313 = [3]13
100000 € [10-10000]33 = [10]33 - [10000]13 = [10]13 - [3]13 = [30]13 = [2- 13 + 4]13 = [4]13
1000000 € [10 100000]5 = [10];5 - [100000]35 = [10]15 - [4]15 = [40)15 = [3- 13 + 113 = [1]1

Hiermit erhalten wir dann fiir die Reste

1 =13 1,10 =13 10,100 =13 9,1000 =13 12,10000 =13 3,100000 =13 4,1000000 =13 1,...

Von da an wiederholen sich die Reste nur noch, da [10" 1] 13 = [10"]13 - [10]3 fiir alle n € Ny gilt. Insge-
samt erhalten wir also die folgende Quersummenregel:

Um die Teilbarkeit einer beliebigen ganzen Zahl durch 13 zu tiberpriifen, multiplizieren wir die Einer mit
1, die Zehner mit 10, die Hunderter mit 9, die Tausender mit 12, die Zehntausender mit 3, die Hunder-
tausender mit 4, die 1 000 000er mit 1, die 10 000 000er mit 10, u.s. w., die Gewichtefolge wiederholt sich

nur noch.

Wir summieren die Ergebnisse auf (gewichtete Quersumme). Die Zahl ist durch 13 teilbar, genau dann,
wenn die Summe durch 13 teilbar ist.

(iv) Wir zeigen, dass 59527 durch 13 teilbar ist. Dazu bilden wir die gewichtete Quersumme nach der Regel
aus (ii) und erhalten
5:3+9-12+5-9+2-10+7-1=195.

Es gilt 195 = 5-39 = 5-3 - 13. Also ist die gewichtete Quersumme durch 13 teilbar und somit auch 59527.

Wir zeigen, dass 74754 nicht durch 13 teilbar ist. Dazu bilden wir wieder die gewichtete Quersumme nach
obiger Regel und erhalten
7-3+4-12+7-9+5-10+4-1=186.

Um zu tberpriifen, ob 186 durch 13 teilbar ist, konnen wir z. B. erneut die gewichtete Quersumme bilden
und erhalten dann
1-94+8-10+6-1=95.

95 ist nicht durch 13 teilbar. Damit haben wir gezeigt, dass 186 und damit auch 74754 nicht durch 13 teilbar
sind.

Anmerkung zur Losung: In (i) sind natiirlich auch Formulierungen iiber gewichtete Quersummen méglich.
In (iii) kann auch anderes vorgegangen werden, um die Reste herauszufinden. Die hier vorgestellte Losung hat

jedoch den Vorteil, dass die Zahlen, die man dann tatsachlich durch 13 teilen muss, nicht so groff werden. O

Einbettung in die Veranstaltung

Die vorliegende Aufgabe kommt aus der Prasenziibung zu Themenblock 2 (Teilbarkeitsregeln und
Restklassen). Zu diesem Themenblock gehoren unter anderem die folgenden Lernzieleﬂ

In Klammern findet sich hinter jedem Lernziel die Einordnung in die Bloomsche Taxonomie (S. E])
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(LZ1) Teilen mit Rest und schriftliches Dividieren

(b) Die Studierenden konnen den Algorithmus des schriftlichen Dividierens und die Opera-
tion , Teilen mit Rest” in Beziehung setzen und dementsprechend ableiten, dass der Algo-

rithmus ein wiederholtes Durchfiihren der Operation , Teilen mit Rest” ist. (5)
(LZ3) Teilbarkeitsregeln

(a) Die Studierenden konnen Teilbarkeitsregeln fiir die Zahlen 2,3,4,5,6,8,9,10 formulieren. (2)

(b) Die Studierenden konnen erklédren, was die gewichtete Quersumme einer ganzen Zahl ist
und diese beziiglich einer gegebenen Gewichtung fiir ein Zahlenbeispiel explizit bilden.
(2)+(3)

(c) Die Studierenden konnen die Argumente aus |I. Hilgert und Hilgert (2012, S. 18, Beipiel
1.4), Schritt fiir Schritt anhand des Textes erkldren und das Konzept der gewichteten Quer-
summe als tragend fiir das Beispiel herausstellen. (2) + (4)

(e) Die Studierenden konnen eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch eine gegebene

natiirliche Zahl entwerfen. (5)

In Aufgabenteil (i) werden die bekannten Teilbarkeitsregeln aus der Schule reaktiviert. Es wird das
Lernziel (LZ3)(a) abgedeckt. In Aufgabenteil (iii) miissen die Studierenden selber eine gewichtete
Quersummenregel herleiten. Dazu steht IThnen ein Beispiel aus dem Lehrtext zur Verfiigung. Das
Verfahren zum Losen der Aufgabe funktioniert analog. Man muss es jedoch genau verstanden haben,
um die notwendigen Anpassungen vorzunehmen. Dies entspricht den Lernzielen (LZ3)(c) und (e).
In Teil (iv) der Aufgabe muss dann die entwickelte Teilbarkeitsregel angewandt werden, wodurch
auf das Lernziel (LZ3)(b) eingegangen wird.

Die Aufgabe erfordert an einigen Stellen implizit den sicheren Umgang mit Restklassen und der
Arithmetik dieser, sodass auch die anderen Aspekte aus (LZ2) gefordert werden (siehe S. .

Einordnung in gymnasiale Lehrpline

Das Thema Teilbarkeitsregeln wird im G8-Lehrplan explizit in den , Kompetenzerwartungen am
Ende der Jahrgangstufe 6” aufgefiihrt

,[Die SuS] bestimmen Teiler und Vielfache natiirlicher Zahlen und wenden Teilbar-
keitsregeln fiir 2, 3, 5 und 10 an.” (Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westtalen) 2007, S. 21)

Ein wesentlicher Aspekt bei der Herleitung der Teilbarkeitsregel in der Schnittstellenaufgabe ist die
Darstellung von Zahlen im Zehner-Stellenwertsystem. Auch dies wird an selber Stelle im Lehrplan
erwahnt

,[Die SuS] stellen ganze Zahlen auf verschiedene Weise dar (Zahlengerade, Ziffern-
darstellung, Stellenwerttafel, Wortform)” (Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des
Landes Nordrhein-Westfalen| [2007, S. 21) ,(Hervorhebung M.H.)
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Teilbarkeitsregeln dienen jedoch nicht nur dem Selbstzweck, sondern kénnen sowohl Su§ als auch
Lehrerinnen und Lehrern in vielen Situationen niitzlich sein. Ein typisches Beispiel ist das Kiirzen
von Briichen.

Meistens werden die Teilbarkeitsregeln in der Schule nicht formal bewiesen, sondern nur ein Be-
grindungsversuch tiber endlich viele Beispiele durchgefiihrt. Auch werden offensichtlich nur die
sehr einfachen Teilbarkeitsregeln behandelt.

Ankniipfungspunkte und Kategorisierung

Im Hinblick auf die explizite Nennung in den Lehrpldnen und die Niitzlichkeit in verschiedenen
Situationen sind Teilbarkeitsregeln in der Schule ein durchaus relevantes Thema. Fachmathematisch
gesehen bilden sie eine sehr gute Anwendung fiir Restklassen.

In der Schule werden lediglich die Teilbarkeitsregeln fiir 3 und 9 als Quersummenregeln definiert.
Dies ist auch vollig ausreichend. Der angehende Lehrer sollte sich jedoch der Tatsache bewusst sein,
dass sich alle Teilbarkeitsregeln auf Basis einer gewichteten Quersumme definieren lassen. Dies ist
der Hintergrund des Aufgabenteils (ii). In (iii) geht es nicht nur darum, eine Teilbarkeitsregel zu
beweisen, sondern den Studierenden wird ein effektiver Algorithmus beigebracht, um fiir jedwe-
de ganze Zahl eine korrekte Teilbarkeitsregel aufzustellen. So ein Algorithmus liefle sich sogar in
Programmcode umsetzen. (siehe[E.T)

Wird diese Aufgabe in einer Prasenziibung eingesetzt, bieten sich verschiedene Ankniipfungspunkte
zu anderen Aufgaben. Zum einen ldsst sich relativ einfach tiber die Restklassenarithmetik die Giil-
tigkeit von gewichtete-Quersummen-Regeln begriinden. Hierzu geht man von der Darstellung einer
Zahl im Zehnersystem aus und kann z. B. wie folgt folgern:

Wir betrachten die Teilbarkeit durch eine Zahl a € Z. Das bekannte Verfahren zur Ent-
wicklung einer Teilbarkeitsregel gewichtet die 10"er-Stelle einer ganzen Zahl (n € INp)
mit dem Rest, den 10" bei Division durch a ergibt. Aufaddiert erhalten wir eine gewichte-
te Quersumme. Die Zahl soll dann durch a teilbar sein, wenn die gewichtete Quersumme
durch a teilbar ist. Sei

b = sign(b) Zakloi
i=0

die zu tiberpriifende Zahl, wobei k, ay,...,a; € INp gilt. b ist also durch a teilbar, wenn

k
Y a;10% durch a teilbar ist (Das Vorzeichen spielt keine Rolle.). Dies ist dquivalent zu
i=1

[i ailoi] = [0],1.
i=0

a

Nun erhalten wir unter Verwendung der Restklassenarithmetik

k , k ‘ k '

lZa,-ml} =Y |a10] =3[, 10] .

i=0 Q=1 o=l !
*)

Dabei entspricht () aber genau der gewichteten Quersumme. Somit ist die Giiltigkeit

der Regel bewiesen. U
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Bespricht man diesen Beweis mit Studierenden, so bietet sich die Moglichkeit auf die Relevanz der
Wohldefiniertheit der Restklassen-Rechenoperationen fiir das Funktionieren der Quersummenre-
geln einzugehen.

Waurde bereits der Fundamentalsatz der Zahlentheorie besprochen, so bietet sich die Moglichkeit, die
Teilbarkeit einer Zahl durch b auf die Teilbarkeit durch die Teiler von a zuriickzufiithren. Fiir b = 12
konnte ein Beweis wie folgt aussehen.

Zeigen Sie, dass eine Zahl a € Z durch 12 teilbar ist, genau dann, wenn a durch 4 und durch 3
teilbar ist.

Beweis. Sei im folgenden a2 € Z. Um die Aquivalenz zu zeigen, miissen wir zwei Rich-
tungen zeigen.

,=" Sei a durch 12 teilbar. Dann gibt es k € Z mita = 12k = 3 - 4 - k. Es ist also sowohl
a =3 (4k), als auch a = 4 - (3k). Wegen 4k, 3k € Z ist somit a durch 3 und 4 teilbar.

<" Sei a durch 3 und durch 4 teilbar. Es gibt also kq,k; € Z mit 3k; = a und 4k, =
a=2-2-kp (*). Mit dem Fundamentalsatz der Arithmetik gibt es eindeutige Primzahlen
p1, P2, ..., pr (firr € N) mit p; - ... p, = a. Da 2 und 3 Primzahlen sind, kénnen wir mit
() folgerna =2-2-3-ps-...-p,.Wegen py-...-p, € Zistdannadurch2-2-3 =12
teilbar.

Aus ,=" und <" folgt die Aquivalenz. 0

Ein allgemeiner Beweis fiir b = by - ... b, mit b € Z und Primfaktoren by, . . ., b, funktioniert analog.

Bei der hier vorliegenden Schnittstellenaufgabe werden — gerade wenn man den zuletzt vorgestell-
ten Aspekt ebenfalls bespricht — verschiedene Zugédnge zum Thema Teilbarkeitsregeln behandelt.
Zum einen die ,naiven” Teilbarkeitsregeln, die man in der Schule durch Ausprobieren erhélt, dann
der systematische Zugang tiber die gewichteten Quersummenregeln und zuletzt die Riickfithrung
auf die Teilbarkeit durch die einzelnen Primfaktoren unter Verwendung des Fundamentalsatzes der
Arithmetik. Damit fallt die Schnittstellenaufgabe in die Kategorie (B).

Desweiteren werden mit der hochschulmathematischen Methode der Restklassenrechnung Teilbar-
keitsregeln begriindet, die die SuS in der Schule lernen ohne jedoch einen Beweis dafiir zu sehen.
Dabei lernen die Studierenden eine typische mathematische Arbeitsweise kennen: Durch Auspro-
bieren wurden Vermutungen {iber Teilbarkeitsregeln aufgestellt. Diese Regeln konnten mit Hilfe der
Restklassen in ein mathematisches Modell tibertragen und in diesem bewiesen werden. Dabei er-
gibt sich ein allgemeines Vorgehen, um jede beliebige Teilbarkeitsregel zu entdecken und somit eine
allgemeine Theorie. Diese Aspekte rechtfertigen eine Einordnung in die Kategorien (C) und (D).
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2.3.2 Aufgabe 2: Restklassen modulo 2 und die Paritit ganzer Zahlen

Ein zentrales und einfaches Konzept auf den ganzen Zahlen ist die Einteilung in gerade und ungera-
de. Diese Unterscheidung wird schon in der Grundschule fiir die nattirlichen Zahlen vorgenommen.
Fachmathematisch gesehen kann man dieses Prinzip in Verbindung mit den Restklassen modulo 2
bringen. Diese stellen das einfachste, nichttriviale Beispiel fiir Restklassen dar.

Die im Folgenden vorgestellte Schnittstellenaufgabe kann beiden Wirkrichtungen zugeordnet wer-
den. Aufgabenteil (i) verwendet das aus der Schule bekannte Konzept der Paritét als Einstieg in eine
Aufgabe tiber Restklassen. Aufgabenteil (iii) benutzt die Hochschulmathematik, um Eigenschaften
gerader und ungerader Zahlen, die auch in der Schule besprochen werden, theoretisch zu untermau-
ern.

Aufgabe 2 Schon in der Grundschule wird das Konzept der geraden und ungeraden Zahlen eingefiihrt.
Die Eigenschaft, ob eine ganze Zahl gerade oder ungerade ist, nennt man die Paritit dieser Zahl. Aus der
Schule kennen Sie diese Eigenschaft vor allem fiir die natiirlichen Zahlen. Sie ldsst sich aber ohne Probleme
auch auf den ganzen Zahlen definieren.

(i) Schreiben Sie die Menge der geraden ganzen Zahlen G C Z und die Menge der ungeraden ganzen
Zahlen U C Z als Restklassen auf.

(ii) Formulieren Sie symbolisch die folgenden Aussagen. Verwenden Sie dabei die in (i) definierten Mengen
GundU.
(a) Die Summe zweier gerader Zahlen ist immer eine gerade Zahl.
(b) Addiert man eine gerade und eine ungerade Zahl, so erhilt man eine ungerade Zahl.
(c) Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist ungerade.

(d) Multipliziert man eine gerade mit einer beliebigen anderen (ganzen) Zahl, so ist das Produkt gera-
de.

(iii) Beweisen Sie die Aussagen aus (ii). Verwenden Sie hierzu die Regeln fiir die Addition und Multiplika-
tion von Restklassen aus |I. Hilgert und Hilgert| (2012} S.18, Beispiel 1.4).

Losung.

(i) Nach Definition ist eine Zahl gerade, wenn sie durch zwei teilbar ist, also bei Division durch zwei den Rest
Null ergibt. Entsprechend ist n ungerade, wenn n nicht durch 2 teilbar ist, also die ganzzahlige Division
n durch 2 den Rest 1 ergibt. Somit ist #n gerade, wenn es k € Z gibt mit n = 2k 4 0 und ungerade, wenn
es ein k € Z gibt mit n = 2k + 1. Sei nun Z; die Menge aller Restklassen modulo 2. Dann folgt sofort
G=1[0]p € Zyund U = [1], € Z;.

(ii) Seien im Folgendena,b € G,c,d € U und n € Z. Dann gilt
(@ a+beg
b) a+celd
(¢c) cdelU
(d) aneg
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(ili) Seien die Variablen wie in (ii) definiert. Dann folgt mit (i) schon [a], = [b]o = [0]z und [c]p = [d]2 = [1]2.
Mit () ist die Anwendung der Regeln fiir die Addition und Multiplikation von Restklassen aus [. Hilgert
und Hilgert|(2012} 5.18, Beispiel 1.4) gemeint.

(@) Esgilta+be [a+b)s 2 [a]+ b2 = [0] + 02 = [0+ 0], = [0] = G. Alsoa + b € G.

(®) Esgilta+cefatca™ [+ [ca= [0+ 1o 2 [0+1]s = [l = U. Alsoa + ¢ € U.

(©) Esgilted € [ed]y 2 [chy - [d]2 = [z [12 2 [1- 1] = [1]» = U. Also cd € U.

(d) Esgiltan € [anly < [a]s - [n]o = [0]2- [n]2 = [0-n]2 = [0]2 = G. Also cd € G.

Anmerkung zur Losung: Werden in Aufgabenteil (i) andere Repréasentanten wie z.B. 2 und 3 gewdhlt, ist

dies unproblematisch, die weiteren Argumentationen funktionieren analog. g

Einbettung in die Veranstaltung

Die vorliegende Aufgabe kommt aus der Prasenziibung zu Themenblock 2 (Teilbarkeitsregeln und

Restklassen). Zu diesem Themenblock gehoren unter anderem die folgenden Lernziele

(LZ2) Restklassen

(a) Die Studierenden kénnen die Restklassen beziiglich einer vorgegebenen natiirlichen Zahl
sowohl als Menge in aufzdhlender Schreibweise (Reprasentanten) als auch als Menge mit
einer definierenden Eigenschaft angeben. Desweiteren konnen die Studierenden die Rest-
klasse [k] fiir ein beliebiges k € Z angeben. (1)

(c) Die Studierenden kénnen die Rolle der Représentanten in Bezug auf die Beschreibung von

Restklassen erklédren. (2)

(e) Die Studierenden konnen fiir eine vorgebenene ganze Zahl eine Additions- und Multipli-

kationstabelle erstellen. (3)
(LZ3) Restklassen und Teilbarkeit

(a) Die S. konnen erkldren, wieso das Konzept der Restklasse erlaubt, die Teilbarkeit (durch
eine feste Zahl n) einer Zahl mit der Teilbarkeit (durch n) der Ziffern in der Dezimaldar-

stellung in Zusammenhang zu setzen. (2)

(b) Die S. konnen Restklassen korrekt zur Beschreibung von Teilbarkeitseigenschaften ver-

wenden. (3)

In Teilaufgabe (i) wird ein Bezug zwischen den Themenbereichen Restklassen und Teilbarkeit herge-
stellt. Somit wird an dieser Stelle (LZ3) abgedeckt. Da es zur Aufgabenlosung erforderlich ist, z. B. 0
und 1 als Reprasentanten fiir die beiden Restklassen zu wahlen, werden ebenfalls die Lernziele (LZ2)
(a) und (c) abgedeckt.

Aufgabenteil (ii) verlangt dann, umgangssprachliche Aussagen {iber gerade und ungerade Zahlen
als prédzise mengentheoretische Aussagen zu formulieren. Damit wird auch an Lernziele aus The-
menblock 1 (siehe S.[49) angekniipft.

In (iii) gilt es dann, diese Aussagen zu beweisen. Solche Beweise fuflen auf der in (i) festgelegten
Struktur der Restklassen und erfordern ein tieferes Verstindnis dariiber, was es genau bedeutet, die
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Menge der geraden und ungeraden Zahlen als Restklassen zu betrachten. Hierbei wird die repra-
sentantenweise Addition und Multiplikation von Restklassen verwendet, sodass auch (LZ2) (e) zum

tragen kommt.

Einordnung in gymnasiale Lehrplidne

Das Konzept, die ganzen Zahlen in gerade und ungerade aufzuteilen, spielt an verschiedenen Stellen
wihrend der gesamten Schullaufbahn eine Rolle. Schon in der Grundschule lésst sich diese Vorstel-
lung sinnvoll an verschiedene Kompetenzen im Bereich Zahlen und Operationen ankntipfen. So wird
z.B. im Kernlehrplan NRW bei den , Kompetenzerwartungen am Ende der Klasse 4” gefordert

,[Die SuS] orientieren sich im Zahlenraum bis 1 000 000 durch Zzhlen in Schritten so-
wie durch Ordnen und Vergleichen von Zahlen nach vielfiltigen Merkmalen.” (Minis-
terium fir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen| 2008, S. 61), (Her-
vorhebung M.H.)

Als ein solches Merkmal kann die Paritidt gesehen werden. Auch in den Kompetenzerwartungen fiir
den Abschluss der Jahrgangsstufe 6 findet sich im Bereich Arithmetik / Algebra die Kompetenz

,[Die SuS] wenden ihre arithmetischen Kenntnisse von Zahlen und Grofien an, nut-
zen Strategien fiir Rechenvorteile, Techniken des Uberschlagens und die Probe als Re-
chenkontrolle.” (Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen)
2007, S. 21),(Hervorhebung M.H.)

Unter solche ,arithmetischen Kenntnisse” und ,,Strategien” fallen auch genau die Abschlusseigen-
schaften gerader und ungerader Zahlen, die in der obigen Aufgabe verwendet werden. Jeder der
SuS hat diese Regeln irgendwann in seiner Schullaufbahn einmal gesehen. Selten jedoch werden Sie
explizit bewiesen, eine Begriindung findet meist nur in Form einer endlichen Anzahl von Beispielen
statt.

Man sollte an dieser Stelle noch erwéhnen, dass die Einfithrung der Paritdt nattirlicher und ganzer
Zahlen keinem Selbstzweck dient, sondern iiber die gesamte Schulzeit verteilt an verschiedenen Stel-
len immer wieder eine Rolle spielt. Fiir den Abschluss der Sekundarstufe I stellt der Kernlehrplan
NRW z.B. die Anforderung:

,Sie [Die SuS] rechnen mit natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen, nut-
zen Rechengesetze und systematisches Zdhlen.” (Ministerium fiir Schule und Weiterbil-
dung des Landes Nordrhein-Westtalen) 2007, S. 15)

Darunter fallt unter anderem auch das Wissen tiber das Vorzeichen gerader und ungerader Potenzen
ganzer, rationaler und reeller Zahlen. Auch die Definiertheit der n-ten Wurzel einer negativen Zahl
héngt von der Paritdt von n ab. Und auch in der gymnasialen Oberstufe wird dem Konzept von
gerade und ungerade implizite Bedeutung beigemessen. Im neuen Kernlehrplan NRW werden fiir
den Abschluss der Einfithrungsphase unter anderem folgende Kompetenzen definiert:

,[Die SuS] beschreiben die Eigenschaften von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Ex-
ponenten sowie von quadratischen und kubischen Wurzelfunktionen” (Ministerium ftir
Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen, 2013, S. 23)
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»[Die SuS] verwenden am Graphen oder Term einer Funktion ablesbare Eigenschaften
als Argumente beim Losen von inner- und aufiermathematischen Problemen.” (Minis-
terium fiir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen) 2013, S. 24)

Sowohl Aussagen im Hinblick auf das Verhalten einer Funktion im Unendlichen, als auch zu einfa-
chen Symmetrien lassen sich oftmals tiber die Paritdt begriinden. Die zuletzt genannte Kompetenz
zeigt auf, dass diese Eigenschaften in verschiedenen Aufgabentypen eine Rolle spielen kénnen. Des-
weiteren fufien z. B. auch Beweise iiber Definitionsbereiche von Wurzelfunktionen auf einem Pari-
tdtsargument.

Ankniipfungspunkte und Kategorisierung

In Anbetracht der oben beschriebenen Rolle der Paritét in der Schule ist es sinnvoll, dieses Konzept
als Schnittstelle fachmathematisch zu untermauern. Im Allgemeinen fufst die obige Schnittstellen-
aufgabe auf der Betrachtung von geraden und ungeraden Zahlen als Restklassen modulo 2. Hierbei

wird der Bezug zur Teilbarkeit mit RestlZ]verwendet.

Im Speziellen geht es um die bereits beschriebenen Abschlusseigenschaften. Diese werden - wie oben
bereits beschrieben - in der Schule in der Regel nicht formal bewiesen. Die hier vorgestellte Aufgabe
rechtfertigt sich somit unter anderem dadurch, dass die angehenden Lehrerinnen und Lehrer sich an
dieser Stelle einmal explizit mit den Beweisen beschéftigen.

Wiirde man keinen Hinweis auf den Bezug zu den Restklassen geben, wiirden vermutlich Beweise
entstehen, die auf der Darstellung von geraden und ungeraden Zahlen als 2k bzw. 2k 41 fiir ein

ganzes k fuien. So konnte ein Beweis fiir (ii)(c) z. B. wie folgt funktionieren:

Seien m, n ungerade. Dann gibt es k,/ € Z mit n = 2k +1,m = 2] + 1. Damit gilt
nm= (2k+1)(21+1) =4kl +2k+21+1 =22kl +k+1)+1. Wegenk' =2kl +k+1 € Z
ist nm = 2k’ + 1 ungerade. (Bew1) O

Das Vorgehen {iiber Restklassen ist an dieser Stelle fiir Erstsemester weniger intuitiv, jedoch typisch
fiir die Arbeitsweise von Mathematikern: Es wird zunéchst eine moglichst allgemeine und maéchti-
ge Theorie entwickelt und bewiesen (Restklassen, wohldefinierte Addition und Multiplikation auf
Restklassen), die dann fiir die elegante Losung einer Vielzahl von Problemklassen verwendet wer-
den kann. Im Gegensatz dazu lasst sich mit dem Verfahren aus (Bew1) nur eine viel geringere Anzahl

an Problemen einfach betrachten.

Deutlicher wird dies durch die Aussage: Sei n? ungerade fiir n € Z. Dann ist auch n ungerade. Ein im

obigen Sinne ,intuitiver” Beweis konnte sein:
Wire n gerade, gédbe es ein k € Z mit n = 2k. Dann wére aber
n? = (2k)? = 4k* = 2(2k?).

Wegen 2k? € Z wire dann n? gerade, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss 1
ungerade sein. (Bew?2) Il

"Das Thema Teilen mit Rest taucht schon im Grundschullehrplan (Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Lan-
des Nordrhein-Westfalen, 2008, S. 62) auf. Auf Teiler und Teilbarkeitsregeln wird im G8-Lehrplan von NRW im Rahmen
der Kompetenzerwartungen zum Ende der 6. Klasse eingegangen (Ministerium fiir Schule und Weiterbildung des Landes
Nordrhein-Westfalen, 2007, S. 21).
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Dieser Beweis ist argumentatorisch schon komplizierter und funktioniert nur tiber einen Wider-
spruch oder alternativ {iber die Ausnutzung der Kontraposition. Betrachten wir indessen die geraden
und ungeraden Zahlen als Restklassen modulo 2, so folgt die Aussage direkt aus der Multiplikati-
onstabelle. Hier werden die Starken des Zuganges schon deutlicher.

In einer Prasenziibung konnte man gut an einem Beispiel die beiden Zugange gegentiberstellen und
mit Hilfe der zuletzt betrachteten Aussage tiber Vor- und Nachteile diskutieren.ﬁ

Fachmathematisch gesehen fufit die Aufgabe auf der wichtigen Eigenschaft der Wohldefiniertheit
von Addition und Multiplikation von Restkassen. Im Rahmen dessen kann man in einer Ubung z. B.
gut dartiber diskutieren, was es fiir die Aufgabe bedeuten wiirde, wenn diese Wohldefiniertheit nicht
gegeben wire. In diesem Falle wire es nicht moglich, die allgemeinen Beweise in Aufgabenteil (iii)
tiber die Reprasentanten 0 und 1 zu fithren. Eine solche Diskussion kann an dieser Stelle dabei helfen,
den Studierenden die Niitzlichkeit sowohl der Modellierung der geraden und ungeraden Zahlen als
Restkassen als auch der Wohldefiniertheitseigenschaft vor Augen zu fiihren.

In der vorliegenden Schnittstellenaufgabe wird die Grundvorstellung der geraden und ungeraden
Zahlen als Restklassen modulo 2 aufgebaut und durch die Beweise in (iii) gefestigt. Die in (iii) be-
wiesenen Abschlusseigenschaften werden auch in der Schule, zwar nicht unbedingt mit Beweis, aber
doch vom Phénomen her besprochen. Das hochschulmathematische Konzept der Restklasse dient
nun als Werkzeug dafiir, die entsprechenden Beweise zu fiihren. Aufierdem wird die typische mathe-
matische Arbeitsweise getibt, neue mathematische Strukturen zu verwenden um bekannte Probleme
zu bearbeiten. Somit deckt die Aufgabe die Kategorien (A), (C) und (D) ab.

Wenn man zusitzlich andere Beweise thematisiert, die auf der Darstellung der ungeraden Zahlen
als 2n + 1 und der geraden Zahlen als 21 fufien, so besteht die Moglichkeit, die unterschiedlichen
Zugénge zu vergleichen, sodass man die Aufgabe auch als eine Schnittstelle der Kategorie (B) sehen

kann.

8Letztendlich steckt hinter beiden Zugéngen natirlich dieselbe Mathematik. Schlielich ist z. B. [2k + 1], = [2k], + [1]2 =
[0]2 + [1]2 = (1], fiir k € Z und somit auch

[(2k+1)Q2+ )]y = []2-[U2 = [1]2 = R +k+1) +1]a, k€ Z.
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2.3.3 Aufgabe 3: Formalisierung der Dreieckskongruenz

An sehr vielen Stellen in der Mathematik und auch in der Mathematiklehrerausbildung wird das
Konzept von Aquivalenzrelationen benétigt. Auch in der Schulmathematik finden sich an verschie-
denen Stellen — nicht explizit benannte — Relationen. Hierbei handelt es sich nicht bei allen auch um
Aquivalenzrelationen.

Die Dreieckskongruenz ist ein wichtiges und anschauliches Beispiel fiir Aquivalenzrelationen. Um
damit fachmathematisch Arbeiten zu konnen ist es jedoch erforderlich, sowohl Dreiecke, wie auch

Kongruenzsitze exakt zu formulieren.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Schnittstellenaufgabe lisst sich vor allen Dingen der ersten Wirk-
richtung (Schulmathematik — Hochschulmathematik) zuordnen. Es geht darum, das aus der Schule
bekannte Konzept der Kongruenz von Dreiecken zu formalisieren und somit ein Beispiel fiir Aqui-
valenzrelationen zu untersuchen.

Dass ungenaue Formulierungen Tticken mit sich bringen, zeigt der letzte Teil der Aufgabe, in dem
eine solche untersucht wird.

Teile der Aufgabe decken auch die zweite Wirkrichtung (Hochschulmathematik — Schulmathema-
tik) ab, da es eine wichtige Fahigkeit ist, eine Schiileraussage zu formalisieren und dann mit den

Mitteln der Mathematik zu untersuchen.

a

Aufgabe 3 In der Schule wird die Kongruenz von Dreiecken eingefiihrt. Sie wird mit *” Deckungsgleich-
heit” identifiziert. Im Schulbuch|Brandt et al.|(2007, S. 151) finden wir als Definition , Wenn man die Drei-
ecke ausschneiden wiirde, so konnte man sie so iibereinander legen, dass sie sich vollstindig zur Deckung
bringen lassen.”

Um die Kongruenz formal-korrekt fassen zu konnen, brauchen wir eine exakte Definition eines Dreiecks. Wir
bezeichnen mit D die Menge aller Dreiecke. Ein Dreieck D € D ist definiert durch das Tupel D = (&,1).
Dabei ist £ C R? die dreielementige Menge der Ecken und | : £ x £ — R eine Abbildung, die je zwei
Ecken die Linge der dazwischenliegenden Dreiecksseite zuordnet. Sie konnen ohne Beweis verwenden, dass
l(e1,ep) = (e, e1) und1(eq,e1) = 0 gelten.

Beispiel. Das Dreieck D* = (£*,1*) € Dmit £* = {a = (0,0),b = (3,0),¢ = (3,4) } und I*(a,b) = 3,1*(b,c) =
4,1*(a,c) = 5 ist ein Dreieck mit den Ecken a = (0,0),b = (3,0),c = (3,4), und den Seitenlingen 3,4 und 5.

(i) Beschreiben Sie die folgenden skizzierten Dreiecke unter Verwendung der obigen Definition.

v/ v/ y
A A
2 24 24
C
@ a c
1 14 D 14
D, Ds;
1 b > 1 1 y > 1 1 b >
T T *—> X T T > X T T —> X
-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
=il —idk —ndk
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Aufgabe 3 (Fortsetzung)

Um zwei Dreiecke auf Kongruenz iiberpriifen zu konnen, wird in der Schule unter anderem der Kongruenz-
satz (SSS) verwendet, der besagt, dass ein Dreieck zu einem anderen kongruent ist, wenn die beiden Dreiecke
in drei Seiten tibereinstimmen (siehe Brandt et al.|(2007, S. 151)). Mathematisch exakter konnen wir (SSS)
wie folgt formulieren.

Ein Dreieck D = (&,1) € D ist genau dann kongruent zu einem Dreieck D' = (€',1') € D, wenn es eine
bijektive Abbildung f : £ — £’ gibt, sodass fiir alle e1, ex € € gilt [(e1,e2) = 1'(f(e1), f(e2)).

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe von (SSS), dass das obige Dreick D1 kongruent zu Dy, aber nicht kongruent zu
D3 ist.

(iii) Uberpriifen Sie fiir die so definierte Dreickskongruenz, welche der Eigenschaften Reflexivitiit, Symme-
trie, Transitivitiit erfiillt sind. Handelt es sich um eine Aquivalenzrelation?

(iv) Der Schiiler Peter schligt die folgende Formulierung fiir den (SSS)-Satz vor.

Ein Dreieck Dy € D ist genau dann kongruent zu einem Dreieck Dy € D, wenn es zu jeder
Seite mit Linge | von Dy eine Seite von Dy gibt, die auch die Linge [ hat.

Uberpriifen Sie fiir die so definierte ,Peter-Kongruenz" von Dreiecken, ob es sich ebenfalls um eine
Aquivalenzrelation handelt.

Nehmen Sie begriindet Stellung zur Tauglichkeit dieser Formulierung.

Losung.

(i) D1 = (&, 1) mit& = {a=(0,0),b=(2,0),c=(0,15)} und I1(a,b) =2,11(b,c) =2.5,11(a,c) = 1.5.
Dy = (&, ) mit& = {a=(0,15),b = (2,0),c = (2,1.5)} und I(a,b) = 2.5,1(b,c) = 1.5,15(a,c) = 2.
D3 = (&;,1l3) mit & = {a = (0,0),b = (2,0),c = (1,1.5)} und I3(a,b) = 2,13(b,c) = I3(a,c) =~ 1.80.

(ii) Wir betrachten die Abbildung

(0,0) — (2,1.5)
fiziér =&, {(2,0)— (0,15)
(0,1.5) — (2,0)

f1,2 ist bijektiv und es gilt offensichtlich I1(e1,e2) = Io(f12(e1), f12(e2)) fiir alle eg, ep € &.

Damit ist wegen (SSS) gezeigt, dass D kongruent zu D; ist.

Es sind (2,0),(0,1.5) € & mit [1((2,0),(0,1.5)) = 2.5. Da fiir alle e1, e, € &; gilt I3(eq,e2) # 2.5, kann es
die in (SSS) geforderte Abbildung nicht geben. D ist also nicht kongruent zu Ds.

(iii) Seien im Folgenden D, = (&g, 14), Dy = (&p,1p) und D, = (&, Ic) € D Dreiecke.

Reflexivitit. Wir betrachten die Identitat idg, : £, — &, auf &,. Diese Abbildung ist offensichtlich bijektiv
und fiir alle e, e, € &, gilt l,(idg, (e1),idg (e2)) = la(e1, e2). Somit ist mit (SSS) gezeigt, dass D,
kongruent zu sich selbst ist. Also ist die Relation reflexiv.

Symmetrie. Es gelte, dass D, kongruent zu Dj, ist. Es gibt also eine bijektive Abbildung f,, : & — &,
sodass fiir alle e1, e € &, gilt: I;(e1,e2) = I(fan(e1), fan(e2)). Da f,, bijektiv ist, gibt es die ebenfalls
bijektive Umkehrabbildung f},, := ftjbl 1 & — 4. Seieney = fy(e)), 2 = fop(€h) € Eymite], e, € &
Dann gilt

la(foa(e1), foa(e2)) = L€}, €3) = Iy(fap (1), fan(e3)) = Iy(e1,e2).
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Somit ist mit (SSS) gezeigt, dass Dj, auch kongruent zu D, ist, woraus die Symmetrie folgt.

Transitivitit. Es gelte, dass D, kongruent zu D, und Dj, kongruent zu D, ist. Es gibt also bijektive Abbil-
dungen fu, : €4 = Ep, fpe : Ep — &, sodass fiir alle e, e; € &, giltlz(e1,e2) = Iy (fap(e1), fap(e2)) und
fir alle e1,e € Sy gilt Iy (e1,e2) = Ic(fpc(er), foc(e2)). Wir betrachten fyc : & — & definiert durch
e — fpc(fap(e)). Die Funktion ist als Verkniipfung bijektiver Funktionen ebenfalls bijektiv. Auflerdem
gilt fiire, e € S,

le(fac(e1), fac(e2)) = le(foc(fav(e1)), foc(fan(€2))) = Ly (fap(er), fap(e2)) = la(er, €2).

Damit ist mit (SSS) gezeigt, dass D, kongruent zu D, ist, woraus die Transitivitat folgt.

Da Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitét erfiillt sind, handelt es sich um eine Aquivalenzrelation.

(iv) Wir betrachten die Dreiecke D, = (&;,1;) und Dy = (&, 1) mit & = {ay,a3,a3},E, = {b1,by, b3} und
lo(ay,a2) = la(az,a3) = la(az,a3) = Ip(by,b2) = 1p(bp, b3) = 2 und I,(by,b3) = 3. Offenbar kann jeden
e1,e € & by, by € &, zugeordnet werden mit I,(eq, e3) = 1, (b1, by). Also ist D, peter-kongruent zu Dj,.
Andersherum gibt es aber keine e, e, € S; mit I;(e1,e2) = I(by, b3). Somit ist Dy, nicht kongruent zu Dj,.
Die ,,Peter-Kongruenz” von Dreiecken ist also keine Aquivalenzrelation, da sie nicht symmetrisch ist.

Die Formulierung ist untauglich, da sie zwei offensichtlich nicht kongruente Dreiecke (obiges Gegenbei-
spiel zur Symmetrie) als ,,peter-kongruent” bezeichnen wiirde. Somit ist sie nicht dquivalent zur Kongru-

enzdefinition.

Einbettung in die Veranstaltung

Die hier vorliegende Schnittstellenaufgabe stammt aus den Prasenziibungen zum Themenblock 3
(Mengen, Relationen und Funktionen). Fiir diesen Themenblock wurden unter anderem die folgen-
den Lernziele definiert.

(LZ4) Relationen

(c) Die Studierenden konnen fiir einfache Relationen herausfinden, ob diese reflexiv, transitiv,
oder symmetrisch sind. (3)

(f) Die Studierenden kénnen fiir einfache Aquivalenzrelationen herausfinden, ob zwei gege-
bene Elemente beziiglich dieser Relation dquivalent sind oder nicht. (3)

(LZ5) Funktionen/Abbildungen

(e) Die Studierenden konnen fiir einfache Funktionen herausfinden, ob sie injektiv, surjektiv
oder bijektiv sind. (3)

(f) Die Studierenden konnen fiir einfache bijektive Funktionen die Umkehrfunktion ermit-
teln. (3)

Aufgabenteil (ii) verlangt die Relation auf ein Beispiel anzuwenden. Somit ist (LZ4)(f) abgedeckt. In
(iii) und (iv) miissen dann die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation nachgewiesen werden, dies
entspricht (LZ4)(c). Um den Nachweis der Aquivalenzrelation zu erbringen, miissen in der Aufgabe
bijektive Funktionen konstruiert werden. Bei der Symmetrie wird dazu die Umkehrfunktion einer
anderen bijektiven Funktion benotigt. Insgesamt wird also auf die Lernziele (LZ5) (e) und (f) einge-

gangen.
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Desweiteren wird implizit das Angeben von Funktionen auf endlichem Definitionsbereich und die
Anwendung einer gegebenen, neuen Definition auf Beispiele verlangt. Eine besondere Schwierig-
keit dieser Aufgabe ist, dass die Themenbereiche ,,Aquivalenzrelationen” und “Eigenschaften von

Funktionen” miteinander kombiniert werden miissen, um die Aufgabe zu l6sen.

Einordnung in gymnasiale Lehrpldne

Explizit wird die Dreieckskongruenz im Kernlehrplan NRW in den ,Kompetenzerwartungen am
Ende der Jahrgangsstufe 8 erwahnt. Im Bereich der Geometrie wird unter ,,Anwenden” die folgende
Kompetenz definiert.

,[Die SuS] erfassen und begriinden Eigenschaften von Figuren mithilfe von Symme-
trie, einfachen Winkelsidtzen oder der Kongruenz.” (Ministerium fiir Schule und Weiter-
bildung des Landes Nordrhein-Westfalen, 2007, S. 27), (Hervorhebung M.H.)

Doch auch an zwei weiteren Stellen spielt die Thematik eine implizite Rolle. Zum Einen findet sich

ebenfalls im Bereich Geometrie unter dem Aspekt ,, Konstruieren” die Formulierung:

“[Die SuS] zeichnen Dreiecke aus gegebenen Winkel- und Seitenmafien” (Ministerium
ftr Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westtalen, 2007, S. 27)

Die Durchfiihrbarkeit eben dieser Konstruktionen beruht auf den Kongruenzsitzen fiir Dreiecke.
Diese definieren die minimal nétigen Angaben, um ein Dreieck eindeutig definieren zu kénnen.

Zum Anderen findet sich unter den Kompetenzen im Bereich Arqumentieren/Kommunizieren die fol-
gende Anforderung.

“[Die SuS] nutzen mathematisches Wissen fiir Begriindungen, auch in mehrschritti-
gen Argumenationen.” (Ministerium fir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrheir-
Westfalen| 2007, S. 24)

In diese Kompetenz fillt sowohl die Begriindung der Kongruenzsitze, wie auch Argumentationen,
die auf den Kongruenzséitzen fuSen. Gerade im Bereich der Geometrie lassen sich viele anschauliche

Begriindungsaufgaben finden.

Ankniipfungspunkte und Kategorisierung

Aquivalenzrelationen spielen an sehr vielen Stellen der Hochschulmathematik eine wichtige Rolle,
insbesondere auch in der EmDA-Veranstaltung. Zwei Anwendungsfille haben dabei eine besonde-
re Bedeutung: Bereits vor der Einfithrung der Aquivalenzrelationen wurden bereits die Restklas-
sen definiert. Diese sind ein Spezialfall von Aquivalenzrelationen. Der zweite Themenbereich ist die
Konstruktion der ganzen, rationalen und reellen Zahlen, durch die die Veranstaltung abgeschlossen
wird. Im Rahmen dieser Konstruktion werden Schritt fiir Schritt die Zahlensysteme erweitert, da-
bei werden die ganzen Zahlen als Aquivalenzklassen natiirlicher Zahlen, die rationalen Zahlen als
Aquivalenzklassen von ganzen Zahlen und die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von rationalen
Cauchyfolgen definiert.
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Es ist also wichtig, dass dieses zentrale Konzept von den Studierenden verstanden wird. Dazu ist
es notig, verschiedenste Beispiele und Gegenbeispiele fiir Aquivalenzrelationen zu untersuchen. Es
ist leicht, aus der Schule bekannte, einfache Beispiele wie die , ="-Relation oder die , <“-Relation
zu finden. Die entsprechenden Beweise sind jedoch sehr einfach. Natiirlich kann man sich beliebig
komplizierte Relationen konstruieren, jedoch ist es gerade in einer Veranstaltung fiir angehende Ma-
thematiklehrerInnen besser, Beispiele aus der Schule zu finden. Die Kongruenz von Dreiecken ist so

ein aus der Schule bekanntes und nicht zu einfaches Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation.

Eine erste Anforderung besteht bereits darin, die in der Schule eher anschaulichen und nicht ganz ex-
akten Formulierungen fiir die Dreieckskongruenz und die entsprechenden Kongruenzsitze sinnvoll
zZu formalisierenﬂ Die Relevanz einer solchen Formalisierung wird durch Aufgabenteil (iv) verdeut-
licht. Hier wird gezeigt, dass bereits eine scheinbar dquivalente umgangssprachliche Formulierung
zu einer untauglichen Definition fiihrt.

Verwendet man diese Aufgabe in einer Prasenziibung bieten sich mehrere Moglichkeiten an, sinnvoll
darauf aufzubauen. Eine Aufgabe, die sich fast kanonisch aus der hier vorliegenden Schnittstellen-
aufgabe ergibt, ist die Angabe und Beschreibung der Aquivalenzklassen beziiglich der Kongruenz-
Relation. Dies kann auf formaler und auf anschaulicher Ebene geschehen.

Eine weitere Moglichkeit, die sich anbietet, wire eine Diskussion {iber die Dreiecksdeﬁnition@ Ab-
hingig davon, ob man Dreiecke als Punktmenge im RR?, als eindeutig definiert durch den Schnitt
dreier Geraden, als eindeutig definiert durch drei Punkte, als eigenstdndige Objekte mit Eigenschaf-
ten wie Winkelgrofie und Linge, etc. definiert, ist es erforderlich, die Kongruenz von Dreiecken an-
ders zu definieren. Je nach Definition kann es sogar sein, dass zwei Dreiecke bereits gleich sind, wenn
sie z. B. den (SSS)-Satz erfiillen.

Wenn wir beispielsweise Dreiecke wie in der Aufgabe durch ihre drei Eckpunkte in der euklidischen
Ebene definieren, konnen wir sagen, dass zwei Dreiecke kongruent sind, wenn wir durch eine end-
liche Anzahl von Verkniipfungen von Spiegelungen, Translationen und Rotationen die Eckpunkte
aufeinander abbilden kénnen.

Jede der Definitionen bringt Vor- und Nachteile mit sich. Der Vorteil der in der Aufgabe gewéhlten
Definition ist der, dass man sehr einfach den Kongruenzsatz (SSS) definieren kann. In einer Dis-
kuission mit Studierenden kann sich dann zeigen, dass diese Definition bei der Betrachtung von
Kongruenzsitzen, die einen Winkel enthalten, nicht praktisch ist. Es kann tiberlegt werden, wel-
che Definition eines Dreiecks fiir andere Kongruenzsitze sinnvoller ist. Insofern wiirde sich diese
Schnittstellenaufgabe auch im Rahmen einer Geometrieveranstaltung anbieten.

Ein weiterer Ankniipfungspunkt an diese Aufgabe ist die Suche nach anderen Aquivalenzrelationen,
die in der Schule eine Rolle spielen. Gute Beispiele dafiir sind die bereits angesprochenen Restklassen
oder die rationalen Zahlen. Betrachtet man die rationalen Zahlen namlich als Briiche, so hat man

verschiedene Darstellungen fiir eine Zahl (z. B. % = % = ...). Man kann nun definieren, dass zwei

Briiche %,% € Q in Relation zueinander stehen, wenn ad = bd ist. Nun kann man relativ einfach
zeigen, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt, wobei die Aquivalenzklassen je eine

rationale Zahl sindE-I Ein entsprechender Beweis findet sich im Anhang auf Seite

9Auch diese Art des Formalisierens ist ein Bezug auf die Kernlerplanen, in denen genau dieses Vorgehen, ein Modell zu
entwickeln und danach zu priifen, unter der Kompetenz Modellieren gefordert wird.

19Dje Definition in der Aufgabe entspricht dem Vorhandensein einer bijektiven Isometrie, die die Punkte aufeinander ab-
bildet.

'Genau auf diese Art und Weise werden im hinteren Teil der Vorlesung die rationalen Zahlen definiert. An dieser Stelle
bereits auf die entsprechende Mathematik einzugehen, ist somit sehr sinnvoll.
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Desweiteren gibt es einige Beispiele fiir typische Relationen aus der Schule, bei denen es sich nicht
um Aquivalenzrelationen handelt. Die zwei prominentesten Beispiele sind die <- und die <-Relation.
Bei diesen handelt es sich um partielle Ordnungen. Solche Gegenbeispiele zeigen, dass es durchaus
relevante Relationen gibt, die keine Aquivalenzrelationen sind.

In der hier vorliegenden Schnittstellenaufgabe werden Grundvorstellungen zu Relationen gefestigt.
Die oben beschriebene Diskussion {iber verschiedene Definitionen von Dreiecken und deren Kon-
gruenz in Verbindung mit der Aufgabe hilft dabei, verschiedene Zugénge zu betrachten.

Mit dem hochschulmathematischen Werkzeug der Aquivalenzrelation kénnen Fragestellungen, wie
die Korrektheit der in der Schule intuitiv verwendeten Eigenschaften Symmetrie und Transitivitat
fiir die Kongruenz von Dreicken bewiesen und verstanden werden. AufSerdem werden auch in die-
ser Aufgabe typische mathematische Arbeitsweisen getibt und durch eine Diskussion reflektiert. In
diesem Fall handelt es sich um das sinnvolle Definieren von mathematischen Gegenstanden und die

formale Beschreibung mathematischer Ausssagen als Basis fiir einen sauberen Beweis.

Insgesamt kann also festgehalten werden, dass die hier vorliegende Schnittstellenaufgabe alle Kate-
gorien ((A),(B),(C) und (D)) abdeckt.
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2.3.4 Aufgabe 4: Der euklidische Algorithmus in der Schule

Der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von zwei ganzen Zahlen ist ein wichtiges algebraisches Kon-
strukt, welches auch in der Hochschulmathematik Anwendung findetH Auch in der Schule ist er
ein wichtiges Hilfsmittel, um z. B. Briiche vollstindig zu kiirzen.

Kennt man die Primfaktorzerlegung zweier Zahlen, so kann man den ggT sofort ablesen. Eine wei-
tere Moglichkeit den ggT zweier Zahlen zu ermitteln bietet der euklidische Algorithmus. Die folgende
Aufgabe beschiftigt sich mit einem Verfahren zur ,handischen” Ermittlung des ggTs unter Verwen-
dung von Schere und Papier.

Die hier vorliegende Schnittstellenaufgabe, ldsst sich vor allem der zweiten Wirkrichtung zuordnen.
Sie verwendet die formale Definition und den formalen Beweis des euklidischen Algorithmus, um
eine Schulbuchaufgabe besser zu durchdringenﬁ

Aufgabe 4 Im Folgenden finden Sie einen Auszug aus dem Schulbuch ,,Lambacher Schweizer 6” (Baum
et al.,2009), der sich mit dem ggT beschiiftigt.

\

Exkursion Grofdter gemeinsamer Teiler (ggT) mit Schere und Papier

Einen Bruch kann man vollstandig kiirzen, wenn man mit dem grofiten gemeinsamen
Teiler (ggT) von Zahler und Nenner kirzt. Diesen ggT kann man auch ohne Rechnung, mit
Schere und Papier ermitteln.

Beispiel
Gesucht ist der ggT von 21 und 6.

=

Schneide von einem 21cm langen und 6cm breiten Rechteck
auf die angegebene Weise ein Quadrat ab. Jede Lange, die in
21cm und 6cm aufgeht, geht auch in den Seiten des verblei-
benden Rechtecks auf, denn jeder Teiler von 21 und 6 teilt auch
21-6.

- Schneide von dem verbleibenden Rechteck auf die gleiche Wei-
se ein Quadrat ab. Du erhiltst ein neues Rechteck. Jede Lange,
die in den Seiten des urspriinglichen Rechtecks aufgeht, muss
auch in den Seiten des neuen Rechtecks aufgehen.
Entsprechendes gilt, wenn du nochmals ein Quadrat abschnei-
dest. Es bleibt ein Rechteck iibrig, das ,auf dem Kopf steht".
Verfahre mit dem verbleibenden Rechteck analog dem ur-
sprunglichen. Diesmal bleibt als besonderes Rechteck ein
Quadrat iibrig und das Verfahren endet. Die Seitenlange des
Quadrates ist die grofite Lange, die in beiden Seiten des ur-

spriinglichen Rechtecks aufgeht. lhre MaRzahl 3 ist der grofite
gemeinsame Teiler von 21 und 6.

X}

w

-~

Ergebnis: Der ggT von 21 und 6 ist 3. Man schreibt dafiir:

ggT(21; 6) = 3.
Rechnerisch sieht das so aus: Beispiel Erinnerung:
Lange Breite neue Lange Bestimme den ggT von 144 und 60. Bei der Rechnung
1 21 - 6 = 15 Losung: 6:3 =2 nennt man die
; ; Zah! 6 Dividend und die
25023115 ] 6 = g 144 : 60 =2 Rest24 Zah! 3 Divisor.
35 9 = 6 - 3 60:24=2 Rest12
4, 6 = 3 = 3 24:12=2 Algarithmus (griech.):
Der letzte auftretende Divisor ist der ggT Rechenverfahren
Es geht sogar noch einfacher, wenn man von 144 und 60: ggT (144; 60) = 12. > 3
das wiederholte Subtrahieren durch eine
Division ersetzt: 1  Ermittle den ggT mit ,Schere und
21:6=3Rest3 Papier* und kiirze damit den Bruch voll-
6:3=2 standig. ’ :
a) ggT(15; 6); 7¢ b) ggT(18; 8); 35

Der letzte auftretende Divisor, bei dem die ¢y go7(25, 10); % d) ggT(21; 12); %
ivisi ieBli ist d T von
Division schlieflich aufgeht, ist der gg ¢) geT(20; 16); ;% ) aaT(2: 9, %

21 und 6; hier also 3. Euklid war ein be-
Man nennt das Verfahren in der Kurzform 5 kannter griechischer
2 Warum endet das beschriebene Ver- Mathematiker, der etwa
auch lidischen Algorithmus. oS '
e B fahren stehts mit einem Quadrat? 300v.Chr. lebte.

| Rationale Zahlen 53 -«

12Den ggT braucht man z.B. bei der Betrachtung von zyklischen Gruppen, n-ten Einheitswurzeln oder der Berechnung
quadratfreier Polynome.

13Die in der Aufgabe gezeigte Schulbuchseite findet sich in groferem Format im Anhang
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Aufgabe 4 (Fortsetzung)
Beweisen Sie, dass dieses Verfahren den ggT zweier Zahlen korrekt bestimmt. Zeigen Sie dazu die Aquivalenz
einzelner Schritte oder der Zusammenfassung von Schritten zu Schritten des Euklidischen Algorithmus,

welcher - wie im Lesematerial bewiesen - den ggT korrekt berechnet.

Losung. Seiena, b € IN mit b > a. Betrachte ein Rechteck mit den Seitenldngen a und b.
Wenn b = g gilt, dann ist das Rechteck ein Quadrat und das Verfahren liefert korrekterweise a = b = ggT(a, b).

Wenn b > a gilt, zieht man so oft a von b ab, bis eine Zahl herauskommt, die kleiner oder gleich a ist. Wenn man
dazu k-mal a abgezogen hat, giltb —k-a <a <b— (k—1)-a. Wennb —k-a =a,dann giltb = (k+1) -aund
geT(a,b) = a, was das Verfahren korrekt als Ergebnis liefert, weil man nach diesen k Schritten das Quadrat der
Seitenldnge a erhalten hat. Ist dagegen b — k-a < a, dannist b = k - a + rq gerade die Division von b durch a mit
Rest r1, der 0 < r1 < a erfiillt. Das bedeutet, aus dem Rechteck mit den Seitenldngen b und a ist das Rechteck

mit den Seitenldngen a und r geworden.

Aus dem Euklidischen Algorithmus weifs man, dass ggT(b,a) = ggT(a,r1) gilt. Fahrt man mit dem Verfahren
fort, so ist das genauso, als hatte man mit dem Rechteck mit den Seitenldngen a und r begonnen. Das Verfahren
liefert also im néchsten Schritt entweder ein Quadrat mit Seitenldnge r1 = ggT(a, ) oder aber ein Rechteck mit
den Seitenldngen r1 und r, wobei a = £ - r; + rp die Division mit Rest von a durch r; ist. Jede diese Mehrfach-
subtraktionen entspricht also einem Schritt im Euklidischen Algorithmus.

Das Verfahren endet, wenn die lingere Seite ein Vielfaches der kiirzeren Seite ist. In diesem Fall ist die Lange

der kiirzeren Seite der ggT der beiden Seitenldngen. O

Einbettung in die Veranstaltung

Die hier vorliegende Schnittstellenaufgabe ist Teil der Prasenziibungsaufgaben zu Themenblock 4
(ggT und euklidischer Algorithmus). Fiir diesen Themenblock sind unter anderem die folgenden
Lernziele definiert.

(LZ1) Teilen mit Rest

(c) DieS. konnen sowohl die Division mit Rest als auch den euklidischen Algorithmus verbal
beschreiben. (1)

(d) DieS. konnen den Euklidischen Algorithmus allgemein in mathematischer Formelsprache

formulieren. (2)

(e) DieS. konnen den Euklidischen Algorithmus fiir beliebige Zahlenpaare 1, m € IN ausfiih-
ren. (3)

(f) Die S. konnen den Euklidische Algorithmus mit der iterierten Division mit Rest in Verbin-

dung setzen. (5)

Diese Lernzziele entsprechen den Fihigkeiten, die es braucht um die Aufgabe zu 16sen. Da die Stu-
dierenden bereits sehr sicher im Umgang mit dem euklidischen Algorithmus sein miissen, um die
Aufgabe bearbeiten zu konnen, eignet sich diese Aufgabe gut als abschlieSende Aufgabe zu diesem

Themenbereich.
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Einordnung in gymnasiale Lehrpldne

Der ggT wird in den neuen Kernlehrpldnen nicht mehr explizit erwéhnt. Jedoch gibt es mehrere ge-
forderte Kompetenzen, die eine Behandlung rechtfertigen. Im Bereich Arithmetik/Algebra wird unter
anderem gefordert:

,[SuS] [... ] nutzen das Grundprinzip des Kiirzens und Erweiterns von Briichen [...]”
(Ministerium fir Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen) 2007, S. 21,
Hervorhebung M.H.)

Um Briiche vollstandig kiirzen zu konnen, ist zumindet das Konzept — wenn auch nicht explizit
benannt - eines grofiten gemeinsamen Teilers von Zahler und Nenner erforderlich.

Eine weitere Kompetenz in Verbindung mit dem ggT findet sich ebenfalls im Bereich Arithmetik/Al-
gebra:

,[SuS] bestimmen Teiler und Vielfache natiirlicher Zahlen [...]” (Ministerium fiir Schu-
le und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen, 2007, S. 21).

Bei der Bestimmung von Teilern bietet es sich an, Teiler verschiedener Zahlen miteinander zu ver-
gleichen. Dabei erscheint es sinnvoll, den ggT als besonderen Teiler hervorzuheben.

Auch wenn die Lehrpldne keine explizite Behandlung der Thematik fordern, zeigen die hier dar-
gestellten Ankntipfungspunkte jedoch, dass es sehr sinnvoll ist, wenn zumindest die Lehrkraft den
ggT und seine Anwendungen in der Schulmathematik kennt.

Ankniipfungspunkte und Kategorisierung

Das besondere an dieser Schnittstellenaufgabe ist, dass sie von den Studierenden fordert, eine von
einem Buch vorgenommene didaktische Reduktion auf ihre Richtigkeit und mathematische Fun-
dierung zu iiberpriifen. Dabei soll das erworbene hochschulmathematische Wissen die Grundlage
bilden. Dies ist eine Kompetenz, die auch im spéteren Lehrerberuf absolut notwendig ist.

Wie bereits oben geschrieben eignet sich diese Aufgabe gut zum Abschluss der Betrachtungen zum
euklidischen Algorithmus. Bei der Bearbeitung konnen alle Aspekte des Algorithmus wiederholt
werden. Eine Moglichkeit, sinnvoll an die Aufgabe anzuschlieflen, ist die Verwendung des euklidi-
schen Algorithmus zur Losung diophantischer Gleichungen der Form

xa+yb =ggT(a,b),

wobeia,b € Z gegeben und x,y € Z gesucht sind. Die Losbarkeit dieser Gleichungen folgt aus dem
Beweis der Existenz des ggT (vgl. z. B.|I. Hilgert und Hilgert| (2012} S. 43 £.)). Dort wird ndamlich fiir
a,b € Z gezeigt

geT(a,b) =min{ax+by e N | x,y € Z}. (%)

Um nun tatséchlich eine Losung fiir die Gleichung zu finden, kann man einfach den euklidischen
Algorithmus , riickwiérts” anwenden. Ein Beispiel dafiir findet sich im Anhang|[E.3|
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Eine weitere Moglichkeit des weiteren Vorgehens ergibt sich daraus, dass man aus () direkt schlie-
fen kann: Seien 4, b teilerfremd. Dann gibt es x,y € Z mit ax 4+ by = 1 (vgl. |Il. Hilgert und Hilgert
(2012, S. 46, Korollar 1.15)).

Betrachtet man nun die Restklassen modulo 7, dann kann man mit Hilfe dieser Aussage z. B. zeigen,
dass es sich dabei nicht um eine multiplikative Gruppe handelt, wenn n keine Primzahl ist.

Betrachtet man nun abschlieffend die Kategorien von Bauer, so stellt man fest, dass die hier vorlie-
gende Schnittstellenaufgabe vor allem die Kategorie (C) abdeckt, da das viertiefte Verstehen einer
Fragestellung aus der Schulmathematik genau die geforderte Aufgabe ist.

Auflerdem deckt die Aufgabe auch die Kategorie (D) ab. Es wird getibt, mathematische Definitionen
(der eukldische Algorithmus) auf Beispiele anzuwenden.
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2.3.5 Weitere Schnittstellenaufgaben

Neben den im Vorangegangenen vorgestellten Schnittstellenaufgaben, lassen sich noch viele weitere
Schnittstellen zu den bereits angesprochenen und auch zu den anderen Themen aus der Veranstal-
tung finden. Um dies zu zeigen, sind im Folgenden weitere der entwickelten Schnittstellenaufgaben

unkommentiert aufgelistet.

Aufgabe 5: Umgekehrte Implikation

Aufgabe 5
(i) Der Satz des Pythagoras

(a) Formulieren Sie den Satz des Pythagoras als Implikation der Form ,,A = B”.

(b) Formulieren Sie die umgekehrte Implikation des Satzes von Pythagoras (,B = A”) als Satz.
(ii) Das notwendige Kriterium fiir Extremstellen

(b) Formulieren Sie das, aus der Schule bekannte, notwendige Kriterium fiir Extremstellen stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen als Implikation der Form ,A = B”.

(b) Formulieren Sie die umgekehrte Implikation als Satz.

(b) Ist diese wahr?

(iii) Zeigen, oder widerlegen Sie, dass die umgekehrte Implikation ,B = A" von ,,A = B” nicht logisch

dquivalent zu ,,A = B” ist.

Aufgabe 6: Die Irrationalitdt von Wurzel 2

Aufgabe 6 In der Schule wollen sie das Unterrichtsthema ,Reelle Zahlen™ motivieren. Dazu zeigen Sie,
dass die Gleichung x> = 2 keine rationale Losung hat, es also keinen Bruch gibt, der diese Gleichung lost.

Sie verwenden den folgenden Beweis:

Wir definieren /2 als eine Losung der Gleichung x> = 2 und zeigen das \/2 ¢ Q ist, es also kein p € Z und q € N gibt mit \/2 = %.
Angenommen, es gibe zwei Zahlen p € Z,q € N, sodass /2 = % ist. Dabei sei g ein vollstindig gekiirzter Bruch. Dann miisste

2
() -ror-s

gelten. Da 242 eine gerade Zahl ist, muss auch p? und damit auch p gerade sein. Also gibt es eine ganze Zahl r mit 2r = p und erhilt

somit

297 = p? = (2r)2 = 4%
Mit der selben Argumentation ist dann auch q eine gerade Zahl. Da aber p und q gerade sind, kann % nicht vollstindig gekiirzt gewesen
sein.

Die Behauptung, dass /2 € Q gilt, ist also falsch und die Behauptung somit bewiesen. O
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Aufgabe 6 (Fortsetzung)
(i) Welches Beweisverfahren wurde hier angewandt?
(ii) Offensichtlich ist /4 = 2 € Q. Warum funktioniert der obige Beweis fiir \/4 nicht?

(iii) Fiir welche a konnen Sie mit dem obigen Beweis zeigen, dass die Gleichung x> = a keine Losung x € Q
hat? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 7: Die natiirlichen Zahlen in jedem Korper

Aufgabe 7 In den aus der Schule bekannten geordneten Korpern Q und R finden wir immer die natiirli-
chen Zahlen als Teilmenge wieder. Dies wollen wir nun verallgemeinert beweisen.

Sei (Z,+,-,P) ein angeordneter Korper. Zeige, dass Z eine Teilmenge N enthiilt, die zusammen mit der
Einschriinkung von < auf N ein Modell fiir die natiirlichen Zahlen ist.

Aufgabe 8: Die Addition auf den rationalen Zahlen

Aufgabe 8
(i) Wir wollen uns mit der Addition auf den rationalen Zahlen beschiftigen. Diese ist definiert durch

a c ad+bc a c
57937 " pac@

Zeigen Sie, dass Q abgeschlossen unter dieser Addition und diese Addition aufSerdem wohldefiniert ist.

(ii) Oft benutzen SuS in der Schule eine Addition + ¢, definiert durch

a c a-+c

,+ o e 0m = 1 ZEGQ
b g T hrd bd

Zeigen Sie, dass diese Addition nicht sinnvoll, also nicht wohldefiniert ist.
Aufgabe 9: Die Zahl Null und die natiirlichen Zahlen

Aufgabe 9 Historisch gesehen gibt es einige Diskussionen dariiber, ob die 0 zu den natiirlichen Zahlen
gehort oder nicht. Auch in der Schule wird dies oftmals disskutiert. Zeigen Sie, dass die aus der Vorlesung
bekannte axiomatische Einfiihrung der natiirlichen Zahlen und der Addition auf Modellen von natiirlichen
Zahlen die Existenz eines neutralen Elementes - also einer Null - ausschliefit.
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Kapitel 3
Ergebnis, Reflexion und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Beziige zwischen Schulmathematik und den inhaltlichen Themen der EmDA-
Veranstaltung beispielhaft anhand von Schnittstellenaufgaben aufgezeigt. Dazu wurde zunéichst die
von T. Bauer entwickelte Theorie vorgestellt und diese auf die zu betrachtenden Veranstaltung bezo-

gen.

Daraufhin wurden fiir die Thematiken Teilbarkeit, Restklassen, Aquivalenzrelationen und ggT vier
Schnittstellenaufgaben detailliert vorgestellt und weitere Aufgaben zu anderen Bereichen der Vorle-

sung erganzt. Somit wurden mehrere Schulbeziige identfiziert und prazisiert.

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Schnittstellenaufgaben wurden — in einer ersten Version — bereits
in der Veranstaltung erprobt und teilweise fiir diese Arbeit vom Autor verbessert und ergénzt. Da-
durch, dass der Autor selber Ubungsgruppen gehalten hat und durch einen Erfahrungsaustausch
mit den anderen Ubungsgruppenleitern, kann eine erste subjektive Auswertung im Hinblick auf die
anfangs formulierten Vermutungen und Thesen (S. [13|f.) durchgefiihrt werden.

Die Erfahrungen zeigen, dass die Schnittstellenaufgaben genau dann gut bearbeitet wurden, wenn
sie eher einfach im Vergleich zu anderen Aufgaben auf einem Ubungszettel waren. Als Beispiel ist
an dieser Stelle Aufgabe 1 zu nennen, die im wesentlichen die Anwendung eines bekannten
Algorithmus erfordert. Dies ldsst aber im Angesicht von Erfahrungen auf vergangene Semester nicht
zwingend einen Schluss auf die Wirksamkeit von Schnittstellenaufgaben zu; die Erfahrung zeigt,
dass sich einfache Aufgaben grundsitzlich einer htheren Beliebtheit erfreuen.

Gegen die auf S.[14|formulierte These sprechen die Erfahrungen, die mit der Schnittstellenaufgabe 4
gemacht wurden. Auf dem selben Ubungsblatt befanden sich noch zwei weitere Aufgabe zum
euklidischen Algorithmus, zum Einen die Berechnung eines ggTs und zum anderen die Riickwarts-
anwendung zum Lésen diophantischer Gleichung (vgl. Anhang [E.3). Insbesondere die Riickwarts-
anwendung ist etwas kompliziert, linglich, mithsam aufzuschreiben und hat keinerlei Schulbezug.
Es zeigte sich jedoch, dass in den Ubungsgruppen kein(!) Studierender von sich aus die Schnittstel-
lenaufgabe bearbeitet hat, obwohl diese die erste Aufgabe auf dem Zettel war. Die beiden anderen
Aufgaben - ohne Schulbezug — wurden deutlich bevorzugtE]

Ungeachtet dessen scheint es jedoch so, dass, unter der Bedingung, dass eine Schnittstellenaufgabe
bearbeitet wird, dieses tatsdchlich dazu fiihrt, Verbindungen zwischen Schule und Hochschule zu

erfahren und daraus zu lernen.

! Die Bearbeitungsreihenfolge wurde den Studierenden in der Présenziibung freigestellt.
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Im Anschluss gilt es nun die Wirksamkeit von Schnittstellenaufgaben mit wissenschaftlich proba-
ten Mitteln empirisch zu untersuchen. Dabei kénnen die Analyse von Losungen von Studierenden,
Fragebogen und die Durchfiihrung qualitativer Interviews sinnvolle Methoden sein.

Desweiteren sollten nun im néchsten Schritt die vorgestellten (und auch weitere) Schnittstellaufga-
ben einer didaktischen Analyse unterzogen und auf Basis dieser optimiert werden. Dabei kénnen
z.B. hochschuldidaktische Betrachtungen zur Bearbeitung von Ubungsaufgaben, kognitive Analy-
sen, sowie eine genauere didaktische Untersuchung des Schulbezugs (Welche Probleme haben Schii-
ler an dieser Stelle?, ...) Ankniipfungspunkte sein.

Meiner Meinung nach kénnen Forschungen in dieser Richtung die Mathematiklehrerausbildung
deutlich verbessern. Ziel sollte es sein, nicht nur gute Schnittstellenaktivitdten zu entwickeln, son-
dern auch den Studierenden das enorme Potential dieser vor Augen fithren und zu verdeutlichen,
dass sich auch die Beschiftigtung mit schwierigen Schnittstellenaufgaben lohnt.

Abschliefsend soll, auf Basis der vom Autor gemachten Erfahrungen, noch der Einfluss auf den
Weg des Lehrerwerdens durch die Entwicklung von Schnittstellenaufgaben erwdhnt werden. Die
Entwicklung von Schnittstellenaufgaben erfordert ein tiefe Auseinandersetzung mit den fachmathe-
matischen Inhalten und eine gute Kenntniss der schulmathematischen Inhalte und Lehrplédne. Die-
se miteinander in Verkniipfung zu bringen kann angehende Lehrkrifte bei der Uberwindung der
doppelten Diskontinuitdt enorm unterstiitzen. Schliefslich profitiert der Aufgabenentwickler genau-
so wie die Studierenden, die die Aufgaben bearbeiten, von der Betrachtung der Beziige zwischen
Hochschulmathematik und Schulmathematik.
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Anhang A

Notationen

An dieser Stelle werden diejenigen in der Arbeit verwendeten Notationskonventionen dargestellt,

die allgemein keinen eindeutigen Gebrauch haben.
e C bzw. D meint die allgemeine Teilmengenbeziehung. Ist eine echte Teilmenge gemeint, so
wird C bzw. 2 verwendet.

e [a],, mit a,m € Z bezeichnet die Restklasse von 4 modulo m. Wird aus dem Kontext deutlich,
dass es um Restkassen modulo m geht, so wird manchmal nur [a] geschrieben.

o Z,, bezeichnet die Menge aller Restklassen modulo m.

e Bei der standardmaéfligen Multiplikation bei kann das Rechenzeichen - weggelassen werden,

alsoab =a-b.

¢ Das Ende einer Losung wird allgemein mit [] gekennzeichnet. Dabei muss es sich nicht zwin-

gend um einen Beweis handeln.
e Wir definieren Ny = N U {0}

e sign(n) bezeichnet das Vorzeichen einer Zahl n.
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Anhang B

Verwendete grundlegende

Definitionen und Satze

An dieser Stelle werden einige grundlegenden Definitionen und Satze aus [I. Hilgert und Hilgert
(2012) aufgefiihrt, die fiir diese Arbeit relevant sind.

Definition B.1
Eine Zahl n € Z heifit teilbar durch b € Z mit Restr € {0,...,b — 1}, wenn es ein k € Z gibt mit

n=k-b+r.

Wir schreiben dann auch n = mod b oder n =, r.
Ist r = 0, so ist n durch b teilbar. O

Definition B.2
Seien a,m € Z. Die Menge

[@m:={neZ|n=yat=neZ|3kecZ:n=k-m+a}

heif3t die Restklasse von a modulo m. O

Bemerkung B.3
Seien a,m € Z. Wegen a = 0m + aund 0 € Z folgt sofort a € [a],. O
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Anhang C

Ubersicht iiber die Leseauftrige

Die folgenden Leseauftrdge stammen aus dem originalen Veranstaltungsmaterial der EmDA im Win-
tersemester 2013/2014.

Themenblock 02 Lesen in [I. Hilgert und Hilgert (2012, Kapitel 1) den Abschnitt Ergebnis von Ab-
straktion: Neue Strukturen bis einschliefllich Seite 22 vorvorletzter Absatz.

Themenblock 03 Lesen Sie in |I. Hilgert und Hilgert (2012, Kapitel 1) den vollstindigen Abschnitt
1.4 Sprechen iiber mathematische Objekte: Die Sprache der Mengenlehre, sowie die Einfithrung in
Aquivalenzrelationen von Hoffmann|(2013).

Themenblock 04 Lesen Siel. Hilgert und Hilgert| (2012} Kapitel 1, S. 43 - 46) (auSer den ersten Absatz
auf Seite 43 und den letzten auf Seite 46).

Themenblock 05 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert| (2012, Kapitel 1, S. 46 - 50) (ab dem letzten Absatz
auf Seite 46 und einschlieSlich des ersten auf Seite 50).

Themenblock 06 Lesen Sie |I. Hilgert und Hilgert| (2012, Kapitel 1, S. 50 - 53) (EinschliefSlich die
grauen Box auf Seite 53).

Themenblock 07 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert| (2012, Kapitel 2, S. 85 - 88) bis zu dem Absatz, der
mit erfiillt endet.

Themenblock 08 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert| (2012, Kapitel 2, S. 88 - 90).
Themenblock 09 Lesen Siel. Hilgert und Hilgert (2012, Anhang A.1, S. 226 - 231).

Themenblock 10 Lesen Sie [I. Hilgert und Hilgert| (2012, Anhang A.2, S. 231 - 235) bis vor den Ab-
schnitt Addition auf IN.

Themenblock 11 Lesen Sie |I. Hilgert und Hilgert| (2012, Anhang A.2, S. 235 - 239) (Addition und
Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen).

Themenblock 12 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert (2012, Anhang A.3, S. 240 - 243) (Von den natiirlichen

zu den ganzen Zahlen).

Themenblock 13 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert| (2012, Anhang A.4, S. 243 - 246) (Von den ganzen zu

den rationalen Zahlen).
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Themenblock 14 Lesen Sie|l. Hilgert und Hilgert| (2012, Anhang A.4, S. 246 - 249) (Von den rationalen
zu den reellen Zahlen) bis einschlieSlich Definition A. 34.



Anhang D

Ubersicht iiber die Lernziele

Die hier aufgefiihrten Lernziele stammen aus dem originalen Veranstaltungsmaterial der EmDA im
Wintersemester 2013/2014 und wurden von J. Hilgert in Zusammenarbeit mit A. Panse und dem
Autor entwickelt. In Klammern findet sich hinter jedem Lernziel die Einordnung in die Bloomsche

Taxonomie (S.[9)

Themenblock 1 Die folgenden Lernziele wurden fiir den Themenblock 1 definiert:

(LZ1) Grundlagen zu Mengen
(a) Die SEI konnen die Definition einer Menge im CANTORschen Sinn nennen. (1)
(b) Die S. konnen aus verbalen Beschreibungen einfacher Mengen formal korrekte men-
gentheoretische Beschreibungen dieser Mengen ableiten. (2)
(c) Die S. konnen zu durch mengentheoretische Beschreibungen gegebenen einfachen
Mengen verbale Beschreibungen formulieren. (2)
(LZ2) mathematisches Lesen
(a) Die S. sind in der Lage, einen angemessenen mathematischen Text unter zwei Ge-
sichtspunkten durchzuarbeiten: (3)
i. Identifikation des Themas und der wesentlichen Aussagen des Textes
ii. ,Zeichenweises” Verstindnis des Textes
(b) Die S. konnen Textstellen ermitteln, bei denen sie Schwierigkeiten haben. (3)
(c) DieS. konnen eigene Verstandnisschwierigkeiten isolieren und dementsprechend pra-
zise Fragen formulieren. (4)
(LZ3) Die S. konnen mit Hilfe fachmathematischer Sprache (z.B. Mengen) eigene kurze mathe-
matische Texte (insb. zahlt dazu die Lésung von Ubungsaufgaben) erstellen. (3)

Themenblock 2 Die folgenden Lernziele wurden fiir den Themenblock 2 definiert:

(LZ1) Teilen mit Rest und schriftliches Dividieren
(a) DieS. konnen die Operation , Teilen mit Rest” und den Algorithmus des schriftlichen
Dividierens auf Zahlenbeispiele anwenden. (3)
(b) Die S. konnen den Algorithmus des schriftlichen Dividierens und die Operation ,, Tei-
len mit Rest” in Beziehung setzen und dementsprechend ableiten, dass der Algorith-

mus ein wiederholtes Durchfiihren der Operation , Teilen mit Rest” ist. (5)

1Studierenden
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(LZ2) Restklassen

(a) DieS. konnen Représentanten einer Restklasse benennen.(1)

(b) Die S. kénnen die Restklassen beziiglich einer vorgegebenen natiirlichen Zahl sowohl
als Menge in aufzdhlender Schreibweise (Reprdsentanten), als auch als Menge mit
definierender Eigenschaft angeben. Desweiteren konnen die S. die Restklasse [k] fiir
ein beliebiges k € IN angeben. (1)

(c) DieS. erklédren die Rolle der Repridsentanten im Bezug auf die Beschreibung von Rest-
klassen. (2)

(d) DieS. konnen Restklassen in den verschiedenen Sprech- und Schreibweisen darstellen
(Mengenschreibweise aus (LZ@, ,modulo m”, [n],[n]m, n =r mod m, n =, r). (2)

(e) Die S. konnen fiir eine vorgegebene natiirliche Zahl eine Additions- und eine Multi-
plikationstabelle erstellen. (3)

(f) Die S. konnen herausstellen, dass die Verfahren zur Addition und Multiplikation von
Restklassen unabhéngig von der Wahl der Reprdsentanten sind. (4)

(LZ3) Restklassen und Teilbarkeit

(a) Die S. konnen erkldren, wieso das Konzept der Restklasse erlaubt, die Teilbarkeit
(durch eine feste Zahl n) einer Zahl mit der Teilbarkeit (durch n) der Ziffern in der
Dezimaldarstellung in Zusammenhang zu setzen. (2)

(b) Die S. konnen Restklassen korrekt zur Beschreibung von Teilbarkeitseigenschaften
verwenden. (3)

(LZ4) Teilbarkeitsregeln
(a) DieS. konnen Teilbarkeitsregeln fiir die Zahlen 2,3,4,5,6,8,9,10 formulieren. (2)

(b) Die S. kénnen erkldren, was die gewichtete Quersumme einer ganzen Zahl ist und
diese beziiglich einer gegebenen Gewichtung fiir ein Zahlenbeispiel explizit bilden.
(2+3)

(c) Die S. konnen die Argumente aus |I. Hilgert und Hilgert| (2012, S. 18, Beispiel 1.4)
Schritt fiir Schritt anhand des Textes erkldren und das Konzept der gewichteten Quer-

summe als tragend fiir das Beispiel herausstellen. (2) + (4)

(d) Die S. kénnen eine gegebene Teilbarkeitsregel unter Verwendung des Beispiels 1.4
(s.0.) analysieren und so tiber deren Korrektheit entscheiden. (3)+(4)

(e) DieS. konnen eine Teilbarkeitsregel fiir die Teilbarkeit durch eine gegebene natiirliche
Zahl entwerfen. (5)

Themenblock 3 Die folgenden Lernziele wurden fiir den Themenblock 3 definiert:

(LZ1) Mengenschreibweisen
(a) Die S. konnen aus verbalen Beschreibungen einfacher Mengen formal korrekte men-
gentheoretische Beschreibungen dieser Mengen ableiten. (2)
(b) Die S. konnen zu durch mengentheoretische Beschreibungen gegebenen einfacher
Mengen verbale Beschreibungen formulieren. (2)
(LZ2) Elemente und Teilmengen
(a) DieS. konnen ausfiihren, dass zwei Mengen genau dann gleich sind, wenn sie diesel-
ben Elemente haben. (1)
(b) Die S. konnen fiir zwei einfache Mengen A und B herausfinden, ob A C B gilt, indem

sie liberpriifen, ob jedes Element von A auch Element von B ist. (3)
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(c) DieS. konnen fiir zwei einfache Mengen A und B herausfinden, ob A = B gilt, indem
sie tiberpriifen, ob A C Bund A D B gilt. (3)

(LZ3) Mengenoperationen

(a) DieS. kénnen angeben, was Vereinigung und Schnitt zweier Mengen sind. (1)

(b) Die S. kénnen erklaren, wie man Vereinigung und Schnitt einer Familie von Mengen
bildet, die durch eine nichtleere Indexmenge parametrisiert ist. (2)

(c) Die S. konnen beschreiben, was es bedeutet, wenn Mengen disjunkt sind. (1)

(d) Die S. konnen fiir einfache Familien von Mengen herausfinden, ob sie disjunkt sind.
)

(e) DieS. konnen erldutern, was das Komplement einer Teilmenge einer gegebenen Men-
ge ist. (2)

(f) Die S. konnen erldutern, was die Potenzmenge einer gegebenen Menge ist. (2)

(g) Die S. kdnnen erldutern, was das kartesische Produkt zweier gegebener Mengen ist.
(2)

(LZ4) Relationen

(a) Die S. konnen erkldren, wieso man Teilmengen eines kartesischen Produktes Relatio-
nen nennt. (2)

(b) Die S. konnen fiir konkrete einfache Relationen die Beschreibung dieser als Teilmen-
gen eines kartesischen Produktes aus der Formulierung tiber ein Relationssymbol ab-
leiten. (2)

(c) Die S. konnen fiir einfache Relationen herausfinden, ob diese reflexiv, transitiv, oder
symmetrisch sind. (3)

(d) Die S. konnen Beispiele fiir Relationen aufschreiben, die keine, eine, zwei, bzw. alle
Eigenschaften aus LZ@ haben. (1)

(e) Die S. kénnen erkldren, wieso die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation dis-
junkt sind und warum jedes Element der Menge zu mindestens einer Aquivalenz-
klasse gehoren muss. (2)

(f) DieS. kénnen fiir einfache Aquivalenzrelationen herausfinden, ob zwei gegebene Ele-
mente beziiglich dieser Relation dquivalent sind oder nicht. (3)

(g) Die S. kénnen herausstellen, wieso x =, y fiir jedes m € N eine Aquivalenzrelation
definiert, deren Aquivalenzklassen die Restklassen modulo m sind. (4)

(LZ5) Funktionen/Abbildungen

(a) Die S. koénnen die Definition von Abbildungen angeben. (1)

(b) Die S. konnen die Definitionen der Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv an-
geben. (1)

(c) Die S. konnen fiir graphisch dargestellte Relationen identifizieren, ob es sich um eine
Funktion/Abbildung handelt, und ggf. erldutern, ob diese injektiv, surjektiv und/o-
der bijektiv ist. (2)

(d) Die S. konnen fiir einfache Relationen herausfinden, ob es sich dabei um eine Funk-
tion/Abbildung handelt. (3)

(e) Die S. kénnen fiir einfache Funktionen herausfinden, ob sie injektiv, surjektiv oder
bijektiv sind. (3)

(f) Die S. konnen fiir einfache bijektive Funktionen die Umkehrfunktion ermitteln. (3)
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(g) Die S. konnen erkldren, warum fiir eine surjektive Funktion f: A — B der Definiti-
onsbereich A mindestens so viele Elemente haben muss, wie der Bildbereich B. (2)

(h) Die S. konnen erkldren, warum fiir eine injektive Funktion f: A — B der Bildbereich
B mindestens so viele Elemente haben muss, wie der Definitionsbereich A. (2)

Themenblock 04 Die folgenden Lernziele wurden fiir den Themenblock 3 definiert:

(LZ1) Teilen mit Rest

(a) Die S. konnen fiir beliebige Zahlenbeispiele 1,k € IN den Rest 0 < r < k und die Zahl
m € N bestimmen, fiir die n = m - k + r gilt (2).

(b) Die S. konnen die Division mit Rest allgemein in mathematischer Formelsprache (sie-
he (a)) formulieren. (2)

(c) Die S. konnen sowohl die Division mit Rest als auch den euklidischen Algorithmus
verbal beschreiben. (1)

(d) Die S. konnen den Euklidischen Algorithmus allgemein in mathematischer Formel-
sprache formulieren. (2)

(e) Die S. konnen den Euklidischen Algorithmus fiir beliebige Zahlenpaare n,m € N
ausfiihren. (3)

(f) Die S. konnen den Euklidische Algorithmus mit der iterierten Division mit Rest in
Verbindung setzen. (5)

(LZ2) Grofiter gemeinsamer Teiler (ggT)

(a) Die S. nutzen fiir beliebige Zahlen 4,b € IN den Euklidischen Algorithmus um den
ggT zu bestimmen. (3)

(b) DieS. konnen die Definition des ggT zweier natiirlicher Zahlen verbal und in mathe-
matischer Formelsprache formulieren. (2)

(c) DieS. konnen fiir beliebige Zahlen a,b, k € IN herausfinden, ob k der ggT von a und b
ist. (3)

(d) Die S. konnen anhand einer ausformulierten Darstellung (zum Beispiel (I. Hilgert &
Hilgert, |2012), Beweis von Satz 1.14) herausstellen, wieso das Ergebnis des Euklidi-
schen Algorithmus der ggT der beiden Zahlen ist, auf die man den Algorithmus an-
wendet. (4)

(e) Die S. konnen den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir den ggT zweier Zahlen
(zum Beispiel [HH12], Beweis von Satz 1.13) analysieren. Insbesondere kénnen sie
anhand des Textes die Argumente danach sortieren, ob sie zum Nachweis der Exis-
tenz oder der Eindeutigkeit eingesetzt werden. (4)

(f) Die S. konnen Korollar 1.15 in (L. Hilgert & Hilgert} [2012) erklédren. (2)

(g) Die S. konnen Korollar 1.15 in (I. Hilgert & Hilgert, [2012) auf einfache Beispiele an-
wenden. (3)

(h) Die S. konnen unter Verwendung des Euklidischen Algorithmus zu zwei vorgege-
benen Zahlen a,b € IN zwei ganze Zahlen x,y bestimmen, fiir die die ganzzahlige
Linearkombination ax + by der ggT von a und b ist. (3)



Anhang E

Anlagen zu einzelnen Aufgaben

E.1 Programmcode zu Aufgabe

Der in (I. Hilgert & Hilgert, [2012) S. 18, Beispiel 1.4 und S. 21, Beispiel 1.5 vorgestelle Algorithmus
zum Ermitteln einer gewichteten Quersummenregel ldsst sich auf einfache Art und Weise in einer

Programmiersprache implementieren.

In Listing 1 findet man eine Moglichkeit der Umsetzung in der Programmiersprache C.

// Bestimmung von gewichteten Quersummenregeln
#include <stdio.h>
int main(int argc, char xargv[]) {

unsigned long int potenz;

int teiler ,tmp,i;

teiler = atoi(argv[1]);
int reste[teiler +1];

potenz = 1;

for(i = 0; i < teiler+1; i++) {
reste[i] = 0;

}

tmp = teiler;

do { reste [tmp] = 1;

tmp = potenz%teiler;
printf ("%lu_is_in_[%d]_%d\n" ,potenz ,tmp, teiler );

potenz = potenzx*10;
} while(reste [tmp] ==0);

printf ("von_jetzt_an_Wiederholung, von_Obigem\n");

}

Listing E.1: Algorithmus zum Ermitteln einer gewichteten Quersummenregel

(Programmiersprache: C)
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E.2 Anlage zu Aufgabe

Wir kénnen die rationalen Zahlen wie folgt durch eine Menge M beschreiben.

M={(pq)|peZqeN}

Dabei steht das erste Element eines Tupels fiir den Zihler und das zweite fiir den Nenner eines
Bruches.

Der Bruch % wire also z. B. das Tupel (2,3).

Die folgene Relation auf M regelt nun die Gleichheit von gekiirzten und erweiterten Briichen. Sie ist
wie folgt definiert

(a,b) ~(c,d)=a-d=0b-c (a,b),(c,d) e M

Daraus erhalten wir z. B. fiir J = % schon (1,2) ~ (2,4), wegen1-4 =2-2.

Wir zeigen nun, dass durch ~ eine Aquivalenzrelation definiert wird. Im Folgenden seien (a,b), (c,d), (¢, f) €
M.

Reflexivitit: Wegen ab = ba folgt (a,b) ~ (a,b) und somit die Reflexivitit.

Symmetrie: Es gelte (a,b) ~ (c,d), also ad = bc. Damit gilt auch cb = da und somit (¢,d) ~ (a,b).
Damit ist die Symmetrie gezeigt.

Transitivitit: Es gelte (a,b) ~ (c,d) und (¢, d) ~ (e, f). Wir haben also ad = bc und cf = de. Daraus
folgt schon adf = bcf = bde und somit (af)d = (be)d < af = be und schlieBSlich (a,b) ~ (e, f).
Damit ist die Transitivitat gezeigt.

~ ist also eine Aquivlalenzrelation. O



E.3. ANLAGEN zZU AUFGABE 4

E.3 Anlage zu Aufgabe

E.3.1 Die Schulbuchseite in besserer Qualitit.

r
!
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Exkursion Grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) mit Schere und Papier

Einen Bruch kann man vollstandig kiirzen, wenn man mit dem grofiten gemeinsamen

Teiler (ggT) von Zahler und Nenner kiirzt. Diesen ggT kann man auch ohne Rechnung, mit

Schere und Papier ermitteln.

Beispiel
Gesucht ist der ggT von 21 und 6.

1. Schneide von einem 21cm langen und 6cm breiten Rechteck
auf die angegebene Weise ein Quadrat ab. Jede Lange, die in
21cm und 6cm aufgeht, geht auch in den Seiten des verblei-
benden Rechtecks auf, denn jeder Teiler von 21 und 6 teilt auch
21-6,

2. Schneide von dem verbleibenden Rechteck auf die gleiche Wei-
se ein Quadrat ab. Du erhaltst ein neues Rechteck. Jede Lange,
die in den Seiten des urspriinglichen Rechtecks aufgeht, muss
auch in den Seiten des neuen Rechtecks aufgehen.

3. Entsprechendes gilt, wenn du nochmals ein Quadrat abschnei-

dest. Es bleibt ein Rechteck tbrig, das ,auf dem Kopf steht”.

Verfahre mit dem verbleibenden Rechteck analog dem ur-

sprunglichen. Diesmal bleibt als besonderes Rechteck ein

Quadrat Gbrig und das Verfahren endet. Die Seitenlange des

Quadrates ist die grofite Lange, die in beiden Seiten des ur-

springlichen Rechtecks aufgeht. thre Mafizahl 3 ist der grofite

gemeinsame Teiler von 21 und 6.

ha

Ergebnis: Der ggT von 21 und 6 ist 3. Man schreibt dafir:
geT(21;6) = 3.

Rechnerisch sieht das so aus: Beispiel
Lange Breite neue Lange Bestimme den geT von 144 und 60.
s FENA G s 6 = 15 Losung:
2053015 = 6 = 9 144 : 60 =2 Rest 24
3. 9 ~ 6 = 3 60:24=2 Rest12
4. 6 * 3 = 3 24:12=2

Der letzte auftretende Divisor ist der ggT

Es geht sogar noch einfacher, wenn man
das wiederholte Subtrahieren durch eine
Division ersetzt:
21:6=3Rest 3
6:3=2

Der letzte auftretende Divisor, bei dem die
Division schlieBlich aufgeht, ist der ggT von
21 und 6; hier also 3.

Man nennt das Verfahren in der Kurzform
auch den euklidischen Algorithmus.

von 144 und 60: ggT(144; 60) = 12.

1 Ermittle den geT mit ,Schere und
Papier” und kiirze damit den Bruch voll-
standig. .
a) ggT(‘IB; 5),"1—5
o) ggT(25; 10); 22
&) ggT(20; 16); 35

b) ggT(18; 8);
d) ggT112); 3
) geT(24; 9% 593

2 Warum endet das beschriebene Ver-
fahren stehts mit einem Quadrat?

Erinnerung:

Bei der Rechnung

6 :3 =2 pennt man die
Zah! 6 Dividend und die
Zahl 3 Divisor.

Algarithmus (griech.):
Rechenverfahiren

Euklid war ein be-
kannter griechischer
Muathematiker, der etwa
3200v.Chr. lebte.

| Rationale Zahlen 53

-
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E.3.2 Riickwirtsanwendung des euklidischen Algorithmus

Gesucht sind Losungen m, n € Z fiir die Gleichung 14592m + 6468n = 12.

Losung Teilt man die Gleichung 14592m + 6468n = 12 durch 12, so erhélt man 1216m + 539n = 1.
Der Euklidische Algorithmus liefert fiir das Zahlenpaar (1216, 539)

1216 = 2-539+ 138
539 = 3-138+4125
138 = 1-125+13
125 = 9-13+48
13 = 1-845
8§ = 1-5+43
5 = 1-3+42
3 = 1-2+1
2 = 2-1
Damit rechnet man riickwarts
1 = 3-1-2
= 3-(5-3) =2-3-5
= 2-(8-5-5=2-8-3-5

= 2-8-3-(13—-8) =5-8—3-13

= 5.(125-9-13) -3-13 = 5-125—-48-13

= 5-125—48-(138 —125) = 53-125—48-138

= b53-(539—3-138) —48-138 = 53-539 — 207 -138

= 53-539 —207- (1216 —2-539) = 467 - 539 — 207 - 1216
= 251713 — 251712

Somit ist(m, n) = (—207,467) Losung der Gleichung.



Anhang F

Material zum Themenblock 02 -

Einfiithrung in Aquivalenzrelationen

Im Folgenden findet man den Text|Hoffmann| (2013), der den Studierenden bereitgestellt wurde.
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Einfiihrung in Aquivalenzrelationen

MAX HOFFMANN

2. Oktober 2013

Inhaltsverzeichnis

1 Motivation und Definition 1
2 Aquivalenzklassen 2
3

3 Wichtig Sdtze zum Themengebiet

Dieser Text richtet sich an Horerinnen und Horer der Veranstaltung , Einfithrung in mathematisches Denken
und Arbeiten” im Wintersemester 2013/2014 an der Universitit Paderborn.

1 Motivation und Definition

Wir wollen uns in diesem Text mit einer speziellen Art von Relation beschiftigen, welcher in der Mathematik
an vielen Stellen eine wichtige Bedeutung zukommt. Dazu erinnern wir uns zunéchst an die Definition einer
Relation im Allgemeinen.

Definition 1.1 (Relation auf zwei Mengen)
Seien A, B beliebige Mengen. Eine Relation R auf A und B ist eine Teilmenge des Kartesischen Produktes

A x B.
Notation. Stehen zwei Elemente a2 € A und b € B zueinander in Relation, so schreiben wir

(a,b) € R oder aRb.
|

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass eine Relation nicht unbedingt mit einer intuitiven Vorstellung
verkniipft ist. Dies zeigt Teil (iii) des folgenden

Beispiel 1.2
(i) Eine der wohl bekanntesten Relationen ist ,=". Sie setzt zwei reelle Zahlen in Beziehung und ist somit
Teilmenge des kartesischen Produktes IR x R. Es gilt z.B.
(1,1),(m, ), (0.5,05) e=.

Die bekanntere Notation an dieser Stelleist 1 = 1,1 = 7 bzw. 0.5 = 0.5.

58




Universitit Paderborn Einfithrung in MAX HOFFMANN
EIM -M Aquivalenzrelationen 2013

(ii) Die aus der Schule bekannte ,, <“ Beziehung zwischen zwei Zahlen definiert eine Relation auf R x R.
Dabei gilt z. B.
(1,2),(3,4), (23,42) <.

Auch hier kénnen wir die Notation 1 < 2,3 < 4,23 < 42 verwenden.
(iii) Wir definieren
R:={(1,3),(7,2),(5,42), (23,4711), (4711,23)} C N x N.

R definiert als Teilmenge des kartesischen Produktes IN x IN eine ,sinnlose”, doch formal korrekte Rela-
tion auf den natiirlichen Zahlen.

Wie man in Beispiel 1.2(iii) gut sehen kann, bietet das Konzept einer Relation wenig Einschrankungen und es
erscheint somit sinnvoll spezielle Relationen anhand gewisser Eigenschaften herauszustellen.

Ein Kandidat fiir eine Relation, die man als besonders bezeichnen mag, ist die =-Relation aus Beispiel 1.2(i).
Man kann fiir reelle Zahlen 4,b,c € R mehrere interessante Eigenschaften erkennen, die fiir die Darstellung
einer Gleichheit auch wiinschenswert sind. Offensichtlich ist jede Zahl zu sich selbst gleich, es gilt also a = a.
Ein weiterer Punkt ergibt sich durch eine vorhandene Symmetrie im Sinne von: Wenn a = b gilt, so gilt auch
b = a. Eine dritte Eigenschaft lasst sich formulieren durch: Wenn a = b und b = ¢ gelten, so gilt auch a = c.

Diese drei Eigenschaften sollen uns als Grundlage fiir die Definition sogenannter Aquivalenzrelationen die-
nen.

Definition 1.3 (Aquivalenzrelation)
Sei M eine Menge und ~ eine Relation auf M x M. Wir nennen ~ eine Aquivalenzrelation auf M x M,
wenn die folgenden Eigenschaften gelten.

(R) Fiir alle x € M gilt: (x,x) €~.
(alternative Notation: x ~ x). (Reflexivitiit)

(S) Fiir alle x,y € M gilt: Wenn (x,y) €~ gilt, dann gilt auch (y, x) €~.
(alternative Notation: Aus x ~ y folgt y ~ x.) (Symmetrie)

(T) Fiir alle x,y,z € M gilt: Wenn (x,y) €~ und (y,z) €~ gilt, so gilt auch (x,z) €~.
(alternative Notation: Aus x ~ y und y ~ z folgt x ~ z.) (Transitivitit)

Offenbar erfiillt z. B. ,=" die Bedingungen, wahrend , <” keine Aquivalenzrelation definiert, da (R) und (S)
verletzt werden.

2 Aquivalenzklassen

Wir wollen ein weiteres Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation betrachten.

Beispiel 2.1
Sei S eine Menge von Schiilern, die an verschiedenen Tischen in einem Klassenraum sitzen. Wir definieren
eine Relation ~ auf der Menge aller Schiiler durch

a ~ b :& asitzt am selben Tisch wieb, a,b € S.

Wir zeigen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf S definiert.

Beweis. Seiena,b,c € S. Wir zeigen die Eigenschaften reflexiv, symmetrisch und transitiv ((R),(S) und (T)).

(R) Offensichtlich sitzt jeder Schiiler am selben Tisch wie er selbst, also gilt a ~ a.
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(S) Es gelte a ~ b. Dann sitzt a am selben Tisch wie b. Also sitzt auch b am selben Tisch wie a und es folgt b ~ a.

(T) Esgeltea ~ bund b ~ c. Also sitzt a am selben Tisch wie b und b am selben Tisch wie c. Offenbar sitzt dann auch a
am selben Tisch wie c, woraus a ~ c folgt.

Da alle Eigenschaften erfiillt sind, definiert ~ eine Aquivalenzrelation auf S. |

Anhand dieses Beispiels wollen wir uns eine andere wichtige Eigenschaft von Aquivalenzrelationen verdeut-
lichen. Offenbar konnen wir die Schiiler, die an einem Tisch sitzen zusammenfassen. Somit erhalten wir fiir
jeden Tisch (an dem mindestens ein Schiiler sitzt) eine Menge von Schiilern. Sitzen nun Markus und Claudia
am selben Tisch, so ist es egal, ob wir vom ,, Tisch an dem Claudia sitzt” oder von , Tisch an dem Markus sitzt”
sprechen - beide Namen reprasentieren den selben Tisch und stehen somit fiir die selbe Menge von Schiilern.

Dieses Konzept lasst sich auch allgemein fiir Aquivalenzrelationen beschreiben. Diese sogenannten Aquivalenz-
klassen bildet den Gegenstand von

Definition 2.2
Seien M # @ eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Sei ferner x € M. Dann nennen wir die
Menge

{ye Mlx~y}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~.
Wir schreiben dafiir [x]~ bzw. [x], wenn klar ist, um welche Relation es sich handelt.

Die Elemente einer Aquivalenzklasse bezeichen wir als Reprisentanten und die Menge aller Aquivalenz-
klassen beziiglich ~ bezeichnet man mit M /~ .

Es gilt also der folgende Zusammenhang
xexo={yeM|x~yteM/~.
|

Wir wollen diese formale Definition wiederum mit einigen Beispielen untermauern. Dabei sei darauf hinge-
wiesen, dass an dieser Stelle nicht bewiesen wurde, dass es sich bei den nachfolgenden Relationen tatsachlich
um Aquivalenzrelationen handelt. Die entsprechenden Beweise sind jedoch Teil des zu diesem Themenblock
gehorenden Ubungsmaterials.

Beispiel 2.3
(i) Die bereits eingefiihrten Restklassen sind Beispiele fiir Aquivalenzklassen. Daher steht auch die obige
Notation nicht im Konflikt mit der bereits bekannten Schreibweise fiir Restklassen.

(ii) Die Kongruenz von Dreiecken definiert eine Aquivalenzrelation, wobei die Aquivalenzklassen aus den
jeweils zueinander kongruenten Dreiecke bestehen

(iii) Die Aquivalenzklassen beztiglich der ,=" - Relation sind einelementige Mengen, bestehend aus nur einer
Zahl.

3 Wichtig Satze zum Themengebiet

AbschlieSlend wollen wir noch zwei wichtige, scheinbar selbstverstiandliche, jedoch nicht offensichtlich kor-
rekte Sitze aus dem Dunstkreis der Aquivalenzrelationen vorstellen und beweisen.

Im Hinblick auf unsere Schiiler aus Beispiel 2.1 erscheint es sinnvoll, dass der Schnitt unterschiedlicher Aquiv-
alenzklassen leer ist. Schlief3lich sitzt jeder Schiiler auch nur an einem Tisch. Dies belegt

Satz 3.1
Seien M # @ eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Wir zeigen, dass alle Aquivalenzklassen disjunkt sind.
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Beweis. Um den Beweis zu fithren wihlen wir zwei beliebige Aquivalanzklassen aus. Fiir den Fall, dass die Relation nur
eine Aquivalenzklasse hat, ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, dass ~ mindestens zwei Aquivalenzklassen besitzt.

Seien x,y € M mit [x]~ N [y]~ # @. Dann gibtes z € M mitz € [x]. und z € [y]~. Nach Definition folgt x ~ z und
y ~ z. Wegen Symmetrie folgt z ~ y und wegen der Transitivitdt erhalten wir somit x ~ y. Dann gilt fiir alle x" € [x]~
wieder wegen Definition und Symmetrie x’ ~ x und wegen der Transitivitdt x' ~ . Dies bedeutet wiederum x’ € [y]~.
Also erhalten wir [x]~ C [y]~.

Mit analoger Argumentation zeigen wir [x]~ 2 [y]~ und konnen somit [x]. = [y]~ schlieSen. Damit haben wir gezeigt,
dass zwei Klassen, wenn Sie nicht disjunkt sind, gleich sein miissen und umgekehrt gilt also, dass zwei ungleiche Aqui-
valenzklassen immer disjunkt sind. Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

Daraus folgt direkt die wichtige Eigenschaft der eindeutigen Zugehdrigkeit zu einer Aquivalenzklasse.

Satz 3.2
Sei M # @ eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Sei ferner x € M. Wir zeigen, dass x zu genau einer
Aquivalenzklasse, niimlich [x].. gehort.

Beweis. Seiy € M. Nach Definition gilt x € [x]~. Gilt dann auch x € [y]~, so ist offensichtlich [x]~ N [y]~ # @. Wegen
Satz 3.1 folgt dann schon [x|~ = [y]~. Damit ist die Behauptung bewiesen. u
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Anhang G

Eidestattliche Versicherung

Hiermit versichere ich, MAX HOFFMANN, dass ich die Bachelorarbeit selbststindig verfasst und kei-
ne anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe, alle Ausfiihrungen, die ande-
ren Schriften wortlich oder sinngemafs entnommen wurden, kenntlich gemacht sind und die Arbeit
in gleicher oder dhnlicher Fassung noch nicht Bestandteil einer Studien- oder Priifungsleistung war.

Paderborn, den 22. Mai 2014
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