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Diese Themenwahl ist konform mit den Lehramtspriifungsordnungen der Universitit Paderborn.
In den besonderen Bestimmungen fiir den gymnasialen Masterstudiengang ist die Vorlesung Reelle
Analysis als eine Moglichkeit angegeben, um ein fachwissenschaftliches Modul abzudecken (UPB|
2016). In dieser Vorlesung wird typischerweise eine Einfithrung in Differentialgleichungen und
mehrdimensionale Integrationstheorie gegeben.

Dass eine solche Vorlesung zum Ende des Studiums liegt, hat fiir den Entwurf eines mathemati-
schen Schnittstellenmoduls zwei entscheidende Vorteile: Zum einen kann auf ein breites Repertoire
von fachmathematischem und insbesondere auch fachdidaktischem Wissen zuriickgegriffen wer-
den. Zum anderen liegt die Veranstaltung zeitlich nah am Ubergang in das Referendariat und kann
somit insbesondere zur Uberwindung der zweiten von Felix Klein beschriebenen Diskontinuitét
beitragen.

1 Analyse

1.1 Festlegung und Beschreibung des fachmathematischen Rahmens

Wie oben beschrieben, soll sich das zu entwickelnde fachmathematische Schnittstellenmodul mit
dem Bereich mehrdimensionale Integrationstheorie auseinandersetzen. Zur Ausgestaltung dieser The-
matik bieten sich zwei Zugdnge an: Riemann-Integrale oder Lebesgue-Integrale. Jeder der beiden Zu-
génge impliziert ein unterschiedliches Vorgehen. Darauf soll im Folgenden {iberblicksartig einge-
gangen werden.

1.1.1 Moglicher Aufbau eines Zugangs zum Lebesgue-Integral

Um das Lebesgue-Integral einzufiihren, benétigt man zundchst den Begriff der o-Algebra und da-
mit verbunden den Begriff der messbaren Menge als Elemente von Messriumen. Darauf aufbauend
kann man messbare Funktionen als Funktionen zwischen Messraumen definieren, sodass Urbilder
messbarer Mengen wieder messbar sind. Diese Funktionen sind essentiell fiir das spatere Integrier-
barkeitskonzept.

Anschliefend kann man messbaren Mengen ein so genanntes Maf§ zuordnen; der Messraum wird
dann zu einem MafSraum. Als bedeutsame Mafle erweisen sich das Zihlmaf, mit dessen Hilfe man
spdter Eigenschaften von Integralen auf Reihen tiberfithren kann, sowie das Lebesgue-Borel-Maf, das
jedem halboffenen Quader sein natiirliches Volumen zuordnet.



Unter Verwendung von Stufenfunktionen kann man nun das Integral fiir messbare Funktionen
f X — R - wobei X ein Mafiraum ist — beziiglich des durch den Mafiraum gegebenen Mafies
definieren.

Als wichtige Satze fiir die Arbeit mit Integralen erweisen sich der Satz von Fubini, der das Zurtick-
fiihren mehrdimensionaler Integrale auf den eindimensionalen Fall erlaubt, sowie die Transforma-
tionsformel, die die Integration iiber alternative Koordinatendarstellungen beschreibt.

Ein entsprechender Zugang findet sich beispielsweise im Skript zur Reellen Analysis von |Glockner
(2008).

1.1.2 Moglicher Aufbau eines Zugangs zum Riemann-Integral

Bei der Definition des (mehrdimensionalen) Riemann-Integrals kann man in vielen Punkten wie im
eindimensionalen Fall vorgehen. Zunéchst erweitert man das Konzept (abgeschlossener) Intervalle
auf mehrdimensionale Quader. Diese stellen die Bereiche dar, tiber die eine Funktion integriert
werden soll. Mit Hilfe dieser Quader kann man nun (analog zum eindimensionalen Fall) Ober- und
Untersummen bzw. Zwischensummen definieren, deren Grenzwerte spater den Wert des Integrals
definieren. Dazu muss zundchst das Konzept der Zerlequng von Quadern in Teilquader eingefiihrt
werden.

Man kann zeigen, dass die Zugange tiber Ober- und Untersummen bzw. tiber Zwischensummen
dquivalent sind. Somit stehen beide damit verbundenen Darstellungsformen fiir die Beweise wei-
terer Eigenschaften zur Verfligung. Auch fiir mehrdimensionale Riemann-Integrale kann man eine
abgeschwichte Form des Satzes von Fubini beweisen.

Unter Verwendung des Jordan-Inhaltes, der auf der Idee beruht, komplizierte Mengen von aufien
und von innen durch Quader anzunéheren, ldsst sich dann Integration iiber kompliziertere Mengen
beschreiben. Dabei muss das Konzept der Jordanschen Nullmengen eingefiihrt werden. Mit diesem
Konzept kann man dann weitere Aussagen iiber Jordan-Messbarkeit und tiber Riemann-integrierbare
Funktionen, die nicht tiberall stetig sind, machen. Auch die Transformationsformel ldsst sich bewei-
sen.

Entsprechende Zugénge finden sich bei/A’Campo-Neuen (2011); Duistermaat und Kolk|(2004); Roch
(2013)); [Sauvigny| (2014).

1.1.3 Vergleich der beiden Integrations-Begriffe

Der Grundgedanke beider Zugénge ist die Idee des Messens des Volumens, das eine Funktion
»einschliefit". Es wird deutlich, dass die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals einen deutlich grofie-
ren Vorlauf (die Mafitheorie) braucht, dafiir aber einen vielseitigeren Integrationsbegriff liefert, der
viele Anwendungen abseits der Volumenmessung ermoglicht. Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist die
Wahrscheinlichkeitstheorie (diskret und kontinuierlich). Ein weiteres Beispiel besteht in der Mog-
lichkeit, Reihen als Integrale (mit dem Zahlmaf) anzusehen. In der Tat stellt das Lebesgue-Integral
den Integrationszugang dar, der bedeutsam und nétig fiir den Eintritt in aktuelle mathematische
Forschung ist.

Die Einfithrung des Riemann-Integrals benotigt einen geringeren Vorlauf und verallgemeinert im
Wesentlichen den typischen eindimensionalen Zugang. Der Integrationsbegriff eignet sich gut fiir
nicht zu komplizierte Beispiele, ist jedoch bei komplizierteren Beispiel deutlich weniger niitzlich als
das Lebesgue-Integral. Tatsachlich kann man ein Maf§ wihlen, sodass die Riemann-Integrierbarkeit
im Prinzip ein Spezialfall der Lebesgue-Integrierbarkeit ist.



1.2 Potenzielle Schnittstellen

Es gilt nun Bereiche der Mathematikdidaktik und der Schulmathematik zu identifizieren, deren Be-
zug zum fachmathematischen Rahmen den Erwerb mathematikbezogener Schnittstellenkompetenz
fordert. Fiir den Bereich der mehrdimensionalen Integrationstheorie bieten sich — schulmathema-
tisch geordnet — drei Oberthemen an: Geometrie, Integralrechnung und Stochastik. Eine Auswahl
(ohne Anspruch auf Vollstandigkeit) entsprechender Teilthemen wird im Folgenden vorgestellt.

1.2.1 Messen von Flacheninhalten und Volumina im Allgemeinen

Der Aspekt des Messens, insbesondere von Flacheninhalten und Volumina, ist expliziter Bestand-
teil der Kernlehrpline (MSW NRW, 2007, 2013). Als zwei wesentliche Aspekte der Grundidee
Messen nennen [Weigand et al| (2014, S.160f.) das Auslegen einer zu messenden Grofle (,Messen-
durch-Auslegen-und-Zahlen-Aspekt”) und das Ausrechnen von Inhalten (,,Messen-als-Berechnen-
Aspekt”). Die Charakterisierung von Messen als ,Auslegen bzw. Ausfiillen” (mit kongruenten
Flachen- bzw. Volumenstticken) beschreiben Weigand et al.| (2014, S.171£.) als eine logische Fol-
gerung eines auf David Hilbert zurtickgehenden (vgl. [Volkert, [2015) axiomatischen Fldcheninhalts-
begriffs.

Der Bezug zu fachmathematischen Inhalten ist in beiden Zugéngen zur mehrdimensionalen Inte-
gration deutlich. Sowohl die Zerlegung von Quadern, die Approximierung n-dimensionaler Volu-
mina durch Ober-, Unter- oder Zwischensummen und das Konzept des Jordan-Inhaltes als auch
die Theorie messbarer Mengen und Mafirdiume bieten viele Ansatzpunkte zur Verkniipfung von
Wissen. Desweiteren liefern beide Integralbegriffe eine Moglichkeit, kompliziertere n-dimensionale
Volumina explizit auszurechnen. Ein weiterer, damit verbundener Aspekt des Messens ist die Ap-
proximation von Raum- und Flacheninhalten (Weigand et al.} 2014, S. 179, ff.).

1.2.2 Das Prinzip von Cavalieri im Speziellen

Ein weiterer Aspekt des Messens von Fldcheninhalten und Volumina ist die Flichen- und Korperver-
wandlung. Ein Beispiel hiefiir ist das Prinzip des Cavalieri. In der Schulmathematik spielt es meist
fiir den Volumenvergleich von Korpern mit gleicher Grundfliche und Hohe eine Rolle (inbsb. bei
der Herleitung der Kegelvolumenformel aus der Pyramidenvolumenformel). Es ldsst sich jedoch
ohne Weiteres auch fiir den Vergleich von Flicheninhalten verwenden. In beiden Zugédngen zur
mehrdimensionalen Integrationstheorie ldsst sich das Prinzip von Cavalieri fachmathematisch als
Spezialfall des Satzes von Fubini formulieren. Die Schulversion ist wiederum ein Spezialfall dieser
Formulierung. Somit ist auch hier ein Bezug vorhanden, der fiir den Ausbau mathematikbezogener
Schnittstellenkompetenz benutzt werden kann. (Weigand et al.} 2014, S. 177 f.)

1.2.3 Grundvorstellungen zum Integralbegriff

Die (eindimensionale) Integration an sich stellt ebenfalls einen Bestandteil des Kernlehrplans NRW
fur Mathematik dar (MSW NRW, 2013} S.17). Aus fachlicher Sicht unterscheiden Greefrath, Ol-
denburg, Siller, Ulm und Weigand)| (2016} S.238) den Mafaspekt, den Produktsummenaspekt und den
Stammfunktionsaspekt des Integralbegriffs. Aus didaktischer Sicht werden als Grundvorstellungen
die (Re-)Konstruktionsvorstellung, die Flicheninhaltsvorstellung, die Mittelwertsvorstellung und die Ku-
mulationsvorstellung unterschieden. Genauere Ausfithrungen zu diesen Aspekten und Vorstellungen
findet man bei |Greefrath et al.| (2016, S. 239 ff.).

Fiir den Erwerb mathematikbezogener Schnittstellenkompetenz lasst sich bei beiden Zugéngen zur
mehrdimensionalen Integration diskutieren, welche Aspekte bei den jeweiligen Integralen auch im
mehrdimensionalen Fall vorhanden sind und welche Grundvorstellungen sich fortsetzen lassen. Bei
beiden Zugédngen kann man aufSerdem den eindimensionalen Fall mit der Integration in der Schule
vergleichen. Dabei ist insbesondere die Betrachtung von Defnitionsbereichen, die keine Intervalle
sind, interessant.



Insbesondere beim mehrdimensionalen Riemann-Integral bietet es sich an, die mehrdimensionale
Konstruktion mit dem eindimensionalen Vorgehen (insbesondere auch in der Schule) zu verglei-
chen.

1.2.4 Ereignisriume und Wahrscheinlichkeitsmafie

Eine wichtige Anwendung der Mafstheorie (auch aus fachmathematischer Sicht) ist die Wahrschein-
lichkeitstheorie. o-Algebren stellen die Grundstruktur fiir die Beschreibung von Ereignissen (mess-
baren Mengen) auf Stichprobenmengen dar. Die Abbildung, die einem Ereignis eine Wahrschein-
lichkeit zuordnet, ist ein Mafs mit Gesamtvolumen 1. Dies ldsst sich auch auf die diskreten Fille
anwenden, wie sie typischerweise in der Schulmathematik behandelt werden. Somit ist ein offen-
sichtlicher Schulbezug vorhanden, der Grundlage fiir den Aufbau mathematikbezogener Schnitt-
stellenkompetenz sein kann. Insbesondere der Aufbau von MHK kann dadurch unterstiitzt werden,
dass aufgezeigt wird, wie sich Begriffe der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie (z. B. Erwartungs-
wert) im kontinuierlichen Fall fortsetzen lassen und welche Rolle das Integral als , iiberabzidhlbare
Verallgemeinerung” abzdhlbarer Summation dabei spielt.

1.2.5 Das Gaufische Fehlerintegral

Einen weiteren, zwar sehr speziellen, aber auch wichtigen Bezug zwischen Wahrscheinlichkeits-
theorie und mehrdimensionaler Integrationstheorie bildet das Gaufische Fehlerintegral. Die Gauf3-
sche Glockenkurve ist explizit im Kernlehrplan erwahnt (MSW NRW) 2013, S. 34) und kann auch
in der Schule als Beispiel einer nicht elementar integrierbaren Funktion gesehen werden. Um nun
nachzurechnen, dass der Wert des Integrals tatsdchlich gleich eins ist, bietet ein zweidimensiona-
ler Integrationszugang in der Tat eine interessante Moglichkeit, den Wert des Integrals exakt zu
bestimmen. Dieses funktioniert fiir beide Integral-Zugénge. [[]

1.2.6 AbschliefSendes zum Potenzial fiir den Aufbau mathematischer Schnittstellenkompetenz

Durch die obigen Ausfithrungen ist deutlich geworden, dass es eine Vielzahl von Bezligen zwi-
schen Schulmathematik, Mathematikdidaktik und der mehrdimensionalen Integrationstheorie gibt,
die sinnvoll fiir den Aufbau mathematikbezogener Schnittstellenkompetenz genutzt werden kon-
nen. Dabei erhebet die obige Aufstellung keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Offensichtlich bietet
also der Bereich der mehrdimensionalen Integrationstheorie einen guten Ausgangspunkt fiir den
Entwurf eines fachmathematischen Schnittstellenmoduls.

2 Inhaltliche Auswahl fiir das Schnittstellenmodul

Im letzten Abschnitt wurde der grobe fachmathematische Rahmen festgelegt und auf verwendba-
re Beziige zur Mathematikdidaktik und zur Schulmathematik hin analysiert. Basierend auf dieser
Analyse muss in Phase (II) nun eine inhaltliche Auswahl getroffen werden. Hierzu muss zundchst
entschieden werden, welcher fachmathematische Zugang zur mehrdimensionalen Integration ge-
wiéhlt werden soll.

Wie in der obigen Analyse sichtbar geworden ist, liefern beide Zugange Moglichkeiten zum Aufbau
mathematikbezogener Schnittstellenkompetenz. Bei der Einfithrung des Lebesgue-Integrals wird
der Bezug zur Wahrscheinlichkeitstheorie deutlicher, wahrend bei der Einfiihrung des mehrdimen-
sionalen Riemann-Integrals ein expliziterer Vergleich mit der Integration in der Schule vollzogen
werden kann.

'Die im folgenden Modul verwendete Mathematik fiihrt fiir den Beweis nicht weit genug. Einen auf dem vorgestellten
Zugang basierenden Nachweis findet man bspw. bei |Duistermaat und Kolk| (2004} S. 465 f).



Da es auf inhaltlicher Ebene Argumente fiir beide Zugénge gibt, wird als ein weiteres Argument
fiir die Auswahl der organisatorische Rahmen des fachmathematischen Schnittstellenmoduls fun-
gieren. Mochte man das Schnittstellenmodul in eine Vorlesung einbetten, in der auch Bachelor-
Mathematik-Studierende sitzen, so ist unbedingt das Lebesue-Integral als das Integral zu wahlen,
das anschlussfahig fiir die weitere mathematische Ausbildung eben dieser Studierenden ist. Fiir das
Schnittstellenmodul kann dann der Kurs bspw. zeitweise getrennt werden und / oder es spezielle
Ubungsaufgaben und / oder Ubungsgruppen fiir die Lehramtsstudierenden geben.

Handelt es sich allerdings um eine Veranstaltung speziell fiir Lehramtsstudierende, so kann man
zwar auch das Lebesgue-Integral einfiihren, die Nahe zum Integralbegriff der Schulmathematik lie-
fert aber auch ein gutes Argument fiir die Behandlung des mehrdimensionalen Riemann-Integrals.
Im Folgenden soll genau dieser Weg gegangen werden. Es soll explizit angemerkt werden, dass
es sich nicht um eine Entscheidung gegen das Lebesgue-Integral, sondern um eine Entscheidung
fiir das Riemann-Integral handelt. Die Konzeption eines fachmathematischen Schnittstellenmoduls
basierend auf dem Lebesgue-Integral ist ebenso auf verniinftige Art und Weise moglich.
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