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Der Satz von Fubini liefert eine Moglichkeit mehrdimensionale Integration auf iterierte eindimen-
sionale Integration zurtickzufiihren. Fiir n = 3 bedeutet dies, dass ein Kérpervolumen via Inte-
gration iiber die Querschnittsflichen auf verschiedenen Hohen berechnet werden kann, solange
diese Querschnittsflichen Jordan-messbar sind. Genau auf dieser Idee beruht die Schulvariante des
Prinzips von Cavalieri, das die Volumengleichheit zweier Korper mit gleicher Grundfldche auf die
Flachengleichheit der zur Grundfliche parallelen Querschnitte auf jeder Hohe zuriickfiihrt. Das
zweidimensionale Analogon dieses Konzeptes findet sich auch in den in den {tiblichen Flachenin-
haltsformeln fiir beispielsweise Dreicke und Trapeze wieder.

Formuliert man das Prinzip des Cavalieri fiir eine beliebige Dimension # mit den Mitteln der mehr-
dimensionalen Riemann-Integration, ist es im Wesentlichen ein Corollar des Satzes von Fubini und
findet sich im Skript. Im Folgenden wird es noch einmal genannt:

Satz 1 (Prinzip des Cavalieri)
Seien Q C R",I C R Quader und A C Q x I C R"*! eine Jordan-messbare Menge. Fiir h € I definieren
wir den Querschnitt auf der Hohe h durch

Ap:={xeR"| (x,h) € A}.

Ist Ay, fiir jedes h € I Jordan-messbar, so gilt

Jvol,. (4) = [ Jvol, (4,) dh.

Ausgewihlte intendierte Lernergebnisse

Die Studierenden

(LE 1) nutzen ihr Wissen tiber mehrdimensionale Riemann-Integration, um das Prinzip des Cavalieri,
wie es in der Schule formuliert wird, mathematisch prazise zu beschreiben

(LE 2) fiihren das Prinzip des Cavalieri auf einen Spezialfall des Satzes von Fubini zuriick

(LE 3) nutzen das Prinzip des Cavalieri zum Nachweis typischer, aus der Schulmathematik bekann-
ter, Inhaltsformeln

(LE 4) formulieren das Prinzip des Cavalieri fiir den zweidimensionalen Fall

(LE 5) entwerfen begriindet eine fiir SuS der Unterstufe verstindliche Darstellung des Cavalieri-
Prinzips und dessen Begriindung

(LE 6) beurteilen fiir typische Flacheninhaltsformeln der Schulmathematik, ob das Cavalieri-Prinzip
in diesen entdeckbar ist

(LE 7) vergleichen das Cavalieri-Prinzip und Zerlegebeweise in Bezug auf den Einsatz zur Begriin-
dung von Flacheninhaltsformeln unter Verwendung mathematikdidaktischer Theorien



(LE 8) entwerfen eine Lerneinheit fiir SuS der Oberstufe zur Berechnung von Volumina iiber die
Funktion der Querschnittsflichen

(LE 9) analysieren den Zugang zur Volumenberechnung aus dem vorigen Lernziel aus mathema-
tikdidaktischer Sicht

(LE 10) vergleichen den Zugang zur Volumenberechnung aus dem vorigen Lernziel mit dem Kon-
zept des Rotationsvolumens aus mathematischer und mathematikdidaktischer Sicht

Aufbau der Lehr-/Lerneinheit

Die Voraussetzungen bestehen in der komplette Behandlung des Skriptes bis auf das Cavalieri-
Prinzip, da sowohl der Satz von Fubini als auch der Jordan-Inhalt benotigt werden.

Beschreibung des Vorgehens Ausgehend von einer Moglichkeit, wie in der Schule kompliziertere
Volumina ausgerechnet werden, soll ein prédziser mathematischer Satz formuliert und bewiesen
werden. Wir starten mit dem folgenden (abgezeichneten) Auszug aus dem Schulbuch Lambacher
Schweizer 10, NRW (graue Ausgabe), (Schmid & Weidig), 1996, S. 116):

Satz des Cavalieri:
Wenn fiir zwei Koérper gilt:

(1) Die Flicheninhalte der Grundflachen sind
gleich: G; = Gyp;
(2) Sie haben gleiche Hohen;

(3) Schnittflachen im gleichen Abstand par-
allel zur Grundflache haben den gleichen
Flacheninhalt: S; = S5,

dann haben beide Korper das gleiche Volumen.

Offensichtlich geht es um den Vergleich von Volumina bestimmter Korper. Die Ausgangsfrage soll
sein:

Wie kénnen wir den Satz des Cavalieri aus dem Schulbuch unter Verwendung des Jordan-Inhalts
fachmathematisch prézise formulieren?

Die folgenden Aspekte kann man mit den Studierenden im Gesprach erarbeiten. ,, Korper” konnen
wir als Punktmengen im R3 auffassen. Seien also A,B C R3 (nichtleer) die beiden Korper. Die
obige Skizze legt die Annahme der Existenz eines Quaders Q' C R3 nahe mit A,B C Q. Ohne
Einschriankung wollen wir die Grundflachen der zu betrachtenden Korper als parallel zur xqxp-
Ebene ansehen. Da wir Querschnitte parallel zur Grundfldche in verschiedenen Hohen (also x3-
Koordinaten) betrachten wollen, ist es sinnvoll, Quader Q € R? und I C R so zu wihlen, dass
Q" = Q x I ist. Das I beschreibt die ,,Hohenachse” und das Q die in Fig. 3 farbig markierten
Rechtecke auf verschiedenen Hohen. In einer Studierendenarbeitsphase kann nun Aufgabe[1|bearbeitet
werden.

Aufgabe 1 (Beschreibung von Querschnittsflichen)
Geben Sie eine formale Definition fiir die Querschnittsflichen A(h) und B(h) von A bzw. B auf der
Hohe h an. Uberlegen Sie sich dazu zunéchst den Definitionsbereich fiir h.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 1 Sei h € I. Dann definieren wir

Ah)={xe€e Q| (x,h)e A} und B(h) ={xe Q]| (xh) € B}.



Direkt im Anschluss kann man nun die Schulversion des Satzes von Cavalieri erarbeiten (vgl. Auf-

gabe|2).

Aufgabe 2 (Satz des Cavalieri (Schulversion))
Formulieren Sie den Satz des Cavalieri analog zum Schulbuchauszug aus Abbildung ?? unter Ver-
wendung des Jordan-Inhalts.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 2 Seien A, B C R3 Jordan-messbar und seien Q C R? und I C R Quader
mit A, B € Q x I. Wir definieren

A(h)={xe Q| (x,h) e A} und B(h)={xe€ Q]| (x,h)€B}.

Wenn nun fiir jedes h € I gilt, dass A(h) und B(h) Jordan-messbar sind und auBerdem J-vol, (A(h)) =
J-vol, (B(h)), dann ist J-volz (A) = J-vols (B).

Dieser Satz soll an dieser Stelle noch nicht bewiesen werden. Zunéchst analysieren wir die genaue
Aussage des formulierten Satzes. Der Satz liefert eine Moglichkeit, das Volumen zweier Korper un-
ter gewissen Voraussetzungen zu vergleichen. Nicht Bestandteil des Satzes ist eine Aussage tiber die
Berechnung des Volumens. In der Schule wird of wie folgt argumentiert: ,Wenn man das Volumen
von einem der beiden Korper bestimmen kann, hat man auch das Volumen des anderen Korpers.”
Die mathematisch prizise Formulierung ermoglicht nun aber eine Idee fiir die explizite Berech-
nung eines Korpervolumens: Offenbar hingt das Volumen vom Intervall [ und dem Querschnitt
zu jeder ,h € I” ab. Uber die anschauliche Idee, den Korper in kleine Scheiben zu schneiden, die
ndherungsweise quaderformig sind, und diese dann aufzuaddieren kommt man sofort zu folgender
Vermutung;:

Satz 2 (Cavalieri (dreidimensional))
Sei A C R3 nichtleer und Jordan-messbar und seien Q C R? und I C R Quader mit A € Q x I. Fiirh € 1
definieren wir den Querschnitt auf der Hohe h durch

Ah)={xe€ Q| (xh) e A}.
Ist A(h) fiir jedes h € I Jordan-messbar, so gilt

J-voly (A) = /1 J-vol, (A(h)) dh.

Durch die Uberlegung

/Qxlﬂf‘(x) dx:/Aldx:]—vol3 (A) :/I]—volz (A(h)) dh:/;</lq(]1)ldx> dh

sieht man, dass es sich bei der Aussage um einen Spezialfall des Satzes von Fubini handelt. Das
Prinzip von Cavalieri fiir beliebige Dimension, samt formalem Beweis findet man im Skript; der
Beweis der Schulversion folgt sofor{}

Das Prinzip des Cavalieri bietet nun eine Vielzahl von Ankiipfungspunkten zur Schulmathematik.
Einige davon werden in den folgenden (nichttrivialen) Ubungsaufgaben verarbeitet, die in Prasenz
und/oder Haustibungen verwendet werden konnen. Dazu gehort insbesondere der Nachweis ver-
schiedener Inhaltsformeln, die in der Schule anders, oder nur anschaulich bewiesen werden. Diese
Nachweise sind Bestandteil der Aufgaben und [7} die somit Schnittstellenaufgaben im Sinne
der wechselseitigen Verkniipfung von Schulmathematik und Hochschulmathematik sind. In den
Aufgaben [6| und [§] spielen auBlerdem mathematikdidaktische Beziige eine Rolle. Es wird versucht,
die Grundidee des Cavalieri-Prinzips sowohl auf die Sekundarstufe I, als auch auf die Sekundar-
stufe II (Mathematik) zu tibertragen.

Man braucht die Translationsinvarianz des Jordan-Inhalts.



Aufgabe 3 (Kreisinhalt)
Bestimme den Fldcheninhalt eines Kreises K mit Radius  mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 3 Sei I = [—r,r]. Wir wahlen Q = I%. Dann ist ohne Einschrankung
K C Q. Fir h € I gilt fiir die Querschnittslange auf der Hohe h nach der Kreisgleichung

h) =2V 12 — W2,

Dabei ist K(h) als eindimensionaler Quader Jordan-messbar. Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt

T
J-vol, (K :/2\/ “Ran=2[ V2 —n2an
—r

Mit Substitution von zundchst & = rsinu und spéter s = 2u erhilt man

;
J-vol, (K) =2- [2 (rh“l — 2 + r© arcsin <r))] = r* (arcsin(1) — arcsin(—1)) = (En—i— En) r°=nmr
—r

Aufgabe 4 (Rechteckige Pyramide)

Bestimme die Formel fiir das Volumen einer Pyramide P C R® mit rechteckiger Grundflache (Sei-
tenldngen a, b) und Hohe hp mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri.

Anmerkungen zur Lisung von Aufgabe 4 Sei Q = [0,4] x [0,b] und I = [0, hp]. Dann ist ohne Einschrankung
P e Q x I Fir h € I gilt fiir die Querschnittsfliche P(h) z.B. mit dem Strahlensatz

h\? 2 K2

Dabei muss erwidhnt werden, dass die Querschnittsflichen als zweidimensionale Quader Jordan-messbar sind.

Cavalieri liefert nun
hp 2h K2
J-vols (P) = /0 ab (1 s h2> dh

(/ 1dh— = /hdh+—/ hzdh)
iy
(

h

b hp*thr 1hp)

a-b)

UJM—‘

Aufgabe 5 (Kegelvolumen)
In der Schule wird die Formel fiir das Kegelvolumen oft tiber die Pyramidenvolumenformel und

das Cavalieri-Prinzip begriindet. Dazu vergleiche auch die folgende Abbildung aus Mafstab 10,
(Schroder, Wurl & Wynands), |2008} S. 92) (abgezeichnet):



MaRBstab k:
2p= k-'%? p'

2

A A

Alle 3 Spitzkorper haben gleich groe Grundflichen und gleiche Hohe.

Begriinde: Alle Pyramiden und Kegel mit gleich groBer Grundflache und gleicher Hohe haben gleiches Volumen.

Beweise die Formel fiir das Kegelvolumen (Radius r, Hohe hg) mit Hilfe von Aufgabe [4] und
sowie des Prinzips von Cavalieri.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 5 Wihle a = v 7ir? = | /pr als Kantenldnge einer quadratischen Py-

ramidengrundfliche. Dann folgt sofort J-voly (K) = 1 - (- 73) - hg aus den Aufgaben und dem Prinzip von
Cavalieri.

Aufgabe 6 (Der zweidimensionale Cavalieri)

a) Formulieren Sie eine zweidimensionale Version des Prinzips des Cavalieri, die fiir SuS der Un-
terstufe verstiandlich sein soll.

b) Entwickeln Sie unter Verwendung dynamischer Geometriesoftware eine Lernumgebung, die das
Entdecken des zweidimensionalen Cavalieri-Prinzips unterstiitzt. Begriinden Sie Ihre Gestal-
tung.

c) Uberlegen Sie sich eine Begriindung des zweidimensionalen Cavalieri-Prinzips, die fiir SuS der
Unterstufe zuganglich ist.

d) In welchen typischen Flicheninhaltsformeln kann man das Konzept des zweidimensionalen
Cavalieri-Prinzips entdecken. Nennen Sie mindestens zwei Beispiele und erldutern Sie ihre Wahl.

e) Diskutieren Sie: Wie unterscheiden sich aus mathematikdidaktischer Sicht Begriindungen von
Flacheninhaltsformeln iiber Zerlegungen von Begriindungen mit Hilfe des Cavalieri-Prinzips.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 6 Bei dieser Aufgabe kann das Cavalieri-Prinzip fiir den zweidimen-
sionalen Fall beispielsweise als eine dynamische Sichtweise auf die Gleichheit von Flachen gesehen werden:
Die Gleichheit zweier Flachen kann man mit Cavalieri begriinden, wenn sie durch eine Scherung (und even-
tuelle eine Translation) ineinander tibergehen. Somit erweist sich der Einsatz dynamischer Geometriesoftware
als niitzlich. Die Besprechung der Aufgabe kann auch ein Ausgangspunkt fiir eine Beschiftigung mit der
Translationsinvarianz des Jordan-Inhalts sein.

Aufgabe 7 (Kugelvolumen)
Bestimme das Volumen einer Kugel K mit Radius r mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri.

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 7 Sei I = [—r,r] und Q = I%. Dann ist ohne Einschréankung K C Q x I.
Fiir h € [ gilt fiir die Querschnittsflache auf Hohe h nach Aufgabeund der Kreisgleichung K(h) = 7tr? — th?.



Dabei ist K(h) als Kreisschreibe Jordan-messbar. Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt

,
J-volz (K) = / nir? — eh? dh
=7
r
=2 — 7 Fh‘o’}
3 -1

2
=27 — gmf‘”

= 7.

3

Aufgabe 8 (Querschnittsflichenfunktionen)

Sei K ein Korper im R3, der die Hohe hg hat, und dessen Jordan-Inhalt der Querschnittsfliche fiir
jedes h € [0, hg| durch eine Funktion gk : [0, hx] — R>, h — qg(h) gegeben ist. gx nennen wir die
Querschnittsflichenfunktion von K.

a)

b)

<)

Entwickeln Sie eine Lerneinheit fiir einen Oberstufenkurs im Rahmen der Integralrechnung, die
Querschnittsflichenfunktionen nutzt um Volumina verschiedener Koérper auszurechnen. Die SuS
sollen sich das Verfahren mit Hilfe der Lerneinheit selbststéindig erarbeiten kénnen.

Hinweis: Nutzen Sie Ihr Wissen {iber das Prinzip des Cavalieri. Hilfreich konnen auch die vorangegangenen
Aufgaben sein.

Untersuchen Sie den Zugang zur Volumenmessung auf die vorkommenden Aspekte des Mes-
sens (Weigand et al., 2014, S. 158 ff.) sowie auf die angesprochenen Aspekte und Grundvorstel-
lungen des Integrals (Greefrath, Oldenburg, Siller, Ulm & Weigand, 2016, S. 238 ff.).

Vergleichen Sie den Zugang zur Volumenberechnung tiber Querschnittsflichenfunktionen mit
der Volumenberechnung tiber Rotationskorper fachmathematisch und fachdidaktisch. Ausgangs-
punkt kann der folgende Auszug aus Neue Wege, Analysis II, (Schmidt, Korner & Lergenmiiller,
2011, S. 172) (Abbildung abgezeichnet) sein. Recherchieren Sie aber auch gerne in weiteren Schul-
btichern.

Berechnung des Volumens eines Rotationskorpers mit dem Integral

Die Flache unter dem Graphen von f im Intervall [g, b] rotiert um
die x-Achse. Wir unterteilen das Intervall in 1 kleine Abschnitte der
Breite Ax = %. Jeder der dadurch entstehenden Rechteckstreifen
der ,HBhe" f(x;) erzeugt bei der Rotation eine Zylinderscheibe.
Die Summe der Volumina dieser Zylinderscheiben liefert dann einen
guten Niherungswert fiir das Volumen des Rotationskorpers.

Der Grenzwert dieser Produktsummen b 5
kann als Integral berechnet werden. V= n/a (f(x))" dx

Anmerkungen zur Losung von Aufgabe 8 In dieser Aufgabe wird ein Zugang zur exakten Volumenbestimmung
vorgestellt, der auf dem Prinzip von Cavalieri beruht, aber mit dem Mitteln den in der Schule vorhandenen
Integrationsmoglichkeiten auskommt. Fiir die Losung der Aufgabe ist es erforderlich die gelernten fachmathe-
matischen Konzepte begrifflich verstanden zu haben. Nur so kénnen die zentralen Ideen zur Konzeption der
Unterrichtseinheit verwendet werden. Aulerdem wird wieder die Anwendung einer mathematikdidaktischen



Konzeption gefordert und in c) wird der Ansatz verkiipft mit dem bekannten Ansatz tiber das Rotationsvolu-
men. Dieser kann auch fachmathematisch als Spezialfall des Zugangs tiber die Querschnittsflichenfunktionen
analysiert werden.

Zusammenfassendes

In diesem Teil der Lerneinheit wurde das Prinzip des Cavalieri, wie es in der Schule zum Vergleich
von Korpervolumina verwendet wird, mit Hilfe der Riemann-Integrationstheorie und insbesondere
des Jordaninhalts allgemein formuliert. Dabei wurde festgestellt, dass es sich um einen Spezialfall
des Satzes von Fubini handelt. Das Prinzip erwies sich als hilfreich zum Nachweis verschiedener
bekannter Volumenformeln. Die grundlegende Idee kann auch Anwendung bei der Betrachtung
von Flacheninhalten in der Unterstufe sowie bei der Integralrechnung in der Oberstufe finden.
Diese vielen Verkniipfungen machen deutlich, dass auch das Prinzip des Cavalieri einen guten
Ausgangspunkt zur Entwicklung mathematikbezogener Schnittstellenkompetenz. liefert.
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