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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Sei (e;);en eine Orthonormalbasis eines separablen Hilbertraumes H, und sei e, € H \ L,
wobei L := spanc{e;}; der Raum der endlichen Linearkombinationen der e; ist. Fiir welche
«, 8 € C ist der durch

D(T) = Cex+L
T(ceoo +) = aceq + fr VeeC,x e L

gegebene Operator T auf H wohldefiniert bzw. fiir welche abgeschlossen? In welchen Féllen

ist der Abschlufl T'(7T") des Graphen von T' der Graph eines Operators, also T abschlieSbar?

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei T ein Operator von H; nach Hs, und definiere durch (x,y)r := (x,y)1 + (Tz,Ty)s ein
Produkt auf D(T).

1. Zeige, daB (-,-)r ein Skalarprodukt auf D(T) ist.

2. Zeige, daB T genau dann abgeschlossen ist, wenn (D(T), (-,-)r) ein Hilbertraum ist.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, daB jeder beschrinkte (nicht notwendigerweise dicht definierte) Operator ab-
schlielbar ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei T ein (dicht definierter) abschliefSbarer, injektiver Operator auf einem Hilbertraum.
Zeige, dal T~ genau dann abschliefbar ist, wenn T injektiv ist. Zudem gilt dann 7-! = T

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Wie klein kann der Schnitt dichter Teilriume eines separablen Hilbertraumes sein?

Genauer: Sei H ein separabler Hilbertraum. Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von dim H

min{dim(V; N V2) | V4, V4 sind dichte lineare Teilrdume von H }.



