
Funnel control für DAEs

Thomas Berger

Institut für Mathematik, TU Ilmenau

Elgersburg, 13. Februar 2013

Funnel control für DAEs

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Page 1 / 11



Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

E,A ∈ Rl×n, B ∈ Rl×m, C ∈ Rm×n

 =: Σl,n,m
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Nulldynamik:

ZD :=

{
(x, u, y)

∣∣∣∣∣ Eẋ = Ax+Bu

0 = y = Cx

}

ZD autonom :⇐⇒

∀w1, w2 ∈ ZD ∀ I ⊆ R open interval :

w1|I = w2|I =⇒ w1 = w2

Prop.: ZD autonom ⇐⇒ rkR[s]

[
sE −A −B
−C 0

]
= n+m

ZD stabil :⇐⇒ ∀w ∈ ZD : limt→∞w(t) = 0

Lem.: ZD stabil =⇒ ZD autonom
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V ⊆ Rn heißt (E,A,B)-invariant :⇐⇒ AV ⊆ EV + imB

Wähle V ∈ Rn×k mit rkV = k, so dass

imV = sup { V | V ist (E,A,B)-invariant ∧ V ⊆ kerC }

Proposition:

ZD autonom ⇐⇒


(A1) rkB = m

(A2) kerE ∩ imV = {0}

(A3) imB ∩ imEV = {0}
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Prop.: (x, u, y) ∈ ZD ⇐⇒ ∀ t ∈ R : x(t) ∈ imV

Theorem (
”
Normalform“)

• [E,A,B,C] ∈ Σl,n,m mit ZD autonom

• imV = sup { V | V ist (E,A,B)-invariant ∧ V ⊆ kerC }

=⇒ ∃ S ∈ Gll(R),W ∈ Rn×(n−k) : [V,W ] ∈ Gln(R) ∧

SE[V,W ] =

Ik E2

0 E4

0 E6

 , SA[V,W ] =

A1 A2

A3 A4

0 A6

 , SB =

 0
Im
0

 ,
C[V,W ] = [0, C2]
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Theorem (
”
Normalform“ DAE)

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m mit

• rkC = m

• ZD autonom

• Γ = lims→∞ s
−1[0, Im]L(s)[0, Im]> ∈ Rm×m existiert, wobei

L(s) Linksinverse von
[
sE−A −B
−C 0

]
über R(s) ist

=⇒ [E,A,B,C] hat die Form

ẋ1 = Qx1 +A12 y − E13 ẋ3

Γ ẏ = Ã22 y + Ψ(x1(0), y) + u

x3 =
∑ν−1

k=0N
kE32 y

(k+1)

0 = A42 y − E42 ẏ − E43 ẋ3

Lem.: ZD stabil ⇐⇒ σ(Q) ⊆ C−
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[E,A,B,C] rechts-invertierbar :⇐⇒

∃ k ∈ N ∀ y ∈ Ck(R;Rm) ∃ (x, u) ∈ C(R;Rn)× C(R;Rm) :

(x, u, y) löst [E,A,B,C]

Proposition

• ZD autonom
• Γ = lims→∞ s

−1[0, Im]L(s)[0, Im]> existiert

[E,A,B,C] rechts-invertierbar ⇐⇒ rkC = m ∧

ẋ1 = Qx1 +A12 y − E13 ẋ3

Γ ẏ = Ã22 y + Ψ(x1(0), y) + u

x3 =
∑ν−1

k=0N
kE32 y

(k+1)

0 = A42︸︷︷︸
=0

y − E42︸︷︷︸
=0

ẏ −
∑ν−1

k=0E43N
kE32︸ ︷︷ ︸

=0

y(k+2)
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Theorem (funnel control)

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m mit

• ZD stabil

• [E,A,B,C] rechts-invertierbar

• Γ = lims→∞ s
−1[0, Im]L(s)[0, Im]> existiert und Γ = Γ> ≥ 0

Dann erreicht der funnel controller

u(t) = −k(t) e(t), wobei e(t) = y(t)− yref(t)

k(t) =
k̂

1− ϕ(t)2‖e(t)‖2
,

angewendet auf [E,A,B,C], dass

x ∈ L∞, k ∈ L∞ ∧ ∃ ε > 0 ∀ t > 0 : ‖e(t)‖ ≤ ϕ(t)−1 − ε
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Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

E,A ∈ Rl×n, B ∈ Rl×m, C ∈ Rm×n
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Beweisskizze:

SE[V,W ] =

Ik E2

0 E4

0 E6

 , SA[V,W ] =

A1 A2

A3 A4

0 A6

 , SB =

 0
Im
0

 ,
C[V ,W ] = [0, C2]

imV ⊆ kerC
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SE[V ,W ] =

Ik E2

0 E4

0 E6

 , SA[V,W ] =

A1 A2

A3 A4

0 A6

 , SB =

 0
Im
0

,
C[V,W ] = [0, C2]

(A3) imB ∩ imEV = {0} ⇒ [EV,B] full rank

⇒ S [EV,B] =

Ik 0
0 Im
0 0


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(E,A,B)-Invarianz ⇔ AV = EV N +BM

⇒ S−1

A1

A3

A5

 = AV = EV N +BM = S−1

Ik0
0

N + S−1

 0
Im
0

M
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