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Regelungssysteme

System

Regler

u(t) y(t)

yref(t)

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
, x(0) = x0

y(t) = h
(
x(t)

)
• Ziel: Reglerentwurf so dass

”
y(t) verfolgt yref(t)“

• keine Kenntnis der Systemparameter, nur
”
strukturelle“

Annahmen an das Modell
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(F)

y

a=const

v
(F)

y

v
(F)

y

v

[Seifried, Blajer ’13]

Winkel: 0◦ < α ≤ 90◦

Feder, Dämpfer mit nichtlinearer
Kennlinie: K(z), D(ż)

u(t) = F
y(t) = q(t) + z(t) cosα

[
m1 +m2 m2 cosα
m2 cosα m2

](
q̈
z̈

)
=

(
u

−K(z)−D(ż) +m2g sinα

)

ÿ = −c1
(
K (z) +D (ż)−m2g sinα

)
+ c2︸︷︷︸
6=0

u

Relativgrad = 2
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Winkel: 0◦ < α ≤ 90◦

Eingang: Geschwindigkeit

Relativgrad = 1

Winkel: α = 0◦

Eingang: Kraft

Relativgrad = 3

Winkel: α = 0◦

Eingang: Kraft

keine Dämpfung: D(ż) = 0

Relativgrad = 4
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Interne Dynamik: verbleibende Dy-
namik bei fixiertem Ausgang

Lyapunov-Funktion: kinetische + potentielle Energie

V = 1
2 ż

2 + Vpot (z) , d
dzVpot(z) = K(z)− g, lim

|z|→∞
Vpot(z) =∞

V̇ = żz̈ +K(z)ż − gż = −D (ż) ż︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0

=⇒ jede Subniveaumenge von V ist positiv invariant und kompakt

=⇒ z, ż ∈ L∞ (stabile interne Dynamik)
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Winkel: 0◦ < α ≤ 90◦

Eingang: Geschwindigkeit

stabile interne Dynamik

Winkel: α = 0◦

Eingang: Kraft

stabile interne Dynamik

Winkel: α = 0◦

Eingang: Kraft

keine Dämpfung: D(ż) = 0

keine interne Dynamik
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S

y

s

c

du
α

β

[Seifried, Blajer ’13]

Rotatorischer Arm

Eingang: Winkelgeschindigkeit
des angetriebenen Arms

Ausgang: Lage von S beschrie-
ben durch Winkel y

Relativgrad = 1

instabile interne Dynamik
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Erinnerung

System

Regler

u(t) y(t)

yref(t)

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
, x(0) = x0

y(t) = h
(
x(t)

)
• Ziel: Reglerentwurf so dass

”
y(t) verfolgt yref(t)“

• keine Kenntnis der Systemparameter, nur: Kenntnis des
Relativgrads und Annahme von stabiler interner Dynamik
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Hochverstärkungsbasierte adaptive Regelung

Annahme: Relativgrad = 1, stabile interne Dynamik

klassischer (nicht-adaptiver) Hochverstärkungsregler

u(t) = −ky(t), k > 0 hinr. groß =⇒ y(t)→ 0

Nachteile: k evtl. unnötig groß; auf lineare Systeme beschränkt

adaptiver Hochverstärkungsregler (ab ca. 1983)

u(t) = −k(t)y(t), k̇(t) = ‖y(t)‖2

[Byrnes, Ilchmann, Logemann, Mareels, Mårtensson,

Morse, Nussbaum, Owens, Prätzel-Wolters, Willems, . . . ]

Nachteile: k(t) mon. wachsend; auf lineare Systeme beschränkt
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Morse, Nussbaum, Owens, Prätzel-Wolters, Willems, . . . ]

Nachteile: k(t) mon. wachsend; auf lineare Systeme beschränkt

9/30 Thomas Berger Funnel-Regler und Funnel-Beobachter



Funnel-Regler und Funnel-Beobachter
Thomas Berger

adaptiver λ-tracker (ab ca. 1994)

u(t) = −k(t)
(
y(t)− yref(t)︸ ︷︷ ︸

=:e(t)

)
,

k̇(t) =

{
max{‖e(t)‖−λ,0}

‖e(t)‖ , e(t) 6= 0,

0, e(t) = 0
t

λ

‖e(t)‖

[Allgöwer, Ashman, Bullinger, Ilchmann, Logemann, Ryan,

Sangwin, . . . ]

Nachteile: k(t) mon. wachsend; kein transientes Verhalten
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Funnel-Regelung

System

u(t) = −k(t)e(t) +

y(t)u(t)

−yref(t)e(t)

t

ψ(t)

|e(t)|

k(t) =
ψ(t)

ψ(t)− |e(t)|

[Ilchmann, Ryan, Sangwin ’02]:
Funktioniert, wenn

• Relativgrad = 1

• stabile interne Dynamik

11/30 Thomas Berger Funnel-Regler und Funnel-Beobachter



Funnel-Regler und Funnel-Beobachter
Thomas Berger

Problem: höherer Relativgrad

Relativgrad 1:

ẏ(t) + cy(t) = u(t)
!

= −ky(t) =⇒ as. stabil für k � 0

Relativgrad 2:

ÿ(t) + cy(t) = u(t)
!

= −ky(t) =⇒ nicht as. stabil

ÿ(t)+cy(t) = u(t)
!

= −k1y(t)−k2ẏ(t) =⇒ as. stabil für k1, k2 � 0
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Problem: höherer Relativgrad

Relativgrad 1:
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ÿ(t) + cy(t) = u(t)
!

= −ky(t) =⇒ nicht as. stabil
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System (RG 2)

u(t) = −kP (t)2e(t)

− kD(t) ė(t)
+

y(t)u(t)

−yref(t)e(t)

t

ψD(t)

|ė(t)|

kP (t) =
ψP (t)

ψP (t)− |e(t)|
,

kD(t) =
ψD(t)

ψD(t)− |ė(t)|
,

0 < δ ≤ d
dtψP (t) + ψD(t)

[Hackl, Hopfe, Ilchmann,
Müller, Trenn ’13]:
Funktioniert...

Aber: keine Verallgemeinerung auf höheren Relativgrad!
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Ansatz [Hackl et al. ’13]

e(t0) ≈ ψP (t0) =⇒ ë(t) < 0 auf [t0, t1) ∧ ė(t) < ψ̇P (t) auf [t1, t2)

Alternativer Ansatz [B., Hoang, Reis ’16]

e(t0) ≈ ψP (t0) =⇒ zwinge ė(t0)� 0

erreicht durch |ė(t) +
”
etwas Großes“︸ ︷︷ ︸

=ė(t)+kP (t)e(t)=:e1(t)

| < ψD(t)

t

ψP (t)

t0

e(t0) ≈ ψP (t0) =⇒ kP (t0)� 1

|e1(t0)|<ψD(t0)
=⇒ ė(t0) = e1(t0)−kP (t0)e(t0)� 0

e(t)
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erreicht durch |ė(t) +
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Funnel-Regler für Systeme mit bekanntem Relativgrad r ∈ N
[B., Hoang, Reis ’16]

e0(t) = e(t) = y(t)− yref(t),
e1(t) = ė0(t) + k0(t)e0(t),
e2(t) = ė1(t) + k1(t)e1(t),

...
er−1(t) = ėr−2(t) + kr−2(t)er−2(t),

u(t) = −kr−1(t)er−1(t)

ki(t) = ψi(t)
ψi(t)−‖ei(t)‖ , i = 0, . . . , r − 1

Alternative: Bang-Bang Funnel-Regler
[Liberzon & Trenn ’13] (SISO, Kompatibilitätsbedingungen)
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e2(t) = ė1(t) + k1(t)e1(t),

...
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System-Klasse

y(r)(t) = f
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+Γ
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
u(t)

Γ > 0, T : C → L∞loc kausal, lokal Lipschitz, BIBO

Beispiel:
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System-Klasse

y(r)(t) = f
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+Γ
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
u(t)

Γ > 0, T : C → L∞loc kausal, lokal Lipschitz, BIBO

Beispiel:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t) mit

(A1) rkC

[
λI −A B
C 0

]
= n+m für alle λ ∈ C mit Reλ ≥ 0;

(A2) CB = CAB = . . . = CAr−2B = 0 und CAr−1B > 0
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System-Klasse

y(r)(t) = f
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+Γ
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)
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Γ > 0, T : C → L∞loc kausal, lokal Lipschitz, BIBO

Beispiel:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t) mit

(A1) rkC

[
λI −A B
C 0

]
= n+m für alle λ ∈ C mit Reλ ≥ 0;

(A2) CB = CAB = . . . = CAr−2B = 0 und CAr−1B > 0

Ist äquivalent zu ż(t) = Âz(t) + B̂u(t), y(t) = Ĉz(t) mit

Â =


0 Im 0 ··· 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 ··· 0 Im 0
R1 R2 ··· Rr S
P 0 ··· 0 Q

 , B̂ =

 0
...
0

CAr−1B
0

 , Ĉ = [ Im 0 ··· 0 0 ]
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...

. . .
. . .

. . .
...

0 ··· 0 Im 0
R1 R2 ··· Rr S
P 0 ··· 0 Q

 , B̂ =

 0
...
0

CAr−1B
0

 , Ĉ = [ Im 0 ··· 0 0 ]

y(r)(t) =R1y(t) + . . . Rry
(r−1)(t)

+ SeQtη(0) +

∫ t

0
SeQ(t−τ)Py(τ)dτ + CAr−1Bu(t).
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System-Klasse

y(r)(t) = f
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+Γ
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
u(t)

Γ > 0, T : C → L∞loc kausal, lokal Lipschitz, BIBO

Beispiel:

y(r)(t) = T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t) + Γu(t)

mit Γ = CAr−1B und

T (y, . . . , y(r−1))(t)

= R1y(t) + . . . Rry
(r−1)(t) + SeQtη(0) +

∫ t

0
SeQ(t−τ)Py(τ)dτ.
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y(r)(t) = f
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+Γ
(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
u(t)

e0(t) = e(t) = y(t)− yref(t),
e1(t) = ė0(t) + k0(t)e0(t),
e2(t) = ė1(t) + k1(t)e1(t),

...
er−1(t) = ėr−2(t) + kr−2(t)er−2(t),

u(t) = −kr−1(t)er−1(t)

ki(t) = ψi(t)
ψi(t)−‖ei(t)‖ , i = 0, . . . , r − 1

Theorem [B., Hoang, Reis ’16]

yref ∈ Wr,∞ ∧ ‖ei(0)‖ < ψi(0) =⇒ u, ki, y
(i) ∈ L∞ und

‖ei(t)‖ ≤ ψi(t)− εi
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Thomas Berger

Simulation

(F)

y

a=const

v
(F)

y

v
(F)

y

v

Winkel: α = 45◦

m1 = 4, m2 = 1, g = 0

K(z) = 2z, D(ż) = ż

yref(t) = cos t, ψP (t) = 5e−t + 0.1, ψD(t) = 5e−t + 0.5
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Thomas Berger

Funnel-Regler ohne Ausgangs-Ableitungen – Backstepping
[Ilchmann, Ryan, Townsend ’06, ’07]

Filter: ξ̇i(t) = −ξi(t) + ξi+1(t), i = 1, . . . , r − 2,

ξ̇r−1(t) = −ξr−1(t) + u(t)

r = 2 : u = − ke− (‖e‖2 + k2) · k4(1 + ‖ξ‖2)(ξ + ke)

r = 3 : u =− ke− k4(e2+ k2)(1+ ξ21)(ξ1 + ke)−
{[

+ e+ (1+ ξ21)

·
[
2k5(ξ1 + ke)+ 4k3(e2+ k2)(ξ1 + ke) + k4(e2+ k2)e

]]2
+
[

+ k+ k4(1+ ξ21)
[
2e(ξ1 + ke) + k(e2+ k2)

]]2
+
[
k4(e2+ k2)

[
2ξ1(ξ1 + ke)+ (1+ ξ21)

]]2}
k4(1+ ξ21+ ξ22)

·
[
ξ2 + ke+ k4(e2+ k2)(1+ ξ21)(ξ1 + ke)

]
In Anwendungen nicht relevant, vgl. [Hackl ’12]
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Thomas Berger

Hochverstärkungsbeobachter [Atassi, Esfandiari, Khalil,
Saberi, Sannuti, Tornambè, . . . ]

ÿ(t) = u(t)

Beobachter

u(t) y(t)

z(t)

ż1 = z2 + p1k(y − z1),
ż2 = u+ p2k

2(y − z1),
p1, p2 > 0

k > 0 hinr. groß =⇒ z1 ≈ y ∧ z2 ≈ ẏ
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Funnel-Beobachter

ż1 = z2 +
(
q1 + p1kO(t)

)
(y − z1),

ż2 = Γ̃u+
(
q2 + p2kO(t)

)
(y − z1),

kO(t) =
ψO(t)

ψO(t)− |y(t)− z1(t)| t

ψO(t)

|y(t)− z1(t)|

A :=

[
−q1 1
−q2 0

]
, P =

[
p11 p12
p12 p22

]
s.d. A>P + PA = −I

p1 = 1, p2 = −p12
p22

Theorem [B., Reis ’16]

ẏ ∈ L∞ =⇒ z1, z2, kO ∈ L∞ ∧ |y(t)− z1(t)| < ψO(t)− ε
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Thomas Berger

Γ(·)y(r)(·)− u(·) ∈ L∞ Beobachter

y(t)

u(t)

ż1(t) = z2(t) +
(
q1 + p1kO(t)

)
(y(t)− z1(t)),

ż2(t) = z3(t) +
(
q2 + p2kO(t)

)
(y(t)− z1(t)),

...

żr−1(t) = zr(t) +
(
qr−1 + pr−1kO(t)

)
(y(t)− z1(t)),

żr(t) = Γ̃u(t) +
(
qr + prkO(t)

)
(y(t)− z1(t)),

kO(t) =
ψO(t)

ψO(t)− |y(t)− z1(t)|
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Funnel-Regler und Funnel-Beobachter
Thomas Berger

System (RG 2)

ż1 = z2 +
(
q1+p1kO(t)

)
(y−z1)

ż2 = Γ̃u +
(
q2+p2kO(t)

)
(y−z1)

Funnel-Regler?

u(t) y(t)

z2(t)

z1(t)

yref(t) ẏref(t)

• für geg. ψ(t) wollen wir |y(t)− yref(t)| < ψ(t) für alle t > 0

• der Regler soll nur y, z1, z2 benötigen
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Funnel-Regler und Funnel-Beobachter
Thomas Berger

Bisheriger Regler:

u(t) = −kD(t)
(
ẏ(t)− ẏref(t) + kP (t)(y(t)− yref(t))

)
Neuer Ansatz: Wir stecken z1 − yref in den Funnel!

• ż1 = z2 +
(
q1 + p1kO(t)

)
(y − z1)

• |y(t)−yref(t)| ≤ |y(t)−z1(t)|+|z1(t)−yref(t)| < ψO(t)+ψP (t)

Für geg. ψ(t) sei ψP (t) = ψO(t) = 1
2ψ(t)

Problem: r > 2 =⇒ z̈1 nicht bekannt!
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Kaskade von Funnel-Beobachtern

Γy(r) − u ∈ L∞ FO1 FO2

FOr−1u(t)

y(t) z1,1(t) z2,1(t) zr−2,1(t)

z(t)

Theorem [B., Reis ’16]

y(r−1), Γ̇, Γy(r) − u ∈ L∞ =⇒ zi,j , kO,i ∈ L∞ und

• ‖y(t)− z(t)‖ <
∑r−1

i=1 ψO,i(t)− ε
• z, ż, . . . , z(r−1) explizit bekannt

z(j)

zr−1,1 zr−2,1

zr−1,2 żr−2,1
...

...

zr−1,j+1 z
(j−1)
r−2,1

zr−2,1 zr−3,1

zr−2,2 żr−3,1
...

...

zr−2,j z
(j−2)
r−3,1

zr−j+1,1 zr−j,1

zr−j+1,2 żr−j,1

zr−j+1,3

zr−j,1 zr−j−1,1
zr−j,2
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zr−j+1,3

zr−j,1 zr−j−1,1
zr−j,2

25/30 Thomas Berger Funnel-Regler und Funnel-Beobachter



Funnel-Regler und Funnel-Beobachter
Thomas Berger

Kaskade von Funnel-Beobachtern

Γy(r) − u ∈ L∞ FO1 FO2

FOr−1u(t)

y(t) z1,1(t) z2,1(t) zr−2,1(t)

z(t)

Theorem [B., Reis ’16]

y(r−1), Γ̇, Γy(r) − u ∈ L∞ =⇒ zi,j , kO,i ∈ L∞ und

• ‖y(t)− z(t)‖ <
∑r−1

i=1 ψO,i(t)− ε
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Erhaltung stabiler interner Dynamik

y(r)(t) =

r∑
i=1

Riy
(i−1)(t) + f

(
d(t), T (y, ẏ, . . . , y(r−1))(t)

)
+ Γu(t)

Γ > 0, y ∈ L∞ ⇒ T (y, ẏ, . . . , y(r−1)) ∈ L∞

System FO FO

FO

u(t) y(t) z1,1(t) z2,1(t) zr−2,1(t)

z(t)

Theorem [B., Reis ’16]

r ∈ {2, 3}, Γ̃ > 0 und (falls r = 3) I − ΓΓ̃−1 > 0 =⇒ Kopplung
von System und Beobachter-Kaskade ist äquivalent zu

z(r)(t) = F
(
d̃(t), T̃ (z, ż, . . . , z(r−1))(t)

)
+ Γ̃u(t)
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Γ > 0, y ∈ L∞ ⇒ T (y, ẏ, . . . , y(r−1)) ∈ L∞

System FO FO

FO

u(t) y(t) z1,1(t) z2,1(t) zr−2,1(t)

z(t)

Theorem [B., Reis ’16]

r ∈ {2, 3}, Γ̃ > 0 und (falls r = 3) I − ΓΓ̃−1 > 0 =⇒ Kopplung
von System und Beobachter-Kaskade ist äquivalent zu
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System (RG 2)

ż1 = z2 +
(
q1+p1kO(t)

)
(y−z1)

ż2 = Γ̃u +
(
q2+p2kO(t)

)
(y−z1)

u = −kD(t)
[
z2+

(
q1+p1kO(t)

)
(y−z1)

−ẏref +kP (t)(z1−yref)
]

u(t) y(t)

z2(t)

z1(t)

yref(t) ẏref(t)

Theorem [B., Reis ’16]

|y(t)− z1(t)| < ψO(t), |z1(t)− yref(t)| < ψP (t),

|ż1(t)− ẏref(t)| < ψD(t), |y(t)− yref(t)| < ψP (t) + ψO(t)
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Simulation

(F)

y

a=const

v
(F)

y

v
(F)

y

v

Winkel: α = 45◦

m1 = 4, m2 = 1, g = 0

K(z) = 2z, D(ż) = ż

yref(t) = cos t

ψP (t) = ψO(t) = 1
2

(
5e−t + 0.1

)
, ψD(t) = 2e−t + 0.1
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Simulation

(F)

y

a=const

v
(F)

y

v
(F)

y

v

Winkel: α = 0◦ (RG 3)

m1 = 4, m2 = 1

K(z) = 2z, D(ż) = ż

yref(t) = cos t

ψP (t) = ψO,1(t) = ψO,2(t) = 1
3

(
5e−2t + 0.3

)
ψD(t) = ψDD(t) = 2e−2t + 0.5
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Ausblick

• Kaskade von Beobachtern bei Relativgrad ≥ 4?

• instabile interne Dynamik → Vorsteuerung

• optimale Wahl der Entwurfsparameter

• Experimente
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