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Definition (Lösungen)

x ∈ C1
(
(a, b), Rn

)
heißt:

• Lösung :⇔ x(·) erfüllt (E,A) für alle t ∈ (a, b)

• (rechte) Fortsetzung einer anderen Lösung x̃ : (a, b̃)→ Rn

:⇔ x(·) ist Lösung ∧ b̃ ≤ b ∧ x̃ = x |(a,b̃)

• rechts maximal :⇔ b = b̃ für jede Fortsetzung x̃ : (a, b̃)→ Rn

• rechts global :⇔ b =∞

• global :⇔ (a, b) = R
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• Lösung :⇔ x(·) erfüllt (E,A) für alle t ∈ (a, b)

• (rechte) Fortsetzung einer anderen Lösung x̃ : (a, b̃)→ Rn

:⇔ x(·) ist Lösung ∧ b̃ ≤ b ∧ x̃ = x |(a,b̃)

• rechts maximal :⇔ b = b̃ für jede Fortsetzung x̃ : (a, b̃)→ Rn

• rechts global :⇔ b =∞

• global :⇔ (a, b) = R

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Einführung
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• Lösung :⇔ x(·) erfüllt (E,A) für alle t ∈ (a, b)

• (rechte) Fortsetzung einer anderen Lösung x̃ : (a, b̃)→ Rn

:⇔ x(·) ist Lösung ∧ b̃ ≤ b ∧ x̃ = x |(a,b̃)

• rechts maximal :⇔ b = b̃ für jede Fortsetzung x̃ : (a, b̃)→ Rn

• rechts global :⇔ b =∞

• global :⇔ (a, b) = R

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Einführung
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[
−t t2

−1 t

]
ẋ =

[
−1 0
0 −1

]
x, x(t0) = 0, t0 ∈ R.

x : J → R2 ist Lösung ⇐⇒ x(t) = c(t)
[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

•

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Einführung
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x, x(t0) = 0, t0 ∈ R.

x : J → R2 ist Lösung ⇐⇒ x(t) = c(t)
[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine globale Lösung (z.B. die triviale).

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Einführung
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x : J → R2 ist Lösung ⇐⇒ x(t) = c(t)
[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung mit endlicher Entweichzeit.
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x, x(t0) = 0, t0 ∈ R.

x : J → R2 ist Lösung ⇐⇒ x(t) = c(t)
[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung mit endlicher Entweichzeit.

Wähle ω ∈ (t0,∞) und c(t) = − 1
t−ω + 1

t0−ω , t < ω.
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• Es gibt eine rechts maximale Lösung, die bei ω ∈ (t0,∞) keine
endliche Entweichzeit hat und unstetig bei ω ist.
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x : J → R2 ist Lösung ⇐⇒ x(t) = c(t)
[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung, die bei ω ∈ (t0,∞) keine
endliche Entweichzeit hat und unstetig bei ω ist.

Wähle c(t) = sin π(t0−ω)
t−ω , t < ω.
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[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung die bei ω ∈ (t0,∞) stetig,
aber nicht differenzierbar ist.
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• Es gibt eine rechts maximale Lösung die bei ω ∈ (t0,∞) stetig,
aber nicht differenzierbar ist.

Wähle c(t) = (t− ω) sin π(t0−ω)
t−ω , t < ω.
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[
t
1

]
, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung die bei ω ∈ (t0,∞) stetig
und differenzierbar ist, aber deren Ableitung nicht stetig bei ω ist.
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, c(·) ∈ C1, c(t0) = 0.

• Es gibt eine rechts maximale Lösung die bei ω ∈ (t0,∞) stetig
und differenzierbar ist, aber deren Ableitung nicht stetig bei ω ist.

Wähle c(t) = (t− ω)2 sin π(t0−ω)
t−ω , t < ω.
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Äquivalenzrelation

S ∈ C, T ∈ C1, det S(t), det T (t) 6= 0, t ∈ R:

E1(t)ẋ = A1(t)x

⇔ S(t)E1(t)ẋ = S(t)A1(t)x

x=Ty⇔ S(t)E1(t)T (t)︸ ︷︷ ︸
=:E2(t)

ẏ =
(
S(t)A1(t)T (t)− S(t)E1(t)Ṫ (t)

)︸ ︷︷ ︸
=:A2(t)

y

→ (E1, A1) ∼ (E2, A2).
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⇔ S(t)E1(t)ẋ = S(t)A1(t)x

x=Ty⇔ S(t)E1(t)T (t)︸ ︷︷ ︸
=:E2(t)
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)︸ ︷︷ ︸
=:A2(t)

y

→ (E1, A1) ∼ (E2, A2).

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Standard canonical form
SCF

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Seite 4 / 10



Definition (SCF)

(E,A) heißt überführbar in standard canonical form (SCF) :⇐⇒
∃n1, n2 ∈ N:

(E,A) ∼
([

In1 0
0 N

]
,

[
J 0
0 In2

])
,

J : R→ Rn1×n1 , N : R→ Rn2×n2 , und N(t) =
[

0 0

∗ 0

]
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])
,

J : R→ Rn1×n1 , N : R→ Rn2×n2 , und N(t) =
[

0 0

∗ 0

]

E(t)ẋ = A(t)x ∼ ẏ1 = J(t)y1

N(t)ẏ2 = y2
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Definition (SCF)

(E,A) heißt überführbar in standard canonical form (SCF) :⇐⇒
∃n1, n2 ∈ N:

(E,A) ∼
([

In1 0
0 N

]
,

[
J 0
0 In2

])
,

J : R→ Rn1×n1 , N : R→ Rn2×n2 , und N(t) =
[

0 0

∗ 0

]

• n1, n2 sind eindeutig innerhalb einer Äquivalenzklasse!
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Definition (SCF)

(E,A) heißt überführbar in standard canonical form (SCF) :⇐⇒
∃n1, n2 ∈ N:

(E,A) ∼
([

In1 0
0 N

]
,

[
J 0
0 In2

])
,

J : R→ Rn1×n1 , N : R→ Rn2×n2 , und N(t) =
[

0 0

∗ 0

]

• J und N sind eindeutig bis auf

(In1 , J) ∼ (In1 , J̃), (N, In2) ∼ (Ñ , In2).
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Definition (konsistente Anfangswerte)

V :=
{

(t0, x0)
∣∣ ∃ Lösung zu (E,A), x(t0) = x0

}
V(t0) :=

{
x0
∣∣ (t0, x0) ∈ V

}

• ∀ t0 ∈ R : V(t0) ist linearer Unterraum von Rn

• x : J → Rn Lösung von (E,A) ⇒ x(t) ∈ V(t) für alle t ∈ J
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Theorem

(E,A) überführbar in SCF mittels S, T :

(t0, x0) ∈ V ⇐⇒ x0 ∈ im T (t0)
[
In1

0

]
.

x : R→ Rn, t 7→ T (t)
[
ΦJ(t, t0) 0

0 0

]
T (t0)−1︸ ︷︷ ︸

=:U(t,t0)

x0,

ist die eindeutige globale Lösung von (E,A), x(t0) = x0 für
(t0, x0) ∈ V.

U(· , ·) ist die verallgemeinte Übergangsmatrix des Systems (E,A).
Diese ist wohldefiniert.
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Satz (Eigenschaften von U(· , ·))

(E,A) überführbar in SCF. ∀ t, r, s ∈ R:

• E(t) d
dtU(t, s) = A(t) U(t, s)

• im U(t, s) = V(t)

• U(t, r) U(r, s) = U(t, s)

• U(t, t)2 = U(t, t)

• ∀x ∈ V(t) : U(t, t)x = x
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Verallgemeinerte Übergangsmatrix und Stabilität

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Seite 8 / 10



Satz (Eigenschaften von U(· , ·))
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Stabilität:

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Standard canonical form
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Verallgemeinerte Übergangsmatrix und Stabilität

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Seite 9 / 10



Stabilität:

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Standard canonical form
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Stabilität: Attraktivität:

Theorem

(E,A) überführbar in SCF und attraktiv ⇒ (E,A) stabil.

Stabilitätstheorie zeitvarianter DAEs Standard canonical form
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tẋ = (1− t)x,
t ∈ R.
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Verallgemeinerte Übergangsmatrix und Stabilität

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Seite 10 / 10
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Verallgemeinerte Übergangsmatrix und Stabilität

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Seite 10 / 10
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