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Vorwort

Das vorliegende Vorlesungsskript wurde begleitend zur Analysis 2 von Prof.
Glockner an der Universitat Paderborn im Sommersemester 2019 erstellt.
Dieses Vorwort richtet sich vor allem an Studierende, die die Vorlesung be-
reits gehort haben, und mochte ihnen etwas Orientierung zum Stoff und auch
Hinweise zur Priifungsrelevanz geben. (Es ist also eher ein Nachwort).

Kapitel 1-7 bildeten Teil I der Vorlesung; hier wird die in der Analysis 1
des WS 18/19 begonnene Differential- und Integralrechnung fiir reellwertige
Funktionen einer reellen Variablen abgeschlossen.! Die aus der Analysis 1
benotigten Grundlagen iiber das Riemann-Integral sind in Anhang A des
Skripts zusammengestellt; in den ersten Kapiteln des Skripts werden diese
Grundlagen aufgegriffen und weiterentwickelt.

In der Vorlesung wurde das Lebesgue-Kriterium ohne Beweis benutzt, welches
Riemann-integrierbare Funktionen charakterisiert; der in Kapitel 3 gegebene
Beweis ist nicht priifungsrelevant. Das Lebesgue-Kriterium wird im Skript
im wesentlichen nur benutzt, um fiir Riemann-integrierbare Funktionen f
und g auf [a,b] auch die Funktionen x — |f(x)| und z — +/f(x)? + g(x)?
als Riemann-integrierbar erkennen zu konnen. Sind f und ¢ stetig, so sind
letztere Funktionen ebenfalls stetig und somit Riemann-integrierbar: Das
Lebesgue-Kriterium wird dann nicht bendtigt. Wenn Sie in Teil I also durch-
weg nur stetige Funktionen betrachten (was keine gravierende Einschrankung
bedeutet), so sind alle Beweise auch ohne Kapitel 3 vollstdndig. Kapitel 3 ist
natiirlich in sich geschlossen, wird jedoch einfacher verstandlich, wenn Sie es
erst nach Kapitel 14 iiber Kompaktheit lesen (da Spezialfille der allgemeinen
Theorie in Kapitel 3 soweit notig ad hoc bewiesen und benutzt werden).

In Kapitel 5 wird die Integration rationaler Funktionen mittels Partialbruch-

In der Analysis 1 wurden Potenzreihen griindlich studiert, jedoch Konvergenz all-
gemeiner Funktionenfolgen nur kursorisch. Auch wurde eine Diskussion von Taylorap-
proximation noch zuriickgestellt. Metrische Rdume kamen vor, jedoch keine normierten
Réume und keine Topologien — was die Stoffauswahl und Reihenfolge von Teil I wesentlich
beeinflusst hat.



zerlegung diskutiert und insbesondere die Existenz von Partialbruchzerle-
gungen vollstdndig bewiesen (die nétigen Grundlagen iiber komplexe Poly-
nome und reelle Polynome sind in Anhang B mit Beweisen zusammengestellt;
diese sollten aus der Linearen Algebra bekannt sein).

Teil 1T des Skripts ist dem Studium von Funktionen mehrerer Variablen
gewidmet. Solche sind wichtig fiir die Anwendungen, denn natiirlich hangen
z.B. physikalische Groflen oft von vielen Variablen ab. Ein Beispiel ist der
Druck p eines aus N Teilchen bestehenden idealen Gases, das bei Tempera-
tur 7" in einem Volumen V' eingeschlossen ist: dieser ist von der Form

NEkgT
V

p(N,T,V) =

(wobei kp die Boltzmann-Konstante ist), also eine Funktion von (N, T, V).

Zuerst begniigen wir uns mit einer Untersuchung der Stetigkeit solcher Funk-
tionen: Die ersten sieben Kapitel von Teil II (Kapitel 8-14) vertiefen die
in Analysis 1 begonnene Theorie metrischer Rdume (deren Anfangsgriinde
in Anhang C noch einmal zusammengestellt sind) und stellen Grundlagen
iiber Metriken, Normen, Topologien und Stetigkeit bereit, die fiir die Unter-
suchung von Funktionen in mehreren Variablen benétigt werden.

Die folgenden elf Kapitel (Kapitel 15-25) enthalten die Kernresultate der
Analysis 2, die Differential- und Integralrechnung fiir vektorwertige Funktio-
nen in mehreren reellen Variablen.

Als Hilfsmittel (und im Hinblick auf Anwendungen) betrachten wir zunéchst
vektorwertige Funktionen eine Variablen (sogenannte “Wege” oder “Kur-
ven”) und beweisen fiir diese eine Fassung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung sowie weitere Resultate, die manchmal auch erst in der
“Reellen Analysis” behandelt werden (Wegintegrale, Existenz von Potential-
funktionen fiir Vektorfelder).

Hauptgegenstand sind dann differenzierbaren Funktionen
f:U—=R"

auf einer offenen Teilmenge U C R". Gegeben x € U und y € R" ist fiir eine
kleine 0-Umgebung I C R

I = R™ te flz+ty)
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ein Weg, was uns wiederholt ermoglicht, Aussagen tiber Funktionen mehrerer
Variablen auf den Fall vektorwertiger Funktionen einer Variablen (also Wege)
zuriickzufiihren.

Fiir Funktionen mehrerer Variablen werden dann die tiblichen Resultate einer
Analysis 2 bewiesen.

Insbesondere diskutieren wir lokale Extrema fiir reellwertige Funktionen meh-
rerer Variablen. Das hier niitzliche Hurwitz-Kriterium fiir positive Definitheit
symmetrischer reeller Matrizen wurde in der Vorlesung ohne Beweis erwahnt
(den nicht priiffungsrelevanten Beweis finden Sie bei Interesse hier im Skript).
Taylorentwicklung fiir Funktionen einer reellen Variablen wurde in Kapi-
tel 6 ausfiihrlich in beliebiger Ordnung diskutiert, inklusive vieler niitzlicher
Darstellungen des Restglieds. Fir die Diskussion lokaler Extrema gentigt uns
Taylorentwicklung zweiter Ordnung fiir reellwertige C?-Funktionen mehrerer
Variablen, und wir stellen im Skript daher nur diese vor unter Benutzung
der Hessematrix (Multiindex-Notation wird anderswo eingefithrt — an dieser
Stelle vermeiden wir sie).

Wir stellen dann den Banachschen Fixpunktsatz vor — ein zentrales Hilfsmttel
der modernen Analysis — und benutzen diesen zum Beweis des sogenannten
Satzes iiber die Umkehrfunktion. Hierbei zeigen wir etwas mehr, als in der
Analysis 2 traditionell iiblich sein mag, namlich eine quantitative Fassung des
Satzes (Satz 23.7), die uns iiber viele Eigenschaften von f und der lokalen In-
versen quantitative Informationen gibt (etwa tiber die Gréfe des Bildes). Dies
ermoglicht unmittelbar ein Kriterium fiir die Existenz einer Nullstelle und
Konvergenz des vereinfachten Newtonverfahrens zur approximativen Berech-
nung der Nullstelle (Satz 23.3). Auch (nicht priifungsrelevante) Konvergenz-
aussagen fiir das Newton-Verfahren sind nun leicht zu erhalten (und kénnen
bei Interesse in Kapitel 26 nachgelesen werden).

Dem traditionellen Vorgehen folgend, konnen wir aus dem Satz iiber die
Umkehrfunktion (Satz 23.9) den sogenannten Satz iiber implizite Funktio-
nen folgern, ein weiteres wichtiges Hilfsmittel der Analysis (Satz 24.1).

Als eine erste Anwendung folgern wir aus diesem im Skript ein (nicht priifungs-
relevantes) Resultat iiber die C*-Abhingigkeit von Fixpunkten von Parame-
tern (Satz 24.8), das in der Vorlesung aus Zeitgriinden {ibersprungen wurde.

Als eine weitere Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen charakter-
isieren wir die Tangentialraume T, M einer Hyperfliche M in R", die durch



eine skalarwertige Gleichung g(x) = 0 gegeben ist (im Falle n = 3 also
einer Fliache in R?, und im Falle n = 2 einer Kurve in R?). Die Charakte-
risierung erméglicht uns, lokale Extremstellen einer Funktion f von x unter
einer gegebenen Nebenbedingung g(x) = 0 zu diskutieren (Satz 25.1).

Das Studium von Nullstellenmengen wird in der Reellen Analysis fortgesetzt;
wir werden dann systematisch sogenannte Untermannigfaltigkeiten von R"”
betrachten (wobei Hyperflachen Beispiele n — 1-dimensionaler Untermannig-
faltigkeiten sind und selbige lokal immer so aussehen).

Ein nicht priifungsrelevantes, in der Vorlesunng nicht mehr behandeltes Kapi-
tel (Kapitel 26) enthélt Ergénzungen zur Differential- und Integralrechnung
in mehreren Variablen: Wie schon erwahnt, wird dort das Newton-Verfahren
und vereinfachte Newton-Verfahren behandelt, das im Hinblick auf die Nu-
merik interessant sein kann und im einfachsten Spezialfall von Funktionen
einer reellen Variablen auch schulrelevant sein konnte.

Paderborn, 22.7.2019 Prof. Dr. Helge Glockner
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Teil I: Erganzungen zur Analysis von Funktionen einer Veranderlichen

1 Integrale: Grundlagen und Hauptsatz

In der Analysis 1 erfolgte bereits ein Einstieg in die Riemannsche Integra-
tionstheorie, wobei jedoch einige Hilfsmittel ohne Beweis benutzt werden
mussten. Im Anhang A dieses Skripts finden Sie eine leicht abgespeckte Fas-
sung des entsprechenden Teils von Prof. Glockners Analysis 1-Skript; dort
sind ausschliellich diejenigen Ergebnisse und Beweise aufgefiihrt, die nun in
der Analysis 2 vorausgesetzt werden.

Im aktuellen Kapitel wird zunachst an grundlegende Definitionen und Ergeb-
nisse erinnert; dann wird die Integrationstheorie weitergefiihrt.

In der Riemannschen Integrationstheorie betrachten wir Funktionen f: [a, b] —
R, welche beschrankt sind, d.h. f([a, b]) ist eine beschrankte Teilmenge von R.
Also existieren reelle Zahlen m < M derart, dass

m < f(z) < M fir alle x € [a, b];
oder, aquivalent hierzu, es ist

Il = sup 1f()] < oo,

z€[a,b]
Wir nennen die Zahl ||f||« € [0,00[ die Supremums-Norm von f. Spéter
werden wir Normen systematisch untersuchen; im Moment ist fiir uns || f||oo
einfach eine niitzliche Zahl (die in geeignetem Sinn die “Gréfe von f” misst).

Zur Erinnerung:

Definition 1.1 Seien a < b reelle Zahlen. Eine Funktion ¢: [a, b] — R heifit
Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung a = tq < t; < -+ < t, = b von [a, b]
derart gibt, dass ¢l , [ konstant ist (etwa mit Funktionswert c;) fiir alle
k€ {1,...,n}. Das Integral der Treppenfunktion ¢ ist definiert als

b n
/ o(z) dr = Z(tk — tp—1)Ck

(und unabhéngig von der Zerlegung ty < --- < t,,, wie wir in der Analysis 1
gesehen haben).



Mit Hilfe von Treppenfunktionen konnten wir Riemann-integrierbare Funk-
tionen und ihr Riemann-Integral definieren:?

Definition 1.2 Sei f: [a,b] — R eine beschrénkte Funktion (d.h. f([a,b])
ist beschrankt in R). Wir defineren das Oberintegral von f iiber [a, b] als

b*

b
f(x)dx = inf{/ Y(x)de: € TP mit fgw}.

Das Unterintegral von f tber [a, b] ist

b b
/f(x)dm::sup{/ gb(:p)dx:gzﬁETé’mitgzﬁg}.

Ist | o f(x)de = [ b f(z) dx, so nennen wir die Funktion f Riemann-integrierbar
und deﬁnleren das ( Rlemann—) Integral von f tber [a, b] als

/f )dz = b*f dx_/f

Weiter definieren wir in diesem Fall [}* f(z) dx := — fa f(z)dx

Wir haben gesehen, dass Riemann-Integrierbarkeit wie folgt charakterisiert
werden kann:

Satz 1.3 Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn fir jedes € > 0 Treppenfunktionen ¢, € TP
mit ¢ < f < 1 existieren derart, dass ffw( dr — f ¢(r)dx <e.Od

Mit Hilfe der vorigen Charakterisierung konnten aus einfachen Regeln fiir
Integrale von Treppenfunktionen die folgenden Regeln fiir Riemannintegrale
hergeleitet werden:

Satz 1.4 Seien a < b reelle Zahlen.

(a) (Linearitat). Sind f: [a,b] = R und g: |a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen und X\, u € R, so ist auch die Funktion \f 4+ pug Riemann-
integrierbar und

/ab)\f(a:)+ug(x)dx:)\/abf(x)dx+u/abg(x)d$_

2Zur Erinnerung: Sind f: X — R und g: X — R Funktionen auf einer Menge X
derart, dass f(z) < g(x) fiir alle x € X, so schreiben wir f < g.
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(b) (Monotonie). Sind f: [a,b] — R und g: [a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen mit f < g, so folgt

/abf(x) iz < /abg(:c) da.

b
(b—a)m < / flz)dx < (b—a)M (1)

mit m = inf{f(x): x € [a,b]} und M :=sup{f(z): = € [a, b]}.

Insbesondere gilt

(c) (Intervalladditivitdt). Sei ¢ € [a,b]. FEine Funktion f: [a,b] — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn flq.q und f|ey Riemann-
integrierbar sind. In diesem Fall qult

/abf(:c)dx:/acf(x)d:ch/cbf(a:)da:

und wetter auch

/:f(x)dx:/jf(x)der/;f(x)dx

fir alle o, B, € |a, b.
(d) (Integralabschitzung). Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so gilt
S f@)de] < (0= )]l O
Wir beweisen nun das folgende, in der Analysis 1 schon erwahnte Resultat:
Satz 1.5 Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Der Beweis von Satz 1.5 basiert auf der gleichméafigen Stetigkeit der stetigen
Funktion f: [a,b] — R. Wir erinnern an den Begriff:

Definition 1.6 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Funk-
tion f: X — heiit gleichmdafig stetig, wenn

(Ve > 0)(35 > 0)(Ver € X)(Vy € X) dx(x,y) <0 = dy(f(x), fly)) <e.
(2)

Eine Funktion f: [a,b] — R ist also gleichméBig stetig, wenn

Ve>0)(Fd>0) Ve e X)(Vye X) |z —y|<d = |f(x)— fly)] <e. (3)
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Bemerkung 1.7 Eine Funktion f: X — Y ist stetig, wenn sie an jeder
Stelle x € X stetig ist, also

(Vz € X)(Ve > 0)(30 > 0)(Wy € X) dx(z,y) <6 = dy(f(z), f(y)) <e.

Hier hingt ¢ im allgemeinen von x ab. GleichmaBlige Stetigkeit impliziert
Stetigkeit; durch die verédnderte Reihenfolge der Quantoren in (1.6) kann im
Falle einer gleichmafig stetigen Funktion ¢ sogar unabhangig von x gewahlt
werden.?

Satz 1.8 Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Wenn nicht, so existiert ein ¢ > 0 derart, dass fir jedes 6 > 0
Punkte x,y € [a,b] existieren derart, dass |z —y| < § und |f(z) — f(y)| > .
Wir wenden dies fiir n € N mit 6 := % an und erhalten x,,y, € |a,b] derart,
dass |z, — y,| < £ und

[f(@n) = fya)l > & (4)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat (x,)nen eine konvergente Teil-
folge (2, Jken. Dann ist ng > k und somit

| < 1 < 1

Tn, — Un — < -
Nach Ersetzen der Folgen (z,,)nen und (Y, )nen durch (z,, )ken bzw. (Yn, )ken
diirfen wir also annehmen, dass (z,),eny konvergiert, etwa gegen = € |a, b].
Da |z, — yo| < = — 0, konvergiert dann auch y,, = z,, + (yn — ) gegen .
Da aber f an der Stelle x stetig ist, gibt es ein p > 0 derart, dass

fy) = f@)| < 5 fiir alle y € [a,b] mit |y —a] < p

und somit

W) = FOISIW) ~ f@I+ 1@~ f S S+5 =2 ()

fir alle y, z € [a,b] mit |y — x| < p und |z — x| < p. Es existiert ein N € N
derart, dass |z, — z| < p und |y, — z| < p fiir alle n > N. Nach (5) ist dann
|zn, — yn| < e fiir alle n > N, im Widerspruch zu (4). O

Beweis von Satz 1.5. Ist a = b, so ist f eine Treppenfunktion und die
Aussage ist trivial. Sei nun b > a. Gegeben ¢ > 0 existiert wegen der

3Es existiert ein § > 0 derart, dass fiir alle z...
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gleichméBigen Stetigkeit von f siche Satz 1.8) ein 0 > 0 derart, dass

f(z) — f(y)] < bL fiir alle 2,y € [a,b] mit |z — y| < 6.

Wir wihlen n € N so groB, dass (b — a)/n < ¢ und setzen

t ::a—l—ﬁ(b—a) fur k € {0,1,...,n}.
n

Dann ist Z = {tg < t; < --- < t,,} eine Zerlegung von [a,b]. Wir definieren
Cr :=max f([ty_1,tx]) und ¢ :=min f([tg_1,t]) fir ke {l,...,n}.
Dann ist also Cy > ¢;. Fiir jedes k € {1,...,n} gibt es xg, yx € [tx_1, tx] mit

b—

Cr = f(a) und ¢ = f(yx). Dann ist |2 — ye| < tp —tp—y = =% < 6 und
somit

Cr —cx = |Cr — x| = [f(@x) — flyr)| < (6)

b—a
Weiter definieren wir Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R via

¢(x) :=cx und Y(z):=Cp firke{l,...,n} und z € [tp_1,tx
sowie ¢(b) := ¢, und ¥ (b) := C,,. Dann gilt ¢ < f <1 und

/ 1/1(x)dx—/ o(x)de = Z(C’k—ck)(tk—tk_l)

k=1

£ - £
< Y (tk — =—(b—a)=
> 1. (tk tk—l) ba (b CL) g,
—_——
=tn,—to

wobei die Ungleichung aus (6) folgt. Also ist f nach Satz 1.3 Riemann-
integrierbar. L]

Wir erinnern an den Begriff einer Stammfunktion:

Definition 1.9 Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und
f: I — R eine stetige Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R
wird eine Stammfunktion fir f genannt, wenn F’ = f.
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Stammfunktionen sind eindeutig bis auf eine additive Konstante. In der
Analysis 1 haben wir bereits den Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung kennen gelernt, der die Berechnung von Integralen mit Hilfe von
Stammfunktionen ermdglicht:

Satz 1.10 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung) Seien
a < b reelle Zahlen.

(a) Flir jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist
F:la,b) = R, F(x / f(t)
eine Stammfunktion fir f.

(b) Ist f: [a,b] = R eine stetige Funktion und F': [a,b] — R eine Stamm-
funktion fir f, so gilt

[ #a)in=F@) - Fla) = [P, ©
und [, f(x)de = F(a) — F(b) = [F(x)];.
(c) Ist f: [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

f(z) = f(a) + /fﬂ f'(t)dt  fir alle x € [a,b].

Wir beweisen nun diesen zentralen Satz. Der Beweis beruht auf dem Mittel-
wertsatz, der ebenfalls bisher nur ohne Beweis erwahnt wurde:

Satz 1.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sinda < b reelle Zahlen
und f: [a,b] = R eine stetige Funktion, so existiert ein £ € [a,b] mit

1 b
b_m/fmmw:ﬂﬂ- (s

Die linke Seite von (8) stimmt auch mit = [ f(x) dz dberein.

Beweis. Mit der konstanten Funktion g: [a, b] — R, z +— 1 ist die erste
Aussage ein Spezialfall des folgenden Satzes da f bg dr = b — a. Die
zweite Aussage folgt aus der ersten, da - [ f(z)dz = ( L) f f(x)de =

= fab f(x)dx. O
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Satz 1.12 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien a < b reelle Zahlen
und f: [a,b] — R sowie g: [a,b] — R stetige Funktionen. Ist g > 0, so ex-
istiert ein € € [a,b] derart, dass

/f@WM%#@/ﬁ@m (9)

Beweis. Ist g(x) = 0 fiir alle x € [a, b], so ist die Aussage trivial, da fiir jedes
¢ beide Seiten von (9) verschwinden. Sei nun also g nicht konstant 0. Dann
ist g(zo) > 0 flir ein x¢ € [a,b], somit wegen der Stetigkeit g(x) > g(x¢)/2
auf einem Intervall I C [a,b] der Form I = [z, xg + ] oder I = [zq — &, 2]
und somit

/ g(x)dx 2/ @1[(1’) dx = dg(xo)/2 > 0,

wobei 1;: [a,b] — R die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) des
Intervalls I ist, also 1;(z) = 1 wenn x € [, sonst 1;(x) = 0; dies ist eine
Treppenfunktion. Definieren wir m := inf{f(z): x € [a,b]} und M :=
sup{f(x): = € [a,bl]}, so ist

myg(z) < f(x)g(x) < Mg(z) fir alle z € [a,b], (10)
weil g(x) > 0 angenommen ist. Nach dem Satz vom Maximum ist m = f(x.)

und M = f(z*) fir geeignete z,,x* € [a,b]. Wegen der Monotonie des
Riemann-Integrals folgt aus (10)

mAmezlzmmmslU@mmmslhmwszlﬂww.

Also ist y := f: f(z)g(z)dx/ f;g(x) dx eine reelle Zahl derart, dass
fl)=m<y< M= f(z7).

Da f stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ zwischen z, und z*
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(womit £ € [a, b]) derart, dass f(£) = y. Folglich gilt (9). O

Beweis von Satz 1.10. Sei x € [a,b]. Gegeben y € [a,b] \ {z} existiert
nach Satz 1.11 ein &, zwischen x und y derart, dass

F<y@3:§($)_ﬂ$) - yim /yf(t)dt—/ggf(t)dt — f(z)
) :fj}r(t)dt ’
1 y
B y—x/m fydt = () = (&) = f(@);

hierbei wurde die Intervalladditivitat des Riemann-Integrals benutzt, um die
Differenz der zwei Integrale zu einem Integral zusammenzufassen. Da §,
zwischen x und y liegt, folgt £, — = fiir y — x und somit f(&,) — f(x), da
f stetig ist.* Also gilt

fiir y — 2 und folglich F(y) LCI N f(z). Also ist F' an der Stelle z differen-
zierbar mit Ableitung F’ ( ) f(z) und somit ist F' eine Stammfunktion
fir f.

(¢) Nach (a) ist F: [a,b] = R, f(z) := [ f'(t)dt eine Stammfunktion
fir f/, also F' = f. Somit ist

(f—F)/:f/—F,:f/—f/:O.

Folglich ist f — F konstant (siehe Analysis 1), etwa f — I’ die Funktion mit
dem konstanten Wert C' € R. Dann ist also f = C'+ F. Um die Konstante
zu bestimmen, setzen wir x = a ein:

f(a):C+F(a):C+/af(t)dt:C.

—_—
=0

4Die Grenzwerte sind hier im Sinne von Funktionenlimites zu verstehen, d.h. Sie
nehmen eine Folge (yn)nen mit y, — x, betrachten die zugehérigen &, und f(&,, ) und
lassen n — oo streben.
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Also ist f(z) = C' + F(z) = f(a) + [ f(t)dt. Insbesondere folgt mit 2 := b:

£(b) = fla) + / f(t) d. (11)

(b) Sei F' eine Stammfunktion von f. Ersetzen wir f durch F'in (11) und
f/ durch F' = f, so folgt F(b) = F(a) + fabf(t) dt. Wir substrahieren F'(a)
auf beiden Seiten und erhalten (7). Weiter ist [," f(z) dz = — f;f(:v) dr =
Fla) = F(b) = [F(2)].O

Zwei Integrationsregeln, die auf dem Hauptsatz basieren (Partielle Integra-
tion; Substitutionsregel) wurden in der Analysis 1 geiibt und brauchen hier
nicht wiederholt zu werden.

Erganzung: Riemannsche Summen

Im Beweis der Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen (Satz 1.5) haben
wir mit dem Maximum und Minimum der Funktionswerte von f auf einem
Teilintervall [t,_1, tx] gearbeitet, um das Integral f: f(z) dx approximierende
Treppenfunktionen zu konstruieren. Manchmal ist es nitzlich, auch mit
Hilfe anderer Funktionswerte f(by) mit by € [tx_1,tx] Treppenfunktionen zu
bauen. Dies fithrt auf den Begriff einer Riemannschen Summe. Wir werden
sehen, dass Riemann-Integrale sich als Grenzwerte Riemannscher Summen
beschreiben lassen (Satz 1.15). Diese Sichtweise ist manchmal von Nutzen
(wir werden spéter zwei Beispiele kennenlernen).’

Definition 1.13 Sei Z = {a = t; < --- < t, = b} eine Zerlegung eines In-
tervalls [a, b] mit a < b. Eine Belegung von Z ist ein n-Tupel B = (b1, ..., by)
von Zahlen
bi € [tr—1,tx]
fir k € {1,...,n}. Ist f:[a,b] = R eine Funktion, so definieren wie ihre
Riemannsche Summe ¥ ;(Z, B) zur Zerlegung Z und Belegung B als
S4(2,B) =Y (tx — te1) f (be)-
k=1
Die Maschenweite A(Z) der Zerlegung Z = {a =1ty < --- < t, = b} ist

A(Z) = max{t1 - to,tg - t17 ce ,tn - tnfl}.

®Bernhard Riemann fiihrte seine Integrale iibrigens mit Hilfe von Riemannschen Sum-
men ein; der Zugang zur Riemannschen Integrationstheorie mittels Ober- und Unterinte-
gralen geht auf Jean Gaston Darboux zuritick.
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Bemerkung 1.14 Man beachte, dass

b
Y¢(Z,B) = / o(r)dx (12)
fiir die Treppenfunktion
o ' f(br) wenn x € [tg_1,t,[ mit k € {1,...,n};
¢:=0rzp: 0.l >R, 2 {f(bn) wenn z = b.
(13)

Satz 1.15 Sei a < b und f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Ist (Z,)nen
eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit Maschenweite A(Z,) — 0 und
(Bn)nen eine Folge von Beleqgungen B, wvon Z,, so konvergiert die Folge

(X¢(Zn, Bn))nen der Riemannschen Summen gegen ff f(z)dzx firn — oo,
also

lim ¥,(Z,, B,) = /bf(x) dx.

n—oo

Beweis. Definieren wir ¢, := ¢, 5, € TP wie in (13), so ist nach (12)

b
Zf(ZnaBn) :/ ¢n(x) dz.

Sei ¢ > 0. Da f nach Satz 1.8 gleichmaflig stetig ist, existiert ein § > 0
derart, dass

lfly) — fz)] < bL fir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < 0.
Da A(Z,) — 0, existiert ein N € N derart, dass A(Z,) < ¢ fir alle n > N.
Gegeben n > N schreibe Z, = {to < ... < t,} und B, = (by,...,by).
Fir k € {1,...,m} ist by € [ty_1,tx]. Fir jedes = € [ty_1,1;] gilt somit
|z — bg| < tg — tr—1| < 0 und somit |f(z) — f(bx)| < €/(b— a). Also gilt
|f(z) — on(2)| = |f(x) — f(be)] < €/(b—a) fir alle z € [ty_1,tx] (Wwenn
ke{l,...,m—1}) baw. & € [t;_1,tx] (wenn k = m). Somit ist

£ (x) = dn(z)| < ﬁ fiir alle 2 € [a, b]

und fiir das Supremum dieser Zahlen folgt

If = Snlloo <

€
b—a
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Nach der Integralabschéatzung ist also

x)dr — /ab On(z) dx

fir alle n > N. Also X¢(Z,, B,,) f On(z d:zc—>f f(x a

<b—-alf —dnlle <e

2 Lebesgue-Kriterium fur Integrierbarkeit

Wir stellen nun ein niitzliches weiteres Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit
bereit und geben einige Anwendungen. Das Kriterium besagt:

Satz 2.1 (Lebesgue-Kriterium) Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn f fast uberall stetig ist.

Stetigkeit fast iiberall ist hierbei wie folgt definiert.

Definition 2.2 (a) Die Lénge eines beschrinkten offenen Intervalls I :=
Ja,b] mit reellen Zahlen a < b ist L(I) := b — a. Eine Teilmenge M C R
heifit Lebesgue-Nullmenge, wenn es fiir jedes € > 0 eine Folge (I,,)nen von
beschrankten offenen Intevallen I, C R gibt mit

MCUI und ZL

neN

(b) Eine Funktion f: [a,b] — R heifit fast dberall stetig, wenn die Menge
disc(f) := {x € [a,b]: f ist an der Stelle x unstetig}
ihrer Unstetigkeitsstellen eine Lebesgue-Nullmenge ist.%

Beispiel 2.3 Jede abzahlbare Teilmenge M C R ist eine Lebesgue- Nullmenge.
Ist ndmlich M = {x,,: n € N}, so ist fiir gegebenes £ > 0
M C U]xn — /2" x4 e/2m T
neN

mit > 7 Lz, — /2" x, + ¢/27F) = 377 ¢/2" = ¢ (Geometrische
Reihel).

6Mit “disc” wie “discontinuous”.
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Beispiel 2.4 Ist M C R eine Lebesque-Nullmenge und N C M eine Teil-
menge, so ist auch N eine Lebesque-Nullmenge.

(Ist M C U, e In, 50 auch N C {J, oy In)-

Das folgende Beispiel iiberspringen wir in der Vorlesung und benutzen es
auch nicht.

Beispiel 2.5 Sind M, und My Lebesgue-Nullmengen von R, so ist auch die
Vereinigung My U My eine Lebesgue- Nullmenge.

Gegeben € > 0 gibt es namlich Folgen beschrankter offener Intervalle I,, bzw.
J, derart, dass
M C|JL, MyC |
neN neN
und Y 07 L(1,) < €/2 sowie Y L(J,) < €/2. Setzen wir Ky,_1 =
und Ky, := J, fiir n € N, so ist My UMy C |J,,on Ky und >-07 ) L(K,) <
weil fiir alle N € N

I
=

N

S LK) <Y L)+ Y L) < i L(I,) + f: L(J,) <e.

n= n=1
Bevor wir das Lebesgue-Kriterium beweisen, halten wir Anwendungen fest.

Folgerung 2.6 Es seien a < b reelle Zahlen und f: [a,b] — R Riemann-
integrierbar. Dann gilt:

(a) Flir jede stetige beschrankte Funktion ¢: f([a,b]) — R ist die Kompo-
sition ¢ o f: [a,b] = R, x> ¢(f(x)) Riemann-integrierbar.

(b) Die Funktionen

[f]: fa, 0] = R, 2= | f ()],
fAila,b) =R,z f(z)?

fi:la, 0] > R,  x+— max{f(z),0}
fo:la,b) = R,  x+ max{—f(x),0}

sind alle Riemann-integrierbar und wenn f > 0 ist, so auch

Viia,b) = R,z \/f(x).
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(c) Sei auch g: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann
sind auch die Funktionen

fg:la,bl = R, =~ f(x)g(x) und
max(f,g): [a,0] = R, 2z max{f(x),g(x)}

Riemann-integrierbar.

Beweis. (a) Ist f stetig an der Stelle z, so auch ¢o f (weil ¢ stetig angenom-
men ist). Also ist disc(¢ o f) C disc(f). Nun ist disc(f) eine Lebesgue-
Nullmenge, da f Riemann-integrierbar ist (nach dem Lebesgue-Kriterium).
Nach Beispiel 2.4 ist auch disc(¢o f) eine Lebesgue-Nullmenge (als Teilmenge
einer solchen). Folglich ist ¢ o f Riemann-integrierbar, nach dem Lebesgue-
Kriterium.

(b) Die Funktionen

a: R — R, ay) = |y|
2

B:R—=R, By =y
v:R—=R, ~(y) :=max{y,0} und
Ul

)
n: R =R, y) == y(~y) = max{—y, 0}

sind stetig.” Nach dem Satz vom Maximum sind all diese stetigen Funk-
tionen auf [—r,7] beschrankt fiir jedes r» > 0, und somit beschrankt auf
jeder beschrinkten Teilmenge von R. Nach (a) sind also |f| = «a o f,
f2=pBof, fr = vofund f_ = n o f Riemann-integrierbar. Weiter
ist 1: [0,00[ = R, ¥(y) := /y stetig und auf jeder beschrénkten Teilmenge
von [0, oo[ beschriankt. Ist f > 0, so ist nach (a) also v/f = 9 o f Riemann-
integrierbar.
(c) folgt aus (b) und Satz 1.4(a), denn es ist

(f+9*=(f—9))

R

fg=

und max(f. g) = f + (g — f)-- .

"Beachten Sie, dass man « auch stiickweise definieren kénnte als v(y) := 0 wenn y < 0
bzw. v(y) :=y wenn y > 0.
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Bemerkung 2.7 Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so sind nach Fol-
gerung 2.6 auch der Positivteil f, := max(f,0) und Negativteil f_ = (—f)y =
max(—f,0) Riemann-integrierbar. Beachten Sie, dass f, > 0, f- > 0 und

f=/f+— f_, somit

[ rwar= [ r@ar- [ 1@

Das Integral von f lasst sich also als Differenz des oberhalb der z-Achse mit
dem Graphen von f eingeschlossenen Flacheninhalts und des unterhalb der
x-Achse mit dem Graphen eingeschlossenen Flacheninhalt interpretieren.

3 Beweis des Lebesgue-Kriteriums*

In der Vorlesung iiberspringen wir zunéchst einmal den Beweis des
Lebesgue-Kriteriums und benutzen es als black box. Wenn die Zeit es zulasst,
tragen wir den Beweis am Semesterende nach. Der folgende Beweis ist zwar
so aufgeschrieben, dass er nur Bekanntes benutzt und im Prinzip jetzt fir
Sie lesbar ist. Einige der dem Beweis zugrunde liegenden Ideen werden aber
im Semester noch systematisch eingefithrt und getibt (z.B. im Kapitel tiber
Kompaktheit). Hat man die Ideen bereits an anderer Stelle verinnerlicht, ist
der Beweis viel leichter lesbar.

Wir benotigen zunéchst eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.5: Abzdahlbare
Vereinigungen von Lebesque-Nullmengen sind Lebesgue-Nullmengen. Genauer:

Lemma 3.1 Ist (M, )nen eine Folge von Lebesgue-Nullmengen M, C R, so
ist auch M =, cy My eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir jedes n € N finden wir eine Folge (I, ,)men von
beschrankten offenen Intervallen 7, ,, C R derart, dass

M, € | Lnm und iL(Inym) <e/2".

meN m=1

Weil N x N abzahlbar ist, gibt es eine surjektive Abbildung ¢: N — N x N.
Dann ist (Iyx))ken eine Folge von beschrénkten offenen Intervallen mit

M=)M. U Lm= U Lw-

neN neN meN keN
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Weiter ist Y-, L(Jy)) < € (was den Beweis beendet), denn fiir jedes K € N
gibt es ein ¢ € N derart, dass

{g(1),...,q(K)} C{1,..., 0} x{1,...,0};

folglich ist 33, L{lga) < 3ot Yot Llnm) < Xy ey Llnm)
Zn:l Zm:1 L(In,m) < Zn:l 6/2" = €.

Das folgende Lemma wird uns ermoglichen, in geeigneten Situationen die obi-
gen abzdhlbaren Vereinigungen | J,,.y I von beschrénkten offenen Intervallen
durch endliche Vereinigungen Iy U I, U --- U Iy (mit N € N) zu ersetzen.

O IA

Lemma 3.2 Es sei K C R eine beschrankte abgeschlossene Teilmenge. Ist

KclJv

jeJ
fiir eine Familie von offenen Teilmengen V; C R, so gilt K C V; U---UV,,
fur ein n € N und geeignete Indizes jq,...,5, € J.

Man sagt auch, die offene Uberdeckung (V;);jes der Menge K habe eine
endliche Teiluberdeckunyg.

Beweis. (a) Sei zunéchst K = [a, b] ein abgeschlossenes beschrénktes Inter-
vall und (V});es wie im Lemma. Wir definieren I C [a,b] als die Menge aller
t € [a,b], fiir welche eine endliche Teilmenge F; C J existiert mit

[a,t] C U V.

JEF:

Da aus ¢ € I offenbar [a,t] C I folgt, ist [ ein Intervall, also I = [a, ¢[ fiir ein
¢ €la,b] (Fall 1) oder I = [a, | fir ein ¢ € [a,b] (Fall 2). In beiden Fallen
gibt es ein jo € J mit ¢ € Vj,. Weil V}, eine Umgebung von ¢ in R ist, gibt
es ein € > 0 mit

le—¢e,c+e[C V.

Lége Fall 1 vor, so fanden wir ein ¢ im Intervall [a, b]N]c — &, ¢[. Dann ist

o, =la,ultd € (U Vi) UVi,

JEF
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somit ¢ € I = [a,c[, Widerspruch. Also liegt Fall 2 vor. Wére ¢ < b, so
fanden wir ein ¢ im Intervall [a, b]N]c, ¢ + ¢[. Dann ist

a.d=laduledc (V) Ui

JjeFe

somit t € I = [a,c] im Widerspruch zu ¢ < t. Also muss ¢ = b sein und
folglich I = [a,b0]. Da b € I, ist K = [a,b] C U;cp, Vj; die gewiinschte
endliche Teiliiberdeckung ist gefunden.

(b) Ist nun K C R eine beliebige beschréankte abgeschlossene Teilmenge
von R, so gibt es reelle Zahlen a < b mit K C [a,b]. Dann ist (V});es,
zusammen mit der offenen Menge R \ K, eine offene Uberdeckung von [a, b)].
Nach (a) gibt es ji,...,jn € J mit

@b SV, U UV, U (R K).
Folglich ist K C V;, U---UV] . O

Bemerkung 3.3 In der Situation von Lemma 3.2 gibt es weiter ein § > 0
derart, dass

VeeK)3jeJ)|Jr—d,z+0[CV,.

[Fiir jedes z € K existiert ein j(z) € J mit v € V). Da V) offen ist,
existiert ein d(z) > 0 mit

Jv —26(x), x4+ 26(x)][ C Vjw).

Dann ist K C |J, ]z —0(x), 2+d(x)[. Nach Lemma 3.2 existieren einn € N
und x1, ..., 2, € [a,b] mit

K C | )me = 6(xe), an + 6 ()|

Dann leistet § := min{d(z1),...,d(z,)} das Gewiinschte: Ist x € K, so ist
x €lay — d(zg), xp + O(xg)] fiir ein k € {1,...,n}, folglich |x — §,z + ] C

Wir nennen eine Familie (X}),c; von Mengen eine Familie disjunkter Men-
gen, wenn X; N X, = 0 fir alle j,k € J mit j # k.
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Lemma 3.4 Es seien I,...,1I, beschrinkte offene Intervalle und a < b
reelle Zahlen. Dann gilt:

(a) Es existieren ein m < n und disjunkte offene Intervalle Jy,..., Jy,
derart, dass
LU---UlL,=JiU---UJp.

(b) In der Situation von (a) ist L(Jy) +---+ L(Jy) < L(I1)+-- -+ L(1,,).

(¢c) FEs existieren ein £ < m + 1 und disjunkte abgeschlossene Intervalle
Ky, ..., Ky derart, dass

a,b]\ (LU---UL)=K U UK,

Beweis. (a) Der Beweis ist per Induktion nach n. Fir n = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei nun n = 2. Sind [; und I, disjunkt, so nehmen wir m := 2,
Jy =1 und Jy :=I,. Ist I; C Iy (bzw. Iy C I1), so nehmen wir m = 1 und
Ji =I5 (bzw. J; := I;). Sei nun keine der Mengen I; und I, in der anderen
enthalten und ihr Schnitt nicht leer. Nachdem wir ggf. die zwei Mengen
vertauschen, diirfen wir annehmen, dass

I = o, B und Iy = |y, 0] mit o <y < § < 6.
Wir wéhlen nun m =1 und J; := ]a, [

Sei nun n > 2 und gelte die Ausage bereits fiir n — 1 statt n. Sind all
die Mengen Iy, ..., I, disjunkt, so nehmen wir m := n, J, := [, fir k €
{1,...,n}. Andernfalls haben zwei der Mengen nicht-leeren Schnitt und wir
diirfen annehmen, dass I, N I,,_; # 0. Dann ist [, ; U [,, ein Intervall (nach
dem Fall n = 2) und wir kénnen den Fall n — 1 anwenden auf

LU---UL,=LU---Ul, U, ,UL,).

(b) Wahlen wir reelle Zahlen A < B derart, dass [; U---U I, C [A, B], so
gilt fiir die charakteristischen Funktionen auf [A, B]

1, +---+1;, 2100, =14+ +1,,.

Integrieren tiber [A, B] liefert

ZL(I]-):/A Zlfj(x)de/ > 1y(x)de =) L(Jy).



(c) Die zu betrachtende Menge bleibt unveréndert, wenn wir alle der Mengen

I, ..., I, weglassen, die leeren Schnitt mit [a,b] haben. Wir diirfen daher
annehmen, dass jede der Mengen [, ..., I, nichtleeren Schnitt mit [a, b] be-
sitzt. Sei Jy = Jay, x| fir £ € {1,...,m}; nach Umnummerieren diirfen
wir

< Pr << Pe< <y < B

annehmen. Ist @ € J; und b € J,,, so ist
0N (U UL) = [0\ [ Je = (31,06l U B ] U+ U [Bs, o
k=1
von der gewiinschten Form. Ist a € J; und b € J,,, so ist
@]\ () Jy = [Bur0] U [Bar ] U - U (B ] U (BB

k=1

Ahnliche Formeln erhilt man im Fall a & Jy, b € J,, sowie im Fall a & Ji,
b J,. O

Im néchsten Beweis nutzen wir die offene Kugel Bs(z):={y€ X :d(z,y) <d}.

Lemma 3.5 Sei (X,d) ein metrischer Raum, f: X — R eine Funktion und
x € X. Dann sind aquivalent:

(a) f is stetig an der Stelle x;

(b) Fiir jedes € > 0 existiert eine offene x-Umgebung V- C X derart, dass
1f(2) — f(y)| < e fir alley,z € V.

Beweis. Gilt (a), so gibt es zu € > 0 ein § > 0 derart, dass
7(y) = f(@)] < 3 fi alle y € By(a).
Fir alle y, z € V := Bj(z) ist folglich
1f(2) = f)l = [f(z) = f(@) + f(z) = Fy)]

< 1) = f@I 1)~ W)l < 5 +5 ==

und somit (b) erfiillt.
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Ist umgekehrt (b) angenommen, so wéhlen wir zu € > 0 eine offene -
Umgebung V' wie in (b). Es gibt ein § > 0 mit Bs(xz) C V. Fiir alley € Bs(x)
gilt x,y € V, somit |f(y) — f(z)| <e. Also ist f stetig an der Stelle xz. O

Zum Beweis des Lebesgue-Kriteriums fithren wir nun noch Notationen ein.
Wir betrachten X := [a,b] als metrischen Raum mit der durch d(x,y) :=
|z — y| gegebenen Metrik. Offene Kugeln in (X, d) sind von der Form

Bs(x) ={y € [a,b]: |y — z| < 0} = [a,b]N]x — 0,z + 4.

Ist f: ]a,b] — R eine Funktion und € > 0, so sei cont.(f) die Menge aller
x € [a,b], fiir welche eine offene z-Umgebung V' in (X, d) existiert derart,
dass

1f(z) — f(y)] < e fiur alley,z € V.

Ist x € cont.(f) und V wie eben, so ist V' C cont.(f). Somit ist cont.(f) eine
offene Teilmenge von (X, d), folglich [a, b] \ cont.(f) abgeschlossen in (X, d).
Nach Lemma 3.5 ist f genau dann an der Stelle z stetig, wenn x € cont.(f)
fir jedes € > 0. Die Menge cont(f) aller Stetigkeitsstellen von f ist somit

cont(f) = () cont.(f). (14)

Fiir die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f ergibt sich also

disc(f) = [a, 8] \ cont(f) = [a,b] \ () cont.(f) = [ ([a.b] \ cont.(f)). (15)

e>0 e>0

Per Definition ist
cont.(f) C conty(f) fiir alle > ¢ > 0. (16)

Lemma 3.6 Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so gibt es fir jedes
e >0 ein ¢ € N und beschrankte offene Intervalle I, ..., I, C R derart, dass

[a,0] \ cont.(f) € | J I und D L(L) < V.

Beweis. Nach Satz 1.3 gibt es Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R sowie
¥ [a,b] - R mit ¢ < f < derart, dass f;(w(:v) — ¢(x))dr < e. Sei

a=tg<t1 <---<t,=0b
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eine Zerlegung von [a, b] derart, dass ¢y, , [ und [y, , [ konstant sind

fir alle k € {1,...,n}; sei ¢ bzw. C} der jeweilige konstante Funktionswert.
Sei nun ® die Menge aller k € {1,...,n} derart, dass Cj — ¢, > /. Diese
Menge ist daher fiir uns interessant, weil fiir alle k € {1,...,n}\ ®

Ve > Cp —cp > [f(y) — f(2)] fiir alle y, z €]ty i

gilt und somit x € cont ;(f) fiir alle  €]tp_1,tx[, also |tx_1,1:[C cont z(f).
Folglich ist

[a,0] \ cont z(f) C {to,t1, ...t} U (Tt tal. (17)

ked

Nun gilt

> / ((x) = ¢(x)) do > (Ch — ) (te — tho1) > VE D LJteor, ti])
FEP 2 =LOteatiD hee

und somit s := >, o L(]ts—1,tx[) < /€. Seien ky < --- < k,, die Elemente
von ®; wir setzen [ :=|ty, 1,1, [ fiir j € {1,...,m}. Wir finden beschrinkte
offene Intervalle 11, ..., Iypynyr mit t; € Iy fur alle 57 € {0,...,n}
derart, dass

ZL(IerjH) <Ve—s

5=0
(vgl. Beispiel 2.3). Nach (17) ist dann [a,b] \ cont z(f) C UTZJFI”Jrl I; und
STL(L) = Y pee LUto1 ) + X0y LImgj1) < s+yE—s=E O
Beweis von Satz 2.1. Sei f Riemann-integrierbar. Ist € > 0, so existiert

ein ng € Nmit )27 =& < e (da Y >7 & < 00). Nach (14) und (16) ist

n=ng n2 n=1
dann

Die Menge aller Unstetigkeitsstellen von f ist folglich

disc(f) = [a, b] \ cont(f) = U ([a, b] \cont%(f)).

n
n>ng
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Nach Lemma 3.6 gibt es fiir jedes n > ng ein m,, € N und beschrankte offene
Intervalle 1,1, I 2, ..., Iy m, derart, dass

pub]\congﬁ(f)g;szgJ und Y L(I,;) <

Sei nun (/;)xen die Folge der vorigen Intervalle in der Reihenfolge

Ino,la ey Ino,mno; In0+1’17 ey In0+1,mn0+1; e

Dann gilt

disc(f) C U ([a, b] \contn%((f)) - U I.

n>ng keN

Weiter gilt Y 7 | L(Ix) < ¢ (womit disc(f) als Lebesgue-Nullmenge erkannt
ist), weil die Folge der Partialsummen monoton wéchst und

mn0+mn0+1+---+mn0+g no+L mj no+~4 1 00 1
E g E L(1;;) < E —= < E — <e¢
' J? 7
k=1 Jj=ng =1 j=n Jj=ng

fiir jedes ¢ € Ny.

Umgekehrt sei nun angenommen, dass disc(f) eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Da f beschréinkt ist, gibt es ein M €0, 00| derart, dass

|f(x)| < M fiir alle x € [a, b].

Gegeben ¢’ > 0seiec :=¢'/(2M +b—a). Nach (15) ist K := [a,b]\ cont.(f) C
disc(f) und somit K eine Lebesgue-Nullmenge (siehe Beispiel 2.4). Also gibt
es eine Folge (I,,)en offener beschrénkter Intervalle derart, dass K C (J, oy In

und Y L(I,) < e. Wir wissen aus unseren Voriiberlegungen, dass K in
a, 0] abgeschlossen ist. Nach Lemma 3.2 gibt es also ein N € N derart, dass

N
cUmL
n=1
Dann ist cont.(f) = [a,b] \ K 2 [a,] \ UY_, I,, und nach Lemma 3.4 gilt
N
[a, 0]\ | I = [a1,b1] U ag, bs] U -+ U [ag, by] =: C
—1
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mit einem ¢ € N und disjunkten Intervallen [a1,b1], ..., [as be]. Fir jedes
v € Cist v € cont.(f), also existiert ein §, > 0 derart, dass

|f(2) — f(y)] <e fir alle y, z € [a,b] mit |z — o], |y —v| < J,. (18)

Da C in R abgeschlossen und (als Teilmenge von [a, b]) beschrankt ist, gibt
es nach Bemerkung 3.3 ein § > 0 derart, dass

Ve C)Fvel) |z—06,x+0[Clv—0dy,v+ 0yl (19)

Wir wahlen Zerlegungen 7, . .., Z, der Intervalle [ay, by], . . ., [as, b¢], mit Maschen-
weiten A(Zy),...,A(Zy) < 6. Dann ist

Z ={a,b} UZyU---UZ

eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Wir definieren nun Treppenfunktionen

¢: [a,b] = R und ¢: [a,b] — R mit ¢ < f < ¢ durch
o(x) == —M und (z) = M
wenn z € [a,b] \ C;
¢(x) = nf{f(y): y € [t;-1, 8;]} und ¥(z) :=sup{f(2): z € [t;-1,1;]}

Wennxe[ai,bi], i ={a;, =ty <---<t,=b}und x € [t;_1,t;[ oder j
und x € [t,_1,1,]. Fur alle z € [a,b] ist dann —M < ¢(x) < (x) P(
M und somit

o) <

() = o) < 2M.
Ist € C, sosei x € [t;_1,t;] C [a;,b;] mit Notation wie oben. Dann gilt
fz)=fly) <e (20)

fur all y, z € [tj_1,t;] € CN |z — d, 2 + 6] nach (19) und (18). Gehen wir in
(20) bzgl. z zum Supremum tiber und dann bzgl. y zum Infimum, so folgt

U(z) — o) <e.

Aus Lemma 3.4 folgt, dass [a,b] \ C' = [a,b] N, I, eine disjunkte Verei-
nigung | J;-, Jx von Intervallen Ji der Form Ji, = |ay, Si[ oder oy, Ox[ mit
ar = a oder |ay, Bx] mit Sy = b ist, wobei

Zm: L(Jy) < i L(I,) <e
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Wir erhalten

b m B b
[ @ -ownde = 3 [" @@ - o)+ Y [ @@ -~ ota) ds

<2M J=1m <e
< Z (Jx) +5Z i) <2Me+ (b—a)e <e
k j=1
<e <b—a

Nach Satz 1.3 ist f also Riemann-integrierbar. [J

4 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir geeignete Funktionen iiber beschréankte abgeschlossene In-
tervalle [a, b] integriert. Fiir manche Anwendungen mochte man Funktionen
auch tiber andere Intervalle integrieren, z.B. iiber unbeschrankte Intervalle
der Form [a, 0o[. Solche “uneigentlichen Integrale” definiert man als Grenz-
werte von gewohnlichen Riemann-Integralen tiber beschrankte abgeschlossene
Teilintervalle.

Definition 4.1 Seien a,b € R U {oo} mit @ < b und f: [a,b[— R eine
Funktion derart, dass f|, fir alle r € [a, b] Riemann-integrierbar ist.®

(a) Das uneigentliche Integral von f iiber [a,b] ist definiert als

/abf(a:) dr = ll}r})/arf(x) dr

wenn der linksseitige Grenzwert in R existiert. Ist dies der Fall, so
sagen wir auch, dass das uneigentliche Integral fab f(x)dx konvergiert.
Verlangt ist also, dass

lim f d;z:—/ f(z

n—00

fir jede Folge (ry,)nen in [a, b] mit lim r, = b.
n— o0

8Dies ist automatisch erfiillt, wenn f stetig ist.
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(b) Ist f >0, so ist die Funktion [a,b[— [0,00[, r — [ f(x)dz monoton
wachsend.? Setzen wir

/abf(x)dx = sup{/:f(a:)da:: re [a7b[} e [0, o0,

so gilt fir n — oo also [ f(z)dz — fab f(x)dx im Sinne von Kon-
vergenz bzw. bestimmter Divergenz, fiir jede Folge (7,,)nen in [a, b[ mit
r, — b.

Satz 4.2 Sinda < b reelle Zahlen und ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar,

so gilt )
ll}r%]/a f(x)dx:/a f(z)dx

Das Riemann-Integral von f iber |a,b] stimmt also mit dem uneigentlichen
Integral von fliu: [a,b[— R dber [a, b[ diberein.
Beweis. Sei (1,)nen eine Folge in [a, b] mit 7, — b. Wegen der Intervallad-
ditivitat des Integrals gilt dann

) d — /amf(g;) dz| =

fiir n — oo und somit [ f(z)dx — f f(x)dx (wobei auch die Integralab-
schitzung aus Satz 1.4(d) benutzt wurde). O

z)dz| < |[|flloo(b—10) =0

Beispiel 4.3 Wir betrachten die Funktion f [ 0= R, z — mnxﬂ und

SlIl

zeigen, dass das uneigentliche Integral f ) dz konvergiert.

Da sin(z)/x — 1 fiir x — 0 (z.B. nach der I’ Hospltalschen Regel), ist
# wenn z € [—m,0[;
1 wennz =0

fi =m0 =R, xr—>{

eine stetige Funktion auf [—m,0] und somit Riemann-integrierbar. Nach
Satz 4.2 konvergiert das uneigentliche Integral

OSIH
[ YR

und stimmt mit fir f(z) dz iiberein.

9Denn faR fl@)de — [} f(z)de = er f(z)dx >0 fiir alle r < R in [a, b].
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Wir erinnern an allgemeine Potenzen: a2 = (e(®)" = ¢"!"(*) mit 2 > 0 und
n € 7Z verallgemeinernd definiert man

2% = @) fiir o € R und reelle Zahlen x > 0.

Die Funktion |0, 00— R, x + z* ist differenzierbar mit Ableitung

d _ i(ealn(x)) _ ealn(:{;)al _ axa_l

%<x)_dx x ’

wobei die Kettenregel benutzt wurde. Stammfunktionen sind also

xa+1 1.
/:co‘dx— g +C wemn a# -1
In(z) + C wenn a = —1.

Satz 4.4 Sei a € R. Dann gilt:
(a) [° -5 dz < oo genau dann, wenn o > 1;

(b) [ m dxr < 0o genau dann, wenn o > 1.
Beweis. (a) Der Fall a = 1: Es gilt [ 1 dz =1In(r) — oo fir r — co. Ist
a # 1, so ist

"1 ri-a 1

—dr = — .
1 ze l—-a 11—«
Ist 1—a > 0 (also a < 1), so divergiert die rechte Seite der vorigen Gleichung
bestimmt gegen oo fiir r — 0o0. Ist 1 — a < 0 (also a > 1), konvergiert die
rechte Seite gegen ﬁ < 00.
(b) Sei (7,)nen eine Folge in [1, 0o[ mit 7, — co. Dann gilt In(r,) — oo.
Die Substitution u = In(x), du = = da fiihrt auf

Tn 1 In(rr) 1
/ L / Lo
1 z(In(z))" o u

Nach (a) ist die rechte Seite voriger Gleichung fiir n — oo genau dann kon-
vergent, wenn « > 1, andernfalls bestimmt divergent. O

Satz 4.5 (Majorantenkriterium) Es seien a,b € RU{oo} mit a < b und
f,9: la,b| = R Funktionen derart, dass f|jar und gl Riemann-integrierbar
sind fir alle r € [a,b]. Sei weiter |f| < g (insbesondere also g > 0) und
fabg(x) dx < oco. Dann konvergiert das uneigentliche Integral f: f(x)dx.
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Beweis. Sei (r,)nen eine Folge in [a,b] mit 7, — b. Wir zeigen, dass die
Integrale y, := [" f(x)dx fir n € N eine Cauchy-Folge bilden. Sei hierzu
e>0. Da [" g(z)dz — ffg(x) dz, ist (1" g(x) dz)nen eine Cauchy-Folge.
Also existiert ein N € N derart, dass | [ g() dz — [[" g(x) dz| < ¢ fiir alle
n,m > N. Nachdem wir eventuell m und n vertauschen, ist r, > r,, und

somit
/ar" g(z) dx — /arm g(x) dx /T: g(z) dz| = /T: o(z) da.

Fiir n, m wie zuvor ist folglich
|t

/arnf(:v) dm—/arm (@) da
< /T:!f(w)!dxéf:g(x)dx@-

Also ist (yn)nen eine Cauchy-Folge und somit konvergent gegen ein y € R.
Der Grenzwert y ist unabhéngig von der gewéahlten Folge (r,,),en. Ist ndmlich
auch (s, )nen eine Folge in [a, b] mit s, — b, so konvergiert nach dem Vorigen
Zp = fas” f(z)dx fiir n — oo gegen ein z € R. Dann ist 7y, 51,79, g, ... €ine
Folge (tn)nen in [a, b] mit ¢, — b und somit w,, = fat" f(z)dz fir n — oo
konvergent gegen ein w € R. Dann sind (y,)neny und (2, )nen Teilfolgen von
(wWn)nen (denn diese Folge ist ja yi, 21, Y2, 22, . . .). Die Teilfolgen konvergieren

>

|yn - ym| =

nun ebenfalls gegen w und somit ist y = w = z. Also ist y = fab f(x)dz. O

Beispiel 4.6 Das uneigentliche Integral floo SH;# dx konvergiert, denn die
Funktion [1, co[ = R ist stetig und somit iiber jedes Intervall der Form [1, 7]

Riemann-integrierbar. Weiter ist

1

_1_2

sin(x)

= g()

xr2

und [[© % dx < oo nach Satz 4.4(a). Das Majorantenkriterum ist also an-
wendbar.

Definition 4.7 Es seien a,b € RU {oco} mit a < b und f: [a,b]— R eine
Funktion derart, dass f|,) Riemann-integrierbar ist fiir alle r € [a,b[. Ist

b . . . b
[ f(z)]dx < oo, so sagen wir, das uneigentliche Integral [’ f(z)dx kon-
vergiere absolut.
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In diesem Fall konvergiert insbesondere das uneigentliche Integral fab f(z)dz,
denn wir kénnen das Majorantenkriterium anwenden mit g(z) := |f(z)].

Das folgende Beispiel ist ein Analogon der aus der Analysis 1 bekannten

. . . . o0 (—1)"“"1 .
Tatsache, dass die alternierende harmonische Reihe ) ;" | *—"— konvergiert,

jedoch nicht absolut.

Beispiel 4.8 Das uneigentliche Integral f:o % dx konvergiert, jedoch nicht
absolut.

Zum Beweis kiirzen wir C' := ["sin(x) dz > 0 ab sowie a,, : f(n+1)7r |Sm($ L dx

fir n € N und i)
Ty = / sin(z) dx.

T

Konvergenz des Integrals. Da |sin(u+ 7)| = | —sin(u)| = | sin(u)], liefert die
Substitution v :=x — 7

(R+2)7 | o (n+1)m | o3
S / ’Sln(x)‘dm:/ ]sm(u+7r)]du
( n

n+1)w z T u+T
/(n+1)7r ]sin(u)| < /(n+1)7r |sin(u)| ;
= ——=du ———du = ay,.

Wegen * < L fiir « € [n, (n+ 1)) gilt weiter

an = /(n+1)7r Isin(z)] dx < 1 /(nﬂ)’f |sin(z)| dz = <

- x nr’

somit a,, — 0 fiir n — oo. Nach dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe

also konvergent. Da

n n (k+1)m 3 (n+1D)m 3
Z(—l)k&k _ Z/ sin(z) dp — / sin(z) dr =z,
k=1 7k s

1 - i T

fur n € N, existiert weiter lim,,_, x,, und stimmt mit >~ ° (—1)"a, tiberein.
Ist nun (ry)gen eine Folge in |7, 00[ mit r, — oo fiir & — 00, so sei ny € N
die natirliche Zahl mit

rK € [mng, (ng + 1)7|.
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Da nj — oo fiir k — oo, folgt mit Lemma C.18

. — lim z,, fir k£ — oo.

n—o0

Nun ist aber

Tk o NEmT o3 Tk Tk &
/ sin(x) I :/ sin(z) dq;+/ sin(z )da: . +/ sin(x) s

kT kT

Tk o Tk :
/ sin(z) d;r‘ </ ]sm(a:)\da:< LC

mit

x - x oy

N kT

Tk sm

und somit f 2 dy — O fiir K — oo. Also konvergiert auch die Folge
Jo = $in@) gy — 1, —|— [ sin(@) 7y gegen S (=1)"ay.

s ™

Absolute Konvergenz: Wegen [ |Sm(x Ly = Sl Ut L)m |Sm N gy >

km
¢ =D peo % — oo flir n — oo ist f ) d:c = 00. Das unelgenthche Integral
fOO sin(z)

™

|sin(=)|

dx konvergiert also nicht absolut.

Satz 4.9 (Integralvergleichskriterium) FEs sei f: [1,00[— [0,00] eine
monoton fallende Funktion derart, dass fir alle r € [1,00[ die Einschrinkung
flns Riemann-integrierbar ist.'° Dann ist Y 7 f(n) < oo genau dann,
wenn [ f(z)dz < co.

Beweis. Fir all n € Ngilt f(n) > f(x) > f(n+ 1) fir alle z € [n,n + 1].
Integrieren tiber [n,n + 1] liefert

> /n+1f(x) dz > f(n+1).
Folglich ist
N N n+l N
SNOED S FOTIES SYITRE
n=1 n=1Y" n=1
also
N N+1 N+1
> fn) = | f@de2 > fn) (21)
n=1 n=2

0 etztere Bedingung ist in Wirklichkeit automatisch erfiillt und briuchte nicht voraus-
gesetzt zu werden — siehe Satz 4.13.
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fir alle N € N. Ist > 02 | f(n) < oo, so folgt aus (21), dass

/f e +f<>dac<2f<n>szf<n>

fir alle N € N. Also ist

wa(x)dx:Sup{/le(x)dx: NEN} ggf(n)<oo

Ist f1 dx < 00, so folgt aus (21), dass 20| f(n +f1 r)dr <
+f1 dxfuralleNGN also >, f(n )—sup{znzlf( ).NGN}
) + f1 x)dr < o0. O

Beispiel 4.10 Gegeben oo € R konvergiert die Reihe Y~ | nia genau dann,
wenn o > 1.

Fir a < 0 gehen namlich die Summanden nicht gegen 0, so dass die Reihe
nicht konvergieren kann. Ist a > 0, so ist die stetige Funktion f: [1, oo —
[0, 00,  — - monoton fallend und somit

e}

1 1
Z—<oo<:> —dr<oo & a>1
ne 1 x©

nach dem Integralvergleichskriterium und Satz 4.4(a).

Bevor wir ein zweites Beispiel fiir das Integralvergleichskriterium geben, hal-
ten wir eine simple Tatsache fest:

Lemma 4.11 Seien a,b € R U {oo} mit a < b und f: [a,b]— R eine
Funktion derart, dass flj., Riemann-integrierbar ist fiir alle r € [a,b[. Sei

¢ € [a,b]. Dann gilt: Das uneigentliche Integral f: f(x) dx konvergiert genau
dann, wenn das uneigentliche Integral fcb f(z) dx konvergiert. In diesem Fall

ist fab f(@)dx = [ f(z)dz + fcb f(z)dx

Beweis. Ist (r,)nen eine Folge in [¢, b[ mit 7, — b, so konvergiert [/ f(z) dz =
[ f(z)de — [T f(x)dz gegen fabf(x) dz — [7 f(z)dz fir n — oo, falls
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f: f(x) dx konvergiert. Also konvergiert fcb f(x) dr mit Grenzwert fab f(x)de—
Konvergiert fcb f(z)dx und ist (r,)nen eine Folge in [a,b] mit r,, — b, so
existiert ein N € N derart, dass r, > c fiir alle n > N. Dann konvergiert
[ fx)de = [T f(x)de + [ f(z)de gegen [T f(x)dx + fcbf(:c) dx. Also
konvergiert fff(x) dz mit dem Grenzwert [7 f(z)dx + fcb f(z) dz. O

Beispiel 4.12 Gegeben o« € R konvergiert die Reihe ZZO:?W genau
dann, wenn o > 1.

. . 1 1 . . _ o0 l o0 1
Fiir or < 0 ist wegen _moss > & némlich oo = Yoo <D, Toe - 1st

. . . . . 1
a > 0, so ist die stetige Funktion f: [1,00[ = R, 2 — MG

fallend und somit nach dem Integralvergleichskriterium

monoton

o0 o0

1 1
> n(ln(n))® 2 n+ D)+ 1)

n=1

genau dann, wenn [ f(z)dzx = f;’omdu < oo (wobei u = z 41
substituiert wurde). Letzteres gilt nach Satz 4.4(b) und Lemma 4.11 genau
fir o > 1.

Fiir die Allgemeinbildung erwahnen wir folgende Tatsache, tiberspringen in
der Vorlesung jedoch den Beweis.

Satz 4.13 Seien a < b reelle Zahlen. Dann ist jede monotone Funktion
f:la,b] = R Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir zeigen, dass jede monoton wachsende Funktion f: [a,b] — R
Riemann-integrierbar ist. Dann ist auch jede monoton fallende Funktion
g Riemann-integrierbar, denn —g ist monoton wachsend, somit Riemann-
integrierbar und folglich auch ¢ = —(—g). Wir diirfen annehmen, dass f nicht
konstant ist (denn dieser Fall ist trivial) und somit f(a) < f(b). Gegeben
¢ > 0 wahlen wir n € N so grof}, dass

2/() ~ fla))(b—a) __
n
Sei ty :==a+ (b—a)Zs fir k € {0,1,...,n?} und ® die Menge aller k derart,
dass
f(0) — f(a)

n

f(ty) = f(tr—1) >
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Sei |®| die Anzahl der Elemente von ®. Dann ist

2

F0) = fl@) = 000 — F(tien)) = S(10) — ) = LD

und somit |®| < n. Wir definieren nun Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R und
¥ [a,b] - R mit ¢ < f < via

o(z) == f(tk—1) und ¥(x) := f(tx)
fuir k € {1,...,n* — 1} und = € [ty_1,t;[, bzw. fir k = n? und x € [ty_1, ti].
Dann ist wegen t —t,_; = (b — a)/n?

n2

/<w<x>—¢<x»dm = Z(f(tk)—f(tkfl))(tk—tkfl)

k=1

< Z{f(tk)—f(tk 1 S (- 1))b;2a
RER )~ f(a) ’“6-“1’ <(f(b)-f(a))/n

< (f(b)—ffla))(b—a) n (f(b)—ffla))(b—a) <

hierbei wurde benutzt, dass die letzte Summe in der vorletzten Zeile hochstens
n? Summanden besitzt, die vorige hochstens n Summanden. Nach Satz 1.3
ist f also Riemann-integrierbar. a

Analog zu den bisher behandelten uneigentlichen Integralen fiir f: [a,b] — R
lassen sich andere Integrationsintervalle behandeln.

Definition 4.14 (a) Seien a,b € RU {—oo} mit @ < b und f: Ja,b] — R
eine Funktion derart, dass fiir alle r €]a, b] die Einschrénkung f|},;) Riemann-
integrierbar ist. Wir definieren

/abf(m) di = lim /rbf(x) d

wenn der Grenzwert in R existiert.

(b) Seien a,b € RU {—o00,00} mit @ < b und f: ]Ja,b[— R eine Funk-
tion derart, dass fiir alle r < R in Ja, b[ die Einschrénkung f|;,z Riemann-
integrierbar ist. Wir wéhlen ¢ € |a, b[ und definieren

/f dx_/f dm+/f ) dz = lim f( dx+li/n%/:f(x)dx

wenn beide Grenzwerte in R existieren.
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In (b) ist die Existenz der Grenzwerte und die Summe f; f(z)dzx der zwei
Summanden unabhéngig von der Wahl von ¢ (vgl. Lemma 4.11 und sein
Analogon fiir Funktionen auf |a, b]).

Satz 4.15 Fur a € R konvergiert das uneigentliche Integral fol x*dx genau
dann, wenn o > —1.

Beweis. Sei (7,,)nen eine Folge in |0, 1] mit 7, — 0. Dann gilt u,, := % — 0.

Wir substituieren u = %, du = _?12 dx und erhalten

1 Un 1
/rx da::/l ua+2du.

Nach Satz 4.4(a) konvergiert die rechte Seite fiir n — 0o genau dann, wenn
a4+ 2 > 1, also @« > —1; in diesem Fall ist der Grenzwert floo#du

unabhéngig von der Wahl von (7,)nen. Wir schlieflen, dass fol 2 dr =

o 1
fl uot?2 du. =

5 Integration via Partialbruchzerlegung

In diesem Kapitel erklaren wir, wie sich Integrale von rationalen Funktionen
berechnen lassen, also von Funktionen der Form

f:{xeR:q(x)#O}—)R,xHM (22)
q(z)
mit Polynomen (Polynomfunktionen) p,¢: R — R derart, dass ¢ # 0. Eine
Polynomdivision erlaubt uns, p = p1q 4+ p2 zu schreiben mit einem Polynom
pe vom Grad deg(p2) < deg(q) und einem Polynom p;. Also ist

p@) el

qx) q(w)

Eine Stammfunktion fiir p; konnen wir sofort hinschreiben und brauchen
nur noch eine solche fiir p,/¢q. Im folgenden betrachten wir daher nur noch
rationale Funktionen f (wie in (22)) derart, dass deg(p) < deg(q). Um das
weitere Vorgehen zu motivieren, studieren wir ein Beispiel.
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Beispiel 5.1 Wir betrachten die Funktion

1
(z —1)(z—=3)

fR\{L,3} >R, z~

Da diese Pole an den Stellen x = 1 und x = 3 besitzt, ist es naheliegend, zu
versuchen, sie als Linearkombinaton der Funktionen 1/(z — 1) und 1/(x — 3)
zu schreiben:

1 A

B ..
=Dz —3) _x—1+x—3 fir alle x € R\ {1, 3}.

Multiplizieren mit (z — 1)(z — 3) # 0 zeigt, dass diese Gleichung zu
l=A(x—3)+B(x—1)=(A+ B)z+ (—3A— B) fir allez € R\ {1, 3}
dquivalent ist und somit (siche Lemma B.1(c)) zu
l1=A(x—-3)+B(x—1)=(A+ B)z+ (—3A — B) fiir alle z € R.
Dies gilt genau dann, wenn
A+B=0und —34A—-B=1

(Koeffizientenvergleich!), also wenn B = —A und —34 + A = 1, also wenn
A= —% und B = % Folglich ist

1 111
(z—D(x—-3) 22x—-1 2z-3

(23)

auf jedem der Intervalle |—oo, 1], |1, 3] bzw. |3, co[ hat die gegebene rationale
Funktion also eine Stammfunktion der Form

1 1 1
/(I—l)(x—?)) dr = —51n|x—1|+§ln|m—3|+0.
Wir zeigen, dass zu (23) analoge “Partialbruchzerlegungen” fiir jede rationale
Funktion moglich sind. Eine Komplikation entsteht allerdings dadurch, dass
das Nennerpolynom ¢ nicht immer iiber R in Linearfaktoren zerféllt, sondern
nicht-reelle komplexe Nullstellen besitzen kann. Im Anhang B finden Sie
Sachverhalte iiber reelle und komplexe Polynome zusammengestellt, die wir
nun benutzen (und die aus der Linearen Algebra bekannt sein sollten).
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5.2 Wir betrachten ein normiertes Polynom®!

q(z) = 2" + ap 12"+ + a1 + ag

mit ag,...,a, 1 € R. Hat ¢ eine komplexe, nicht reelle Nullstelle A in dem
Sinne, dass
/\"+an_1/\”_1+---+a1)\+a0:0 n C,

so ist auch die komplex konjugierte Zahl X\ eine Nullstelle von ¢; zudem
stimmt die Vielfachheit m der Nullstelle A mit derjenigen von A iiberein
(sieche Lemma B.1(k)). Das Produkt der entsprechenden Linearfaktoren ist

(= N)"(z = X)™ = (paz)"
mit
o) = (= Nz —A) =27 — (A + Nz + A\ =27 — 2Re(M)z + |\%.
Dies ist ein normiertes reelles Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen.
Seien aq, ...,y die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von ¢ mit
den Vielfachheiten nq,...,ng und A\, A1, Ao, Aa, ..., Ap, A die paarweise ver-

schiedenen komplexen, nicht reellen Nullstellen von ¢; seien mq,...,m, die
Vielfachheiten von Aq, ..., \,. Dann ist

und somit

~

(@) =T = o)) [T s, ()™ (24)

7=1
Im Laufe des Kapitels beweisen wir das folgende Resultat tiber Partialbriiche.

Satz 5.3 (Partialbruchzerlegung im Reellen) Seien p,q: R — R Poly-
nomfunktionen mit deg(q) > 1 und deg(p) < deg(q). Mit Notationen wie in
(24) existieren dann reelle Zahlen A;, firj € {1,...,k} undv € {1,...,n;}
sowtie reelle Zahlen B;, und C;, fir j € {1,...,4} und v € {1,...,m;}
derart, dass fir alle x € R mit q(z) # 0

V_I_CV
ZZ ERraT T (25)

7j=1 v=1 =1 v=1

HDer Leitkoeffizient ist also 1.
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Beispiel 5.4 Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch

1
0= me =y

gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom q(x) = (z — 4)%(z — 2)
hat zwei Nullstellen, die beide reell sind, namlich die Nullstelle a; = 4 mit
Vielfachheit n; = 2 und die Nullstelle cy = 2 mit Vielfachheit ny = 1. Es
ist also & = 2 und ¢ = 0. Nach Satz 5.3 gibt es reelle Zahlen A := A, 1,
B := A5 und C := Ay, derart, dass

1 A B C

G— 12 —2) z—4 (w—a2 12

fiir alle # € R\ {2,4}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider
Seiten mit g(x))

1=A(x —4)(x —2)+ Bz — 2) + C(z — 4)* (26)

fir alle z € R\ {2,4} (und somit fiir alle z € R, siehe Lemma B.1(c)).
Einsetzen von z = 2 in (26) liefert die Bedingung 1 = 4C, somit

1
C=-.
4
Einsetzen von z = 4 in (26) liefert die Bedingung 1 = 2B, also
1
B =

5.
Wir setzen diese Werte von B und C'in (26) ein und erhalten die Bedingung

1 1 1
1= A(:Jc—4)(x—2)+§(x—2)+zl(x—4)2 = Ax2+1$2+ ein Polynom vom Grad < 2.

Koeffizientengleich rechts und links vor dem Monom 2 liefert die Bedingung

0=A+ }1, so dass also
1
A= -
4
(stattdessen kénnten Sie natiirlich auch in (26) einen Koeffizientenvergleich
vor 22, ! und 2° durchfithren und ein lineares Gleichungssystem mit drei

Gleichungen fiir A, B, C erhalten und nach diesen auflésen). Also ist

1 1 1 1 1 1

1
flo) = (w—1P@—2) dz—4 2(@—4p dz-2
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mit Stammfunktionen der Form

auf jedem der Teilintervalle |—o0, 2[, ]2,4[ bzw. |4, oo.

Beispiel 5.5 Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch

1
f(fl?):m

gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom ¢(z) = z(x? + 1) hat drei
Nullstellen, namlich die einfache reelle Nullstelle &y = 0 und die einfachen
komplexen, nicht reellen Nullstellen \; = i und A\; = —i, die zueinander
komplex konjugiert sind. Also ist k =1, n;y =1, £ = 1 und m; = 1. Nach
Satz 5.3 gibt es reelle Zahlen A := A, 4, B := By, und C := C}; derart, dass

1 _é B+ Cx

zr(x? +1) x+:c2+1

fiir alle € R\ {0}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider Seiten
mit g(z))

1=A@*+1)+ (B +Cx)x (27)
fur alle z € R\{0} (und somit fiir alle z € C, siche Lemma B.1(c)). Einsetzen
von x = 0 in (27) liefert A = 1. Einsetzen von x = i liefert die Bedingung

1= (B+ Ci)i=Bi—C;

Vergleich der Real- bzw. Imaginéarteile beider Seiten liefert C' = —1 und
B = 0. Folglich ist

1 1 T

f@) = T T Pl

mit Stammfunktionen der Form
1
/f(.r) dr =In|z| — 3 In(1 + 2?) 4 Konst.
auf jedem der Teilintervalle |—oo, 0] bzw. |0, co].
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Als Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 5.3 untersuchen wir zunéchst Par-
tialbruchzerlegungen im Komplexen; dann ist jedes normierte Polynom ¢
ein Produkt von Linearfaktoren (siche Lemma B.1(j)). Den Spezialfall von
Satz 5.3, in welchem das Nennerpolynom ausschliefSlich reelle Nullstellen be-
sitzt, konnen wir gleich mit behandeln.

Satz 5.6 (Partialbruchzerlegung im Komplexen) Seien K € {R,C},
ai,...,ar € K paarweise verschieden und nq,...,n, € N. Sei weiter
p: K — K eine Polynomfunktion vom Grad deg(p) < ny + -+ + ng. Dann
gibt es eindeutige Zahlen A;, € K fir j € {1,...,k} und v € {1,...,n;}
derart, dass

fir alle z € K\ {on, ..., ax}.

Beweis. Sei q(z) := (z — a1)™ - -+ (2 — ag)™. Der Beweis ist per Induktion
nach N :=n;+---+n,. Ist N =1,s0ist £k =1, p = A ein konstantes
Polynom und

plz) A

q(z) z—m
bereits von der gewtinschten Form (wobei A offenbar eindeutig ist, denn wir
konnen ein z # o einsetzen und nach A auflésen).

Sei nun N > 1 und gelte die Aussage bereits fiir N — 1 statt N. Multi-

plikation von (28) mit ¢(z) fiihrt auf die dquivalente Gleichung'?

p(x)= > Az —a) ™ [](z = aw)™

j=1 v=1 m#j

fir alle z € K\ {a,...,ax} (bzw. dquivalent fiir alle z € K, siehe
Lemma B.1(c)). Setzen wir z := a4 ein, so verschwinden alle bis auf einen
Summanden (mit j = k, v = ny); es folgt

plow) = Agn, H (o — a)™™.
m#k

2Der Index m durchliuft hier die Menge {1,...,k}\ {j}.
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Somit ist bei Giiltigkeit von (28) notwendig

Ak,nk = H ;ék(lgfjk_) Oém)”m’ (29>

somit Ay ,, eindeutig festgelegt. Wir definieren nun Ay ,, durch (29) und
beobachten, dass dann (28) dquivalent ist zu

O AL o) A Q)
2 Gy " Goagn = a@) (30)

7j=1 v=1
;o n; wennje{l,....,k—1},
[ B wenn j = k
und dem Polynom
PR
Qle) = (2) —plan) [T (2222
m#k

vom Grad deg(Q) < deg(p) (wobei fiir das zweite Gleichheitszeichen in (30)
der zweite Bruch mit [[,, (¢ — )" erweitert wurde). Da Q(ag) = 0, ist

Q(z) = (z — ax) P(2)

mit einer Polynomfunktion P: K — K vom Grad deg(P) = deg(Q) — 1 <
deg(q) —1 = N — 1. Also ist (30) dquivalent zu

~

n.

e A R e @

=1 v=1

(z —aq)™

mit n} +---+nj) = N —1 und per Induktionsvoraussetzung gibt es eindeutig
bestimmte A;, mit j € {1,...,k} und v € {1,...,n}} derart, dass (31) fiir
alle z € K\ {aq, ..., qx} erfiillt ist. O

Beweis von Satz 5.3. Der Beweis ist per Induktion nach M := Z§:1 m;.
Ist M = 0, so ist £ = 0; das Nennerpolynom ¢ zerfallt dann iiber R in
Linearfaktoren, so dass die Schlussfolgerung von Satz 5.3 ein Spezialfall von
Satz 5.6 ist. Ist M > 1, so gibt es nach Theorem 5.6 und Lemma B.1(i)
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eindeutige komplexe Zahlen A;, fiir j € {1,...,k} und v € {1,...,n;} sowie
a;j, und b;, fir j € {1,...,¢} und v € {1,...,m;} derart, dass

=R =3 3 A 23 (2 ) o

jll/l

fir alle x € R\ {aq,...,ar}. Da f(x) reell ist, liefert komplexes Konjugieren

=3 e S (o ) @

j=1 v=1 7j=1 v=1

fir alle z € R\ {ay,...,a}. Die rechten Seiten von (32) und (33) stimmen
dann auch fiir alle 2 € C auBerhalb {ay, ..., ar}U{A1, AL, ..., As, A¢} iiberein,
nach Lemma B.1(i). Wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten in Satz 5.6
ist also ZW = A;, und @;, = b, fiir alle Indizes, somit A;, € R und

aW bj,l/ (ljJ, ( ajﬂ, ) ( aj,l, )
+ - = -+ =2Re| ——————
(x =) (= X)) (@ =X \(z—=X)" (z = Aj)”
o Relajw( —A)") _, Relaju(z — X))
(@ = Aj)(x = Aj) (P, ()"
Der Nenner des letzten Terms ist ein reelles Polynom vom Grad 2v, der

Zahler ein reelles Polynom vom Grad < v (somit < 2v). Fiir j = ¢ und
v = my fithren wir eine Polynomdivision durch:

2Re(agm, (z = Ae)™) = pa, () P(2) + r(2)
mit einem Polynom r: R — R vom Grad < 1 und einer Polynomfunktion
P:R — R vom Grad < my, — 2. Dann ist also 7(x) = By, + Com,r mit
geeigneten By,,,, Crm, € R und
Qp.m, + bﬁ,mg _ Bf,mg + Cﬁ,mgm P(I)
(=A™ (2= Ag)me (pa (@)™ (pag(x))me !
Sei q1(z) :=T1}_, (x— ;)™ T1;_y (pa, (2))™ mit m} == m; fir je{1,... (—1}
und mj := my — 1. Dann ist
p(z) B By, + Com,x
q(x)  (pa ()™




Also gilt
p(z) B B, + Comer pi()
q(z) (pr (@)™ a(@)
mit einem Polynom p;: R — R vom Grad deg(p;) < deg(q:) (das wir erhal-

ten, indem wir die rechte Seite von (34) auf den Hauptnenner ¢, (z) bringen).
Per Induktion ist nun

(35)

(x) i Ajy .
(x) Z (x — ;) +Z

=1 v=1 7j=1

JV+CJV‘T

()"

iMﬁ

mit geeigneten reellen Zahlen A, ,, B;, und C;,. Setzen wir dies in (18) ein
und 16sen nach p(z)/q(x) auf, so ergibt sich (25). O

Fiir die einzelnen Summanden in der reellen Partialbruchzerlegung lasst sich
stets eine Stammfunktion angeben.

Satz 5.7 (a) Fir o € R ist

1
/ dr =1In|z — a| + Konst.
r—a«

auf |—o0, af bzw. |a, 00].

(b) Fir a € R und natiirliche Zahlen n > 2 ist

1 1 1
/<—da:: - 1+K0nst.

T — )" l—n (z—a)"

auf |—o0, af bzw. |a, 00].

(¢c) Fiir alle reellen Zahlen a,b, B,C mit b # 0 ist

/ B+ Cx p
(x —a)?+b? .

B
= gln (z —a)*+0b*) + :aC arctan (:v_ba) + Konst. (36)

auf R.
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Beweis. (a) und (b) verifiziert man direkt durch Ableiten.
(¢) Ersetzen von Cx durch C(z — a) + Ca im Zahler von 2552 liefert

(z—a)2+b?
B+ Cx ~ C(xz—a) n B+ aC
(x —a)?+b? N (x—a)>+b  (r—a)®+0b?

C 2z —a) B+aC  1/b

2 (x—a)®>+0b? b (I—;a)Q—i—l'
Um den ersten Summanden zu integrieren, substituieren wir u = (x —a)2 +0?,
du = 2(x — a) dz; um den zweiten zu integrieren, substituieren wir v = =4,
dv = %dx. Dies liefert die in (36) angegebene Stammfunktion. O

Bemerkung 5.8 Sei n € N. Auf dem 2. Ubungsblatt zeigen Sie:

(a) Eine Stammfunktion fiir ((I_f;j%

wir eine fiir W kennen.

lasst sich hinschreiben, sobald

(b) Fiir die Stammfunktion von @ T gibt es eine Rekursionsformel,

S S
_a)2+b2

welche diese auf die Stammfunktion von @ )1

(C=nETen zuruckfiihrt.

6 Taylorentwicklung von C*-Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir zunéchst, wie gut eine differenzierbare
Funktion durch ihre Tangente um eine Stelle x( approximiert wird. Die Tan-
gente ist der Graph einer affin-linearen Funktion (also eines Polynoms vom
Grad < 1). AnschlieBend untersuchen wir die Approximation nahe zq durch
Polynome hoheren Grades.

Sei I C R ein nicht entartetes Intervall. Einer an einer Stelle xg € I differen-
zierbaren Funktion f: I — R haben wir ihre Tangente zugeordnet, also die
Gerade mit der Gleichung

y = f(2o) + f'(x0)(x — o).

Wir gut wird die Funktion f nahe xy durch ihre Tangente approximiert? Die
Differenz der beiden ist

Ry(z) = f(z) — f(zo) — f'(w0)(x — o).
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Wir zeigen nun, dass Ri(x) — 0 fiir x — xo und sogar

lim RI—(I) =0.

T—=x0 T — I
Letztere Eigenschaft legt die Tangente zudem eindeutig fest:

Satz 6.1 Seil C R ein nicht entartetes Intervall und xq € 1. Fine Funktion
f: I — Rist genau dann an der Stelle xq differenzierbar, wenn fir ein a € R
der Fehler

R(z) == f(z) — f(zo) — alz — xo)
der linearen Approzimation f(x) — f(x¢) = a(x — xo) + R(z) die Bedingung

R(x)

lim =0 (37)
T—=T0 T — X
erfillt. In diesem Fall gilt a = f'(zo).
Beweis. Gilt (37), so folgt
f@)~ f) B
r — 2o r — Tg

fir z — xo, d.h. f ist an der Stelle x, differenzierbar mit Ableitung f'(zq) =
a. Ist umgekehrt f an der Stelle g differenzierbar und setzen wir a := f'(x),

so gilt
Blw) _ J@) = 7@0) i) o i) — f(we) = 0

r — Xy r — X

fir x — xo. O
Wir kennen die Ableitungen und héheren Ableitungen von Polynomen.

Lemma 6.2 Wie betrachten ein Polynom p: R — R vom Grad < n, von
der Form p(x) = Z?:o a;x? mit ag, . ..,a, € R. Dann gilt fir jedes k € N

klap wenn k€ {0,...,n};
(k) _ k ’ y 18 f
p(0) { 0  sonst.
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Beweis. Fiir ein Monom 2/ mit j € Ny berechnen wir per Induktion nach
k € N()Z

d_’fw) G- (- k+1D27F wenn k € {0,...,j};
dzF 0 sonst.

Setzen wir x = 0 ein, so folgt

d* ; k! wenn j = k;
[ J) — )
dxk m:o(x) { 0 sonst.
Also ist
d* ,
Tt o) = F 0

mit dem Kronecker-Delta

0:

s

_J 1 wenn j=k;
71 0 wenn j # k.

Es folgt p*)(0) = > -0 @;j k!;, und somit die behauptete Formel. O

Definition 6.3 Es sei I C R ein nicht entartetes Intervall, n € Ny und
f: I — R eine C™-Funktion. Gegeben zy € I definieren wir ein Polynom
Prf: R — R vom Grad < n via

" rG) |
Prfh) =Y fT@hﬂ fir h € R.
Jj=0 '

Wir nennen P f das Taylorpolynom von f an der Stelle xy von der Ord-
nung n (oder auch den n-Jet von f an der Stelle ).

Bemerkung 6.4 (a) Nach Lemma 6.2 ist das Taylorpolynom P! f das ein-
deutig festgelegte Polynom p vom Grad < n mit den Ableitungen

P8 (0) = f®(20) fiir alle k € {0,...,n}.

(b) Viele Autoren nennen abweichend vom Obigen das Polynom R — R,

x = P f(r — ) = 220, ! (j)j(!mo) (r — mg)? das Taylorpolynom; passen Sie

immer auf, was jeweils gemeint ist!
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Beispiel 6.5 Es ist sin(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1, sin”(0) = —sin(0) = 0
und sin”(0) = —cos(0) = —1. Die Taylorpolynome der Ordnungen n €
{0,1,2,3} der Sinusfunktion an der Stelle 2o = 0 sind also

P)(sin)(h) =0,  Pj(sin)(h) = Pi(sin)(h) = h,  Py(sin)(h) =h— éh?’.

Da cos(0) = 1, cos’(0) = —sin(0) = 0, cos”(0) = —cos(0) = —1 und
cos”(0) = sin(0) = 0, lauten die Taylorpolynome der Ordnungen n € {0, 1,2, 3}
der Cosinusfunktion an der Stelle o = 0

PY(cos)(h) = Py (cos)(h) =1, Pi(cos)(h) = Pj(cos)(h) =1 — %hQ.

Da exp’ = exp und somit exp®) = exp fiir alle k& € Ny, ist exp®(0) =
exp(0) = 1 und folglich

1
Fy(exp)(h) =1, Py(exp)(h) = 1+h, Pg(exp)(h) = 1+h+ Sh?,
und Py (exp)(h) = 1+ h + 3h* + §h°.

Wir fragen uns nun, wie gut f(z) durch P} f(z — x¢) approximiert wird,
untersuchen also das Restglied R, (z) der Taylorapproximation

fx) = Pp (@ = x0) + Rn(x).

Satz 6.6 (Satz von Taylor) Es sei I C R ein nicht entartetes Intervall,
29 €1 und f: I — R eine C"-Funktion mit n € Ny. Fur xz € I sei

R, (z) == f(z) — f(zo) — f(xo)(x — 2g) — -+ —

so dass also f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — z0) + -+ - + M(z —20)" + Ry (z).

n!

(a) Es gilt
lim —Rn(x) =
T—T (33 — JJO)"

Ist f sogar C™1, so lisst sich das Restglied R,(x) auch wie folgt schreiben:

(b) (Restglied in Integralform). Es ist R,(x) = & [* (x — t)"f™+) (1) dt.

n! Jxg
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(c) (Restglied von Lagrange). Es ist R,(x) = f((:::)(,g) (x — zo)" ™ fiir eine
reelle Zahl & zunischen xy und x.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n € Ny. Im Fall n = 0 ist

Ro(x) = f(z) = f(zo) (38)
fiir x € I. Da f stetig ist, gilt

Bol®) _ pof(a) = £() = Fro) = F(zo) — flwo) = 0

(x — )

fir  — xg, was (a) verifiziert. Ist f sogar C', so gilt nach dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung

Rofs) = f(e) ~ f(an) = [ FOdt =g [“@-1rroa (9

und somit (b). Indem wir den Mittelwertsatz der Integralrechung (Satz 1.11)
auf das mittlere Integral in (39) anwenden, erhalten wir weiter

Ro(x) = f/(§)(x — ) = 1 (z — 20)

fiir ein & zwischen x und z und somit (c).
Induktionsschritt: Angenommen, die Aussagen des Satzes gelten bereits
fir ein n € Ny. Sei f eine C""-Funktion. Wegen

™ (2
1) = S+ o) —ro) o+ T gy R ()
_ , f (o) AR
= f(l‘o)+f($o)($—$o)+"'+ ol (.73—1’0) +m($—$o)
f(”“)(xo) _—
~Ropa (@)
ist dann
B S (o) 1
Ropi(z) = Ra(z) - m(fb’ — Zo)
A3 wir S () nt1
= TR gy ) o
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fiir ein & zwischen zy und z, nach (c). Es folgt

Rua(s) _ fO0(© = 10 )

(x — xo)nH! (n+1)!

fiir x — 20, unter Benutzung der Stetigkeit von f™+1). Also gilt (a) fiir n+1
statt n. Sei nun f sogar eine C"*2-Funktion. Nach (c) gilt

1 xX
Ry (z) = —,/ (z — )" F (1) dt.
n! Ja,
Eine partielle Integration mit u/(¢) = (x —t)"/n!, u(t) = —(x—t)"*1/(n+1)!,
v(t) = fOFO), V() = fPHD(t) liefert

Bo() = [ = o) — "/ (n+ 1)!];0 + ﬁ / :(:c — 1)) dt

(n+1) 1 z
—f(n n (S(,)) (x — x0)" ™ + W) /x 0 (x — )" f (1) dt.
Also ist
a) = P fe=a0)+Ralo) = P flo=ao)+ s | ot 0200

(41)
Das Integral rechts in (41) ist dann R, 1 () und somit ist (b) fiir n+41 statt n
gezeigt. Da (z—t)" ™ > 0 fiir alle ¢ zwischen xy und z oder (x—¢)"*! < 0 fiir
alle solchen ¢, gibt es nach dem Verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 1.12)
ein £ zwischen xg und x derart, dass

o 1 ‘ _ p\n+1 £(n+2)
Run(@) = ooy [ @0 o
1 T f(n+2) (5)
_ (n+2) _ p\n+l _ . n+2
O [ @i =
wobel [ (z — t)™!dt = [ — (= )2/ (n + 2)r = (x — 20)"*%/(n + 2)
t=xo
benutzt wurde. Also gilt auch (¢) mit n 4 1 statt n. O
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Bemerkung 6.7 (a) Im Falle einer C"-Funktion mit n € Ny ist

F(E) — ™ (wo)

n!

R,(x) = (x — xo)"

mit einem ¢ zwischen zy und = (vgl. (38) und (40)). Diese Darstellung des
Restglieds heifit Peano-Restglied.

(b) Im Falle einer C™-Funktion mit n € Ny ist auch folgende Integralform
des Restglieds moglich:

1

Fn(2) = (n—1)!

/ =t O () — £ (o)) .

zo

Wegen ﬁ [o (@ ="t dt = (x — @0)" /n! ist namlich

Roaw) = =57 [ @t a
n ]' ! n— ; n— n n
1y [t gty [ e -
= 10 (z0) (a—a0)" /! — o (2)

(c) Wir werden spéter auch vektorwertige C"-Funktionen (etwa f: I — R™)
kennenlernen. Die Integralform des Restglieds aus (b) bleibt hier giiltig (und
ebenso die Integralform aus Satz 6.6(b), wenn f sogar C"! ist). Hingegen
lassen sich Restglieder vektorwertiger Funktionen nicht mittels Zwischen-
stellen & berechnen.

Beispiel 6.8 Berechnen Sie sin(1) n&herungsweise mit einem Fehler, der

< List. Losung: Wir benutzen die Taylorentwicklung 3. Ordnung der

10
Sinusfunktion um die Stelle xy = 0. Wir benutzen das Lagrange-Restglied:

Da der Sinus eine C*-Funktion ist, gibt es ein £ € [0,1] derart, dass

. ( ) o
Ry(1) = Smi#u —0)t = S;—j(g).
Da sin(¢) € [—1, 1], folgt

1
< —.
Rio)| < 5

Unter Benutzung des Taylorpolynoms 7T} (sin) aus Beispiel 6.5 folgt
3

sin(l) =1— % + Ry(1) = g + R4(1).
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Also ist sin(1) etwa 5/6 mit einem Fehler vom Betrag < 1/24 < 1/10. Da
5/6 = 0,83 = 0,8+ 5, ist sin(1) auch etwa 0,8 mit einem Fehler < 5 + 55 <

10

307

7 Taylorreihen; reell analytische Funktionen

Definition 7.1 Ist I C R ein nicht entartetes Intervall, f: I — R eine
C*°-Funktion und xq € I, so nennt man die Potenzreihe

i fD (),
= 7

die Taylorreihe von f am Entwicklungspunkt z.

Definition 7.2 Eine glatte Funktion f: I — R auf einem offenen Intervall
I C R heifit reell analytisch, wenn Sie um jeden Punkt z, € I lokal durch
ihre Taylorreihe in # — zy gegeben ist, d.h. es existiert ein € > 0 derart, dass

< £0) (2, |
fla) = > E o — oy

fur alle x € I mit |z — 0| < &.

Bemerkung 7.3 (a) Taylorreihen kénnen Konvergenzradius 0 haben (denn
nach einem Satz von Borel tritt jede Potenzreihe auf als Taylorreihe einer
geeigneten glatten Funktion; siehe Proseminar).

(b) Selbst wenn die Taylorreihe positiven Konvergenzradius hat, braucht
T, 9 (wo) (20) (7 — 24)7 auf keiner z,-Umgebung mit f iibereinzustimmen.
Zum Belsplel Werden wir gleich nachrechnen, dass die Funktion

_1 ]
[ RSR, (@) ::{6096 wenn z > 0;

wenn r < 0

eine C*®-Funktion ist mit f)(0) = 0 fiir alle j € Ny. Die Taylorreihe von f

um zo = 0 ist also die Reihe
(o]

0

=
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mit Konvergenzradius R = oo und Grenzfunktion 0. Da f(x) :'efl/ >0
fiir alle z > 0, stimmt f(x) auf keiner 0-Umgebung mit > > %ﬂ =0
iiberein. Also ist f nicht reell analytisch.

Lemma 7.4 FEs sei f: |a,b|— R eine stetige Funktion mit —oo < a < b <
oo und ¢ €la,b[ derart, dass die Finschrinkungen f|iq und flcp stetig
differenzierbar sind. Weiter seien folgende Grenzwerte existent und gleich:

= lim f'(z) = lim f'(z).
=l £'2) = lim 7'2)
Dann ist [ stetig differenzierbar und f'(c) = n.
Beweis. Die Abbildung ¢: |a,b[— R,
/ .
xr—>{ f'(x) wenn z # ¢

7 wenn x =c

ist stetig. Es geniigt zu zeigen, dass g := f|jcp; und h := fljoq stetig dif-
ferenzierbar sind; dann ist f an der Stelle ¢ rechtsseitig differenzierbar mit
rechtsseitiger Ableitung ¢'(c) = lim, . ¢'(x) = lim, . f'(z) = n; analog ist
f an der Stelle ¢ linksseitig differenzierbar mit Ableitung 2'(¢) = n. Also ist
f an der Stelle ¢ differenzierbar mit Ableitung f’(c) = n = ¢(c) und folglich
f' = ¢, eine stetige Funktion. Wir wéhlen § € |c, b] und definieren

G: [c,b] = R, :1:»—>f(ﬂ)+/:gz5(t)dt.

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist G stetig dif-
ferenzierbar mit Ableitung G'(x) = ¢(z) fiir alle z € [¢, b]. Also sind sowohl
Gjepp als auch flypr Stammfunktionen fiir ¢li.. Da f(B8) = G(B), folgt

fl]cvb[ = th’b['

Da f und G stetig sind, ist weiter
— — 1 — .
f(e) = lim f(z) = lim G(z) = G(c)

Also ist flp = G, eine C'-Funktion. Analog sieht man, dass f|j, eine
C'-Funktion ist. O

Das folgende Lemma wird uns helfen, die Diskussion des Beispiels aus Be-
merkung 7.3(b) zu beenden.
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Lemma 7.5 Sei f: R — R wie in Bemerkung 7.3(b).

(a) Fir jede Polynomfunktion p: R — R ist die folgende Funktion stetig:

R >R, s p(1/x)f(x) wenn x> 0;
0 wenn x < 0.

(b) f is C*> mit f9(0) =0 fiir alle j € No.

Beweis. (a) Sei p(z) = Z?:o a;x? mit ag,ay,...,a, € R. Fir z > 0 gilt
dann
_ p(1/=)| lp(1/2)] N 1
(/@) = 55 < Ty Dl < (n+ 1D lagla" 7 =0

5=0
fiir x — 0. Also ist die zu untersuchende Funktion an der Stelle 0 stetig und
somit stetig (da sie auf |—oo, 0] sowie |0, oo[ offenbar stetig ist).

(b) Wir zeigen per Induktion nach k € Ny, dass f eine C*-Funktion ist
und es eine Polynomfunktion p;: R — R gibt derart, dass

f(k)(x) _ { pr(1/x)f(x) wenn x > 0; (42)

0 wenn r < 0.

Induktionsanfang & = 0: Offenbar gilt (42) fiir f©© = f mit der durch
po(z) = 1 gegebenen konstanten Polynomfunktion. Nach (a) ist f also
stetig, somit C°.

Ist k € Ny gegeben und gilt (42), so ist (f*®)(z) = 0 fiir x < 0, da
f(k)h—oo,ﬂ[ = 0. Fir z > 0 erhalten wir mit der Produktregel und der Ket-
tenregel

1 e 1 1z ~1/z
(FOY (@) = 5 ph(1/) e 4 L (/) /e = s (1) e
mit pry () := —t? p)(¢) + 2 pi(t) fiir t € R. Nach Teil (a) gilt also

lim (£ (@) = 0 = im(F9) (@)

Somit ist f*) nach Lemma 7.4 stetig differenzierbar (und folglich f eine
C*+1_Funktion), mit

0 wenn z < 0.

f(k+1)(w) — (f(k))’(x) _ { pr+1(1/2) f(z) wenn x> 0;
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Dies beendet den induktiven Beweis. O

Die folgenden Resultate erwahnen wir nur fiir die Allgemeinbildung.

Satz 7.6 Sei I C R ein offenes Intervall. Eine Funktion f: I — R ist genau
dann reell analytisch, wenn es fiir jedes xo € I eine Potenzreihe Z;io b;ih?
mit b; € R und positivem Konvergenzradius R gibt und ein € €10, R] derart,
dass

fl&) =" by(e — a0’

fir alle x € I mit |z — xo| < €.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar: Ist f reell analytisch,
so konnen wir b; := &(,xo) wahlen.

Ist umgekehrt die Bédingung erfiillt, so ist die Funktion
g: |-R,R[—- R, z+— ijxj
j=0

nach Analysis 1 eine C'*°-Funktion und wir diirfen gliedweise differenzieren,
woraus fiir alle 7 € Ny

folgt. Da f(z) = g(xz — xp) fiir alle x € [ mit |v — x| < ¢, ist f dort glatt
und mit der Kettenregel zeigt man per Induktion nach j € Ny, dass fU)(z) =

g (z — ) fiir diese z, so dass also f(z) = g(x—z0) = > im0 9(?!(0) (x—x0)) =

4) .
Y20 F (@ — o). 0

Bemerkung 7.7 (a) Fiir jede Potenzreihe )~ a2/ mit a; € R und posi-
tivem Konvergenzradius R ist die Funktion

fi]=R,RI>R, x> Y a’
=0
reell analytisch (denn fiir jedes zp €]—R, R[ gibt es b; € R derart, dass
f(x) =372 bj(x — 20) fiir  nahe x, siehe Analysis 1).
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(b) Nach (a) sind insbesondere die reelle Exponentialfunktion R — R,
Tet =31, ’]c—f sowie sin: R — R und cos: R — R reell analytisch.

(c) Linearkombinationen von \f + g sowie punktweise Produkte fg von
reell analytischen Funktionen f,g: I — R sind reell analytisch, da Linear-
kombinationen und (wegen der Cauchyschen Produktformel) auch Produkte
konvergenter Potenzreihen wieder konvergente Potenzreihen sind.

(d) Wir erwéhnen ohne Beweis, dass auch Kompositionen f o g reell-
analytischer Funktionen reell analytisch sind (weil man zeigen kann, dass
Kompositionen von reellen Potenzreihen lokal wieder Potenzreihen sind).
Ein direkter Beweis ist moglich, wére aber etwas anstrengend und wird hier
weggelassen. Ein Umweg iiber komplexe Potenzreihen ist einfacher; dass
deren Kompositionen lokal durch Potenzreihen gegeben sind, wird in der
Vorlesung “Funktionentheorie” bewiesen.
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Teil II: Analysis in mehreren Veranderlichen

8 Normierte Raume; Normen auf R”

Auf R haben wir den Betrag
l.|: R = [0,00[, x> |z|
zur Verfiigung und betrachten iiblicherweise die Metrik
d: RxR —[0,00], d(z,y):=]|z—y|

Analog auf C. Entsprechend wollen wir nun auf R™ Metriken d betrachten,
die nur von der Differenz x — y zweier Punkte abhangen. Sie werden von der
Form

d(z,y) = [l =y
sein mit einer sogenannten“Norm” |[.|| auf R™ (die dhnliche Eigenschaften
wie der Betrag hat).

Definition 8.1 Es sei F ein (reeller) Vektorraum. Eine Abbildung
I+ E = [0,00[, x|z
heiflit Norm, wenn gilt:

Definitheit. Fiir alle x € E'\ {0} ist ||z] > 0.
Subadditivitit. Fiir alle 2,y € E ist |z + y|| < [|z] + [|y]|-
Positive Homogenitét. Fiir alle t € R und x € E ist |[tz] = || - ||z||.

Fiir den Nullvektor 0 € E gilt stets ||0]] = 0, denn aufgrund der positiven
Homogenitat ist ||0]| = ||0 - 0]| = |0] - ||0]] = 0 - ||0]| = 0 (wobei die linke Null
stets 0 € R meint).

Ist E ein Vektorraum und ||.|| eine Norm auf E, so nennt man das Paar
(E,|.]|) einen normierten Raum.

Satz 8.2 Ist (E,|.||) ein normierter Raum, so ist
d: Ex E— 0,00, d(z,y):=|z—vyl
eine Metrik auf E.
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Beweis. Fiir z,y € Eist 0 = d(z,y) = ||z — y|| genau dann, wenn z —y = 0,
also r = y.
Sind z,y, 2z € E, so gilt

d(z,2) = ||z = 2| = lle =y +y = 2| <z =yl + [ly = zll = d(z, y) + d(y, 2)

unter Benutzung der Subadditivitat. Also erfiillt d die Dreiecksungleichung.
Schlielich gilt d(y.7) = |y — ]| = [l(=1)(z — y)| = |-1|- & — yl|
1-d(z,y) = d(z,y), d.h. d ist symmetrisch. O

Definition 8.3 Ist (£, | - ||) ein normierter Raum, so versehen wir E stets
mit der durch d(z,y) = ||z — y|| gegebenen Metrik wie in Satz 8.2, wenn
nichts anderes gesagt wird. Sprechen wir von offenen oder abgeschlosse-
nen Kugeln, offenen oder abgeschlossenen Mengen, konvergenten Folgen oder
Cauchyfolgen in (E, || - ||), so meinen wir solche im metrischen Raum (E, d).
Insbesondere ist

Bl (z) := B(z) = {y € E: |ly — x| <&}
die offene Kugel vom Radius ¢ > 0 um z € E und
B!!(x) = B.(a) = {y € E: |y — || < &}

die entsprechende abgeschlossene Kugel. Eine Folge (x,,)nen in E konvergiert
gegen x € F, wenn

(Ve > 0)(3N e N)(Vn > N) |z, — x| <e.
Eine Folge (z,)nen in E ist eine Cauchyfolge, wenn
(Ve > 0)(IN e N)(Vn,m > N) ||z, —zn| <e

(vgl. Anhang C fiir eine Wiederholung der vorigen Grundbegriffe).

Wenn in E jede Cauchyfolge konvergiert (also der metrische Raum (FE,d)
vollsténdig ist), so nennen wir den normierten Raum (E,| - ||) einen Ba-
nachraum.
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Beispiele 8.4 (a) (R,|-|) ist ein Banachraum, denn der Betrag |- |: R —
0, 00| ist eine Norm und R ist beziiglich der durch d(z, y) := |r—y| definierten
Metrik vollstédndig (wie in der Analysis 1 gezeigt).

(b) Fiir n € N ist die euklidische Norm die Abbildung
H . HQI R™ — [0700[, HQZ”Q = x%+...+$%

fir x = (xy,...,2,). Die zugehorige Metrik

d: R"xR" = [0,00, d(w,y):=llz —yl2 = V(21— y1)> + - + (20 — ya)?

heiBt euklidischer Abstand. In Ebene und Raum ist also ||z —y||2 der iibliche,
aus der Schule bekannte Abstand der Vektoren x und y.

(c) Die Abbildung
|- floe: R* = [0,00],  |[#]loe := max{|z1],. .., [zal}

heifit Mazimum-Norm. Der zugehorige Abstand ist fir « = (zq,...,z,) und
y=(y1,-..,Yn) gegeben durch

[ = ylloo = max{fzy — w1, [0 — ynl}-

Dies ist also das Maximum der Abstidnde der einzelnen Komponenten. Fiir
Rechnungen ist dieser Abstand oft bequemer als der euklidische.

(d) Die Abbildung
s R* = (0,00, [lzfly := |wa| + - + |

heifit 1-Norm. Der zugehérige Abstand ist fir z = (xq,...,2,) und y =
(Y1, - -, Yn) gegeben durch

[l = ylly = oy =g + -+ en = yal-

Satz 8.5 Die euklidische Norm, die 1-Norm und die Maximum-Norm sind
Normen auf R™.

Beweis. Seien z = (x1,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus R” und t € R,

Maximum-Norm:
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Definitheit. Es ist 0 = ||z||cc = max{|z1],...,|z,|} genau dann, wenn
|z1| =+ = |z,| = 0, also x = 0.
Subadditivitdt. Fir jedes k € {1,...,k} ist

|+ yil < lae] + [yl < 2]l + [[Ylloo-

Bilden des Maximums tiber alle k liefert

12+ Ylloo < ll#]lo0 + [[9lloo-

Positive Homogenitéat. Es ist [tz = max{|txy]|,...,|tz,|} = max{|t| -
twrl, o ] ]} = [ max{|zl, . lonl} = [8] - [l
Euklidische Norm:

Definitheit: Es ist 0 = ||z]]s = /2% + - -+ + 22 genau dann, wenn x; =
coo=ux, =0, also r = 0.
Subadditivitat: Als Hilfsmittel benutzen wir das Skalarprodukt auf R”,

<xay> = Zxkyk cR.
k=1

Dieses erfilllt (y,z) = (z,y) und ist fiir festes x linear in y. Dann ist also

[2]l2 = V/{z,2).

Nach der (aus der Linearen Algebra bekannten) Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung gilt

(=, 9)| < [lzlla[lyll2-

Somit ist

(lz+yl2)? = (+y.z+y) = {z,2)+ (z,y) + (Y, 2) + (y,9)
= (lzll2)? + 2z, y) + (Iyll2)* < ([|z[l2)* + 2l|zl|2/lyll2 + ([y]l2)?
(lzll2 + llyll2)?.

Da die Quadratwurzel eine monoton wachsende Funktion ist, bleibt die vorige
Ungleichung bestehen, wenn wir die Wurzel ziehen:

2+ yll2 < [lzllz + [yl
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Positive Homogenitat: Es ist

Ht‘r“2 = \/(tl’l)Q + -+ (tl’n)2 = \/th% I th%

1-Norm: Esist 0 = ||(z1,...,2,)|l1 = |x1| +-- - +|z,| = 0 genau dann, wenn
xy =+ =z, =0, also (z1,...,2,) = 0. Gegeben z = (z1,...,z,) € R”
und y = (y1,-..,Ys) € R" ist weiter

lz+yll =D oy + oy <D lagl+ )yl = 2l + [yl
—— =

Jj=1 Jj=1
< ]+]y;]

Fir t € R ist weiter [[tz| = |[toy| + -+ + [ta,| = [t - |z + -+ [t] - |20
= [t - (lza] + -+ 4 [zn]) = [2] - 2] O

Wie sehen Kugeln aus fiir die gerade diskutierten Normen auf R™?

8.6 Kugeln bzgl. der euklidischen Norm in R" sind iibliche Kugeln,

Bllz(z) = {y e R": /(g1 —x1)2+ -+ (yn — )2 <7}

Fiir n = 2 ist insbesondere Blll'”Q(O) die offene Einheitskreisscheibe.

Im Fall der Maximum-Norm ist 7 > ||y — || o = max{|y1 —x1|,. .., |yn —Tn|}
genau dann, wenn |y, — x| < r fir k € {1,...,n}, also yx €|xy —r,z + 7].
Somit ist

Bl (2) =]zy — v,z 4+ r[x - X |20 — 1, 2 + 7

ein Wiirfel im R"™. Fiir n = 2 ist insbesondere
BI1(0) =]-1,1[x =11
(ein Quadrat).

Im Falle der 1-Norm ist im Zweidimensionalen Bl'I" () das Quadrat mit den
Eckpunkten (21 — 7, 22), (z1, 29 — 1), (21 +7,22), (21,29 +7) (siche Ubung).
Rechnen wir das auch hier noch einmal nach: Zur Vereinfachung stellen wir
zunachst fest, dass

BN (2) = o + BIO),
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d.h. die Kugel um z entsteht durch Verschieben aus der Kugel um 0 (Begriindung;:
Esist y = 2+ (y—x) und y — x ist genau dann in BTU'Hl(O)7 wenn ||y —z||; <,
also wenn y € BJ«I'Hl(x). Ist nun (z1,22) € R?, etwa im ersten Quadranten
(also 1,29 > 0), so ist (z1,x2) € B,”'”l(O) genau dann, wenn

T > |2 | + |2o| = 21 + 22,

d.h. (21, 25) liegen im von der z-Achse, y-Achse und der Geraden ) +z5 =7
eingeschlossenen Gebiet (ausschlieBlich der Geraden). Analog in den anderen
Quadranten.

By (0) nennt man tibrigens auch die (offene) Finheitskugel. Die vorigen Beispiele
von Kugeln sind konvex, d.h. mit je zwei Punkten enthalten sie auch deren
Verbindungsstrecke. Dies ist ein allgemeines Phanomen.

Definition 8.7 Es sei E ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge M C E
heilt konvex, wenn fiir alle x,y € M ihre Verbindungsstrecke

{r+tly—2x):t€][0,1]}
in M liegt, d.h.
(Vt €[0,1]) (1 —t)x+ty € M.
Satz 8.8 Fir jeden normierten Raum (E,||.|), * € E und r > 0 sind die
Kugeln B,U'”(x) und El,l,"‘(:c) konveze Teilmengen von E.

Beweis. Seien y,z € B,'J'”(x) und ¢ € [0,1]. Ist t = 0 oder t = 1, so
ist (1 —t)y+tz € {y,z}, also in der Kugel. Nun sei ¢t €]0,1[. Dann ist
auch 1 —¢ > 0 und folglich (1 — )|y — x| < (1 —t)r und t||z — z|| < tr.
Subadditivitdat und positive Homogenitét liefern nun
1=ty +tz—=z| = [[1—-t)y+tz—(1—1t)x+ tz]
< =0y — o)+ [lt(z = )]
= 1=ty =l + [t - ]z — «]
= 1=t|y—z||+t]|z—=z|| <A =)r+tr=r.
Also ist (1 —t)y +tz € B,U'”(:c).
Entsprechend erhalten wir fur y,z € Ell,'u(x) und ¢ € [0,1], dass
I =)y +tz—z|| < |A=t)(y—2)|[+[t(z=2)[| = L =t]-[ly— 2| +[t]- ]|~z =
(1=)|ly—z||+t]|z—z]| <A =t)r+tr=r. Also (1—t)y+tz € Bﬂ'”(w). O
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8.9 (Normieren von Vektoren) Ist (E, ||-||) ein normierter Raum, so lasst sich
jeder Vektor y € E \ {0} als Vielfaches eine Einheitsvektors (der Lénge 1)
schreiben. In der Tat ist

. 1
= [ly|lu mit w:=-—y
Iyl

und ||u|| = ﬁ |ly|| = 1 unter Benutzung der positiven Homogenitat der Norm.

Wir erinnern an die Definition von Lipschitz-Stetigkeit (Definition C.25(b)).

Satz 8.10 Fir jeden normierten Raum (E,| - ||) ist die Norm || - ||: E —
[0,00[ C R Lipschitz-stetig und somit stetig.

Beweis. Fir z,y € Eist ||z = ||z —y + vyl < |lz — yl| + ||yl wegen der
Subadditivitat und somit

]l = llyll < [l = yll

Vertauschen der Rollen von x und y liefert

=zl = 1lyl) = llyll = [l < lly = [l = l= = yl|.

Atso st [[lo]l = 1yl < e — gl = Lllw — gl mit L =1. =
Sein € N.
Satz 8.11 Versehen wir R™ mit der Mazimum-Norm || - ||oo, so gilt:

(a) Fir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion
pr: R" =R, (z1,...,2,) — x4
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somat stetig.

(b) Eine Folge (Ty)men von Punkten ©, = (Tmi,...,Tmn) € R kon-
vergiert genau dann gegen einy = (y1,...,Yyn) in R™, wenn sie kompo-
nentenweise gegen y konvergiert, also

Tk — Yp  fir m — 0o,

fir alle k € {1,...,n}.
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(c) Eine Folge (Ty)men von Punken T, = (Tma, ..., Tmn) € R™ ist genau
dann eine Cauchyfolge, wenn (2, x)men €ine Cauchyfolge in R ist fiir
alle k € {1,...,n}.

(d) (R™ || - |loo) ist ein Banachraum.

(e) Ist (Z,dz) ein metrischer Raum und z € Z, so ist eine Abbildung

f=Un ) Z—=R" gy (fiy), - faly)

genau dann stetig nach (R™, || - ||o) an der Stelle z, wenn all ihre Kom-
ponenten fi,..., fn: Z — R an der Stelle z stetig sind.

Beweis. Das ist ein Spezialfall des folgenden Satzes iiber Produkte metrischer
Raume, angewandt mit X; = Xo =--- = X,, = R. O
Beispiel 8.12 Die Funktion

iR =R (2,y) = (2,2 cos(y), sin(ay))

ist stetig, denn ihre Komponenten f;, f> und f3 sind stetig: Mit den stetigen
Projektionen pr;: R? = R, (z,y) — z und pry: R? —» R, (x,y) — y sind

fi=pry, fo=pr(cosopry), f3=sino(pr-pry)
stetig (vgl. Satz C.15 und Satz C.16).

Definition 8.13 Sind fiir n € N metrische Raume (X, d;), ..., (Xn,d,)
gegeben, so sei X := X; x --- x X, das kartesische Produkt. Die Mazimum-
metrik auf X ist die durch

d: X x X = [0,00[, (x,y)+— max{di(z1,y1), .., dn(Tn,yn)}
fir x = (z1,...,2,) € X, y = (y1,...,yn) € X gegebene Abbildung,.

Bemerkung 8.14 (a) Die Maximummetrik ist eine Metrik: Es ist d(z,y) =
max{di(x1,11),...,dn(Tn,ys)} = 0 genau dann, wenn di(x1,y;) = -+ =
dn(Tn, yn) = 0, also z; = y; fiir alle j € {1,...,n}, also x = y. Weiter ist

d(y,x) = max { d;(y;,z;): 7€ A{1,... ,n}} =d(z,y).
( )
=d;j(z;,y;
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Ist auch z = (21,...,2,) € X, so ist d;(x;,y;) < d;(xj,2;) + dj(zj,y;) <
d(z,z) +d(z,y) fir j € {1,...,n}, folglich

d(z,y) = max {d;(z;,y;): j € {1,...,n}} < d(z,2) +d(z,y).

(b) Sind (Ej, || - ||;) normierte Rédume fir j € {1,...,n} und £y x --- x E,
=: F/, so definiert

[(z1, ..., zn)|| == max {||z;]|;: j € {1,...,n}}
eine Norm || - || auf E, die wir die Mazimumnorm nennen.'® Ist
dj: Ej x Ej — [0,00[,  (z,y) = |lz —yl;

die zu (Ej, || - ||;) gehorige Metrik, so ist die zu (E, || - ||) gehorige Metrik die
Maximummetrik d; fir x = (z1,...,2,) € Eund y = (y1,...,y,) € E ist
namlich

loe =yl = max{lla; —yll;: j € {L,...,n}}
= max{dj<wj>yj): J € {Lan}} = d(l‘,y)

(c) Nehmen wir (E;, || - ||) = (R,|-|) fir 5 € {1,...,n}, so ist die ger-
ade definierte Maximumnorm genau die Maximumnorm | - ||« auf R", wie
eingangs des Kapitels definiert.

Satz 8.15 Gegeben metrische Raume (Xq,dy), ..., (Xn,d,) versehen wir
X =Xy x -+ x X, mit der Maximummetrik. Dann gilt

(a) Fir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion
pry: Xy X - x Xy = Xg,  (x1,...,2,) — T
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somit stetig.

(b) FEine Folge (m)men von Punkten ., = (Tpm1,. .., Tmn) € X1 XXX,
konvergiert genau dann gegen ein y = (Y1,...,Yn) 0 X1 X -+ X X,
wenn ste komponentenweise gegen y konvergiert, also

T — Y fur m — oo,

fiir alle k € {1,...,n}.

13Die Normeigenschaft von || - || sieht man wie diejenige der Maximumnorm im Beweis
von Satz 8.5, wo man lediglich z;,y; € E; nimmt und |z;| durch ||z;||; ersetzt.
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(c) Eine Folge (Ty)men von Punken xp, = (Tm1,. .. Tmn) € X1 XXX,
ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn (T, k)men €ine Cauchyfolge in
(X, di) ist fir alle k € {1,...,n}.

(d) Ist der metrische Raum (Xy,dy) vollstindig fir alle k € {1,...,n}, so
ist auch (X, d) vollstindig.

(e) Ist (Z,dz) ein metrischer Raum und z € Z, so ist eine Abbildung

f:(flv"wfn): Z_>X1"'XXna yH(fl(y>a7fn(y))

genau dann stetig nach (X,d) an der Stelle z, wenn all thre Kompo-
nenten fr: Z — X} an der Stelle z stetig sind.

Beweis. (a) Fir z = (x,...,2,) und y = (y1,...,¥,) in X ist

dp(pri(x),pri(y)) = di(xk, yr) < max {dj(:vj,yj): jedl,... ,n}}
= d(z,y) = Ld(z,y)

mit L :=1.
(b) Da pr,, fiir k € {1,...,n} stetig ist, folgt aus z,,, — y, dass
Tk = Pr(Tm) = Prp(y) =y fiir m — oo.

Gilt umgekehrt fiir alle Komponenten z,, , — y; fiir & — 00, so existiert zu
€ >0 ein Ny € N derart, dass

(Vm > Nk) dk(yk; me,k) < €.
Setzen wir N := max{Ni,..., N,}, so gilt fur alle m > N
d(y, ) = max{di (Y1, Tm1), -+ dp(Yns Tmn) } < €.

Also gilt z,,, — ¥.
(c) Sei () men eine Folge in X, wobei 2., = (Zp1, - .-, L) Mit Ty i € X

Ist (2, )men eine Cauchyfolge in X, so existiert zu € > 0 ein N € N derart,
dass
(Vm, 0 > N) d(zp,z,) < €.
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Fir k € {1,...,n} ist wegen (a) dann
dk(xm,ku Zlfg’k) = dk(prk(xm)7prk(x€)) < d(xma xé) <e¢
fiir alle m,¢ > N, somit (2, x)men eine Cauchyfolge in Xj.

Ist umgekehrt (2, x)men eine Cauchyfolge in (Xy, di) fir alle k € {1,...,n},
so finden wir zu € > 0 ein Ny € N derart, dass

(Vm,é > Nk) dk(a:m,k,xg,k) < E.
Setzen wir N := max{Ny,..., N,}, so gilt fur alle m,¢ > N

d(zpm, o) = max{di(Tm1,%01)s -, dn(Timnp, Ten)} < €.
Also ist (2, )men ene Cauchyfolge in (X, d).

(d) Seien (Xi,dy), ..., (X,,d,) vollstindig und (z,,)men eine Cauchy-
Folge in X, mit z,, = (Tm1s- -y Tmm) € X1 X+ --xX,,. Firallek € {1,...,n}
ist nach (c) dann (2, x)men eine Cauchy-Folge in (X}, d;) und somit konver-
gent gegen ein y, € Xj. Setzen wir y := (y1,...,Yn), SO konvergiert x,,

komponentenweise gegen ¥, so dass nach (b) also z,, — y in X, fiir m — oc.
Somit ist (X, d) vollsténdig.

(e) Ist f = (fi,..., fn) stetig an der Stelle z, so auch die Komposition
fr = priof, da pr, nach Teil (a) des Satzes stetig ist.

Seien umgekehrt f ..., f, an der Stelle z stetig. Damit f an der Stelle z
stetig ist, miissen wir zeigen, dass es fiir jedes € > 0 eine Umgebung W von
z in Z gibt derart, dass

(Vy € W) d(f(y), f(2)) <e.
Da fj stetig ist an der Stelle z, gibt es eine Umgebung W) von z in Z mit
(Vy € W) di(fi(v), fx(2)) <e.

Dann ist W := ();_; W}, eine Umgebung von z und fiir alle y € W ist auch
y € Wy, fiir alle k, somit

d(fe(y), fr(2)) <e.
Somit auch d(f(y), f(z)) = max {di(fe(y), fr(2)): k€ {1,...,n}} <e. O

Wihrend wir auf R immer die gleiche Norm benutzen (den Betrag |- |), gibt
es auf R” fiir n > 2 viele verschiedenen Normen. Fiir viele Zwecke ist es egal,
welche Norm benutzt wird, wie wir nun ausfiihren.
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Definition 8.16 Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum FE wird
dquivalent zu einer Norm || - || auf E genannt, wenn es reelle Zahlen a,b > 0
gibt derart, dass

(vVze E)  afz] < |lzll < b, (43)

Lemma 8.17 Sei E ein reeller Vektorraum. Aquivalenz von Normen ist
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf E.

Beweis. Jede Norm || - || auf F ist zu sich selbst dquivalent, da wir im Falle
|- 1| == - || in (43) einfach a := b := 1 wéhlen kénnen. Aquivalenz von
Normen ist also eine reflexive Relation.
Symmetrie: Ist || - || zu || - ||” &quivalent, so finden wir a,b > 0 mit (43).
Dann ist 1 1
/
N N

also || - || zu || - || dquivalent.

Transitivitéat: Ist || - | zur Norm || - || dquivalent und || - ||’ zu einer Norm
|| 1|, so gibt es reelle Zahlen a, b, a’d’ > 0 derart, dass (43) gilt und a'[| - ||” <
I-1|" < ¥ -||”. Somit gilt

<ol )" < ool - 17

und
|1 >all-[|' > ad|| - ||";

folglich sind || - || und || - ||" dquivalent. O

Satz 8.18 Alle Normen auf R™ sind zueinander dquivalent.

Beweis. Nach Lemma 8.17 ist Aquivalenz von Normen eine Aquivalenz-
relation auf der Menge aller Normen auf R™. Wir brauchen daher nur zu
zeigen, dass jede Norm || - ||: R™ — [0, co] zur Maximumnorm

|| ’ ||OO R" — [0700[7 ||I||OO = max{|$1|, ) ’l‘n|}

(fir o = (z1,...,x,) € R") dquivalent ist. Mit den Standard-Einheitsvektoren
e = (1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) erhalten wir mit Subadditivitdt und
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positiver Homogenitét von || - || zunéchst

n n n
D oawen|| <D llawerl =D lwal - llexl
k=1 k=1 k=1

zf| =
n
< Y max{|zml,. ., |zal Hler] = bllzllo
k=1
fir alle x = (21, ...,2,) € R", mit

b= el
k=1

Also gilt
(Ve e R") |lz]| < bllz|le (44)

und somit auch ||z — y|| < bljz — y||« fur alle z,y € R™. Die Abbildung
ffR"—R" z—=x

ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L := b als Abbildung von
(R™, || - ||so) nach (R™ || - ||), und somit stetig. Nun ist die Menge

S={z eR": |z =1} = - | ({1})

in (R, || - ||«) abgeschlossen (da die Norm || - ||o nach Satz 8.10 stetig ist
und S das Urbild der einpunktigen (also abgeschlossenen) Menge {1} C R
unter der stetigen Abbildung || ||o ist). Wir wéhlen eine Folge (2, )men in S
derart, dass

|Tm| — inf{||z||: z € S} fiir m — oc.

Schreiben wir x,, = (Tm1,-.., Tmn) € R, 80 ist (p1)men eine Folge in
[—1,1] (also beschrénkt), da |z,,1] < ||Zm|le = 1. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstra3 hat (2,,1)men eine konvergente Teilfolge (2, 1)ren. Nach
Ersetzen von (z,)men durch (z,,, )ren diirfen wir also ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit annehmen, dass die Folge (Z,1)men gegen ein y; € R
konvergiert. Nun ist auch z,,5 € [~1,1] und nach erneutem Ubergang zu
einer Teilfolge diirfen wir annehmen, dass (z,,2)men gegen ein y, € R kon-
vergiert. Weiteres Auswahlen von Teilfolgen ermoglicht uns, ebenso die Kon-
Vergenz von T,y gegen ein y; anzunehmen fiir £ € {3,...,n}. Setzen wir
Y= (y1,...,Yn), so gilt nach Satz 8.11(b)

Ty, —y fir m — oo
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in (R"]] - ||o)- Da x,, € S fiir alle m € Nund S in (R", || - ||) abgeschlossen
ist, folgt mit Satz C.11, dass

y= lim z,, € S;
m—0o0
insbesondere ist ||y||« = 1 und somit y # 0. Da || - || o f auf (R", |- ||oc) stetig
ist mit f wie oben, folgt
[zmll = Lf @m) | = [1F W) = [lyl]
fiir m — oo. Folglich ist
a = inf{|jz|: x € S} = |ly|| > 0.

Sei x € R™. Fiir z = 0 ist ||z]| > a||7]|« trivial. Weiter gilt fiir alle z € R™
mit z # 0:

1 1
ol = el gz = el | =] 2 alel
[E1pe [E1P
weil || ”m”waoo = meHw = 1 und somit mx € S. Also gilt
(Ve eR")  allzfeo < || (45)
Wegen (44) und (45) sind || - || und || - || &quivalent. O

Aquivalenz von Normen ist u.a. wegen folgender Tatsache von Interesse:

Lemma 8.19 Fiir Normen || - || und || - || auf einem reellen Vektorraum E
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(@) || - || und || - || sind dquivalente Normen.

(b) Die Normen ||-|| und ||-||" fihren zu den gleichen offenen Mengen in E,
d.h. fiir jede Teilmenge V C E gilt: V ist genau dann in (E, ||-||) offen,
wenn V in (E, || -||') offen ist.

Beweis. Wir beweisen nur “(a)=(b)”, da die umgekehrte Implikation irrel-
evant fiir uns ist. Es geniigt zu zeigen, dass jede in (E, || - ||) offene Menge V'
auch in (E, || - ||") offen ist (da wir die Rollen von || - || und || - ||’ vertauschen
konnen). Seien @ > 0 und b > 0 wie in (43). Gegeben z € V existiert ein
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e > 0 mit Bl'l(z) C V. Dann ist Bﬂ/‘l‘)l(x) C V (und somit Offenheit von V'
in (B, ]| - |) gezeigt); ist némlich y € B} (x), so ist [ly — =] < /b, somit

unter Benutzung von (43)

ly =zl <blly — |’ <be/b=e

und folglich y € Bl (2). O
Bemerkung 8.20 Da nach Satz 8.18 jede Norm || - || auf R™ zur Maxi-
mumnorm || - ||« dquivalent ist, definiert sie nach Lemma 8.17 die gleichen

offenen Mengen, somit die gleichen Umgebungen eines Punkts (vgl. Be-
merkung C.6 (c¢) und (d)) und somit die gleichen konvergenten Folgen (siche
Lemma C.10(b)). Nach Satz 8.11(b) gilt somit:

FEine Folge () men in R™ konvergiert genau dann gegen einy = (y1,...,Yn)
in (R™ || - |I), wenn pr(x,,) — yx fir alle k € {1,...,n}.

Weiter sind nach Satz 8.11(a) auf (R™, || - ||) die Projektionen pr;: R — R
alle stetig. Zudem ist fiir einen metrischen Raum Y eine Funktion f =
(fi,..., fn): Y — R” genau dann stetig nach (R", ]| - ||), wenn jede der
Komponenten f: Y — R stetig ist (unter Benutzung von Satz 8.11(e)).
Schliefflich erhalten wir:

(R™, || - ||) ist ein Banachraum.
Um dies einzusehen, sei b > 0 mit || - [0 < 0| - ||. Ist nun (z,,)men eine
Cauchyfolge in (R", || - ||), so existiert zu € > 0 ein N € N derart, dass

|zm — x| < % fir alle m,¢ > N

und somit ||, — ¢||c < b2y, — x¢]] < e. Also ist (x,,)men eine Cauchyfolge
in (R, - ||oc), somit dort konvergent (nach Satz 8.11(d)) und somit auch

in (R™, || - ||), da beide normierten Rédume die gleichen konvergenten Folgen
haben.

Bemerkung 8.21 Normen auf einem komplexen Vektorraum E lassen sich
analog diskutieren. Die Bedingung fiir positive Homogenitat lautet hier

(Vz € C)(ve € E) |lzz]| = |2] - [J].
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Dann ist || - || insbesondere auch eine Norm auf F, betrachtet als reeller Vek-
torraum. Aus Satz 8.18 und Satz 8.11(d) folgt also, dass alle Normen auf dem
komplexen Vektorraum C™ (der reell zu R?" isomorph ist) dquivalent sind und
C™ mit jeder solchen ein komplexer Banachraum ist. Alle wesentlichen Be-
griffe und Resultate lassen sich unmittelbar vom reellen auf den komplexen
Fall iibertragen, indem wir in den Formulierungen und Beweisen einfach R
durch C ersetzen (worauf hier verzichtet wird).

Definition 8.22 Ist (£, | -||) ein normierter Raum, so nennen wir eine Teil-
menge M C E beschrankt, wenn

sup{||z|: z € M} < 0.

Bemerkung 8.23 Aquivalente Normen auf einem Vektorraum E fithren of-
fenbar zu den gleichen beschrankten Mengen; insbesondere liefern alle Nor-
men auf R" die gleichen beschrankten Teilmengen.

Wir schliefen mit interessanten Beispielen stetiger reellwertiger Funktionen
auf R™ und zugehoriger Notation.

Beispiel 8.24 Fiir einen sogenannten Multi-Index o = (v, ..., a,) € (Ng)
mit aq, ..., a, € Ny konnen wir das Monom

PR =R, = (x1,...,2,) = (x1)* -+ (2,)% =2 2%
betrachten. Dieses ist stetig, denn es ist ein Produkt
f=(pr)* - (pr,)™

stetiger Funktionen, mit Notation wie in Satz 8.11(a). Hierbei haben wir
Satz C.16(a) benutzt.

Beispiel 8.25 Per Definition ist ein Polynom p in n Variablen eine Linear-
kombination von Monomen wie in Beispiel 8.24. Schreiben wir

la| =a; +- +a,

fiir einen Multi-Index o € Ny, so ist also p eine Funktion R — R der Form

pe) = 3 agan

laj<m

mit einem m € Ny und Koeffizienten a, € R. Jedes Polynom ist stetig, als
Linearkombination stetiger Funktionen (siche Satz C.16(b)).
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9 Konvergenz von Funktionenfolgen;
Supremumsnorm

Ist X eine Menge und (f,)nen eine Folge von Funktionen f,: X — R, so
wollen wir von Konvergenz der Folge gegen eine Funktion f: X — R sprechen
konnen. Hierfiir stehen mehrere Konvergenzbegriffe zur Verfiigung; wir be-
trachten die zwei wichtigsten.

Definition 9.1 Sei X eine Menge, f: X — R eine Funktion und (f,,)nen
eine Folge von Funktionen f,,: X — R.

(a) Man sagt, die Funktionenfolge ( f,,)nen konvergiert punktweise gegen f,
wenn fiir jedes x € X

lim fn(2) = f(2)

n—oo

gilt, also
(Vo € X)(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N) |fo(z) — f(z)| <e.

(b) Gibt es zu jedem € > 0 ein N € N derart, dass fiir alle x € X

[f(x) = fulz)| <€

gilt, so sagt man, die Funktionenfolge (f,),en konvergiert gleichmdafig
gegen f. Gefordert ist also

(Ve > 0)(IN € N)(vVn > N)(Va € X) |f(z) — fulz)] < e.

Bemerkung 9.2 (a) Beachten Sie die verschiedene Reihenfolge der Quan-
toren in Definition 9.1 (a) bzw. (b). Jede gegen f gleichméBig konvergente
Funktionenfolge ist auch punktweise gegen f konvergent; gegeben ¢ kann N
sogar unabhdangig von x € X gewahlt werden.

(b) Ist f: X — R eine Funktion und ¢ > 0, so nennt man die Teilmenge
{(z,y):zeX yef(x)—e flz) +e]} € X xR

den e-Schlauch um den Graphen von f. Gleichméfiige Konvergenz von
(fu)nen gegen [ bedeutet, dass fiir jedes ¢ > 0 ein N € N existiert der-
art, dass fiir alle n > N der Graph von f,, im e-Schlauch um den Graphen
von f liegt.
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Beispiel 9.3 Wir betrachten die stetigen Funktionen f,,: [0,1] — R, f,,(z) :=
1 —na wenn z € [0, 1], f,(x) := 0 sonst (Skizze!). Zunéchst beobachten wir,
dass f,(0) = 1 fir alle n € N und somit f,(0) — 1 fiir n — oo. Fiir jedes
xr > 0 existiert ein N € N derart, dass % < zx. Fur alle n > N ist dann
% < % < z und somit f,(z) = 0. Also konvergiert f,(x) gegen 0 fur festes

x > 0 und somit gilt f, — f punktweise fiir die Funktion f: [0,1] — R,

. 1 wenn z = 0;
0 wenn x € ]0,1].

Jedoch konvergiert f, nicht gleichméfig gegen eine Funktion g. Dann wiirde
fn nédmlich auch punktweise gegen g konvergieren (wie auch gegen f) und
somit wiare fur jedes z € [0, 1]

flz) = lim f,(z) = g(x),

also ¢ = f. Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz giabe es ein N € N
derart, dass fiir alle n > N und alle z € [0, 1]

7(@) ~ @] < 5.
Mit n:= N und z := ﬁ ist jedoch
n 3 1
@) = fal) = o= (1= )| =5 >3,

Widerspruch. Die Funktionenfolge (f,,)nen kann also doch nicht gleichméBig
konvergent sein.

Im vorigen Beispiel war die Grenzfunktion f unstetig, obwohl alle f, stetig
waren. Punktweise Konvergenz ist also zu schwach, um Stetigkeit auf die
Grenzfunktion vererben zu konnen. Anders verhélt es sich bei gleichmaBiger
Konvergenz.

Satz 9.4 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Konvergiert eine Folge (f,)nen
stetiger Funktionen f,: X — R gleichmdf$ig gegen eine Funktion f: X — R,
so ist auch f stetig.

Beweis. Sei x € X. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass
|f(y) — fu(y)| < § fiir alle y € X und alle n > N. Insbesondere gilt

f(y) — fn(y)| < - fiiralley € X. (46)

Wl M
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Da fy an der Stelle x stetig ist, existiert ein 0 > 0 derart, dass

lfn(y) — fn()] <

Fiir all y € X mit d(x,y

° firalle y € X mit d(z,y) < 4. (47)

wl

< ¢ folgt

)
(

fy) = @) = |f(y) = In() + [n(y) — [n(@) + fn(z) — f(z)]
< [fy) = v+ fn(y) = In(@)] + [[n(z) = f2)]
E € ¢
< g + g + g =E.
Hierbei wurde (47) benutzt und zweimal (46) (einmal mit dem gegebenen v,
einmal mit = an Stelle von y). Also ist f stetig an der Stelle z. a

Auch Riemann-Integrierbarkeit iibertrigt sich auf gleichméflige Limites von
Funktionenfolgen.

Satz 9.5 Konvergiert eine Folge (f,)nen Riemann-integrierbarer Funktionen
fu: [a,b] = R gleichmdfig gegen eine Funktion f: [a,b] — R, so ist auch f
Riemann-integrierbar und

/ f@)de = Tim | fu(x)dz. (48)

n—oo

Beweis. Die Aussage ist trivial wenn a = b; sei daher nun a < b. Gegeben
e > 0 existiert ein N € N derart, dass fiir alle n > N

7@) = fal)] < 5

ﬁ fiir alle = € [a, b]. (49)

Sei n > N. Da f, Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen
¢, € TP derart, dass ¢ < f, < und

/abw(a:)da:—/abqﬁ(a:)dx < %

30—a) und  W(z) :=(x) + 30— a)

fiir x € [a, b], so sind ®, ¥ € T? und

O(z) < fulr) -

Definieren wir

O(z) = o(x) -

3(b—a)

< f(z)
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fir alle z € [a, b] wegen (49). Analog gilt

V(z) = fulr) +

Somit haben wir ® < f < U woraus
—oo < inf ®([a, b]) < inf f([a,b]) < sup f([a,b]) < sup ¥([a,b]) < oo

und somit Beschrénktheit der Funktion f folgt. Weiter gilt

/ab\I!(x)da:—/abCI)(x)dx
= /ab¢(x)dx+/ab3(bg_a)dw—/ab¢(x)dx+/abﬁd$

_ /<¢—¢)(x)dx+2—§<a.

Nach Lemma A.11 ist also f Riemann-integrierbar. Wegen der Monotonie
und Linearitat des Integrals folgt aus

€
— < f<
fn 3(b_a)—f—fn+ ( a)?
dass
b b b c
folz)de — / da:ﬁ/fx d:vg/fna:dx—l—/ ——dx
/ oS, SO < [ ndes | e
—e/3 —e/3
und somit
€
)dx — < -
[ rwae [ @l <
fir alle n > N. Also gilt (48). O

Aus punktweiser Konvergenz einer Folge stetiger Funktionen folgt nicht
Stetigkeit der Grenzfunktion, wenn lediglich punktweise Konvergenz vorliegt
(siche Beispiel 9.3). Das folgende Beispiel zeigt, dass punktweise Grenz-
werte Riemann-integrierbarer Funktionen nicht Riemann-integrierbar zu sein
brauchen. Die gleichmafiige Konvergenz ist also wesentlich sowohl in Satz 9.4
als auch in Satz 9.5.
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Beispiel 9.6 Die Dirichletfunktion f: R — R ist definiert via f(x) := 1
wenn x € Q und f(x) := 0 wenn z € R\ Q irrational ist. Die Funktion
flioay: [0,1] = R ist nicht Riemann-integrierbar. Ist némlich ¢: [0,1] — R
eine Treppenfunktion mit ¢ < flp1y, sosei Z = {0 =1ty < t;--- < t, =1}
eine Zerlegung derart, dass ¢ fir jedes k € {1,...,n} auf |t;_1, tx[ konstant ist
mit Funktionswert ¢;. Da das Intervall |¢t;_1, tx[ eine rationale Zahl ¢ enthélt,
folgt cr, = ¢(q) < f(q) = 0, somit [ ¢(x) dzw = Y p_, (tx — tr_1)cx < 0; also
ist

/aif(x)deO.

Da jedes nicht entartete Teilintervall von [a,b] auch ein irrationale Zahl
z enthélt und f(z) = 1 ist, folgt analog ff*f(a:) do > folldx = 1. da
Ober- und Unterintegral nicht iibereinstimmen, ist die Funktion f|j ) nicht
Riemann-integrierbar. Nun ist aber die Menge QN|[0, 1] abzahlbar unendlich,
es gibt also eine bijektive Abbildung

N—-QnI[0,1], nw~ g

Defnieren wir f,: [0,1] — R via f(z) = 1 falls z € {q1,...,¢.}, f(x) =0
falls x € [0,1] \ {q1,---,qn}, so ist f nach Beispiel A.4 eine Treppenfunktion
und somit Riemann-integrierbar. Weiter gilt f,, — f|j,1) punktweise, denn
fir irrationales z € [0,1] ist f,(x) = 0 = f(x) fiir alle n € N; fiir rationale
Zahlen x € [0,1] ist = gy fiir ein N € Nund f,(z) =1 = f(z) fir alle n >
N. Riemann-Integrierbarkeit tibertrigt sich also nicht auf alle punktweisen
Grenzwerte Riemann-integrierbarer Funktionen (anders als bei gleichméfiger
Konvergenz).

Wir erinnern an die Definition der Supremumsnorm.

Definition 9.7 Ist X eine Menge und f: X — R eine Funktion, so definieren
wir

[flloe = sup{|f(z)[: x € X} € [0, 00].

Eine Funktion f: X — R ist also genau dann beschrankt, wenn || f||., < occ.

Bemerkung 9.8 FEine Folge (f,,)nen von Funktionen f,,: X — R konvergiert
genau dann gleichméfig gegen eine Funktion f: X — R, wenn

(Ve > 0)(IN e N)(Vx € X) |f(z) — fu(2z)| <e.
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Hierbei ist die Bedingung (Vo € X) |f(z) — fu(x)| < € zu

sup{[f(z) — fu(2)]: 2 € X} < ¢
dquivalent, also zu ||f — fulleo < . Somit gilt:

FEine Folge (fn)nen von Funktionen f,: X — R konvergiert genau dann
gleichmdafig gegen eine Funktion f: X — R, wenn ||f — fulle — 0 fir
n — oo.

Definition 9.9 Ist X eine nicht-leere Menge, so bezeichnet ¢°(X,R) die
Menge aller beschréankten Funktionen f: X — R. Dies ist ein Untervektor-
raum des Vektorraums R¥ aller Funktionen von X nach R. Wir schreiben
kiirzer auch ¢>°(X) := £>°(X,R). Wir versehen ¢*(X) mit der Supremums-
norm

[ oo €2°(X) = [0,00[, || flloc := sup{[f(2)]: z € X}.

Ist X = N, so schreibt man auch einfach ¢ := ¢>*(N). Also ist £>° die Menge
aller beschriankten reellen Folgen f = (f(n))nen.

Lemma 9.10 || - ||o ist eine Norm auf (>°(X).

Beweis. Definitheit. Es ist 0 = ||f]|cc = sup{|f(x)|: © € X} genau dann,
wenn |f(x)| = 0 fiir alle x € X, also x = 0.
Subadditivitdt. Seien f, g € ¢°(X). Fiir jedes z € X ist

[f (@) + g(@)| < [f (@) + [g(x)] < [[flloe + llgllse-
Bilden des Supremums iiber alle z liefert
1f + gllee = sup{[f(z) + g(x)]: 2 € X} < || flloc + [lglloc-
Positive Homogenitét. Es ist ||tf||.c = sup{|tf(z)|: € X} = sup{[t| -
[f(@)]: v € X} = [t[sup{[f(x)]: w € X} =[] - || f]|oo- =

Bemerkung 9.11 Es sei (f,)nen eine Folge beschrankter Funktionen
fn: X > Rund f: X — R eine beschrankte Funktion. Nach Bemerkung 9.8
konvergiert die Funktionenfolge (f,)neny genau dann gleichméflig gegen f,
wenn f, — fin ((*(X),] - [|co)-

Satz 9.12 Fir jede nicht-leere Menge X ist ({>°(X),|.||«) €in Banachraum.

80



Beweis. Es sei (f,)nen eine Cauchyfolge in (0°(X), || - ||o). Gegeben € > 0
existiert also ein NV € N derart, dass

(Vn,m > N) an - meoo <e,

also
(Vn,m > N)(Vz € X) |fa(2) — fu(z)| < e (50)

Halten wir x € X fest, so gilt also |f,(z) — fm(x)| < e fiir alle n,m > N.
Somit ist (f,(7))nen eine Cauchyfolge im Banachraum (R, [ - |) und folglich
konvergent gegen eine reelle Zahl f(x). Ubergang zum Grenzwert n — oo
in (50) liefert
(Yn > N) |f(z) = fm(@)| < &
Da dies fiir alle x gilt, ist also
(vaN) ||f_fm||<>o <e. (51>

Zudem ist || flleo <€+ || fn]loo < 00 weil

[f(@)] = f(x) = fn(@) + ()] < [f(@) = fn(@)] + [In(@)] e+ [ vl
fiir alle z € X. Alsoist f eine beschréankte Funktion. Wegen (51) gilt f,,, — f
fiir m — oo in (£2°(X), | * [|oo)- O

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Menge BC(X) := BC(X,R) aller
beschrankten, stetigen Funktionen f: X — R offenbar ein Untervektorraum
von (*°(X). Wir schreiben auch || - ||o fiir die Supremumsnorm auf BC(X),

[ lloe: BC(X) = [0,00[, f = [[f]loc-
Dies ist eine Norm wegen des folgenden Lemmas.

Lemma 9.13 Ist (E, || - ||) ein normierter Raum und F C E ein Untervek-
torraum, so ist
F —[0,00[, z+ [z (52)

eine Norm auf F.
Die in (52) definierte Norm nennt man die auf F' induzierte Norm.

Beweis. Sei ||z||F := ||z|| fiir x € F. Gegeben z,y € F gilt ||z||r = 0 genau
dann, wenn ||z|| = 0, also z = 0. Weiter ist ||z +y||r = ||z+y| < ||z]|+|ly| =
lzlle + [lyllp- Fir ¢t € R gilt zudem |[tz]|p = [[tx]| = [¢] - |=]| = [¢] - [lz]|r. O

Aus Satz 9.12 und Satz 9.4 folgt nun unmittelbar:

81



Folgerung 9.14 Fir jeden metrischen Raum (X, d) ist (BC(X), |- ||«) €in
Banachraum.

Beweis. Ist (f,)nen eine Cauchyfolge in (BC(X),|| - [|), so auch im Ba-
nachraum (£>°(X), || - |leo)- Also existiert ein f € ¢*°(X) derart, dass f, — f
in (0(X),| - |loc). Nach Bemerkung 9.11 konvergiert die Funktionenfolge
(fu)nen gleichméBig gegen f. Nach Satz 9.4 ist f folglich stetig. Wegen
IIf — fallo — O konvergiert f,, gegen f in (BC(X),| - ||oo)- O

Beispiel 9.15 Man schreibt Cla, b] := C([a, b], R) fiir die Menge aller steti-
gen reellwertigen'? Funktionen f: [a,b] — R auf dem abgeschlossenen In-
tervall [a,b]. Da jede solche Funktion f: [a,b] — R nach dem Satz vom
Maximum der Analysis 1 ein Maximum und ein Minimum annimmt und
somit beschrankt ist, ist

Cla.b] = BC([0, 1)),
Nach Folgerung 9.14 ist C[a, b] mit der Supremums-Norm also ein Banachraum.

Bemerkung 9.16 Der Banachraum (Ca, b], ||-||s) ist von grofier Wichtigkeit
fiir die Analysis. Zum Beispiel werden wir in der Reellen Analysis diesen Ba-
nachraum (und seine Vollstandigkeit) benutzen, um die Existenz von Losungen
von Differentialgleichungen zu beweisen.

Definition 9.17 Eine Reihe in einem normierten Raum (FE,|.||) ist eine

Folge (3°_, ax)nen von Anfangssummen mit Summanden a; € E. Die Reihe
heifit konvergent, wenn der Limes

n
lim E Qg
n—00
k=1

der Anfangssummen in E existiert; in diesem Fall schreiben wir auch Y7 | a,
fiir diesen Limes. Die Reihe heif3t absolut konvergent, wenn

o0
> lan| < oo.
n=1

4Das Symbol Cla, b] wird manchmal auch fiir die stetigen komplezwertigen Funktionen
benutzt.
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Satz 9.18 FEin normierter Raum (E, || -||) ist genau dann ein Banachraum,
wenn in E jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei zunéchst (E, ||-||) ein Banachraum und a,, € Emit 7, ||a,|| <
oo. Fiir € > 0 existiert dann ein N € N derart, dass fir alle n > N

oo n o
Do lall = laell] = > Naxll-
k=1 k=1

k=n+1
Fiir alle n,m > N, mit n > m etwa, gilt dann

€ >

n m n n oo
Do =]l > a| < D el < D el <e.
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

Also ist (D°;_, ax)nen eine Cauchyfolge in £ und somit konvergent.

Sei umgekehrt jede absolut konvergente Reihe in F konvergent und (x,, ),en
eine Cauchyfolge in E. Wir brauchen nur zu zeigen, dass die Cauchyfolge
eine konvergente Teilfolge besitzt - die Cauchyfolge konvergiert dann eben-
falls gegen den Grenzwert der Teilfolge (sieche Lemma C.22).

Nun finden wir nacheinander N; < Ny < --- derart, dass

(Vn,m > Np) ||, — x| < 27%.

Somit ist (2, )ken eine Teilfolge derart, dass ||zy, — an,| < 27F fir alle
i,j > k. Nach Ersetzen von (z,,)nen durch die Teilfolge (zn, )ren dirfen wir
also annehmen, dass

(Vi,j > k) [l — ;] < 27"

Insbesondere ist nun ||z, 1 — 23| < 27% und somit

o0 o0
Sl -l < 32 <o
k=1 k=1

(Abschéatzung durch geometrische Reihe). Per Voraussetzung existiert also

o0 n

Z(xn-i-l —Tp) = nlggo Z(mk-i-l — T).

n=1 k=1

Also konvergiert auch @y + > (Tx11 — 2g) = Tpq flir n — oo und somit
auch die Folge (z,)nen- a
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Satz 9.19 (Weierstraf3scher Konvergenzsatz) Ist (X,d) ein metrischer
Raum und (f,)nen eine Folge beschrdnkter stetiger Funktionen f,: X — R

derart, dass
oo
Z | falloo < o0,
n=1

so ist die Funktionenreihe (3 5 _, fr)nen gleichmdfig konvergent gegen eine
beschrankte stetige Funktion f: X — R. Zudem konvergiert fiur jedes v € X
die Reihe Y " | fn(x) absolut und fiir ihren Limes gilt >~ | fo(x) = f(x).

Beweis. Per Voraussetzung ist die Funktionenreihe absolut konvergent. Da
(BC(X), |l - lls) ein Banachraum ist, konvergiert die Reihe (3 ,_, fi)nen in
(BC(X), |l - |loo) gegen ein f € BC(X). Nach Bemerkung 9.11 konvergiert
dann ) ;_, fi fir n — oo gleichméBig gegen f. Gegeben z € X ist we-
gen |fu()] < Ilfulloe mit 30, [fulle < o0 die Zahlenreihe Y57, £, ()
nach dem Majorantenkriterium der Analysis 1 absolut konvergent. Da aus
gleichméBiger Konvergenz gegen f die punktweise Konvergenz folgt, gilt

f(z) = limy, 00 ZZ:1 falz) = ZZO:l fn(T). O

Mit dem Weierstrafischen Konvergenzsatz gewinnen wir wertvolle neue Ein-
sichten iiber Potenzreihen.

Folgerung 9.20 Es sei (a,)nen, €ine Folge reeller Zahlen derart, dass die
Potenzreihe Y " a,x™ positiven Konvergenzradius R € 10, 00] besitzt. Also
existiert insbesondere der Limes f(z) :=> " ja,z" in R fir alle x € R mit
|z| < R und definiert eine Funktion

f:]-rr[—R, z+— Zanx".
n=0

Dann konvergieren die Anfangssummen Y ,_japa® fiir n — oo auf [—r,r]
gleichmafig gegen f(x), fur alle r €10, R[. Insbesondere ist f stetig.

Beweis. Die erste Aussage ist aus der Analysis 1 bekannt und ebenso, dass
fiir jedes r €]0, R|

[e.9]

Z|an|7’” < 0. (53)

n=0
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Wir betrachten nun die Funktionen f,: [—-r,7] — R, f,(z) = a,2™ und
beobachten, dass

| fulloo = sup{ lapa™| = x € [—r,r|} = |an|r".

=lanl|z|"

Wir kénnen nun also (53) so lesen, dass

[e.e] oo
Z [ falloo = Z |an|r"™ < oco.
n=0 n=0

Nach dem Weierstrafischen Konvergenzsatz konvergiert die Funktionenfolge
(D p—o fr)nen gleichméBig gegen fli_,,1. Insbesondere konvergiert die Folge
(> ko frll=rrD)nen stetiger Funktionen gleichméfig gegen f|j_,,, also ist
flj—rs[ stetig. Da |—R, R[ die Vereinigung der offenen Mengen |—r,7[ mit
r €]0, R] ist und f auf jeder dieser offenen Mengen stetig, ist f stetig. O

Bemerkung 9.21 Die Stetigkeit der Funktion f aus Satz 9.20 wurde mit
einem anderen Argument schon in der Analysis 1 gezeigt. Die gleichmafige
Konvergenz auf den Teilintervallen [—r, 7] ist ein neuer Aspekt.

Bemerkung 9.22 In der Situation von Satz 9.20 braucht die Potenzreihe
nicht auf ganz |—R, R[ gleichméBig zu konvergieren. Ein Gegenbeispiel ist
die geometrische Reihe mit R = 1 und Grenzfunktion

1
1—x

fr]-L1[=R, f(z)= Zm” =

Wirde f,,: |-1,1[—= R, fuo(z) = Y p_ 2" fir n — oo gleichmaBig kon-
vergieren, so gibe es ein N € N mit ||f — fulle < 1 fur alle n > N. Also
ware

[f(@)] < |f(z) = fn(@)|+ | fy(@)] < N +2

<1 <N+1

fir alle z €]—1,1[. Die Funktion f ist wegen lim, . ﬁ = 00 jedoch nicht
beschrankt, Widerspruch.

Potenzreihen konnen gliedweise integriert werden.
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Folgerung 9.23 Fir f wie in Folgerung 9.20 st der Konvergenzradius der

Potenzreihe Y7 “ﬁla:”“ ebenfalls gleich R und es ist

. ]-R,R[— R, F(z Z/ ant" dt = gt

n+1

eine Stammfunktion fir f.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist
F:-R R>R, F / £(#)
eine Stammfunktion fir f. Gegeben x €|—R, R| wihlen wir r €]0, R mit

r > |z|. Da Y ,_,axt® = f(t) gleichméfig fir ¢ € [—r,r] fiir n — oo (siehe
Folgerung 9.20), erhalten wir mit Satz 9.5

F(z) = /f(t)dt:/ lim ) at* dt
o N ko 1 - Tk
= nh_g)lo Zakt dt—nh_{roloZak/o t" dt
= Zan/ th dt = 2"
n+1

Die gewiinschten Formeln sind also gezeigt und fiir den Konvergenzradius S

der Potenzreihe > % n“jlx"“ gilt § > R. Aus der Analysis 1 wissen wir,

dass die durch die vorige Potenzreihe festgelegte Funktion

oo

anp n
g |-5.S[5 R, gla) = 30
n=0

differenzierbar ist und gliedweise differenziert werden darf, wobei der Reihe

der Ableitungen Y 7 ) A Gu gt — 57 g, 0" mindestens den Konvergenz-

radius S hat. Also ist auch R > S und somit R = S. O

Im Falle von gleichmafliger Konvergenz kénnen nach Satz 9.5 Integral und
Grenzwert vertauscht werden:

/b lim f,(x)dz = lim bfn(x) dx

n—00 n—00

Die folgende Bedingung erlaubt Vertauschen von Grenzwert und Ableitung.
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Lemma 9.24 Gegeben reelle Zahlen a < b sei (f,)nen eine Folge stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen f,: [a,b] — R mit folgenden FEigenschaften:

(a) Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichmdfig gegen eine stetige
Funktion f: |a,b] — R; und

(b) Die Folge der Ableitungen (f!)nen konvergiert gleichmafSig gegen eine
stetige Funktion g: [a,b] — R.

Dann ist f stetig differenzierbar und ' = g, also
!/
<lim fn> = lim f].
n—oo n—oo

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist die
Funktion

G: [a,b] — R, a:|—>f(a)+/mg(t)dt

stetig differenziebar mit G’ = ¢g. Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir jedes
x € [a,b]

f(x) = fla) + / "yt de (54)

gilt (und somit f = G). Nach dem Hauptsatz ist fir jedes n € N

fal@) = fula) + / " ptyde. (55)

Da aus gleichmafliger Konvergenz punktweise Konvergenz folgt, konvergiert
die linke Seite von (55) fiir n — oo gegen f(x) and der erste Summand der
rechten Seite gegen f(a). Da

fq,q|[a,cc] = Gliaa)
gleichméBig fiir n — oo, konvergiert [ fr(¢) dt gegen [ g(t) dt fir n — oo,
nach Satz 9.5. Der Grenziibergang n — oo in (55) liefert also (54). O

Wir erwahnen Varianten, die weniger zentral sind.

Definition 9.25 Fiir k € Ny und reelle Zahlen a < bsei C*[a, b] := C*([a, V], R)
der Vektorraum der C*-Funktionen f: [a,b] — R. Man siecht unmittelbar,
dass dann

e = max{llflloo, f llocs - - 1F® oo}

eine Norm auf C*[a, b] definiert.
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Satz 9.26 Flir jedes k € Ny ist (C*[a,b], || - ||c#) ein Banachraum.

Beweis. Fiir k£ = 0 wissen wir dies aus Beispiel 9.15, diirfen nun also £ > 1
annehmen. Sei (f,,)nen eine Cauchyfolge in (C*([a, b], || ||c#). Gegeben & > 0
existiert ein N € N derart, dass

(Vn,m > N) |[[fo = fuller <e.
Fiir jedes 7 € {0,1,...,k} gilt dann fiir die jten Ableitungen
J J g J g
(Vn,m > N) £ = FP Mo = (= fn) oo < 1fn = fmllex < e (56)

Also ist (f7)nen eine Cauchyfolge im Banachraum (Cla,b], || - ||oc), somit
gleichméBig konvergent gegen eine stetige Funktion g;: [a,b] — R. Fiir jedes
j€{0,1,...,k—1} ist nach Lemma 9.24 die Funktion g; stetig differenzierbar
mit g} = gjy1. Also ist f := gy eine C*-Funktion mit fU) = g; fur alle
j€{0,1,...,k}. Mit n — oo folgt aus (56), dass
1f9 = Nl = llg; = Fllee <

fir alle m > N und j € {0,1,...,k}. Also ist

Hf - fm”C’C <e
fiir alle m > N. Folglich gilt f,, — f in (C*[a,b], || - ||cx) fiir m — oo. O

Satz 9.27 Gegeben k € Ny und reelle Zahlen a > b sei (f,)nen eine Folge
von C*-Funktionen f,: [a,b] — R derart, dass

Z 1f9)oe < 00 fiir alle j € {0,1,...,k}.
n=1

Dann konvergiert die Reihe > o0 fn in (C*¥[a,b], || - ||cx) gegen eine C*-
Funktion f: [a,b] — R. Fir alle x € [a,b] und j € {0,1,...,k} gilt in R

fO2) = fP().
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Beweis. Es ist

Y lfallor <D U falloo + 1 falloo + -+ 1P lloo) = DD NP oo < 00
n=1 n=1 j

k
7=0 n=1

Also ist die Reihe Y °° | f,, im Banachraum (C*[a, b], || - ||c+) absolut konver-

gent und somit konvergent, nach Satz 9.18, etwa gegen f. Da

FO=3 ‘f—me
m=1 m=1

< —0

) Cck

fiir n — oo, konvergiert die Funktionenreihe (3 " _, ,(nj))neN gleichméfig
gegen ) und somit punktweise. Also ist fO)(z) = 32 19 (x). O

Bemerkung 9.28 Punktweise und gleichmaflige Konvergenz von Folgen
(fn)nen von Funktionen f,: X — F mit Werten in einem Banachraum
(F,] - [|#) kann man analog zum reellwertigen Fall behandeln: Man ersetze
lediglich iiberall R durch F' und |- | durch || - ||¢. Insb. kénnen Folgen kom-
plexwertiger Funktionen analog diskutiert werden. Auch ist (¢>°(X, F), ||||o0)
ein Banachraum fiir jede Menge X, mit

[flloe == sup{|lf(2)l|r: = € X}

fiir beschrankte stetige Funktionen f: X — F. Ebenso der Vektorraum
(BC(X,F),| - |l«c) der beschréankten stetigen Funktionen f: X — F, fiir
jeden metrischen Raum (X, d).

Bemerkung 9.29 Mit etwas mehr Umschreiben kann man punktweise und
gleichmaflige Konvergenz von Funktionen f,: X — Y gegen f: X — Y
behandeln, wenn (Y, dy) ein metrischer Raum ist, ndmlich via

(Vo € X)(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N) dy(f(x), fu(z)) <e
bzw.
(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N)(Vx € X) dy(f(z), fu(z)) < e.

Dieser Fall ist aber kaum relevant fiir die Analysis 2 und erfordert andere
Notation, weswegen wir darauf ganz verzichten.
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Bemerkung 9.30 In der Analysis 2 interessiert uns an Satz 9.18 vor allem,
dass in Banachraumen jede absolut konvergent Reihe konvergiert. In der
Reellen Analysis wir auch die umgekehrte Implkation niitzlich sein:

Im dann betrachteten normierten Raum (L'[a, b, ||-||z1) der (Aquivalenz-
klassen von) Lebesgue-integrierbaren Funktionen werden wir leicht die Kon-
vergenz absolut konvergenter Reihen zeigen konnen; also ist (L'[a,b], || - [|11)
ein Banachraum.

10 Stetigkeit linearer Abbildungen;
Operatornorm

Satz 10.1 Sind (E,||-||) und (F,||-||r) normierte Riume und ist A: E — F
eine lineare Abbildung,'> so definiert man die Operator-Norm von A als

| Allop := sup{||Az||p: z € E mit ||z||g < 1} € [0, 00].
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(a) A: E — F ist stetig an der Stelle 0;
(b) A: E — F ist stetig;
(c) A ist ein sogenannter beschrénkter linearer Operator, d.h. ||All,, < co.

In diesem Fall ist A Lipschitz-stetig, insb. gleichmdflig stetig. Weiter gilt
(Vee E) | Az]lr < [|Alloplz| - (57)

Beweis. (b)=(a) ist trivial.
(a)=-(b): Gegeben ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 derart, dass

(Vy € E) lylle < = [lAyllr <e.
Fir x € F und alle y € F mit ||y — z|| < 0 gilt dann
[A(y) — A@)|lr = [[A(y — 2)l[r <e.

Also ist A an der Stelle x stetig.

15Also A(tz + sy) = tA(x) + sA(y) fiir alle z,y € E, t,s € R.
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(a)=-(c): Ist A stetig in 0, so gibt es ein § > 0 derart, dass ||Az||r < 1
fir alle x € E mit ||z||p < §. Fiir alle z € F mit ||z||p < 1ist ||0z|g =
O|z|| g < 4§, somit

1
|Az||F = 5||A5I||F <

(SN

somit [|Allop = sup{||Az||p: [|z|r < 1} < 3 < oo,
(c)=(a): Wir iiberlegen zunéchst, dass aus (c¢) die Abschatzung (57) folgt.
Ist z = 0, so ist (57) klar. Ist z # 0, so ist wegen der positiven Homogenitét

. L alls=1<1
= — :L' g
lells s lalle’ " "=
somit .
[Az||F = ||lz]| AH—I < [lz[zlAllop-

Also gilt (57). Ersetzen wir dort x durch « — y, so sehen wir, dass
(Ve,ye E)  ||Az — Aylr = |A(z — y)llr < [[Allopllz — ylle-

Also ist A Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L = || - ||op- O

Beispiele 10.2 (a) Fiir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion

pr: R" = R, (21,...,2,) — 2%
auf die kte Komponente stetig auf (R™, || - ||) mit || pry ||op = 1. Ist ndmlich
r=(21,...,2,) € R" mit 1 > ||z||cc = max{|z1|,...,|zs|}, soist |pr,(z)] =

|zx] < 1. Bildung des Supremums iiber alle = liefert || pry|lop < 1. Der
Enheitsvektor x := e, erfiillt |||l = 1 und pry(z) = 1. Alsoist || pry, |lop = 1.

(b) Der Ableitungsoperator
D: C'0,1] = C[0,1], f+ f

ist linear und stetig, wenn wir C*[0,1] mit || - [|cx und C[0,1] mit || - ||eo
versehen. Ist 1 > || f|lcr = max{||flco, || f'|loc}, s0 ist nédmlich || D(f)| =
| loo < || fllcr < 1. Bildung des Supremums iiber alle f liefert || Do, < 1.

(c) Wie zuvor sei C[0, 1] der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
[0,1] und C'[0,1] der Raum der C'-Funktionen. Versehen wir (was recht
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unnatiirlich ist) beide Rdume mit der Maximumnorm, so ist der Ableitungs-
operator D: C'[0,1] — C°[0,1] unstetig. Sei namlich f,(¢) := sin(nt) fir
n €N, t € [0,1]. Dann ist || f,]|cc = 1 aber wegen f!(t) = ncos(nt)

1D fnlloe = 1 £3lloe =7

fir alle n € N, somit || D||op > n fiir jedes n und somit || D||op = 0.

(d) Analog zu (b) sehen wir, dass
D: C™0,1] — C™0,1], f f

stetig ist von (C™*[0,1], || - [[gn+1) nach (C™[0,1], || - ||cn ), mit Operatornorm
[Dllop < 1.

In Teil (c) des folgenden Satzes versehen wir £ x E mit der Maximum-Norm,

12, y)lloo = max{lzl, |[y[l} fir z,y € E,

wie in Bemerkung 8.14(b). Ebenso versehen wir in Teil (e) das kartesische
Produkt R x E mit der Maximum-Norm,

|(t, )] 0o := max{|t],||x]|} firt€Rundz € E.

Satz 10.3 Fir jeden normierten Raum (E,||.||) sind folgende Abbildungen
stetig:

Fiir festes t € R die Homothetie hy: E — E, x — tx;

(a
(b

)
) Fir festes x € E die Translation t,: E — FE, yw— y + x;
(¢) Die Addition a: E X E — FE, a(z,y) ==z +y;
(d) Fir jedes x € E die Abbildung t,: R — E| t — tx.
Weiter ist folgende bilineare Abbildung stetig:
(e) Die Multiplikation p mit Skalaren, p: R x E — E, p(t, x) := tz.

Beweis. Wir beweisen (und benutzen) zunéchst nur (a)—(d):
(a) hy ist linear. Firz € E'mit ||z| < 1ist |he(x)]| = [[tz]| = [¢]-]|z]] < |¢],
somit ||alop < [E].
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(b) Es ist ||tz (y) — ta(2)|| = [[(x +y) — (x+2)[ = lly — 2|l < Lly — 2| mit
L =1, d.h. t, ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L = 1.

(c) Die Abbildung « ist linear. Sei (z,y) € E'x E mit 1 > ||(z,9)]« =
max{||z], [[y[|}. Dannist [la(z, y)|| = |z +yll < [lz]|+ [y < 1+1 = 2. Also

ist [|a[op < 2.
(d) Die Abbildung ¢, ist linear. Sei ¢ € R mit [¢t| < 1. Dann ist ||¢,(t)]| =
[t = [¢] - lz]] < [lll, also [leallop < [l]]- O

Ist t # 0, so ist hy o hy=1 = hy-1 o hy = idg. Also ist h;: F — FE eine
stetige invertierbare Abbildung mit stetiger Umkehrfunktion, ein sogenannter
Homoomorphismus:

Definition 10.4 Eine Abbildung
f: X—=Y

zwischen metrischen Raumen wird Homoomorphismus genannt, wenn f stetig
ist, invertierbar und die Umkehrfunktion f~': Y — X ebenfalls stetig.'6

Wegen t,ot_, =t_,ot, =idgist aucht,: F — FE stets ein Homoomorphismus.

Die Multiplikation p: R x E — E in Satz 10.3(e) ist bilinear. Folgender Satz
hilft bei ihrer Diskussion:

Satz 10.5 FEs seien (E1, |- |l1), (F2,| - |l2) und (F,|-||r) normierte Rdume.
Fiir eine bilineare Abbildung B: Fy X Fy — F' sind dquivalent:

(a) B ist stetig.
(b) B ist stetig in (0,0).
(c) Esist

1Bllop = sup{[|5(z, y)llr: (2,y) € By x Ey mit [[z]ly <1 und |yl <1} < oco.

In diesem Fall gilt

(Vo € Er)(Vy € Ea) ||z, y)llr < [|Bllopllzll1llyll2- (58)

6Ebenso bei Abbildungen zwischen topologischen Riumen (die wir spiter betrachten
werden).
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Hierbei wird in (a) und (b) E; x Ey mit der Maximumnorm versehen,

12, y)loo = max{[z[ly, lyll2}  fiir (2,y) € By X Es,

Beweis. Die Implikation (a)=-(b) ist trivial.
Gilt (b), so existiert ein € > 0 derart, dass

—El XEQ

B2 (0,0) € B7Y(BY (0)),

€

wobel

—E1xE
B.(0,0) = {(z.y) € By x Ey: max{|lz]y, |yll2} = [[(z,)ll < ¢}

—E; —E>

— B(0) x BL*(0).

Sind (z,y) € Fy x Ey mit ||(z,9)]lw < 1, so ist |[(ex,ey)|| < €, folglich

1 1
= 18z, 2y)lr < .
<1

I3tz = | 5w, e)

F

Also ist [|]lop < & < 00 und (c) gilt.
Wir zeigen nun, dass aus (c) die Abschétzung (58) folgt. Seien (z,y) €
Ey x Ey und t, s > 0 positive reelle Zahlen mit ¢t > ||z||; und s > ||y||2. Dann
gilt [|1z]ly = {]lz]l1 <1 und ||1y[]s <1, somit
ts B(lx, ly) =ts
t s P

18z, y)llr =

i(7o )| < etsl

—~
<[Bllop

Ubergang zum Infimum in ¢ und dann in s liefert || 3(z, )|z < ||1z[|1]|y|2]|5]|op-

Gilt (c), so zeigen wir die Stetigkeit von ( an einer gegebenen Stelle
(x,y) € Ey X Ey. Seien hierzu (z,,y,) € Ey X Ey mit (2,,y,) — (z,y), also
x, — x und y, — y fiir n — co. Wegen Satz 8.10 gilt dann ||z,[; — ||z
fiir n — oo. Unter Benutzung von (58) schlieflen wir, dass

||B(x,y) - /B(xmyn)HF < ||6($,y) - B(‘rmy)HF + ”B(xmy) - B(mTuyn)HF
= 8z =20, y)llr + [1B(2n, y — ya)llr
< |l =@l [Wll21Bllop + [Zally ly = ynll2 [|Bllop — 0
—— N~ —

—0 —|lz]l1 —0
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fir n — oo und somit f(x,,y,) — B(x,y). Also ist 5 an der Stelle (x,¥)

stetig. O
Beweis von Satz 10.3(e). Sind ¢ € R mit [¢| < 1 und z € E mit ||z] <1,
so ist ||u(t, x)|| = ||tz|| = |t] - [|z|| < 1, also ||p]lop < 1 < oo und folglich u
stetig. [J

Lineare und bilineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Definitions-
bereichen sind automatisch stetig.

Satz 10.6 Seien n,m,k € N und (F,| -||) ein normierter Raum. Dann gilt:

(a) Jede lineare Abbildung o: R™ — FE ist stetig. Insbesondere ist jede
lineare Abbildung a: R™ — R¥ stetig.

(b) Jede bilineare Abbildung 5: R™ x R™ — E ist stetig. Insbesondere ist
jede bilineare Abbildung 3: R™ x R™ — RF stetig.

Beweis. Es seien e; = (1,0,---,0), ..., e, = (0,...,0,1) die Standard-
Basisvektoren des R™. Analog dazu seien fi, ..., f,, die Standard-Basisvektoren
des R™.

(a) Fir x = (21,...,2,) € R" mit ||z]| < 1 gilt |z;| < 1 fiir alle
i€ {l,....,n}. Mit z =" | x;e; erhalten wir

sz‘a(ez‘) < Z |z (e < Z lev(e)|[-

Also ist [laflop < D00, lla(e;)]| < oo, folglich o stetig.
(b) Fitr £ = (21, ..., %) €ER™, y = (y1, ..., Ym) € R™ mit ||z|s < 1 und
[ylleo < 1 folgt mit @ =77 | wie;, y = D7, y;fj, dass

la()]| =

18l = 30 wasbten )| < 523 Jaul lys 18(es ) < 323 UB(es, £
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Also ist |8l < Y0y S 1B(es ) < o0, folglich B stetig. 0

Sind (E,|| - ||g) und (F,|| - ||r) normierte Rdume, so schreiben wir L(E, F')
fiir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen (beschrénkten linearen
Operatoren) A: E — F. Man kiirzt weiter ab:

L(E):=L(E,E)
und £ := L(E,R).
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Satz 10.7 Sind (E,| - ||g) und (F,| - ||r) normierte Riume, so ist L(E, F)
ein Untervektorraum des Vektorraums F¥ aller Abbildungen von E nach F.
Weiter ist L(E, F') mit || - ||lop €in normierter Raum.

Beweis. Die konstante Abbildung £ — F, z — 0 ist stetig, also in L(E, F).
Sind A, B € L(E,F) und t € R, so ist

(A + B)z||r = [|Az + Bz||p < [[Az|| + [[Bz|[r < [[Allop + [ Bllop
fir alle z € E mit ||z||p < 1. Alsoist A+ B € L(E, F) und
1A+ Bllop < [[Allop + || Bllop-

Weiter st [|(¢A) ()] » = [t] | Az][p < [¢] || Allop, somit [[EA]Jop < [¢] || Aflop < 00
und insbesondere tA € L(E, F). Ist t = 0, so folgt Gleichheit. Andernfalls
erhalten wir analog || Allop = [[t71(tA)]Jop < [t]7||EA|lop und folgern [|tA||op >
|t || Allop. Wiederum ergibt sich ||tAllop = [t] || Allop-

Nach dem Vorigen ist £(E, F) ein Untervektorraum von F¥. Weiter ist
| - |lop eine Norm; wir haben nur noch Definitheit zu priifen: Ist A # 0, so
existiert ein x € E mit Ax # 0. Dann ist x # 0, und nach Ersetzen von
x durch den normierten Vektor ﬁx diirfen wir annehmen, dass ||z|/g
1. Dann ist ||z]|p < 1, also ||A]lep = sup{||Ay||r: y € E mit ||y||g < 1}
|Az||F > 0.

AV

Satz 10.8 Ist (F,||-||r) ein Banachraum, so ist auch L(E, F) mit ||-||op €in
Banachraum.

Beweis. Spezialfall: Ist £ = R” und F' = R™, so konnen wie eine lineare
Abbildung A: R™ — R™ durch eine Matrix A € R™*" beschreiben (wobei wir
auf R" und R™ die Standardbasen benutzen), wie aus der Linearen Algebra
bekannt ist. Wir erhalten also einen Isomorphismus von Vektorraumen

L(R",R™) — R™*" 22 R™,

Da R™ beziiglich jeder Norm vollstandig ist, folgt die Vollstandigkeit von
(LR, R™), ||+ llop)-

Den allgemeinen Fall iiberspringen wir in der Vorlesung (wer ihn sehen
mochte, findet ihn am Ende des Kapitels). O
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Lemma 10.9 Sind (Ey, |- |1), (Ea, || - |l2) und (Es, || -||3) normierte Riume,
A€ L(Ey, E3) und B € L(Ey, Es), so ist Ao B: Ey — Ej stetig und linear,
also Ao B € L(Ey, E3). Weiter gilt

[Ae Bllop < [[Allop | Bllop- (59)
Zudem gilt fiir einen normierten Raum (E, | - ||) mit E # {0} stets
lidg [lop = 1
(ist E = {0}, so ist || idg ||op = 0).

Beweis. Ist z € E; mit ||z]; < 1, so gilt ||[(Ao B)(z)||s = [|[A(Bx)|z <
[Allop|[ Bz[l2 < | Allop[| Bllop- Somit ist [[A o Bllop < [[Allop||Bllop-

Fir x € E mit ||z| < 1ist ||idg(X)| = ||z|| < 1, somit ||idg |lop < 1.
Ist z € E mit  # 0, so folgt aus 0 < ||z|| = ||idg(z)|| < ||idg ||opllz]|, dass
IlidE ||op > 1; also ist ||idg ||lop = 1. O

Erganzungen zur Stetigkeit linearer bzw. bilinearer Abbildungen

Wir erwahnen weitere Tatsachen und Details, die in der Vorlesung zunachst
iibersprungen werden.

Beweis von Satz 10.8. Wir beweisen nun den allgemeinen Fall des Satzes.
Nach Satz 10.7 wissen wir schon, dass (L(E, F), || - ||lop) ein normierter Raum
ist. Um die Vollstandigkeit nachzuweisen, sei (A, )nen eine Cauchy-Folge in
L(E,F). Fiir jedes € > 0 gibt es also ein N € N derart, dass

(Vn,m > N) ||A, — Anllop < e. (60)
Fiir festes € E folgt aus (60):
(nm = N) ([ Auz = Apellp < 4y — Aullolizls < 2llzlls. (61)
Also ist (A,x)nen eine Cauchy-Folge in F' und somit konvergent. Wir definieren

Az := lim A,z

n—oo

und erhalten so eine Abbildung A: £ — F, x — Az. Firz,y € Eundt € R
gilt!?

n—00 n—00 n—00 n—00

7weil A,, linear ist und die Addition F x E — E und Skalarmultiplikation R x F — E
stetig sind (also mit Grenzwerten vertauscht werden konnen).
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und
A(ty) = lim A,(ty) = lim (tA,y) =t lim A,y = tAy;
n—o00 n—o00 n—00

somit ist A linear. Lassen wir n — oo in (61), so erhalten wir

(Vm > N)(Vx € E) ||Azx — Apz||r < el|z| k. (62)
Insbesondere gilt fiir alle x € F mit [|z||g < 1:

< ellzlle + [Axllopllzllz < &+ [[Anlop-
Bilden des Supremums tiber all diese x liefert

[ANlop < €+ [[An]lop < 0.

Also ist A € L(FE, F). Bilden wir in (62) das Supremum {iiber alle € E mit
llz||z < 1, so folgt
(= N) A= Apllop < 2.

Also gilt A,, — A fir n — oco.

Beispiele 10.10 (a) Sind (£, |- ||g) und (F, | - ||r) normierte Raume, so ist
die bilineare Auswertungsabbildung

ev: L(E,F)x E—F, ev(A z):=A(x)

bilinear. Nach (57) gilt fir alle A € L(E, F) mit ||Allop < 1 und alle z € E
mit ||z||p <1

lev(A, 2)|lr = [[A(@)][r < [[Allopllzfz < 1.
Bilden des Supremums tiber all diese (A, x) liefert
levlop < 1.
Insbesondere is ev stetig.

(b) Es seien (Ex, || - |l1), (Ea, || - ||2) und (Es, || - ||3) normierte Rdume. Dann
ist die Kompositionsabbildung

I': ,C<E2,E3) X E(El, EQ) — ,C(El,Eg), F(A, B) =AoB
bilinear. Nach (59) gilt
IT(A, B)llop = [[A© Bllop < [[Allop | Bllop <1

fur alle (A, B) € L(Es, E3) x L(Ey, Ey) mit ||Allop < 1 und ||B|lop < 1. Die
bilineare Abbildung I' ist also stetig mit ||I'||op < 1.
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11 Topologien und Stetigkeit

Fiir n > 2 ght es auf R” viele verschiedene Normen, wie wir gesehen haben;
jedoch ergibt jede Norm || - || auf R™ die gleiche Menge

O :={VCR": (Ve € V)3e>0)Bll(z) CV}

von offenen Mengen (siche Lemma 8.19). Fiir viele interessante Sachverhalte
ist die gewahlte Norm || - || (oder zugehérige Metrik d(z,y) := ||z — y||) irre-
levant und diese lassen sich allein unter Benutzung von (R, O) diskutieren.
Dies 6ffnet den Blinkwinkel fiir Situationen, in denen vielleicht keine Metrik
verfiighar oder naheliegend ist, aber dennoch ein System O von Teilmengen V'
einer Menge X. Wir erinnern an Eigenschaften der Menge O aller offenen
Teilmengen eines metrischen Raums (X, d), wie in Satz C.7:

11.1 (O1) Esist 0 € O und X € O.
(02) Fiir jede Familie (V;);e; von Mengen V; € O ist (U, V; € O.
(03) Fiiralle Vi € O und Vo, € O ist V1 NV, € O.

Definition 11.2 Sei X eine Menge und P(X) ihre Potenzmenge (die Menge
aller Teilmengen von X). Eine Menge O C P(X) von Teilmengen von X
wird eine Topologie auf X genannt, wenn die Bedingungen (O1), (O2) und
(03) aus 11.1 erfiillt sind. Ist X eine Menge und O eine Topologie auf X, so
nennt man das Paar (X, O) einen topologischen Raum.

Definition 11.3 Sei (X, Q) ein topologischer Raum.
(a) Wir nennen eine Teilmenge V' C X offen, wenn V' € O.

(b) Eine Teilmenge V' C X heifit offene Umgebung eines Punkts = € X,
wenn V offen ist und z € V.

(c) Eine Teilmenge W C X heifit Umgebung eines Punkts = € X, wenn
eine offene Umgebung V' von x existiert mit V' C W.

(d) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Jede offene Umgebung W eine Punkts x ist auch eine Umgebung von z (man
nehme oben V := W).
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Bemerkung 11.4 Mit den de Morganschen Regeln folgen aus (O1)—(O3)
die folgenden Eigenschaften von abgeschlossenen Mengen in einem topolo-
gischen Raum (X, O):

(a) @ und X sind abgeschlossene Mengen;

(b) Fiir jede Familie (A;)jc; von abgeschlossenen Mengen mit J # ) ist
cs A; abgeschlossen.

(c) Sind A; und A abgeschlossene Teilmengen von X, so ist A; U A
abgeschlossen.

Lemma 11.5 FEs sei (X, O) ein topologischer Raum und M C X eine Teil-
menge. Dann sind dquivalent:

(a) M ist offen,
(b) M ist eine Umgebung von jedem x € M.

Beweis. (a)=(b): Ist M offen, so ist M eine offene Umgebung von jedem
x € M.

(b)=(a): Ist M eine Umgebung von jedem x € M, so existiert eine offene
Umgebung V, von z mit V,, C M. Dann ist

M= J{zytc |V M,

xeM zeM

also M = |J,cp Vo offen als Vereinigung offener Mengen. O

Definition 11.6 Es seien (X,0Ox) und (Y,Oy) topologische Rédume und
f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heifit stetig an einer Stelle x € X, wenn fiir jede Umgebung V' von
f(z) in Y das Urbild f~*(V) eine Umgebung von z in X ist.

(b) f heifit stetig, wenn f an jeder Stelle x € X stetig ist.

Wegen Lemma C.13 ist im Falle metrischer Rdume (X, dx) und (Y, dy) die
gerade gegebene Definition von Stetigkeit an einer Stelle z (und somit auch
die Definition von Stetigkeit) dquivalent zur bei metrischen Raumen tiblichen
Definition.

Analog zu Satz C.14 haben wir:
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Satz 11.7 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rdaume. Fir eine Funk-
tion f: X — 'Y sind daquivalent:

(a) f ist stetig, also stetig an jeder Stelle v € X ;

(b) Fiir jede offene Teilmenge V wvon'Y st das Urbild f~Y(V) eine offene
Teilmenge von X ;

(c) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist das Urbild f~'(A) eine
abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweis. (a)=-(b): Sei V C Y offen und x € f~}(V). Da V eine Umgebung
von f(z) ist, ist f~1 (V') eine Umgebung von z. Nach Lemma 11.5 ist f~'(V)
offen.

(b)=(c): Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, so ist Y \ A eine
offene Teilmenge von Y, somit nach (b)

FHYNA) =X\ f(4)

eine offene Teilmenge von X. Also ist f~!(A) abgeschlossen.
(¢)=(b): Ist V eine offene Teilmenge von Y, so ist Y\ V' eine abgeschlossene
Teilmenge von Y, somit nach (c)

FAYAV) =X\ fH(V)

eine abgeschlossene Teilmenge von X. Also ist f~1(V) offen.

(b)=>(a): Ist z € X und W C Y eine Umgebung von f(z), so gibt es
eine offene Umgebung V von f(z) in Y mit V' C W. Nach (b) ist f~1(V)
offen. Da x € f~1(V), ist f~(V) eine offene z-Umgebung und somit auch
f7YW) 2 f74(V) eine Umgebung von x in X. Also ist f an der Stelle x
stetig. O

Definition 11.8 Ein topologischer Raum (X, O) heifit Hausdor{fsch, wenn
fiir alle z,y € X mit x # y eine Umgebung P von x und eine Umgebung @)
von y existieren mit PN Q = (.

Da jede Umgebung eine offene enthalt, kann man P und () in der vorigen
Definition stets als offene Umgebungen wahlen.
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Beispiel 11.9 Es sei (X, d) eine metrischer Raum und
O ={VCX:(VxeX)(3e>0)B(zx) CV}

die zugrunde liegende Topologie. Dann ist (X, O) Hausdorffsch.

[Sind z,y € X mit  # y, so ist r := d(z,y) > 0. Dann ist P := B, »(x)
eine Umgebung von x und @ := B, /»(y) eine Umgebung von y. Beide sind
disjunkt, denn ware z € PN Q, so bekdmen wir mit der Dreiecksungleichung
den Widerspruch

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <r/2+7r/2=r=d(z,y).]

Beispiel 11.10 Ist X eine Menge, so ist O := {0, X'} eine Topologie auf X,
genannt die indiskrete Topologie. Hat X mehr als ein Element, so ist (X, O)
nicht Hausdorffsch. Seien nédmlich x,y € X mit © # y. Ist P eine offene
Umgebung von x in X und () eine offene Umgebung von y, so ist P = @) =
X (da dies die einzige nicht-leere offene Teilmenge von X ist) und somit

PNQ=X#0.

In der Analysis arbeiten wir meist nur mit Hausdorffriumen (also Haus-
dorffschen topologischen Raumen). In diesen sind Grenzwerte von Folgen
eindeutig.

Definition 11.11 Sei (X, O) ein topologischer Raum und (x,,),cn eine Folge
von Elementen z,, € X. Wir sagen, (x,),en konvergiert gegen ein z € X,
wenn fir jede Umgebung V' von x ein NV € N existiert mit

(Vn> N)z, V.

In diesem Fall schreiben wir auch z, — x fir n — oo. Eine Folge (z,)nen
in X heiflt konvergent, wenn sie gegen ein x € X konvergiert; anderenfalls
heift sie divergent.

In metrischen Raumen ist die gerade gegebene Konvergenzdefinition aquivalent
zur iiblichen, sieche Lemma C.10.

Lemma 11.12 Sei (X, O) ein Hausdorffscher topologischer Raum und (z,)nen
eine Folge in X. Konvergiert (x,)nen gegen x € X und gegen y € X, so ist
T =1.
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Beweis. Wiirde eine Folge (z,)nen in X gleichzeitig gegen = und ein Ele-
ment y # x konvergieren, so wahlen wir disjunkte Umgebungen P von x und
@ von y. Da x, — x, exstiert ein N; € N derart, dass

(Vn > Ny) z, € P.
Da z,, — vy, existiert ein Ny € N derart, dass
(Vn > No) z,, € Q.

Setzen wir n := max{Nj, No}, so ist also z,, € P und z, € @, folglich
PN Q@ # 0 im Widerspruch zur Annahme, dass P und @ disjunkt sind. O

Bemerkung 11.13 Da der Grenzwert = einer konvergenten Folge (z,)nen
in einem Hausdorffraum eindeutig festgelegt ist, konnen wir

lim z, ==z
n—0o0

setzen.

Satz 11.14 Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Ist eine Teilmenge A C X
abgeschlossen, so gilt fiir jede Folge (ap)nen in A und jedes x € X mita, — x,
dass x € A.

Beweis. Sei A abgeschlossen und (a,),en eine Folge von Elementen a,, € A,
welche in X gegen ein = € X konvergiert. Wire = € A, so wiare W := X \ A
eine offene Menge mit x € W, also eine Umgebung von z. Da a, — x, gabe
es also ein N € N derart, dass a,, € W fiir alle n > N. Insbesondere ware
ay € W =X\ A, im Widerspruch zu ay € A. Also muss z € A sein. O

Bemerkung 11.15 Eine Warnung: Anders als in metrischen Rdumen lésst
sich Abgeschlossenheit von Teilmengen topologischer Raume nicht mittels
Folgen nachrechnen: Ist A eine Teilmenge eines Hausdorffraums X und

lim a, € A

n—oo
fir jede in X konvergent Folge (a,)nen in A, so braucht A nicht in X

abgeschlossen zu sein. (Gegenbeispiele werden in spéteren Vorlesungen des
Bachelorstudiums gegeben, wenn Topologie weiter vertieft wird).
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Satz 11.16 FEs seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, f: X —Y
eine Abbildung und x € X. Ist f stetig an der Stelle x und (x,)nen eine
Folge in X mit x,, — x, so folgt f(x,) = f(x).

Beweis. Ist V eine Umgebung von f(z) in Y, so f~!(V) eine Umgebung
von z in X wegen der Stetigkeit von f an der Stelle x. Da x,, — x, existiert
ein N € N derart, dass

(Yn > N)z, € f V).
Also gilt f(z,) € V fiir alle n > N und somit f(z,) — f(y). O

Auch hier eine Warnung:

Bemerkung 11.17 Ist f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen
Raumen und z € X derart, dass

flan) = f(y)

fiir jede Folge (x,,)nen in X mit z, — x, so braucht f an der Stelle = nicht
stetig zu sein. (Anders als bei Abbildungen zwischen metrischen Rédumen).
Auch hierzu konnen Sie spater im Studium Gegenbeispiele kennen lernen.

Wir konnen den Beweis von Satz C.15 wortlich abschreiben und erhalten:

Satz 11.18 Seien X, Y und Z topologische Raume, v € X und f: X —Y
sowie g: Y — Z Funktionen. Ist f stetig an der Stelle x und g stetig an der
Stelle f(x), so ist die Komposition

gof: X —=Z y—g(f(y))

stetig an der Stelle x. Insbesondere gilt: Sind f und g stetig, so auch go f.
OJ

12 Abschluss, Inneres und Rand
einer Teilmenge

Im Falle von Funktionen einer Variablen war es oft ausreichend, Funktionen
auf recht einfachen Teilmengen von R zu betrachten, den Intervallen. Ty-
pische Definitionsbereiche von Funktionen mehrerer Variablen konnen kom-
plizierter sein. Dies motiviert, Teilmengen M C R" besser verstehen zu
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wollen. Beispielsweise haben die Randpunkte a und b eines Intervalls [a, b]
mitunter eine besondere Rolle gespielt. Somit wollen wir auch bei Teilmen-
gen M C R" von Randpunkten reden konnen.

Da dies keine zusatzlichen Schwierigkeiten verursacht, diskutieren wir alle
Begriffe allgemeiner fiir Teilmengen metrischer (oder topologischer Rédume).

Definition 12.1 Essei X ein topologischer Raum (z.B. ein metrischer Raum,
z.B. R") und M C X eine Teilmenge.

(a) Das Innere M° von M ist definiert als

MY = U V,

VCX offen

mit VCM
die Vereinigung aller in M enthaltenen offenen Teilmengen von X. Da
Vereinigungen offener Mengen offen sind, ist M° offen. Also ist M die
grofte in M enthaltene offene Menge (d.h. M° ist eine offene Menge,
die in M enthalten ist; und es ist V' C M? fiir jede offene Menge V mit
VCM).
Manche Autoren schreiben auch int(M) statt M° (mit “int” wie eng-

lisch “interior”).

(b) Der Abschluss M von M ist definiert als

M = ﬂ A,

ACX abgeschlossen
mit MCA
der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen A von X, welche A
enthalten.'® Da Durchschnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen
sind, ist M abgeschlossen. Also ist M die kleinste abgeschlossene Teil-
menge von X, welche M enthélt.!

(c) Der Rand von M ist definiert als die Menge OM aller x € X derart,
dass jede Umgebung V' von x sowohl einen Punkt aus M wie auch einen
nicht zu M gehorenden Punkt enthalt, also

VAM#Q® und VN (X\M)#0.

18Fine solche Menge A gibt es immer, ndmlich A = X.
9D.h. M ist eine abgeschlossene Menge, die M enthilt; und es ist M C A fiir jede
abgeschlossene Menge A mit M C A.

105



Die folgenden zwei Sétze helfen uns, Inneres, Abschluss und Rand besser zu
verstehen und zu berechnen. Wir benutzen die Notation

C=AUB
fiir eine disjunkte Vereinigung, d.h. C = AU B mit AN B = (.

Satz 12.2 Es ser X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.
Dann gilt:

(a) MY ist die Menge aller x € M, fiir welche M eine Umgebung von x
in X ist.

(b) M ist die Menge aller x € X derart, dass V N\ M # 0 fiir jede offene
Umgebung V' von x.

(c) OM st in M enthalten.

(d) Esist M = M° U M. Insbesondere ist OM = M \ M° abgeschlossen.
(e) M is genau dann abgeschlossen, wenn M = M.
(f) M ist genau dann offen, wenn M = MP°.

Beweis. (a) Sei V := {z € M: M ist Umgebung von z in X}. Da M? offen
ist, ist M? eine Umgebung von jedem z € M (und es ist dann x € M° C M).
Somit MY C V. Umgekehrt ist aber V in M enthalten und wir zeigen, dass
V offen ist; somit ist V' C M? per Definition des Inneren und somit V = M?.
Sei namlich x € V. Per Definition von V ist dann M eine Umgebung von
x, es gibt also eine offene Teilmenge W, von X mit z € W, C M. Dann ist
M eine Umgebung von jedem y € W, also y € V, also W, C V. Somit ist
V =, ey Wa offen als Vereinigung offener Mengen.

(b) Wir erinnern daran, dass die Aussage (nicht A) < (nicht B) dquivalent
ist zur Aussage A < B. Wir brauchen daher nur erstere zu zeigen. Seix € X.
Existiert eine offene Umgebung V' von x mit VN M = (), so ist X \ V eine
abgeschlossene Teilmenge von X mit M C X \ V, somit M C X \ V, somit
v ¢ M (dax € V). Ist umgekehrt z € X \ M =: W, so ist W eine offene
Umgebung von x mit W N M = (.

(c) Sei x € OM. Per Definition des Randes enthélt dann jede Umgebung
von x ein Element aus M und somit ist € M, nach (b). Also 9M C M.
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(d) Sei z € M. Nach (b) hat dann jede Umgebung von z nichtleere
Schnitt mit M. Nun gibt es entweder eine Umgebung V' von x in X mit
V C M (in welchem Fall x € M?), oder es ist V N (X \ M) # 0 fiir alle
Umgebungen V von z in X. Da auch VN M # () wie vorab festgestellt,
ist dann z € OM. Also ist M die disjunkte Vereingung von M° und M.
Insbesondere ist IM = M \ M° = M N (X \ M°) abgeschlossen in X.

(e) Ist M = M, so ist M abgeschlossen (denn M ist abgeschlossen). Ist
M abgeschlossen, so ist A := M eine M enthaltende abgeschlossene Menge
und somit M C M C A= M, mthin M = M.

(f) Ist M = M°, so ist M (wie M°) offen. Ist M offen, so ist V := M
eine in M enthaltene offene Teilmenge von X und somit M =V C M° C M,
also M = M°. O

Satz 12.3 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum mit offenen Kugeln B, (x) und
M C X eine Teilmenge. Dann gilt:

(a) MY ist die Menge aller x € M, fiir welche ein € > 0 existiert mit
B.(xz) C M.

(b) Der Abschluss M ist die Menge aller x € X derart, dass

z = lim x,
n—oo

in X fir eine Folge (xy)nen in M.

Beweis. (a) € M? ist nach Satz 12.2 (a) dazu aquivalent, dass M eine
Umgebung von z ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn B.(z) C M fiir ein
e>0.

(b) Ist 2 € M, so existiert nach Satz 12.2 (b) fiir jedes n € N ein x,, €
Bijn(x) N M. Wegen d(x,x,) < 1/n — 0 gilt 2, — z fiir n — oo.

Ist umgekehrt z € X und

r= lim x,
n—oo

mit Elementen x,, € M, so existiert fiir jede Umgebung V' von z in X (die
ja eine geeignete e-Umgebung enthélt) ein N € N derart, dass

(Vn>N)z, V.

Insbesondere ist zy € VN M, also VN M # () und somit z € M (nach
Satz 12.2 (b)). O
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Beispiele 12.4 (a) Seien a < b in R. dann ist

[a, b = Ja,b[
[a,6[ = a, 0]
dla,b[ = {a,b}
(b) Sei (E,|| - ||) ein normierter Raum. Fiir Kugeln bzgl. || - || gilt dann
B.(0) = B.(0),
B,(0)° = B,(0) und
O0B.(0) = 0B.(0) = {x € E: |jz|]| =1}

Beweis: Weil || - || stetig ist und [0,7] C R abgeschlossen, ist
B.(0) = - I7([0,7])

abgeschlossen (wie jedes Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer
stetigen Funktion); somit ist B,(0) € B,(0). Ist z € B,(0), so ist ||z < r,
somit (1 — 7)||z|| < r fir k € N, somit (1 — 1)z € B,(0). Nun gilt aber
(1—+,2) = (1,z) in R x R fir k — oo (da dies komponentenweise gilt)
und somit ]

(1 — E)x —le=x

fiir k — oo wegen der Stetigkeit der Multiplikation R X EZ — E mit Skalaren.
Also ist © € B,(0), somit B,(0) C B,(0) und folglich B,(0) = B,(0). Da
B,.(0) offen ist, ist B.(0)° = B,(0). Somit

0B,(0) = B,(0) \ B,(0)° = B,(0) \ B,(0).
Da B,(0) offen und in B,(0) enthalten ist, ist B,(0) € B,(0)°. Ist x €
0), so ist [|z]| = r. Fiir jedes ¢ > 0 ist  + 2 € B.(r) und
B,(0), da ||z + x| = (1 +¢/2)||z]| = (1 +¢&/2)r > r. Also ist
0 Wir folgern B,(0)° = B,(x). Da B,(0) abgeschlossen ist, ist
+(0) = B,(0). Folglich ist 9B,(0) = B,(0) \ B,(0)° = B,(0) \ B,(0).
(c) Q@ = R, denn fiir jede reelle Zahl x existiert? eine Folge (g, )nen
rationaler Zahlen mit ¢, — z.

o

<
~—~

20Z.B. die endlichen Dezimalbriiche ¢,, der Darstellung von 2 als unendlicher Dezimal-
bruch, mit n Stellen hinter dem Komma.
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Definition 12.5 Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heifit
dicht (in X), wenn M = X.

Beispiel 12.6 Q ist dicht in R, da Q = R.
Stetige Funktionen sind durch ihre Werte auf dichten Teilmengen festgelegt:

Satz 12.7 Esseien f: X — Y undg: X — Y Funktionen zwischen metrischen
Rdumen. Ist flar = g|ar fiir eine dichte Teilmenge M C X, so ist f = g.

Analoges gilt, wenn allgemeiner X ein topologischer Raum ist und Y ein
Hausdorffscher topologischer Raum.

Beweis. Seien zuniichst X und Y metrische Raume. Fiir jedes v € X = M
existiert eine Folge (z,)peny mit 2, — x. Dann ist f(x,) = g(x,) fir alle
n € N. Da f und g stetig sind, folgt

f(x) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(z).

n—oo n—o0

Den allgemeinen Fall kann man durch einen Widerspruchsbeweis zeigen (den
wir in der Vorlesung {iberspringen). Angenommen, f(x) # g(z) fir ein
x € X. Well f|y = g|n, folgt = & M. Also ist

r€X\M=M\MCM\M"=0M.

Da Y Hausdorffsch ist, gibt es offene Umgebungen V' von f(z) und W von
g(x) mit
Vnw =1(. (63)

Dann ist f~1(V) N g~ ' (W) eine offene Menge, die x enthalt. Da z € OM,
existiert ein

ye fHV)ngT (W), (64)
das zudem in M ist. Da y € M, ist f(y) = g(y). Nach (64) ist also

fly)=9y) e VW

Dies widerspricht (63). O
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Bemerkung 12.8 Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M C X
ist genau dann dicht in X, wenn V N M # () fiir jede offene, nicht-leere
Teilmenge V C X.

[Ist M dicht und V wie zuvor, so withle z € V. Da x € M und V eine
Umgebung von z ist, existiert ein y € M NV (siehe Satz 12.2(b)).

Hat umgekehrt M die angegebene Eigenschaft, so ist fiir jedes z € X und
jede offene Umgebung V' von z der Durchschnitt V' 1 M nicht leer, somit
x € M nach Satz 12.2(b). Also ist X = M, somit M dicht in X ]

13 Induzierte Topologie; Produkttopologie

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist es naheliegend, auf einer Teilmenge
Y C X die Einschrankung

dY = d|Y><Y: Y XY — [0,00[, dy(l’,y) = d(l’,y) fiir T,y € Y

als Metrik zu verwenden, die sogenannte induzierte Metrik.?' Der folgende
Satz beschreibt die offenen Mengen des metrischen Raums (Y, dy ) und fiihrt
uns zum Begriff der induzierten Topologie Oy auf einer Teilmenge Y C X
eines topologischen Raums (X, O). AnschlieBend untersuchen wir die offenen
Mengen in einem Produkt X; x --- x X, metrischer Raume (X;,d,), ...,
(Xn,dy) beztiglich der Maximummetrik und werden so auf den Begriff der
Produkttopologie gefithrt. Insbesondere tragt R™ beziiglich jeder Norm die
Produkttopologie von R x --- x R.

Satz 13.1 Ist (X,d) ein metrischer Raum und dy die induzierte Metrik auf
einer Teilmenge Y C X, so ist fiir eine Teilmenge V' CY dquivalent:

(a) V ist offen im metrischen Raum (Y, dy);
(b) Es existiert eine offene Teilmenge U in (X,d) mit V=UNY.

Beweis. Gegeben ¥ € X und € > 0 sei BX(z) := {y € X: d(z,y) < &}.
Gegeben x € Y und € > 0 ist

BY(z):={ycY:dy(z,y) <e}={yeY:dxy) <e};

21Dies ist eine Metrik, denn sind z,y,z € Y, so gilt 0 = dy(z,y) = d(x,y) genau
dann, wenn = = y. Weiter gilt dy (y,2) = d(y,z) = d(x,y) = dy(z,y). SchlieBlich ist
dy (z,y) = d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) = dy (z,2) + dy (2,y).
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dann ist also
BY (z) = BX(z)NY.

(a)=-(b): Ist V offen in (Y, dy), so existiert fiir jedes x € V ein e(z) > 0 mit

Bl ,)(x) C V. Somit ist

V=|]JBl,@=JBLny)=UnY

zeV zeV

mit der offenen Teilmenge U =,y Bifx) (x) von (X, d).
(b)=>(a): Sei V' C Y eine Teilmenge der Form V' = U NY mit einer

offenen Teilmenge U von (X, d). Fiir jedes x € V ist € U, also existiert ein
e > 0 derart, dass BX(z) C U. Es folgt

BY () =BX(z)nY CUNY =V;

da x € V beliebig war, ist V offen in (Y, dy). O

Definition 13.2 Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge, so heifit

Oy ={VCY: (AU €eO)V=UnY}

die von O auf Y induzierte Topologie (oder auch: die Spurtopologie).?* Die
offenen Mengen V' C Y im topologischen Raum (Y, Oy) nennt man zur
Verdeutlichung auch relativ offene Mengen (spater aber meist einfach: “of-
fene Teilmengen von Y”). Wir versehen Teilmengen Y C X immer mit der
induzierten Topologie (wenn nichts anderes gesagt wird).

Bemerkung 13.3 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so versehen wir eine Teil-
menge Y C X immer mit der induzierten Metrik dy (wenn nichts anderes
gesagt wird). Sei O die Topologie des metrischen Raums (X,d). Nach
Satz 13.1 ist die Topologie des metrischen Raums (Y,dy) genau die von
(X, 0) auf Y induzierte Topologie Oy

220y ist eine Topologie auf Y: Es gilt Y = X NY € Oy, 0 = 0NY € Oy. Sind
Vi,Vo € Oy, sogibt es U1, Uy € Omit Vi =U1NY und Vo =U;NY. DaU NU; € O
ist, folgt ViNVo = U1 NU2NY € Oy. Ist schlieBlich (V;),es eine Familie von Mengen
V; € Oy, so existiert fiir jedes j € J eine Menge U; € O mit V; = U; NY. Dann ist
U:=Uje;U; € Ound somit U, , V; =U,;c,(U;NY)=UNY € Oy.
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Satz 13.4 Es sei (X, 0) ein topologischer Raum. Versehen wir eine Teil-
menge Y C X mit der induzierten Topologie Oy, so gilt:

(a) Die Inklusion j: Y — X, x w— x ist stetig als Abbildung von (Y, Oy)
nach (X, O).

(b) Ist (Z,T) ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f: Z — Y
genau dann stetig nach (Y, Oy ), wenn jo f stetig nach (X, O) ist.

(c) Fine Teilmenge B CY ist genau dann relativ abgeschlossen, wenn eine
abgeschlossene Teilmenge A von X existiert mit B=ANY.

(d) Ist (X, Q) Hausdorffsch, so ist auch (Y, Oy) Hausdorffsch.

(e) Ist (zp)nen eine Folge in'Y und x € Y, so gilt x, — x fiir n — oo in
(Y, Oy) genau dann, wenn x, — x in (X, O).

Beweis. (a) Fiir jede offene Teilmenge U C X ist
JHU)={z €Y : 2=4(x) €U} =UNY € Oy,

somit f stetig nach Satz 11.7(b).

(b) Ist f stetig, so auch jo f als Komposition stetiger Abbildungen (nach
(a) und Satz 11.18). Ist j o f stetig und V' € Oy offen in Y, so existiert eine
offene Teilmenge U C X mit V =UNY = j7Y(U). Dann ist

V) =167 0) = (e /)7HU)

offen in (Z,T) wegen der Stetigkeit von j o f. Also ist f stetig.

(c) Ist B C Y relativ abgeschlossen, so ist Y \ B relativ offen, es existiert
also eine offene Menge U C X mit Y\ B=UNY. Dann ist A := X \ U
abgeschlossen in X und ANY = (X NY)\({UNY)=Y\ (Y \B)=B.

Existiert umgekehrt eine abgeschlossene Teilmenge A von X mit B =
ANY,soist X\ A offen, somit Y\ B=Y \ (ANY)=(X\A)NY relativ
offen, also B relativ abgeschlossen in Y.

(d) Sind x # y in Y, so gibt es disjunkte offene Teilmengen U; und Us
von X mit x € Uy und y € U;. Dann sind V; :=U; NY und V5 :=U;NY
relativ offene Mengen mit x € Vi, y € Vound ViNV, C U NU, = 0.

(e) Gilt &, — x in (Y, Oy) und ist U C X eine offene Umgebung von x
in X, soist UNY € Oy. Also existiert ein N € N derart, dass x, e UNY
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fir alle n > N und somit z,, € U, woraus z, — z in (X, Q) folgt. Gilt
umgekehrt =, — x in (X,0) und ist V € Oy mit x € V, so existiert ein
UeOmitV=UNY. Es existiert ein N € N derart, dass z,, € U fiir alle
n €N also (daz, €Y)x, e UNY =V. Ergo gilt z, —» = in (Y,0y). O

Bemerkung 13.5 In der Situation des vorigen Satzes gilt:

(a) Fiir jede stetige Funktion f: X — Z in einen topologischen Raum
(Z,T) ist auch die Einschrankung f|y stetig, denn es ist f|y = foj mit der
stetigen Inklusion j: Y — X aus Satz 13.4(a).

(b) Fiir jeden topologischen Raum (Z,7) und jede stetige Abbildung
f:Z — X mit f(Z) CY ist die Ko-Einschrinkung f|¥: Z =Y, 2 — f(x)
stetig nach Satz 13.4(b), denn j o f|¥ = f ist stetig.

(c) Ist U eine offene Teilmenge von (X,0) mit U CY,soist U=UNY
auch relativ offen in Y.

(d) Ist B eine abgeschlossene Teilmenge von (X, O) mit B C Y, so ist
B = BNY auch relativ abgeschlossen in Y.

(e) Eine Teilmenge Y von X ist genau dann offen in (X, O), wenn gilt:
Fiir jede Teilmenge V' von Y sind Offenheit von V' in X und relative Offenheit
von V in Y aquivalent.

[Ist YV offen, so ist U NY offen in X fiir jede offene Teilmenge U von X. Ist
umgekehrt U NY offen in X fiir jede offene Teilmenge U von X, so gilt dies
insbesondere fiir U := X; somit ist Y = X NY offen in X ]

(f) Eine Teilmenge Y von X ist genau dann abgeschlossen in (X, O), wenn
gilt: Fir jede Teilmenge A von Y ist Abgeschlossenheit von A in (X, 0O)
aquivalent zur relativen Abgeschlossenheit von A in Y.

[Man ersetze das Wort “offen” durch “abgeschlossen” im Argument fiir (e)].
Satz 13.6 Ist Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d), so gilt:

(a) Ist Y beziglich der induzierten Metrik dy wvollstindig, so ist Y in X
abgeschlossen.

(b) Ist (X,d) ein wvollstindiger metrischer Raum, so ist Y genau dann
abgeschlossen in X, wenn der metrische Raum (Y, dy) vollstindig ist.
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Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge A eines Banachraums (E, ||-||)
vollstandig, insbesondere also jede abgeschlossene Kugel E,,E(a:) in B,

Beweis von Satz 13.6. (a) Ist (y,)nen eine Folge in Y, die in X gegen ein
x € X konvergiert, so ist (y,)nen eine Cauchyfolge in (X, d) und somit auch
in (Y,dy). Da (Y, dy) vollstdndig ist, existiert ein y € Y derart, dass y,, — y
in (Y,dy). Dann gilt auch y, — y in (X,dx) und somit z = y € Y wegen
der Eindeutigkeit von Grenzwerten von Folgen. Also ist x € Y und somit Y
abgeschlossen in X.

(b) Ist Y abgeschlossen in X und (y,)nen eine Cauchyfolge in Y, so ist diese
auch eine Cauchyfolge in X und somit in (X, d) konvergent gegen ein z € X.
Da Y in X abgeschlossen ist, muss x € Y sein und es gilt dann auch y, — =
in (Y, dy). Also konvergiert in (Y, dy) jede Cauchyfolge und somit ist (Y, dy)
vollstandig. [J.

Satz 13.7 Es seien (X1,dy), ..., (X,,d,) metrische Riume und X =
X1 X -+ x X, versehen mit der durch

doo(z,y) = max{di(z1,11), .., dn(Tpn, Yn) }

fir x = (xq,...,2,) und y = (y1,...,yn) in X gegebenen Mazimummetrik.
Fir jede Teilmenge U C X sind dann aquivalent:

(a) U ist offen im metrischen Raum (X, dw);

(b) Fiir jedes x = (x1,...,x,) € U existieren fir j € {1,...,n} offene
Teilmengen V; C X in (X;,d;) derart, dass

reVix---xV,CU.

Insbesondere ist Vi x --- x V,, offen in (X, dw), fir alle offenen Teilmengen
Vi von (Xj,d;) firj € {1,...,n}.

Beweis. Sei z = (zy,...,2,) € X und ¢ > 0. Fir y = (y1,...,yn) € X gilt

max{d;(z1,v1), -, dn(Tn, yn)} = doo(z,y) < €

genau dann, wenn d;(z;,y;) < ¢ fir alle j € {1,...,n}. Fir die offene
e-Kugel um z in (X, dy) gilt also

BX() = {y € X: du(z,y) <} = B (a1) x -~ x BX(z,),  (65)
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sie ist das kartesische Produkt der e-Kugeln um z; in (X, d;).

(a)=(b): Ist U offen in (X,dy), so gibt es zu = € U ein € > 0 mit
BX(x) CU. Fiir alle j € {1,...,n} ist dann V; := ng(wj) offen in (Xj,d;)
und nach (65) gilt

Vix - xV,=BXx) CU.

Da weiter z € V; x --- x V,,, folgt (b).

(b)=-(a): Sei die Bedingung aus (b) erfiillt. Gegeben = = (z1,...,z,) €
U existieren dann offene Mengen V; C X4, ..., V, C X,, mit

reVix---xV,CU.
Fiir alle j € {1,...,n} ist dann x; € Vj; da V; in X, offen ist, gibt es also
ein €; > 0 mit ngj(xj) C Vj. Setzen wir
e:=min{ey, ..., e},
so ist B2 (xz;) CV; fiir alle j € {1,...,n}, somit unter Benutzung von (65)
BX(x) = B (1) x -+ x BX(2,) C Vi x --- x V,, CU.
Da x € U beliebig war, ist U offen.

Die letzte Aussage gilt, da wir im Falle U := V;x- - -xV, in (b) unabhéngig
von x € U immer die gegebenen offenen Mengen V1, ..., V, benutzen konnen;
esist Vi x---xV,=UCU. O

Nach dem vorigen Satz definiert die Maximummetrik auf einem Produkt
Xq x -+ x X, metrischer Raume die folgende Produkttopologie:

Definition 13.8 Es seien X, ..., X, topologische Raume und O die Menge
aller Teilmengen
UCX; x---xX,

mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes © = (z1,...,2,) € U existieren offene
Umgebungen Vj, von zj in X, fir k € {1,...,n} derart, dass

Vix---xV,CU

Dann ist O eine Topologie auf X; x --- x X,, (wie wir gleich nachpriifen),
genannt die Produkttopologie. Per Definition ist jedes Produkt

‘/1><...><Vn
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aus offenen Mengen V;, C Xj in O (also offen in X; x -+ x X,,); solche
Produkte nennt man auch “offene Kéastchen.” Weiter gehort per Defini-
tion eine Teilmenge U C X X -+ x X,, genau dann zu O (ist also offen in
X; X -+ x X,,), wenn sie eine Vereinigung offener Késtchen ist.

Wir versehen Produkte topologischer Raume immer mit der Produkttopolo-
gie (wenn nichts anderes gesagt wird).

O ist eine Topologie auf X1 x---x X,,: Da X}, offen in X}, ist, ist X7 x---x X,
ein offenes Kistchen, also in @. Weiter ist () in O, denn es gibt kein z, fiir
das man etwas nachpriifen miisste.

Ist (Uj)jes eine Familie von Mengen U; € O, so ist jedes U; eine Vereini-
gung offener Kastchen, also auch J;¢; U;. Somit ist |J,., U; € O.

Sind schliefSlich VW € O, soist VNW € O: Ist namlich x € VNW, so
gibt es offene Késtchen V3 x --- x V, CV und Wy x --- x W,, C W, die x
enthalten. Dann ist

(VinWy) x - x (V,nW,)
ein offenes Kastchen, das x enthalt und
VinWy) x--x(V,nW,)=(Vix---xV,)n(Wy x---xW,) CVNW.

Beispiel 13.9 Die Topologie auf R kann {iber die zur Maximumnorm || - ||
gehorige Metrik dy: R™ x R" — [0, 00|,

doo(@,y) = || = Ylloo = max{lzr —wnl, .. [wn = ynl}

beschrieben werden. Diese ist die Maximummetrik, wenn wir jeden der n
Faktoren R mit der Metrik d: R x R — [0, 00[, d(z,y) := |z — y| versehen,
die die Topologie auf R definiert. Nach Satz 13.7 ist die durch d., definierte
Topologie auf R™ die Produkttopologie.

Der folgende Satz verallgemeinert insbesondere einige Sachverhalte, die wir
fiir Produkte metrischer Réume mit der Maximummetrik schon kennen (siche
Satz 8.15).

Satz 13.10 FEs seien (X1,04), ..., (X,, On) topologische Riume; wir verse-
hen X := Xy x -+ x X,, mit der Produkttopologie O. Dann gilt:
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(a)

Fiir jedes j € {1,...,n} ist die Projektion
prj: X — Xj, (%1,...,20) = 75
auf die jte Komponente stetig.

Fiir jeden topologischen Raum (Z,T) ist eine Abbildung

=, fa): Z—=X, e (filz),..., fu(z))

genau dann stetig an einer Stelle zg € Z, wenn jede der Abbildungen
fit Z — Xj an der Stelle zy stetig ist. Insbesondere ist f genau dann
stetig, wenn jede der Abbildungen fi,..., f, stetig ist.

Ist jeder der topologischen Riume (X1,01), ..., (X,, O,) Hausdorffsch,
s0 ist auch (X, O) Hausdorffsch.

FEine Folge (x,)men konvergiert genau dann gegen y = (y1,...,Yn) €
X in (X,0), wenn pri(x,) — y; in (X;,0;) fir m — oo, fir alle
jed{l,....n}.

Fiir jedes j € {1,...,n} und alle x; € X; firi e {1,...,n} \ {j} ist
die Abbildung

Xj_>X’ t»—)(:El,...,wj_1,t,$j+1,-~axn) (66)

stetig. Weiter ist fiir jede stetige Abbildung f: X — Z von (X,0) in
einen topologischen Raum (Z,T) auch die “partielle Abbildung”

Xj—>Z, t'—>f(l’l,...,.Tj_l,t,ﬂfj+1,...,$n)

stetig.

Beweis. (a) Ist V; C X offen und setzen wir V; := X, fiiri € {1,...,n}\{j},

So 1ist

(pr;)) (V) ={z e X: pry(z) e V;} =Vix - xV,

ein offenes Kastchen, also offen. Somit ist pr; stetig.

(b
(..

) Ist f an der Stelle zy stetig, so auch f; = pr,of fiir jedes j €
.,n}, unter Benutzung von (a). Seien umgekehrt fi, ..., f, an der Stelle
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2o stetig und U C X eine Umgebung von f(zp). Dann existieren offene Umge-
bungen V; von f;(z) fiir j € {1,...,n} derart, dass V; x---xV,, CU. Dann
ist

FO) 2 (Vi x Vo) = [T (V) e 0 fH (Vo)

eine Umgebung von 2 in Z, somit f an der Stelle z; stetig.

(c¢)Sind z = (z1,...,2,) und y = (Y1, . .., yn) zwei verschiedene Elemente
von X, so ist xp # yi fiir ein k € {1,...,n}. Da X} Hausdorffsch ist, gibt es
offene Umgebungen V' von x;, und W von y;, in X3 mit VNW = (). Dann
sind die offenen Kastchen

Xy X oo X X g X VX X x--- X,

und
Xy X oo X Xp g X W X Xpig X - X,

offene Umgebungen von x bzw. y in X, deren Schnitt ebenfalls leer ist.

(d) Konvergiert z,, gegen y, so konvergiert fiir j € {1,...,n} die Folge
der pr;(x,,) fiir m — oo gegen pr;(y) = y;, da pr; stetig ist (siehe Satz 11.16).
Konvergiere nun umgekehrt x,, ; := pr;(z,) gegen y; in X; fiir m — oo, fiir
alle j € {1,...,n}. Ist U eine Umgebung von y = (y1,...,y,) in X, so
existieren offene Umgebungen V; von y; in X fiir j € {1,...,n} derart, dass
Vix---xV, CU. Fiir jedes j € {1,...,n} existiert ein N; € N derart, dass

(Vm > N;) xp,; € Vj.

Setzen wir N := max{Ny, ..., N,}, so gilt fiir alle m > N, dass z,,; € V; fiir
alle j € {1,...,n} und somit

T = Tty s Tmpn) € Vi X - x V, CU.

Also gilt z,,, — y fiir m — oo.

(e) Sei A\: X; — X die Abbildung aus (66). Fiir i # j ist pr;o\ die
konstante Abbildung X; — X, t — z; und somit stetig. Weiter ist pr; oA
die identische Abbildung idx,: X; — X und somit stetig. Nach (b) ist also
A stetig und folglich auch die partielle Abbildung f o A (wenn f: X — Z
stetig ist). O

Satz 13.11 FEs seien (X1,01), ..., (X, O,) topologische Riume und X :=
X X -+ x X, mit der Produkttopologie O. Firj e {l,...,n} sei Y; C X,
eine Teilmenge und Oy, die von (X, 0;) auf Y; induzierte Topologie. Dann
stimmen die folgenden Topologien aufY =Y, x --- x Y, tiberein:
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(a) Die Produkttopologie T aufY =Yi x --- x Y, betrachtet als Produkt
der topologischen Riume (Y1, Oy,), ..., (Yo, Oy,);

(b) Die von (X, O) auf der Teilmenge Y C X induzierte Topologie Oy .

Beweis. Ist eine Teilmenge V' C Y offen in (Y, T), so existieren zu x € V
relativ offene Mengen V; C Y fiir j € {1,...,n} derart, dass

reVix---xV,CV.

Fiir jedes j gibt es eine offene Teilmenge U; C X; mit V; = U; N'Y;. Dann
ist Uy x - -+ x U, offen in (X, O) und

Vix-xV,=U x---xU,)NY

offen in (Y, Oy). Also ist V' in (Y, Oy) eine Umgebung jedes Punkts aus V'
und somit offen.

Sei umgekehrt eine Teilmenge V' C Y offen in (Y, Oy). Dann existiert
eine offene Menge U C X derart, dass V =UNY. Gegeben z € Vist z € U,
also gibt es offene Teilmengen U; C X; fiir j € {1,...,n} derart, dass

relU; x---xU, CU.

Dann ist V; := U;NY; relativ offen in Y; fiir j € {1,...,n}, also Vi x---xV,, €
T. Wegen

V=UNY DU x---xU,)NY =Vy x---xV,
ist V' eine Umgebung von x in (Y, 7). Da z beliebig war, ist V € T. a

14 Kompaktheit und Anwendungen

In der Analysis 1 haben wir gesehen, dass jede stetige Funktion
fi K =R

auf einem abgeschlossenen, beschrankten Intervall K = [a,b] ein Maximum
annimmt. Weiter ist f gleichmaflig stetig. Ist f injektiv, so ist zudem die
Umkehrabbildung f~!: f(K) — K automatisch stetig. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir solche Ergebnisse weiter (insbesondere auf Teilmengen
des R™). Wir werden sechen, dass die sogenannte Kompaktheit des Intervalls
K = [a, b] hinter den beschriebenen Phénomenen steckt.
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Bemerkung 14.1 Bevor ich die etwas gewchnungsbediirftige Definition von
kompakten Mengen gebe, sage ich Thnen schon einmal, welche Teilmengen
des R™ schliellich kompakt sein werden. Wir werden sehen:

Fiir eine Teilmenge K C R™ sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:
(a) K ist kompakt;
(b) K st abgeschlossen in R™ und beschrinkt;

(c) Jede Folge (xp)men in K hat eine Teilfolge, die gegen ein x € K kon-
vergiert.

Zum Beispiel sind abgeschlossene Kugeln

B,(z) CR"

beziiglich einer Norm || - || auf R™ stets abgeschlossen (wie schon gezeigt) und
beschrankt,?® somit kompakt.

Als Hilfsmittel zur Definition kompakter Mengen benotigen wir sogenannte
offene Uberdeckungen.

Definition 14.2 Eine Familie (V});cs von Teilmengen eines topologischen
Raums X heifit offene Uberdeckung von X, wenn jedes V; eine offene Teil-
menge von X ist und

xX=Jv. (67)

jeJ

Beispiele 14.3  (a) Die Intervalle |n—1,n+1] bilden fiir n € Z eine offene
Uberdeckung von R.

(b) Auch die Intervalle |—n,n[ bilden eine offene Uberdeckung von R, fiir
n € N.

In der folgenden Definition denken wir (wie immer) insbesondere an einen
metrischen Raum K oder eine Teilmenge K C R".

BWeil |lyll = llz+ (y — o) < |lz|| + ly — 2| < ||z|| + r fiir alle y in B,.(x), ist das
Supremum fiiber alle y kleiner gleich ||z| +r < occ.
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Definition 14.4 Ein topologischer Raum K heifit kompakt, wenn er Haus-
dorffsch ist und jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Damit ist gemeint: Fiir jede offene Uberdeckung (V;)jes von K existiert eine
endliche Teilmenge F' C J, so dass

K =]V,
JEF
also (V) er eine offene Uberdeckung von K ist.
Bemerkung 14.5 Verzichtet man auf die Hausdorffeigenschaft und verlangt

nur die endliche Uberdeckungseigenschaft, so wird K quasikompakt genannt.
Wir gehen auf diesen allgemeineren Begriff nicht niher ein.?*

Beispiel 14.6 R ist nicht kompakt, denn die offenen Uberdeckungen aus
den Beispielen 14.3 haben keine endlichen Teiliiberdeckungen.

Beispiel 14.7 Es sei K = {x1,...,2,,} ein Hausdorffscher topologischer
Raum, der aus endlich vielen Elementen besteht. Dann ist K kompakt.
Ist nédmlich (V});es eine offene Uberdeckung von K, so gibt es fiir jedes
ke{l,...,m} ein ji € J mit z;, € Vj,. Dann ist

K=Uvi.=UV
k=1 jeF
mit F:={j1,...,Jm}

Definition 14.8 Eine Teilmenge K eines topologischen Raums X (z.B. X =
R™) wird kompakt genannt, wenn sie mit der induzierten Topologie ein kom-
pakter topologischer Raum ist.

Lemma 14.9 Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum und K C X
eine Teilmenge, so sind dquivalent:

24Im englischen Sprachraum sind die Konventionen anders: “compact” = quasikompakt;
“compact Hausdorff” = kompakt.
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(a) K ist kompakt als topologischer Raum (mit der induzierten Topologie),
d.h. ist (V});es eine Familie von relativ offenen Mengen V; in K mit

K =]V,
jeJ
so gibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit K = UjeFV}-.
(b) Fir jede Familie (W;);jes von offenen Teilmengen W; von X mit
Kc|Jw;
jeJ
so qibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit K C UjeF W;.

Abweichend von der obigen Terminologie werden auch solche Familien (W});e s
“offene Uberdeckungen” genannt; aus dem Zusammenhang ist klar, was
gemeint ist.

Beweis. (a)=(b): Ist (W});cs eine Familie offener Teilmengen von X mit
K C..; W;, sosind V; := K N W, relativ offene Teilmengen von K mit

Uvi=UxEnw)=xnlJw,; =K.

jeJ jeJ jeJ

jeJ

Per Voraussetzung gibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit K = ier Vi
DaV; = KNW; C W, folgt K C UjeFWj'
(b)=(a): Ist (V})jes eine Familie relativ offener Teilmengen von K mit
K = UjeJ Vj, so existieren offene Teilmengen W; C X mit V; = KNW;. Da
‘/j - Wj, ist
Kcl|Jw;
jeJ
und per Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge F' C J derart, dass

Kc|Jw;
jEF
Somit ist
K=Kn|Jw,=&Enw)=V
jEF jer jEF
und K als kompakt erkannt. a
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Beispiel 14.10 Es sei (2,,)men eine konvergente Folge in R (oder einem
Hausdorffschen topologischen Raum X) mit Grenzwert z. Dann ist die
Menge

K :={x,: meN}U{z}
kompakt.
[Beweis: Sei (V}) e eine Familie offener Teilmengen von X mit K C {J,, V;.

Dann existiert ein j, € J mit x € Vj,. Weil V}; eine Umgebung von z ist und
Ty — x fir m — oo, existiert ein my € N mit

(Vm > my) T € V.

Fiir jedes m € {1,...,mo — 1} finden wir ein j,, € J mit z,,, € V. Dann ist

mo—1

K< (J V.,

=0

denn x und die x,, mit m > mq liegen in V;

o, die verbleibenden xy, ..., 2p—1
inVj, Uu---uv; -

Satz 14.11 Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum und K C X eine
kompakte Teilmenge, so ist K abgeschlossen in X. Insbesondere ist jede
kompakte Teilmenge von R™ abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass das Komplement X \ K offen ist, also eine Umge-
bung fiir jedes y € X \ K. Da X Hausdorffsch ist, existieren fiir jedes x € K
offene Umgebungen P, von x und @, von y in X mit

P.NnQ.=0.
Dann ist K C |J,cx P und somit existiert (nach Lemma 14.9 (b)) eine
endliche Teilmenge F' C K mit

Kc|]JP.

zeF

Die Menge @ := [,cp @2 ist eine offene Umgebung von y als Durchschnitt
endlich vieler offener Umgebungen. Nun gilt

enrcenlJr=Jw@nr)cJ@.nr)=Jo=0

zeF zeF zeF zeF

also QN K =0. Alsoist Q@ C X \ K, also X \ K eine Umgebung von y. O
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Satz 14.12 Ist K ein kompakter topologischer Raum, so ist eine Teilmenge
A C K genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen ist.

Beweis. Als kompakter Raum ist K Hausdorffsch. Ist also A kompakt, so
ist A in K nach Satz 14.11 abgeschlossen. Ist umgekehrt A abgeschlossen
und ist (W;),e; eine Familie von offenen Teilmengen von K mit

AclJw;,

jed
so ist K \ A offen in K (als Komplement einer abgeschlossenen Menge) und

K=(K\AulJw,.
jeJ
Wegen der Kompaktheit von K existiert eine endliche Teilmenge F' C J
derart, dass
K=(E\A)ulJw;.
jEF
Somit ist
AcJw;
jEF

und A als kompakt erkannt. a

Satz 14.13 Ist K ein kompakter topologischer Raum und f: K — Y eine
stetige Abbildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum'Y, so ist f(K)
kompakt. Weiter ist f(A) kompakt (und somit in 'Y abgeschlossen) fiir jede
abgeschlossene Teilmenge A C K.

Beweis. Ist (W,);cs eine Familie offener Teilmengen von Y mit

FK) < Uwy,

jeJ
so sind die Urbilder f~(WW;) offen in X (weil f stetig ist) und
KCfHfE)c s (U Wj) =Urtomy.

jeJ jeJ
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Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit

Kc|Jr o).

Es folgt
f)cf (U f_1<Wj>) = U FU ) € U Wj.

Also ist f(K) kompakt.

Ist A C K abgeschlossen, so ist A kompakt (nach Satz 14.12), somit f(A)
kompakt (nach dem bereits Gezeigten), somit f(A) in Y abgeschlossen (nach
Satz 14.11). O

Satz 14.14 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Ist K ein kompakter topo-
logischer Raum, Y ein Hausdorffscher topologischer Raum und f: K — Y
eine bijektive stetige Abbildung, so ist f ein Homdéomorphismus, d.h. auch

LYy - K
15t stetig.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die Abbildung ¢g := f~!: Y — K stetig

ist. Nach Satz 11.7(c) wissen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
das Urbild

g7 '(4)
in Y abgeschlossen ist fiir jede abgeschlossene Menge A C K. Nun gilt aber

g A) ={yeY: [y =gly) € A} = f(A),

und all diese Bilder sind tatsachlich abgeschlossen, wie am Ende von Satz 14.13
festgestellt. O

Folgerung 14.15 Ist K ein kompakter topologischer Raum und

f: K=Y
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eine injektive stetige Abbildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum
Y, so0 ist f eine topologische Einbettung,® d.h. die Koeinschrinkung

I K — f(K), z~ f(z)

ist ein Homoomorphismus, wenn man f(K) mit der von'Y induzierten Topolo-
gie versieht.

Beweis. Wir wenden den vorigen Satz auf die stetige bijektive Abbildung
fIFE) . K — f(K) an. O

Lemma 14.16 Ist (E,||-||) ein normierter Raum und K C E eine kompakte
Teilmenge, so ist diese beschrankt, also

sup{||z]: z € K} < 0.

Beweis. Die Kugeln B,.(0) beziiglich || - || sind offen und
K c | B.(0).
>0

Wegen der Kompaktheit existieren also rq,...,7, > 0 mit
K c | B, (0.
k=1

Setzen wir r := max{ry,...,rn,}, so ist K C (J,—, B,,(0) = B,(0), also
sup{||z||: z € K} <. O

Satz 14.17 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Ein metrischer Raum (K, d)
st genau dann kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge hat.

Beweis von Satz 14.17. Wir zeigen zunachst: Ist K kompakt, so hat
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge. Und zwar per Kontraposition.
Angenommen also, es gibt eine Folge (x,,)nen in K, die keine konvergente Teil-
folge hat. Dann hat (z,)nen keinen Haufungspunkt, nach Lemma C.24 (b)
existieren also zu jedem x € K ein €, > 0 und N, € N derart, dass

(Yn > N,) z, & B, (x).

25 Andere Bezeichnung: Ein Homéomorphismus aufs Bild.
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Es ist K = |J,cx B, (z). Ware K kompakt, so miisste K = (J,cp Be, ()
gelten mit einer endlichen Teilmenge F' C K. Sei

N :=max{N,: z € F} e N.

Fiir alle n > N gilt fiir jedes x € F dann n > N,, somit z,, € B., (z). Also
ist x, & |J,ep Be,(v) = K, Widerspruch. Somit ist K doch nicht kompakt.

Sei umgekehrt angenommen, dass jede Folge in K eine konvergente Teil-
folge besitzt. Sei (Vj)jes eine offene Uberdeckung von K. Wenn (V});cs
keine endliche Teiliiberdeckung hatte, konnten wir wie folgt verfahren: Wir
wahlen z; € K und m(1) € N minimal derart, dass By/ma)(z1) € Vju)
fir ein j(1) € J. Sind zy,...,2,-1 € K, m(1),...,m(n —1) € N und
Jj(1),...,j(n—1) € J bereits gefunden, so sei

n—1
Ty € K\ U V}(i)
=1

wobei diese Menge nicht leer ist, weil sonst (V;;))"' eine endliche Teil-
( & j(i))i=1

iiberdeckung fiir K wére) und wir wéhlen m(n) € N minimal derart, dass
By jmn)(2y) C Vi) fiir ein j(n) € J. Per Voraussetzung hat (x,)nen eine
konvergente Teilfolge (x,, )ren. Sei
r = lim z,,.
k—o00
Dann ist € V; fir ein j € J und es existiert ein m € N derart, dass
Bijm(x) € V;. Da x,, — x, existiert ein N € N derart, dass

1
Vk > N) d n —.

Fiir alle £ > N gilt nach der Dreiecksungleichung
B (2n,) € B 1 (x) € Bi(z) CVj
Wegen der Minimalitét von m(ny) ist also

m(ng) < 2m

und somit —t~ > L. Nun ist d(z,,, Tn,,,) < d(Tn,, ) + d(T,20,,,) <

m(ng) — 2m’°
ﬁ‘i‘ﬁ — ﬁ < m(}lw also &y, ., € Bi/mng)(Tn,) € Vjn,)- Per Konstruktion

ist aber

TLk+1—1

T & Viw,

i=1
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Widerspruch. Also muss (V}),e; doch eine endliche Teiliiberdeckung haben
und somit K kompakt sein. a

Satz 14.18 (Satz vom Maximum) Fs sei K ein nicht-leerer kompakter
topologischer Raum (z.B. eine nicht-leere kompakte Teilmenge K C R™) und
f: K — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f ein Maximum und ein
Minimum an, d.h. es existieren Elemente x,,x* € K derart, dass

f(zs) =min{f(z): v € K} und f(z")=max{f(x): z € K}.

Beweis. Nach Satz 14.13 ist die Teilmenge f(K) C R kompakt. Wir wéhlen
eine Folge (Y, )nen in f(K) derart, dass

Yn — sup f(K)

fir n — oo. Da f(K) mit der von R induzierten Metrik ein kompakter
metrischer Raum ist, gibt es eine gegen ein y € f(K) konvergente Teilfolge
(Y, Jken- Es gibt ein 2* € K mit y = f(z*). Day,, — y und y,, — sup f(K)
fiir k — oo, folgt sup f(K) =y = f(2*). Die Existenz von Minima zeigt man
analog. a

Satz 14.19 (Satz von Heine-Borel) Eine Teilmenge K C R" ist genau
dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Ist K kompakt, so ist K nach Satz 14.11 abgeschlossen und nach
Lemma 14.16 beschrankt.

Ist umgekehrt K abgeschlossen und beschrankt, so gibt es wegen der
Beschranktheit ein r» > 0 mit

K C B,(0) = [-r,7] x --- x [=r,7],

wobei B,(0) die Kugel beziiglich der Maximums-Norm ist. Kénnen wir
zeigen, dass
[—r,r]" = [—r,r] x - X [=r,7]

in der von R" induzierten Topologie kompakt ist, so ist auch die abgeschlossene
Teilmenge K von [—r,r|"™ kompakt, nach Satz 14.12. Nach dem obigen Satz
von Bolzano-Weierstrafl brauchen wir nur zu zeigen, dass jede Folge (2,,)men
in [—r,7]" (mit z, = (Tm1,. .., Tm,) etwa) eine konvergente Teilfolge hat.
Nach der Fassung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl aus der Analysis 1 hat
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jede Folge in [—r, 7] eine konvergente Teilfolge, d.h. (2., 1)men hat eine kon-
vergente Teilfolge (2, 1)ken. Nach Ersetzen von (z,,)men durch (2, )ren
diirfen wir annehmen, dass z,,1 konvergiert fiir m — oco. Mit dem gleichen
Argument kénnen wir (,,)men nacheinander durch Teilfolgen ersetzen, fiir
welche die zweite, dritte und schliefilich n-te Komponente konvergiert. Also
hat (2,,)men eine Teilfolge (2, )ren derart, dass jede Komponente z,,, ; € R

konvergiert fiir k& — oo, etwa gegen y; € R. Setzen wir y = (y1,...,Yn),
so gilt dann z,,,, — y fir & — oo nach Satz 8.11, d.h. (z,,)men hat eine
konvergente Teilfolge. Also ist [—r,r]" kompakt und somit auch K. O

Wie im vorigen Beweis sieht man, dass das Produkt K x - - - x K, von endlich
vielen metrischen Raumen kompakt ist, denn fiir jede Folge (z,,)men €
Ky x --- x K, konnen wir nacheinander in den Komponenten zu Teilfolgen
iibergehen und so nach n Schritten eine konvergente Teilfolge von (x,,)men
erhalten.

Satz 14.20 (Lemma von Wallace) Fs seien X; und X; topologische Réiume,
Ky C X; und Ky C X5 kompakte Teilmengen und V C X7 x X5 eine offene
Menge derart, dass

Kl X KQ g V.

Dann ezistieren offene Teilmengen Vi C X und Vo C Xy mit K; C V4,
Ky CVyund Vi x Vo CV, also

KixKyCVixVaCV.

Wir konnen die kompakten Mengen K; und K5 also zu offenen Mengen V)
und V5 vergroflern, so dass immer noch V; x Vo C V.

Beweis. Ist K| = (), so konnen wir V; := (), V; := X, wihlen; auch der Fall
Ky = () ist trivial. Wir diirfen daher nun annehmen, dass K; und K, beide
nicht leer sind.

Fiir jedes x € Ky und y € Ks ist (z,y) € V. Da V offen in der Produkt-
topologie ist, gibt es also offene Mengen P,, C X; und Q,, C X, derart,
dass

(2,y) € Pry X Qquy C V.

Halte y € K, fest. Da K; kompakt ist und

Kl g U Px,ya

reKq
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gibt es eine endliche Teilmenge F, C K, derart, dass

Kcl|JPp,=nr,

zeF,

Als endlicher Durchschnitt offener Umgebungen ist dann

=] Qe

zeFy

eine offene Umgebung von y in X,. Weiter gilt

le{y}gPnyy:U(achQy U ;ryXQ;ty cV

TeFy ery

Da K5 kompakt ist und
K2 g U Qy7

yeKo

gibt es eine endliche Teilmenge F' C K, derart, dass
KCl, =
yeF
Die Menge V5, C X, ist offen und enthalt K. Weiter ist
Vi=(P,
yeF

eine offene Teilmenge von Xy, die K; enthalt, denn V; ist der Durchschnitt
von endlich vielen Mengen mit diesen Eigenschaften. Wir schlieen, dass

KixKycVixVe=Vix|Jo,={JwxQ)c|JPr,xQ)cV.

yeF yeF yeF

Also haben V; und V5 die gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 14.21 (Stetigkeit parameter-abhéngiger Integrale) Es seien
a < b reelle Zahlen, X ein Hausdorffscher topologischer Raum (z.B. eine
Teilmenge X C R™) und

f: X xa,b) =R
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eine stetige Funktion. Dann ist auch die Funktion

b
g: X - R, g(x) ::/ f(x,t)dt
stetig.

Beweis. Um zu sehen, dass g an einer gegebenen Stelle x € X stetig ist, sei
W C R eine Umgebung von g(x f f(x t) dt Dann existiert ein € > 0
mit [g(z) —e,g(x) +¢] CW. er setzen ¢ := =. Die Funktion

h: X xa,b] = R, h(y,t) = f(y, t) — flxt)
ist stetig?® und es ist h(z,t) = 0 fur alle ¢ € [a,b]. Somit ist
{z} > [a, 8] € h7H(0) € A7 (]-0,0]),

wobei h™1(]—0,0[) wegen der Stetigkeit von h offen ist. Nun ist die ein-
punktige Menge {z} C X kompakt (siche Beispiel 14.7) und auch [a, b] ist
kompakt. Nach dem Wallaceschen Lemma gibt es also offene Mengen V; C X
und V5 C [a, b] mit

{z} x [a,b] C Vi x Vo C f1(]-0,06]).
Dann ist [a,b] C V5 C [a,b] und somit V5 = [a, b], also
Vi x [a,b] € (-0, 0])
und daher h(y,t) €]—6,0[ fir alle y € V; und ¢ € [a, b]. Also ist
(Vg e Vit e(mb) [f(5.t) — f(,0)] = [h(y, 1) < 0.

/abf(y,t) dt — /abf(a:,t) dt‘

(Fly.) — J(a ,t>>dt\

Es folgt

l9(y) —g(x)] =

< /\fy, [z, t)|dt
< /9dt-(b—a)0:5

26Die Funktion X X [a,b] — R, (y,t) — f(z,t) ist stetig, denn sie ist die Komposition
der Projektion 7y : X X [a,b] — [a b], (y,t) — t und der “partiellen Abbildung” [a,b] — R,
t — f(x,t), die nach Beispiel 13.10 stetig ist.
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fir alle y € Vi, somit g(y) € [g(z) —&,9(z) +¢] C W fiir alle y € V5. Also
ist g an der Stelle x stetig. O

Satz 14.22 (Lebesguesches Lemma) Es sei (K, d) ein kompakter metrischer
Raum und (V}) ;e eine offene Uberdeckung von K. Dann existiert eine reelle
Zahl § > 0 derart, dass

(Vz e K)(3j € J) Bs(x) CV;
wobei Bs(z) :={y € K: d(x,y) <d}.

Ein 6 > 0 mit der vorigen Eigenschaft wird auch ein Lebesquesches Delta
genannt.

Beweis. Fiir jedes © € K existiert ein j(x) € J derart, dass x € V). Da
die Menge Vj(,) offen ist, existiert ein e(x) > 0 derart, dass

Beay () € Vi) (68)

Weil (B.(z)/2(7))zex eine offene Uberdeckung von K ist und K kompakt,
existiert eine endliche Teilmenge F' C K derart, dass

K = | Bawy2(@). (69)

zeF

Wir setzen
d :=min{e(z)/2: xz € F}.

Fiir jedes y € K existiert nach (69) ein € F derart, dass y € B.(3)/2().
Da § < e(x)/2, ist fiir alle z € Bs(y)

d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) < -2 +0 < —2 4 2L — ¢

e(z) e(z)  e(z)
2 2 * 2

also z € B.(x)(7) € Vj() und somit Bs(y) € Vja). =

Satz 14.23 FEs seien (K, dk) und (Y, dy) metrische Rdume. Ist K kompakt,
so ist jede stetige Abbildung f: K — 'Y gleichmdflig stetig, d.h.

(Ve >0)(30 >0)(Vy,z € K) dg(y,z) <d = dy(f(y), f(2)) <e.
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Beweis. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, ist f an jeder Stelle x € K stetig und
somit hat x eine offene Umgebung V, C K derart, dass

(Vye Vo) dy(F(y). f(@)) < 5.

Nach der Dreiecksungleichung gilt dann also

€ €
(Vy,z € Vo) dv(f(y), f(2)) < dv(f(y), f(2)) +dv(f(2), f(2)) < 5+ 5 =<
(70)
Nach dem Lebesgueschen Lemma existiert ein Lebesguesches Delta ¢ > 0 fiir
die offene Uberdeckung (V,).cx von K. Sind y,z € K mit dx(y,z) < 9, so
ist
2 € By(y). (71)

Per Definition des Lebesgueschen Deltas existiert ein x € K mit
Bs(y) € Vi
Nach (71) sind dann y, z € V,, und somit gilt nach (70):

dy (f(y), f(2)) <e,

was den Beweis der gleichméfligen Stetigkeit beendet. a

Definition 14.24 Ein metrischer Raum (X, d) heifit prdkompakt (oder auch
“total beschrénkt”), wenn fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge F' C X

existiert mit
X = JBX@)

zeF

(d.h. fiir jedes € > 0 hat (BX(z)),cx eine endliche Teiliiberdeckung).

Satz 14.25 (Charakterisierung kompakter metrischer Raume) Fir einen
metrischen Raum (K,d) sind dquivalent:

(a) K ist kompakt;
(b) (K,d) ist prakompakt und vollstandig;

(¢) In K hat jede Folge eine konvergente Teilfolge.
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Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (c) wurde in Satz 14.17 gezeigt.

Gilt (a), so hat wegen (c) jede Cauchyfolge in (K, d) eine konvergente
Teilfolge; nach Lemma C.22 ist die Cauchfolge somit konvergent. Also ist
(K,d) vollstéindig. Da fiir jedes ¢ > 0 die offene Uberdeckung (BX (z)).cx
eine endliche Teiliiberdeckung hat, ist (K, d) prakompakt. Somit gilt (b).

(b)=(c): Fiir jedes k € N existiert eine endliche Teilmenge Fj, C K
derart, dass

K = | Bfj().

zeFy

Es existiert ein y; € F) derart, dass
[1 = {77/ € N: Ty € Bll{(yl)}

eine unendliche Menge ist. Ist 2 < k € N und sind y; € F} bereits gefunden
fir j € {2,...,k — 1} derart, dass

Ii:={neljq:z,€ Bﬁj(%’)}

eine unendliche Menge ist, so existiert ein y, € F) derart, dass [, := {n €
I q:x, € B{?k(yk)} eine unendliche Menge ist. Wir setzen n; := min /; und
rekursiv ng == min Iy, \ {n,...,ng_1} fir 2 <k € N. Wegen ny < np < ---
ist dann (z,, )ren eine Teilfolge von (z,)nen. Gegeben € > 0 existiert ein
N € Nmit 2/N <e. Fir alle k,¢ > N gilt n, € I, C Iy und ny € I, C Iy,
also

d(zp,,yn) <1/N <e/2 und d(z,,,yy) <1/N <g/2

und folglich d(x,,,xn,) < d(Tn,,yn) + d(yn,zn,) < €/2+¢/2 = . Also
ist (2, )keny eine Cauchyfolge in (K, d) und somit konvergent, da (K,d)
vollstandig angenommen ist. a

Definition 14.26 Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X, deren
Abschluss M kompakt ist, wird relativ kompakt genannt.

Zum Beispiel sind fiir jede gewahlte Norm offene Kugeln B, (z) in R™ relativ
kompakt, da ihr Abschluss B.(z) kompakt ist.

Offene Umgebungen kompakter Mengen enthalten stets eine gleichméfige
Umgebung;:
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Satz 14.27 Ist (X,d) ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teil-
menge und U C X eine offene Teilmenge mit K C U, so existiert ein € > 0
derart, dass

Kc|)Bfw)cu

rzeK

Man nennt |J, ., B2 () eine gleichmdfige Umgebung von K in X.

Beweis. Wir diirfen K # () annehmen. Fiir jedes x € K existiert ein e(z) >
0 mit By, (x) € U. Dann ist BJ, () fiir + € K eine offene Uberdeckung
von K; also existieren x1,...,x, € K mit

K C B,y (x1) U+ UBJ, (zn).
Sei € := min{e(z1),...,e(x,)}. Gegeben z € K existiert ein j € {1,...,n}
mit * € BY y(z;).  Wegen der Dreiecksungleichung ist dann BX(z) C

e(x;

15 Wege und Weglange

In diesem Kapitel betrachten wir Wege (Kurven) in R™ und ordnen ihnen
eine Wegliange zu. Unser Hauptinteresse gilt stetigen Wegen und C'-Wegen
sowie Wegen, die stiickweise C! sind.

Definitionen und erste Beispiele

Definition 15.1 Ein Weg (oder C°-Weg) in E := R" ist eine stetige Ab-
bildung v: I — FE auf einem nicht entarteten Intervall I C R. Dann ist
also

=)

mit den stetigen Komponenten vq,...,v,: I — R. Ist v an jeder Stelle t € I
differenzierbar in dem Sinn, dass der Grenzwert?”

() = lim 7(82 - Z(t)

*"Ist E ein reeller Vektorraum, s € R\ {0} und v € E, so schreiben wir 2 := 1o,
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(mit s € I'\ {t}) existiert und ist
VI = E, t— ()

stetig, so wird ~ ein stetig differenzierbarer Weg oder C*-Weg genannt. Das
Bild (I) eines Wegs wird auch seine Spur genannt.

Bemerkung 15.2 (a) In der Literatur betrachtet man meist nur Wege der
Form v: [a,b] — E mit a < b (und auch wir werden bald auf diesen Fall
fokussieren); man spricht dann von einem Weg von ~(a) nach v(b).

(b) Man beachte, dass ein Weg v = (71,...,7,): I — R" genau dann an einer
Stelle t € I differenzierbar ist, wenn jede der Komponenten vy, ...,7,: I - R
in t differenzierbar ist, und es gilt dann

V(1) = (), ().
Fiir jede Folge (sk)ren in I\ {t} mit s, — ¢ existiert ndmlich
lim V(sk) —(2)
k—o0 Sk — t
nach Satz 8.11 genau dann, wenn all die Komponenten

i 3 (6) = 7%5(1)

. oje{l,...,

konvergieren, und hat als Komponenten dann die Grenzwerte i (t), ..., v, (t)
der Komponenten. Weiter ist 7' = (74, ...,7,) genau dann stetig, wenn all
die Komponenten es sind. Eine Funktion v = (7q,...,7,): I — R™ ist somit
genau dann ein C'-Weg, wenn alle Komponenten ~,...,7,: I — R stetig
differenzierbare Funktionen sind.

Weitere Varianten sind mitunter niitzlich:

Definition 15.3 Sei £ := R" und I C R ein nicht entartetes Intervall.
(a) Gegeben k € N nennt man eine Abbildung v: I — E einen C*-Weg,
wenn sie ein C''-Weg ist und

~:I—E

ein C*~1-Weg. Ist v ein C*-Weg fiir alle k € N, so wird v ein glatter Weg
oder C"*°-Weg genannt.
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b) Gegeben k € NU{oo} wird ein Weg ~v: [a, b] — E stiickweise C* genannt,
(b) Geg g7 g
wenn es eine Zerlegung

a=to<t1 < ---<t,=0b
von [a, b] gibt derart, dass 7|y, _, ¢, ein C*-Weg ist fir alle j € {1,...,m}.

Bemerkung 15.4 Fiir £ := R" und ein nicht entartetes Intervall I C R
betrachten wir eine Abbildung v: I — F.

(a) Ist v ein C*F1-Weg fiir ein k € Ny, so ist  auch ein C*-Weg.

[Fiir & = 0 gilt dies per Definition. Ist & > 1 und ist jeder C*-Weg bereits
auch C*1, so sei v ein C¥*1-Weg. Dann ist v ein C*-Weg und 7/: I — E ist
ein C*-Weg. Per Induktionsannahme ist 7" auch ein C*~!'-Weg und somit
ein C*-Weg.|

(b) Fir £ € NU {oo} gilt: v = (71,...,7): I — R™ ist genau dann ein
C*Weg, wenn jede der Funktionen 71, ...,7,: I — R eine C*-Funktion ist.
[Es geniigt, dies fiir £ € N zu zeigen. Fir £ = 1 haben wir die Aquivalenz
oben schon gezeigt. Sei nun k& > 2. Ist v ein C*-Weg, so ist v ein C'-

Weg, weswegen nach Bemerkung 15.2(b) jede der Funktionen ~, ..., 7, eine
C'-Funktion ist und

7/: (7{7"'77;)' (72>
Da v’ ein C*~1-Weg ist, ist per Induktionsannahme jede seiner Komponenten
vy, ..., 7, eine C*~1-Funktion und somit ist jede der Funktionen 7y, ..., 7,
eine C*-Funktion. Ist umgekehrt jede der Funktionen 7v,...,7, eine C!-
Funktion, so ist 7 nach Bemerkung 15.2(b) ein C'-Weg und es gilt (72). Da
jede der Komponenten von ~/ eine C*~!'-Funktion ist, ist 4 ein C*~'-Weg
und somit v ein C*-Weg.|

Beispiele 15.5 (a) Fiir @ > 0 hat die Abbildung
v:[0,a] = R?,  5(t) := (cost,sint)

beliebig oft differenzierbare Komponenten, ist also ein C*°-Weg in R? (der
den Einheitskreis im Gegenuhrzeigersinn umlauft).

(b) Fiir a < b ist

v:[0,a] = R?  ~(t) := (cost,sint,t)
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ein C*-Weg in R?, der ein Stiick einer Schraubenlinie (Korkenzieher) durchlauft.

(¢) Sind zg,1,...,Zpm € R und a = to < t; < -+ < t,, = b, so sei
v: [a,b] — R™ der Weg, welcher auf dem Intervall [t;_;,t;] affin-linear von
xj_1 nach x; lauft, also

t—1t;1

Y(t) =i+ (2 — xj-1)

t]’ — tj,1
fur j € {1,...,m}, t € [tj_1,t;]. Dann ist v: [a,b] — R™ ein Weg, welcher
stiickweise C! ist. Der Weg verbindet geradlinig die gegebenen Punkte, es
handelt sich um einen sogenannten Polygonzug.

Vektorwertige Integrale und Hauptsatz

Definition 15.6 Es seien I C R ein nicht entartetes Intervall,

Y=,y m): I = R"?

ein Weg (also eine stetige vektorwertige Funktion) und a,b € I. Wir definieren
das Integral der Funktion v von a bis b als

/abv(t) dt = (/abvl(t) dt,...,/ab%(t)dt> c R".

Im folgenden Satz halten wir einige Eigenschaften vektorwertiger Integrale
fest. Um vektorwertige Integrale moglichst prézise Abschatzen zu koénnen,
nutzen uns im Beweis Riemannsche Summen. Diese werden analog zum
reellwertigen Fall (siche 1.13) definiert.

15.7 Sei Z = {a =ty < --- < t; = b} eine Zerlegung eines Intervalls [a, 0]
mit @ < b und B = (by,...,by) eine zugehorige Belegung. Ist v: [a,b] — FE
ein Weg in E := R", so definieren wir die Riemannsche Summe ¥.(Z, B) zur
Zerlegung Z und Belegung B als

$,(Z,B) ==Y (tk — tre1)v(bi).

Satz 15.8 (Eigenschaften vektorwertiger Integrale) Es seiena < b reelle
Zahlen, E :=R" mit einer Norm || - || und v,n: [a,b] — E Wege. Dann gilt:
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(a) Fir alle r,s € R ist ry+ sn: [a,b] — E ein Weg und
b b b
/ (ry(t) + sn(t)) dt = r/ y(t) dt + S/ n(t) dt.
(b) (Intervalladditivitit). Fir alle ¢ € [a,b] ist
b c b
/ y(t)dt = / y(t) dt +/ v(t) dt. (73)

(c) Ist C' C E eine abgeschlossene konvere Menge (z.B. eine abgeschlossene
Kugel) mit v([a,b]) C C, so gilt

b a
/w)dte(b—a)c und / Y (t) dt € (a—b)C.
a b
ntegralabschatzungen). Es qilt
(d) (Integralabschitzungen). Es gil

/abv(t) dtH < /: Iy dt < [|7]|oe(b — a) (74)

mit [|7lloo == sup{[|7()]|: € [a,b]}.

(e) Fiir jede Folge (Zy,)men von Zerlegungen Z,, von [a,b] mit Maschen-
weite A(Z,) — 0 und jede Folge (By,)men von Belegungen gilt

b
Y0 (Zm, By) —>/ ~y(t)dt  fir m — oo.

Beweis. (a) Schreibe v = (y1,...,7,) und n = (ngy,...,n,). Fir j €
{1,...,n} ist die jte Komponente von f; r(y(t) + sn(t)) dt € R™ gleich

b b b
t/Ow@wwma»ﬁ:r/Vmwﬁ+s/vmwﬁ

und stimmt mit der jten Komponente von r fab y(t)dt + s fab n(t) dt iberein.
(b) Die jte Komponente der linke Seite von (73) ist

[%@ﬁ:[@@ﬁ+[@@ﬁ
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stimmt also mit derjenigen der rechten Seite iiberein.
(e) Gegeben m € N sei Z,, = {a =ty <t < --- < t; = b} mit einem
¢ e Nund B, = (by,...,b). Dann gilt

S (Zm, Br) = i:(tk—tk_l)v(bk)
k:1€ ,
— ( (tr — tr_1)71(br), . ,Z k—tkl%zbk))
- (zk;ll(zm,B ), . Z (Zm,kf;n))
. ( / ’ dt)

(c) Fiir Zerlegungen und Belegungen wie in (e) gilt mit Notation wie
Zuvor

¢
1 U =t tk 1
(Z, B, E ) e C,
b— a — b—a

weil C' konvex ist, alle (tx —tx—1)/(b—a) > 0 sind und Zk = t’; L= i=h -
1. Da C abgeschlossen ist, ergibt sich mit (e)

I , 1
- /a ~(t) dt = %gnoo — azw(vaBm) eC;
also gilt (c).

(d) Gegeben eine Folge von Zerlegungen und Belegungen wie in (e) habe
wir flir festes m

¢ ¢
1S9 (Zons Bu)ll = ||D (b — ta1) Z tie — ti—a | [ (0w |
k=1 k=1 —t t
k—lk—1
= Zp1(Zm, Bm)
mit der stetigen Funktion |||l :== || - || o v: [a,b] = R, t — ||v(t)]|; hierbei

wurden die Subadditivitat und positive Homogenitat der Norm benutzt. Fiir
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m — oo folgt mit (e) und Satz 1.4(d)

froe] -

< lim EH’YH Zm,B / ||’7 |dt

m—r0o0

< (b= a)le

lim ¥ (Zm,Bm)H = 1 [ (Z, B

m—o0

was den Beweis beendet. O

Es ist niitzlich, dass auch hier eine Fassung des Hauptsatzes der Integral-
rechnung gilt:

Lemma 15.9 Fiir jeden C'-Weg v: I — R" und a,b € I gilt

Beweis. In der Tat ist

[wa = [e.ma=( [ o, [ o)

= (m(®) —mnla),..., 1) = vla)) = v(b) — y(a).

Weglange und Rektifizierbarkeit

In diesem Abschnitt definieren wie die Lénge eines Wegs 7: [a,b] — R"™ in
R™. Die Wegldnge hingt von der auf R" gewéhlten Norm || - || ab. Fir die
Praxis relevant (und anschaulichen Weglange entsprechend) ist die Weglénge
beziiglich der eulidischen Norm || - || auf R". Die Weglénge auch beziiglich
anderer Normen zu berechnen, ist eher uniiblich; wir geben jedoch zunachst
die allgemeine Definition.?®

Z8Noch allgemeiner — unter Ersetzung von ||y(¢;)—7(t;—1)| durch d(v(¢;),y(t;-1)) in der
Formel fiir Lz(7y), definiert man die Lénge eines Wegs v: [a,b] — X in einem metrischen
Raum (X, d). Diese Verallgemeinerung wird jedoch nur selten gebraucht.
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Es liegt nahe, die Weglénge eines Polygonzugs (wie in Beispiel 15.5(c)) als

> Ny — il (75)
j=1

zu definieren.
Definition 15.10 Ist v: [a,b] — R™ ein Weg und
Z={a=ty<t;<---<t,=0>}

eine Zerlegung von [a, b], so sei Lyz(y) die Lange des Polygonzugs durch die
Punkte v(tg),...,v(tm), also

ZHV (-0l

Die Weglinge L(y) von + ist definiert als das Supremum

L{y) :=sup Lz(7) € [0, 00},
wobei Z alle Zerlegungen des Intervalls [a, b] durchlauft. Ist L(y) < oo, so
wird v rektifizierbar genannt.

Wir werden bald sehen, dass jeder C'-Weg rektifizierbar ist und seine Weglinge
in Form eines geeigneten Integrals berechnet werden kann.

Lemma 15.11 Es sei 7y: [a,b] — R" ein Weg. Ist Z = {to,...,t,} eine
Zerlegung von [a,b] und Z' eine Verfeinerung von Z, so ist

Lz(v) < Lz(v).

Beweis. Die Verfeinerung Z’ geht aus Z hervor, indem wir endlich oft
je einen Zwischenpunkt hinzunehmen. Es geniigt zu zeigen, dass sich die
Weglange in jedem dieser Schritte nicht verkleinert. Wir diirfen daher ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

Z'=ZU{s}
mit einem s € [a,b] \ Z. Es gibt genau ein k € {1,...,m} derart, dass

1 < s < 1.
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Nach der Dreieicksungleichung ist

() = (eI < [v(E) =) + [[v(s) = vt

somit
L) = S =201+ () =)
# 2 In(e) =~
< It =1+ )~
HA() 7l + 3 Tat) =2t
= Lz(7). o

O

Lemma 15.12 Sind a < b < ¢ reelle Zahlen und 7: [a,c] — R™ ein Weg, so
15t

L(v) = L(V]ian) + L(V|p.a)- (76)

Insbesondere ist v genau dann rektifizierbar, wenn beide Teilwege 7| und
Vb Tektifizierbar sind.

Beweis. Wir stellen zunéchst eine Voriiberlegung an. Ist Z = {to,...,t;}
eine Zerlegung von [a, c| derart, dass b = t; fiir ein k € {1,...,m — 1}, so
ist Z' = {tg,...,tx} eine Zerlegung von [a,b] und Z" = {tg,...,t,,} eine
Zerlegung von [b, ¢]. Weiter gilt

Lz(v) = Lz/(Vay) + Lz (Vo0

denn es ist

Lz(y) = lev(tj)—v(tj—l)H

= DIt =)l + D ) =l

=kt
= Lz(Vap) + Lze(V|pq)-
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Seien nun (Z;)ien, (Z!)ien und (Z!);en Folgen von Zerlegungen von [a, ¢,
la,b] bzw. [b, c] derart, dass
) =

Lz,(v) = L(v), Lz(v) = L(Vlwy) uwnd  Lzr(y) = L(¥]p.a)

fiir i — oo. Esist Y; := Z; U Z; U Z] eine Verfeinerung von Z;. Weiter ist
Y/ :=Y;Nla, b] eine Verfeinerung von Z; und Y;" := Y;N[b, c] eine Verfeinerung
von Z7. Somit ist Ly,(y) > Lz (7), folglich Ly,(y) dem Supremum L(v)
naher. Also gilt erst recht

Ly,(v) = L(v)
und ebenso Ly’ () — L(7]jag) und Ly»(v) = L(¥|pq). DaY; = Y/ UY/,
ist jedoch nach der Voriiberlegung

Ly,(v) = Ly (Ylap) + Ly (VI p.e) (77)
Durch Grenziibergang i — oo folgt nun (76) aus (77). O

Bemerkung 15.13 Ist v: [a,b] — R™ ein Polygonzug, so stimmt {ibrigens
die in Definition 15.10 als ein Supremum definierte Weglénge mit der in (75)
betrachteten iiberein.?? Es geniigt, dies fiir affin-lineare Wege v zu beweisen,
da wir durch wiederholte Anwendung von Lemma 15.12 die Wegléange eines
Polygonzugs als Summe der Langen von affin-linearen Teilwegen schreiben
konnen. Sei etwa

() = 2 + b_—a(y—$) fiir t € [a, b]

mit z,y € R" und Z = {to,t1,...,t,} eine Zerlegung von [a,b]. Dann ist

V(tj)—V(tj—J:erg a(y—x)—x— ]b—a (y—l’):Tal(y—I)

fir j € {1,...,m}, somit

m

m t— .
Lz(v) = D It =)l =D | 4=y — =)
j=1 j=1
DD S1C kY N L d J
y b—a y b—a y '

Es ist also Lz(y) = |ly — z|| fiir alle Zerlegungen Z und somit auch L(7y) =
supy Lz(v) = lly — ||

29In der Vorlesung iiberspringen wir den folgenden Beweis.
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Wegliange von C!'-Wegen

Wir zeigen nun, dass jeder C'-Weg ~v: [a, b] — R™ rektifizierbar ist und geben
eine Formel fiir seine Weglange an.

Satz 15.14 Versehen wir E := R™ mit einer Norm || - ||, so gilt: Jeder
Cl-Weg ~: [a,b] — E ist rektifizierbar, mit Weglinge

b
Liy) = / I/(6)] dt. (78)

Gleiches gilt fir stickweise C'-Wege, wenn man

[renae=3 [ pwna

definiert mit einer Zerlequng Z = {to,t1,...,tm} von [a,b] derart, dass
Yit;_1t;) €in C'-Weg ist fiir alle j € {1,...,m}.

Das folgende Lemma hilft uns beim Beweis des Satzes.

Lemma 15.15 Es sei || - ||: E — [0,00] eine Norm auf E := R", weiter
v: [a,b] = R"™ ein Weg und 6 > 0 derart, dass

17/ (t) =+ (a)|| <6 fiir alle t € [a, ).

Dann ist

10 = 2@l - [ el <20 o (79)
Beweis. Da v(b) — v(a) = ff 7' (t) dt und

/ @) dtH -/ @l

17 (@) (b — a)ll =

st

b
7 (0) =~(a)]| = / I (@)l dt'

_ “ /abv’(t)dtH—‘ /abv’(a)dtH+/aby|7’(a)|\dt—/:Hy(t)”dt‘
| [ rwa -] [ o a| )

+ /ab 17 (a)ll dt — /ab Iy @)l dt]. (81)

IN
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Weil Normen nach Beispiel 8.10 stets Lipschitzstetig sind mit Konstante 1,
also

iyl = llzll] < lly = =ll,

kénnen wir den Summanden in (80) nach oben abschétzen durch

H / £) dt — / (| = | /b(v’(t)—v’(a))dtH

< / I/(t) = (@) dt < (b—a)p (82)

(wobei das erste Ungleichungszeichen auf der iiblichen Integralabschétzung
beruht). Im Summanden in (81) fassen wir die Integranden zusammen, wen-
den die tibliche Integralabschatzung an und benutzen die Lipschitzstetigkeit
der Norm:

[ r@i-1vore] < [ lir@i- o
< / (@) = ¥(®)ll dt < (b— )b, (83)

Setzen wir die Abschétzungen (82) und (83) in (80) bzw. (81) ein, so ergibt
sich (79). O

Beweis von Satz 15.14. Wegen Lemma 15.12 geniigt es, die Aussage fiir
C'-Wege zu beweisen. Da die stetige Funktion 7: [a,b] — R", ¢ — +/(t)
wegen der Kompaktheit von [a,b] gleichméflig stetig ist, gibt es fiir jedes
k € N ein 6, > 0 derart, dass

(Vs,t € [a,0]) |s—t] <0k = [17'(s) =7 ()] <

wl»—*

Wir wihlen nun eine Folge (Z)ren von Zerlegungen Zy von |a, b] derart, dass
Lz,(y) = L(7)

fir £ — oo. Indem wir Z, notfalls verfeinern (z.B. mit einer geniigend engen
dquidistanten Zerlegung vereinigen), diirfen wir annehmen, dass

A(Zy) < oy, (84)
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fiir alle k. Fiir festes k schreiben wir Z, = {to,t1,...,t,n}. Fiir jedes j €
{1, Ce ,m} und ¢t € [tjfl,tj] gllt |t — tjfl‘ S t]’ — tj,1 S A(Zk) S 5k7 somit

17/ () =+ (t-)ll <

| =

Dies erméglicht uns, Lemma 15.15 auf v|y,_, ;) anzuwenden, mit 6 =
Somit gilt

1
e

[ - ram| -

DY RNCLCIEED S —v(tjl)\||

< 3| [ W) - v(t“)u'
< ZQ(t] - tjl)% = %Zz(tj - tjfl)
2 _ 2(b—a)

fiir k — oo. Also gilt sowohl Ly, (v) — L(v) also auch Ly, (v) — fab 17/ (¢)]] dt
fir k — oo, und somit folgt (78). O

Beispiel 15.16 Wir betrachten (wie in Beispiel 15.5 (a)) fiir « > 0 den C>°-
Weg
v: [0,a] = R?,  ~(t) := (cost,sint),

der den Kreisbogen von v(0) = (1,0) bis y(a) = (cos a, sin ) im Gegenuhrzeigersinn
durchlauft. Nach Satz 15.14 hat ~ beziiglich der euklidischen Norm die
Weglange

L(y) = / ||7’(t)||2dt:/ ||(—Sint,cost)||2dt:/ V/(—sint)? 4 (cost)? dt
0 0 0 ~- d
=1

= / 1dt = a.
0

Mit anderen Worten, wir konnen die Zahl o wirklich als eine Bogenlange
interpretieren, namlich als die Lange des durch den Weg ~ parametrisierten
Kreisbogens von (1,0) bis (cos a, sin «).
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Umparametrisieren von Wegen

Beim Umparametrisieren andert sich die Lange von Wegen nicht:

Satz 15.17 Wir versehen E := R"™ mit einer Norm || -||. Ist v: [a,b] = FE
ein Weg und ¢: [c,d] — [a,b] ein Homdéomorphismus, so ist

L(vy) = L(y o ¢).

Beweis. Wir wissen aus der Analysis 1, dass die bijektive stetige Abbildung
¢: lc,d] — [a,b] entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist. Ist Z = {tg,t1,...,t,} eine Zerlegung von [c, d] so ist

eine Zerlegung von [a, b]. Ist ® streng monoton wachsend, so ist a = ¢(ty) <
o(t1) < -+ < P(ty,) = bund
Loy () = Y IIv(6(t)) = 7((t-))| = Lz (v 0 6).
j=1

Ist ¢ streng monoton fallend, so ist b = ¢(tg) > ¢(t1) > -+ > ¢(t,) = a,
also a = ¢(t,,) < P(tm—1) < -+ < ¢(to) = b die aufsteigende Anordnung der
Punkte der Zerlegung ¢(Z), somit ebenfalls

Loz () = Y I(6(t;) =7 (@t = > I1v(@(ti-1))=v(b(t;)]| = Lz(yo).
j=1 j=1
Sei nun Z die Menge aller Zerlegungen von [a,b] und Z’ die Menge aller
Zerlegungen von [c, d]. Dann ist
Z'—Z, Z—oZ)

eine bijektive Abbildung (mit Umkehrabbildung Z s ¢~1(Z)), insbesondere
also surjektiv. Es folgt

L(y) = sup Lz(v) = sup Lgz)(7) = sup Lz(yo @) = L(yo ¢).
ZcZ AF-A Zez! O

Die Existenz einer schonen Umparametrisierung (wie im vorigen Satz) ist
héaufig automatisch:
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Satz 15.18 Sind v: [a,b] — R™ und n: [¢,d] — R" injektive Wege*® mit
gleichem Bild, also
7(la, 0]) = n([c, d]),

so gibt es einen Homdomorphismus ¢: [c,d] — [a,b] derart, dass
n=y09.
Insbesondere gilt L(y) = L(n), d.h. die Bogenlinge
L(T) := L(7)

der Menge T' := ~([a,b]) ist wohldefiniert, unabhdngig von der gewdhlten
Parametrisierung -y.

Beweis. Sei I' := ~([a, b]) = n([c,d]). Da [c,d] kompakt ist und
s fe,d =T, ten(t)

stetig und bijektiv, ist 7|" nach Satz dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz
14.14) ein Homoomorphismus. Ebenso ist v|'': [a, b] — I" ein Homéomorphismus.
Also ist auch (y|')7!: T' — [a, b] ein Homéomorphismus und somit auch die
Komposition

¢ = (7yr)71 © U’Fi [c,d] = a, b].
Sei t: I' — R" die Inklusion. Per Konstruktion ist yo¢ = oyl o ¢ =

voy|Fo(y[F)ton|" =on|" =n. Die iibrigen Aussagen folgen nun aus Satz
15.17. O

Beispiel 15.19 Gegeben a €10, 27| ist der Weg

v:[0,a] = R*  5(t) := (cost,sint)

injektiv. Somit kénnen wir dem Kreisbogen I' := ([0, a]) die Bogenlénge
L(T) := L(y) = « zuordnen und wissen, dass wir fiir jede andere injektive
Parametrisierung 7 des Kreisbogens®! die gleiche Bogenlinge erhalten. Diese
ist eine Eigenschaft von I' allein, unabhéngig von der Parametrisierung.

30Injektive Wege nennt man auch “einfache doppelpunktfreie Wege.”
317.B.n(t) = (1 —t, /1 — (1 —t)?) falls a < 7.
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Parametrisierung auf Weglange

Es sei £ := R™ mit einer Norm || - || verschen. Wir nennen einen Weg
v: [a,b] = E auf Weglinge parametrisiert, wenn

L(’Y’[a,c]) =Cc—a (85>

fir alle ¢ €Ja,b]. Die Formel (85) gilt dann auch fiir ¢ = a, wenn wir eine
Funktion n: {a} — F mit a € R einen entarteten Weg nennen und L(n) := 0
definieren. Zudem ist dann

L(Y|ja,3) = B —a fiir alle a < f in [a, b],
denn es ist
B —a= L(’7|[a,6]) = L(Vha,a}) + L(7|[o¢,ﬁ]) =a—a+ L(7|[Ot,,3]);
Auflosen nach L(7|f,g) liefert die Behauptung.

Beispiel 15.20 Beziiglich der euklidischen Norm auf R? ist der den Einheits-
kreis umlaufende Weg ~: [0,27] — R? ~(t) := (cost,sint) auf Weglange
parametrisiert, denn fiir alle ¢ € ]0, 27 ist

me@w:/|wwmﬂn=c:c_o
0

Satz 15.21 Versehen wir E := R"™ mit einer Norm || - ||, so ist ein C'-Weg
v: [a,b] = E genau dann auf Weglinge parametrisiert, wenn ||v'(t)|| = 1 fir
alle t € [a,b].

Beweis. Ist ||v/(t)|| = 1 fiir alle ¢ € [a, ], so gilt fiir alle ¢ €]a, b]

L(7|[a,c]) = / ||7/(t)|| dt = / ldt=c—a

und somit ist v auf Wegliange parametrisiert.
Ist umgekehrt v auf Weglange parametrisiert, so ist

c—a=L0lwg) = [ @]
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fiir alle ¢ €a,b] und auch fiir ¢ = 0, weil dann alle drei Terme gleich Null
sind. Ableiten nach c liefert

d d ¢ / / .
1= e =1 [ WOld =l firalece o,

unter Benutzung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung. O

In der Vorlesung wurde noch weiteres, spezielleres Material behandelt (etwa
zum Umparametrisieren auf Weglénge), das hier im Skript weggelassen wurde
und nicht priifungsrelevant ist.

16 Wegintegrale

Wir stellen nun zwei wichtige Arten von Wegintegralen vor, die auch in
physikalischen Anwendungen haufig gebraucht werden.

Definition 16.1 [Wegintegrale erster Art] Ist ein Weg 7 [a, b] — R" stiickweise
C' und
f:7([a,b]) = R

stetig, so definieren

/f—/fds—/f DI (1) dt.

Ist v nicht C*, so ist hierbei

/f vaﬁ—Z/f DI ()2 dt,

wobei Z = {to,t1,...,tn} eine Zerlegung von [a,b] ist derart, dass v|y;_, ]
ein C'-Weg ist fiir alle j € {1,...,m}.

Beispiel 16.2 Die Kurve

v =(n,7%,7): [a,b] = R®
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beschreibe einen Draht im Raum, welcher an der Stelle y(t) = = die Massendichte
p(z) besitzt (im Sinne von Masse pro Weglinge).?? Dann ist

m:/p
-

die Masse des Drahts. Sein Schwerpunkt ist

T = (T1,72,T3)

1 1
Th m/yprk p=_ . V() (Y (@) 17 () |2

fur k € {1,2,3}. Ist p konstant, so ist m = p - L(7y) und

1

e /[ WO @l

Definition 16.3 [Wegintegrale zweiter Art] Ist ein Weg v: [a, b] — R™ stiickweise
C! und
F: ~([a,b]) - R"

stetig,?® so definieren wir

[ = [Fas | B (0), (1) d

mit dem Skalarprodukt
(w,y) =2y =Y Ty
k=1
fir v = (z1,...,2,) und y = (y1,...,¥yn) in R™ Ist v nicht C', so ist hierbei
b m t;
[ e vera=3 [ Faw. o)
a j=1 tjfl

wobei Z = {to,t1,...,tm} eine Zerlegung von [a,b] ist derart, dass [y, _, ]
ein C'-Weg ist fiir alle j € {1,...,m}.

32Ist der Draht an verschiedenen Stellen unterschiedlich gezogen worden oder verrostet,
braucht p nicht konstant sein.

33Wir benutzen die selbe Notation auch, wenn F auf einer gréfieren Teilmenge von R™
(z.B. auf ganz R™) definiert ist.
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Beispiel 16.4 Es sei F': R® — R? ein stetiges Kraftfeld, also F'(z) € R? ein
Kraftvektor, der an der Stelle z € R?® auf ein Teilchen wirkt. Sei y(t) € R3
die Position des Teilchens zur Zeit t. Die bei der Bewegung des Teilchens
lings einer C'-Kurve ~: [a,b] — R? aufgewandte Energie (geleistete Arbeit)

ist dann
E:—/F-d§.
¥

Satz 16.5 Es sei v: [a,b] — R"™ ein C*-Weg und ¢: [c,d] — [a,b] eine
bijektive C*-Funktion. Fir alle stetigen Funktionen f: v([a,b]) — R und

F: ~v([a,b]) — R™ gilt dann
[r=1.

/7<F,d§> =i/w¢<F,ds7>,

wobet das positive Vorzeichen zu wahlen ist, wenn ¢ streng monoton wach-
send ist; ist ¢ streng monoton fallend, so tritt das Minuszeichen auf.

und

Beweis. Ist gzﬁ streng monoton wachsend, so ist tiberall ¢/'(t) > 0. Weiter ist
o(c) = a, ¢(d) = b und die Substitution u = ¢(t) liefert

/mf - / FoteEitye o) (D)l dt = / FO@@NIS 017 ($(0)l2 dt

- /f Ol (@)l dt = /() FA)IY () du

:/f DIRAC ||2dU—/f

Ebenso ist dann

d
/ AR = / (F(H((0))), 7 (6(6) (1)) de



Ist 7 streng monoton fallend, so ist tiberall v(¢) < 0, weiter vy(¢) = b und
v(d) = a. Wir erhalten
d
| s - [ saeonie o e @lai= [ oGl 6o
é(d)
= / fly 'Oy ()2 dt = — » SO (W)ll2 du

_ /f Dl ||2du—/f Dl ||zdu—/f
und

/ (R = / (F(H(6(1))), 7 (6(0) (1)) dt

17 Partielle Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt lernen wir partielle Ableitungen % einer Funktion f in

mehreren Variablen kennen, d.h. Ableitungen nach einer der Variablen (hier
der i-ten) bei festgehaltenen iibrigen Variablen. Dies fithrt uns weiter zu
stetig partiell differenzierbaren Funktionen und & mal stetig partiell differen-
zierbaren Funktionen.

Im Folgenden bezeichnen e; = (1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,1) die Standard-
Basisvektoren von R™.

Definition 17.1 Es sei U C R™ offen. Ist f: R™ — R" eine Funktion,

ie{l,...,m}und z € U, so nennen wir
0 0 1
Df(w) = L) = 2 iy 2+ 1) - 1(2)
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die partielle Ableitung von f nach der i-ten Variablen an der Stelle x, wenn
der Grenzwert existiert.

Bemerkung 17.2 (a) Eine weitere Schreibweise fiir die partielle Ableitung
(die ich nicht benutze) ist f,,.

(b) Im Falle einer Funktion (z,y) — f(z,y) schreibt man auch % und

g—i statt Dy f und D, f. Entsprechend bei anderen Buchstaben fiir die

Komponenten.

Bemerkung 17.3 Wollen wir (zum Beispiel) g—i(m) in einem festen Punkt
x = (x1,...,T,) € R™ berechnen, so konnen wir die folgende Funktion einer
Variablen betrachten,

v: V=R () = f(t,xe,. .., Tm),
die auf der Menge
Vi={teR: (t,xs,...,x,) €U}

definiert ist. Die Menge V enthélt ¢ = x; und ist offen in R (denn U ist offen

und V. = A7YU) mit der stetigen Abbildung h: R — R™,
t— (t,za,...,2y)). Dann ist
ol _9r

D 1) = tim (3 + 1) A(0)) = lim - (F @+ ter) — [ (@) = (),

dt 0 ¢ 50t COry

wann immer der Grenzwert existiert. Also:

Wir erhalten die partielle Ableitung %(z), indem wir alle Variablen aufler
der ersten konstant halten und die so erhaltene Funktion der einen Variablen
z1 nach x1 ableiten.

Letztere Ableitung kann komponentenweise berechnet werden (vgl. die Diskus-
sion von Wegen und ihren Ableitungen im vorigen Kapitel), d.h. ist f =

(fi,--. fn), so ist

O 1= (L. et
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Beispiele 17.4 (a) Fir f: R? - R, f(z,y) := = + y*> + 1 erhalten wir die
partielle Ableitung nach x, indem wir bei festem y wie in Analysis 1 nach x
ableiten

_ d 2 _
—(a:,y)—%(w—i—y +1)=1.

Die partielle Ableitung nach y erhalten wir, indem wir x festhalten und nach
y ableiten:

of 0 )
9 ()= 1) = 2y.
ay(x,y)ay(x+y +1) =2y
(b) f: R? = R3, f(x,y) = (z + vy, 2y, 1 + ze¥) hat die partiellen Ableitungen
of
‘) - (1 y
ax (x7 y) ( ? y? € )
of
97 = (1,z,z¢Y).
ay(%y) (1, z, ze?)

(c) Jede konstante Funktion U — R", x +— ¢ auf einer offenen Menge U C R™
ist iiberall partiell differenzierbar, mit 2<(z) = 0.

(d) Die partiellen Ableitungen der Funktion pr;: R — R, (z1,..., %) — z;
sind

apr; (z) = 0x; (z) = 1 wenn ¢ = j;
Oz, ~Ox; 7 |0 wenn i #j.
Es ist also %(m) = 0;,; durch das sogenannte “Kroneckersche delta” gegeben.
Definition 17.5 Eine Abbildung f: U — R™ auf einer offenen Menge U C
R™ heifit stetig partiell differenzierbar (kurz partiell C'), wenn f stetig ist,
fir alle 7 € {1,...,m} die partielle Ableitung %(w) an jeder Stelle z € U

existiert und die Abbildung

oF " OF
8xi'U—>R’ xr—>8xz(x)

stetig ist.

Beispiele 17.6 All die Beispiele aus 17.4 sind partiell C*, denn sie sind
stetig, all ihre partiellen Ableitungen existieren und die obigen Formeln
zeigen, dass diese auch stetig sind.
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Bemerkung 17.7 Ist U C R™ offen, f: U — R" iiberall nach der ersten
Variablen partiell differenzierbar und %: U — R" stetig, so ist fiir festes
x = (x1,...,2,) € U die Funktion

vV =RY A((t) = f(t,xe,...,x,)

von t € V C R (wie in der vorigen Bemerkung) iiberall differenzierbar und

Y(t) = g—i(t,xz, e T) (86)

stetig in t. Fir alle s,t € V', deren Verbindungsstrecke ganz in V' liegt, ist
nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung also

1) =20 = [ V= [ uts =)=t du

wobel noch r =t + u(s — t) mit u € [0,1] und dr = (s — t)du substituiert
wurde. Setzen wir (86) und die Definition von v in die vorige Gleichung ein,
so erhalten wir

f(s,xa, . ) — f(t, 2y oy T)

* 0
= —axfl (7“’ To, ... ,l’m) dr
¢
1 af
= (s—1t) 6—371(t+u(5—t),x2,...,xm)du. (87)
0

Ableitungen nach Parametern und Integration konnen vertauscht werden,
man kann “unter dem Integralzeichen ableiten”:

Satz 17.8 (Differenzierbarkeit parameterabhingiger Integrale) FEs seien
I C R offen, a < b reelle Zahlen und

f:Ix[a,b) = R" (s,t) — f(s,1)

eine stetige Funktion derart, dass %: I x [a,b] = R existiert und stetig ist.
Dann ist

b
g: I —=R"  g(s) ::/f(s,t)dt

eine Ct-Funktion und

b
%(s) _ / %(s, P dt. (88)
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Also %f: f(s,t)dt = fb%(s,t) dt.

a

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass I ein Intervall ist. Durch Betrachtung
der einzelnen Komponenten diirfen wir auflerdem annehmen, dass n = 1 ist,
somit f und g reellwertige Funktionen sind. Gegeben r,s € I mit r # s ist

g(riig(S) _ Tis(/abf(nt)dt—/abf(s,t)dt>
_ /abf(ﬁt?)n:f(si)dt

_ /ab </Olg—£(s+a(r—s),t)d0) dt, (89)

wobei Bemerkung 17.7 auf die letzte Gleichheit fiithrt. Da die Funktion

I x[a,b] x[0,1] =R, (r,t,0)— g—é(s—i-a(r—s),t)

stetig ist, ist nach Satz 14.21 (iiber die Stetigkeit parameterabhéngiger Inte-
grale) die Funktion

h:IXx[a,b] >R, h(rt):= /12—20(3+a(r—s),t)da
0

stetig. Diese erfiillt

h(s,t):/o %(s—l—a(s—s),t)dcr:/ %(s,t)daz%(s,t}. (90)

0
=0

Nochmalige Anwendung des Satzes liefert die Stetigkeit der Abbildung

AT =R, Ar) ::/abh(r,t)dt:/ab(/olg—i(s—i—a(r—s),t)da)dt.

Diese erfiillt wegen (90)

b b
A(s):/ h(s,t)dt:/ %(s,t)dt. (91)

Nun gilt nach (89) fir r € I\ {s}

M =A(r) = A(s) = /b%(sat) dt

r—s 0s
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fir r — s, wobei die Stetigkeit von A benutzt wurde und dann (91). Also
gilt (88). O

Analoges gilt, wenn [ ein (nicht notwendig offenes) nicht-entartetes In-
tervall ist.

Beispiel 17.9 Wir wollen das Integral

1
/ ze® dx
0

berechnen, ohne partielle Integration zu benutzen. Hierzu beachten wir, dass

ret = % et”. Die Funktion
=1

f:]0,00[x[0,1] = R, f(tx) =€

! ! 1. 1" -1
/ f(t,x)dx :/ e dx = {—em} _ :
0 0 t 0 t

ist stetig und hat die partielle Ableitung %(t, z) = 2e'* = ze'”, welche stetig

in (¢,z) ist. Nach Satz 17.8 gilt also
e dx

1 1
0
/:Uexd:v = /—
0 0 at t=1
1
d /emdx
t=1 Jo

dt
et —1

d
dtli=1 ¢

GG

o\t 2
Definition 17.10 Sei U C R™ offen und 2 < k € N. Rekursiv definieren
wir: Eine Funktion f: U — R heifit kmal stetig partiell differenzierbar (kurz:

partiell C%), wenn f partiell C! und fiir alle i € {1,...,m} die partielle
Ableitung
of

0xi

erfullt

—e—(e—1)=1.
_ =e—(e=1)

U —=R

partiell C*~1 ist.
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Bemerkung 17.11 (a) Also ist f genau dann partiell C*, wenn f stetig
ist, fiir alle j € Nmit j < k und 4y,...,¢; € {1,...,m} die partielle

Ableitung .
>f e 0

fir alle z € U existiert und

& f

— U —>R"
al’ij"'al'il

stetig ist.

(b) Da wir partielle Ableitungen komponentenweise ausrechnen kénnen, ist
f=(f1,.-., fa) genau dann partiell C*, wenn jede der Komponenten
fis-.o, fn: U — R partiell C* ist. Weiter ist

of [ o S,
8xij---0$i1_ ailfij"'0277;17”"8331']."'0277;1

(c) Statt af;afxi schreibt man % (und entsprechend bei mehrfachen Wieder-

i

holungen).

(d) Fir ax_af?;x_ gibt es auch die Notation frilxiQ...xij (die ich aber nicht be-
ij i1

nutzen werde).

Beispiel 17.12 Die Funktion f: R*> — R, f(x,y) := 2%y® ist partiell C?
denn f ist stetig und hat die partiellen Ableitungen

of _ 3 ﬁ 9.2 2
e (z,y) = 2xy” und o (z,y) = 37y

erster Ordnung und die partiellen Ableitungen

02 f

da?

02 f

(z,y) = 2¢°, 8—342(93, y) = 627y,

*f 9 o*f 9
ayax(iﬂ,y) = 6zxy” und m(l‘,y) = 6zy

zweiter Ordnung, die alle stetig sind.
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Wir beobachten, dass

*f . O%f
OyOx (z,y) = bry” = Oxdy

im vorigen Beispiel. Das ist kein Zufall: Bei der Bildung hoherer partieller
Ableitungen kommt es auf die Reihenfolge nicht an (wie jetzt gezeigt wird).

Satz 17.13 Ist U C R™ offen und f: U — R partiell C*, so gilt fiir alle
i,je{l,...,m}

(z,9)

02 f 2 f

(vx < U) 8xia:j T = 8513]'5137;

().

Beweis. Der Fall i = j ist trivial. Wir diirfen also annehmen, dass i # j und
(notfalls nach Umbenennen) das i < j. Da U offen ist, gibt es zu y € U ein

r > 0 derart, dass Bg;"”(y) C U. Wir diirfen annehmen, dass U = BQ;”w(y).
Da wir zur Berechnung der partiellen Ableitung alle Variablen aufler der i¢ten
und jten sowieso festhalten, diirfen wir annehmen, dass m = 2 ist, ¢ = 1 und
j = 2. Nach 17.7 haben wir

1
%(f(% +t,x9) — f(z1,22)) = /0 g—i(xl + ut, o) du

fir (xq,29) € B,U'”“’(y) und t €|—r,r[\{0}. Fir festes ¢t und z; ist die
Funktion

0
h: lya —r,y2 +7[x[0,1] — R", h(za,u) := _f(flh + ut, x5)

8(E1
stetig und besitzt die partielle Ableitung
oh 0 f
_ = t .
o, (o, u) Dra0n (1 + ut, z3)

Mit Satz 17.8 folgt
1/0f of
n (a—xz(ﬂﬁl +t,29) — 8—@(9517372))

o ['of
= 8—1,2/0v 8—m(x1+ut,x2)du

1 a2f
/0 83528351 (1’1 tu 7x2) Y
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Wir betrachten nun die stetige Funktion

0*f

g: |—r,r[x[0,1] = R", g(t,u) = D20 (21 + ut, z3).
Dann ist an
g(o7u>:: ax28x1<xlax2)

unabhéngig von u, also

1 1 82 82
/Og(O,u)du: i Wafml(wl,xg)du:—xl,xg).

Nach dem Vorigen gilt fiir ¢t € |—r, r[\{0}:

% (g—i(xl bt 2a) — g—:;i(xl,@)) (92)
1 1
= /g(t,u)du—>/ g(0,u) du
0 0
0% f
81@69 1($1,x2)

nach dem Satz iiber die Stetigkeit Parameter-abhangiger Integrale. Nun

konvergieren die Differenzenquotienten in (92) fiir ¢ — 0 aber auch gegen
2

(11, 25). Die zwei Grenzwerte sind gleich und somit ist
Ox10x2 )

O (o1,23) = 22T (0,22
T1,xa) = r1,T
89028951 b2 81‘181‘2 b2
bewiesen. O
Definition 17.14 Gegeben m € N nennen wir ein m-Tupel @ = (v, ..., ) €

(No)™ von Zahlen «y, ..., a,, € Ny einen Multiindex. Die Lange (oder Ord-
nung) eines Multiindex « ist

lal =01+ -+ .
Ist U C R™ offen und f: U — R" partiell C*, so definieren wir

604 8&1 aam

— o .
Jr®  Oxf Oxgm
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Fir xz = (z1,...,2,) € R™ definieren wir

a . .01 ,,002 Qam
x — l’l [E2 A l’m

als das gezeigte Produkt von Potenzen der Komponenten (Monom). Eine
beliebige Polynomfunktion f: R™ — R lasst sich dann also schreiben in der

Form
flz) = Z anx”

o<t

mit einem ¢ € Ny und Koeffizienten a, € R. Die Summation ist iiber alle
Multiindizes a € N§* mit |o| < ¢. Sind o = (v, ..., ) und 8 = (B4, . .., Bm)
Multiindizes in Nf', so schreiben wir

f<a,
wenn f; < o fiir alle j € {1,...,m}. Wir definieren
al :=a! - ay,!.

Ist B < a, so schreiben wir zudem

(5)= () (i)
) b Bm )
Bemerkung 17.15 Fiir U wie oben und r € Ny schreiben wir C"(U, R")
fiir den Vektorraum alle Funktionen f: U — R™, die partiell C" sind.?* Fiir
r € Nund i € {1,...,m} kénnen wir die Abbildung

%) of
betrachten. Dies ist ein Beispiel eines sogenannten Differentialoperators,
der einer Funktion (in diesem Fall) eine ihrer partiellen Ableitungen zuord-
net. Die Notation ist niitzlich im folgenden Beweis (der in der Vorlesung
ibersprungen und Thnen als Ubung anvertraut wurde).

Folgerung 17.16 Es sei U C R™ offen und f: U — R™ partiell CF. Ist
e N mit ¢ <k und sind iy,...,i; € {1,...,m}, so gilt

o' f B o' f
Oxyy - Ory, O,y -+ Oy

: C"(U,R") = C""Y(U,R"), [+~

fir jede Permutation o: {1,... 0} — {1,...,(}.

0
34Mit CO-Funktionen meinen wir stetige Funktionen, und setzen % = f.
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Beweis. Fiir j € {1,...,m} sei a; die Anzahl der a € {1,...,¢} mit i, = j.
Wir setzen o = (au,...,q,). Dann ist a; auch gleich der Zahl der a €
{1,..., 0} mit i, = j. Es geniigt daher zu zeigen, dass

0 0 f_ﬁaf
or;, Ox;,"  Ox’

(93)

Wir zeigen (93) per Induktion nach |o| = ¢. Fiir £ = 1 ist nichts zu zeigen
(es gibt dann nur die identische Abbildung als Permutation). Wir setzen
B = (f1,...,0m), wobei §; die Zahl der a > 2 mit i, = j ist. Da |f| ={(—1,
gilt per Induktion dann

90, 0y
Or;, Oz, OxF

Nach dem Satz von Schwarz konnen wir 85

_0
7 Oy -1

Ableitung zu dndern, und erhalten

g 9 9 o 9°f

von links nach rechts nacheinan-

1

der mit 8%1 (61 mal), .. (Bi,—1 mal) vertauschen, ohne die partielle

I TR T Al e

o o 9B%ii-1 HPi 9bm
Oi, Oy 8:65”_}1 8xffl Oz
315 Mii-1 9 9B HPm

0 &Efffll Oy, &vffl Oy

_ 9

o Oz’

daa=p+e;. a

Satz 17.17 Es seien U C R™ offen und f: U — R, g,h: U — R" partiell
C* und A\, € R. Dann gilt:

(a) Die Linearkombination \g + uh ist partiell C*, mit

o* 0% 0%h
e (Ag + ph) = A=—=

oze ~ Moge
fiir alle o € Nt mit |of < k.

(94)
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(b) Das Produkt fg: U — R"™, x v+ f(x)g(z) ist partiell C* und

(f0) _ 5 ( o ) 0°f 0 5)

ox® B ) 0xB oxe—-
BLla

fir alle o € Ni* mit || < k, wobei die Summation tiber alle f € Nj!
mit B < « erfolgt.

So sieht also die Leibnizregel aus im Falle von Funktionen mehrerer Variablen.

Beweis. (a) Fiir Funktionen einer Variablen kennen wie dies aus Analysis 1.
Sind ¢ und h partiell C*', so existiert nach Bemerkung 17.3 jede partielle
Ableitung von A\g + ph erster Ordnung und es ist

dg oh

0
(Ag + ph) _Aa:ci =l

81@-

(96)

Als Linearkombination stetiger Funktionen ist a%i()\g + ph) stetig. Also
ist \g + ph partiell C'. Fiir einen Induktionsbeweis nehmen wir an, dass
k > 2 und die Aussage bereits fiir kK — 1 statt k gilt. Per Induktionsannahme
ist a%i()\g + wh) wegen der Summengestalt aus (96) partiell C*~! somit
Mg + ph partiell C*. Per Induktionsannahme gilt weiter (94) fiir alle o =
(a1, ..., Q) € NJ' mit |a] <k —1. Ist || =k, so gibt es eini € {1,...,m}
mit a; > 0 (und wir wéhlen ¢ kleinstmoglich). Somit ist auch 8 := a —¢; €
Ng'. Per Induktionannahme gilt bereits

Leiten wir beide Seiten nochmals partiell nach x; ab, so ergibt sich (94) fiir «.

(b) Da sich partielle Ableitungen komponentenweise berechnen lassen,
diirfen wir n = 1 annehmen, d.h. f und ¢ sind reellwertige Funktionen.
Sei a = (aq,...,0,,) € Nj'. Da sich partielle Ableitungen nach z,, als
gewoOhnliche Ableitungen bei festgehaltenen tibrigen Variablen interpretieren
lassen (sieche Bemerkung 17.3), liefert die gewohnliche Leibnizregel der Ana-

lysis 1:
aam Xm O, aﬂmf aam_ﬁmg
(=3 ( o ) i} (97)

Oz = Oz Oty
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Wir zeigen nun nacheinander fiir j =m, j=m—1, ..., j =1, dass
0% o*m O
S g z (%))

863 867n 804]' _ﬁj 8057n —Bm
N . . (98
((%cfj Oz f) (890% i G g) (58)

J

Gelingt dies, so haben wir insbesondere fiir j = 1
8041 aam O,
836‘1““.83:%” Z Z(Bl) ' (/Bm)

851 HBm Har—h Hom—bBm

.( BT )

x| Oxm” 0x] O™ "
Dies ist genau (95). Da alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k ex-
istieren und durch (95) gegeben (und somit stetig) sind, ist fg eine C*-
Funktion und der Beweis beendet. lediglich (98) ist noch zu begriinden. Fiir
j = m wurde die Formel in (97) bereits gezeigt. Gilt die Formel fiir j+1 statt

J, so konnen wir wie beim Beweis von (97) alle Variablen auer z; festhalten
in

gt o (fg) = %ZH Z(%’H)...(O‘m)
Ot Oxom 9 = Bj+1 Bm

]+1 m B 1= =0
HBi+1 HBm f Hi+1—Bi+1 Ham—0Bm
PR - — - ) — g
ax‘jﬁf‘:il axglm axjé:il Bj+1 ax%m Bm

und «; mal nach z; ableiten. Mit der Leibnizregel fiir Funktionen einer
Variablen erhalten wir daraus (98) fiir das gegebene j. a

Beispiel 17.18 Polynomfunktionen p: R™ — R, p(z) = ZIa\SK ax® sind
partiell C* fiir alle k¥ € N (also partiell C*°). Zum Beweis beobachten wir
zunachst, dass die partiellen Ableitungen 88—; = 0 einer konstanten Funktion
wieder konstant sind, also partiell C*~! per Induktion, somit die konstante
Funktion z ~— ¢ partiell C*. Da 882? = §;; konstant und somit C*~1 ist,

ist weiter pr;: R™ — R, x — x; partiell C* und somit auch jedes Monom
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q: x — x“ nach Satz 17.17(b), weil ja ¢ = pri*-... - pr%. Nun ist aber
eine allgemeine Polynomfunktion p eine Linearkombination von Monomen
o, somit partiell C*¥ nach Satz 17.17 (a).

Der folgende Satz wir im nachsten Kapitel bewiesen. Mit unseren momenta-
nen Begriffen ware das sehr mithsam. Einfacher ist es, dort mit einem Begriff
von totalen (statt nur partiellen) Ableitungen zu arbeiten.

Satz 17.19 Es seien U C R™ und V' C R" offen und f: V — R sowie
g =(g1,---,9n): U — R"™ stetig partiell differenzierbare Funktionen derart,
dass g(U) C V. Dann ist auch die Komposition

fog:U—=R, s fg(x))
stetig partiell differenzierbar, und fir allei € {1,...,m und x € U gilt

A =3 g o) 5w

8:16,-
]_

(wobei wir uns der schéneren Schreibweise wegen erlauben, Vektoren von
rechts mit Skalaren zu multiplizieren).

Folgerung 17.20 Sind f und g partiell C* in der Situation von Satz 17.19,
so ist auch f o g partiell C*.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach £ € N. Fir k =1
gilt sie nach Satz 17.19. Ist k > 2 und gilt die Aussage fiir £ — 1 statt &, so
ist f o g nach Satz 17.19 partiell C* und

d(f o 0 0
eg) Z(&fj Ok (99)

=
fir allei € {1,...,m}. Dag und partlell C*=1 sind, ist

ﬁ og
Oz
nach Induktionsannahme partiell C*~. Nach Satz 17.17(b) ist nun auch

(BBJJ 9) E?ng partiell C*~! und also auch die Summe (99), nach Satz 17.17 (a).
O
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Beispiel 17.21 Jede rationale Funktion in mehreren Variablen ist partiell
C®°. Seien namlich p, g: R® — R Polynomfunktionen mit ¢ # 0. Dann ist

U:={z eR": q(x) # 0} = ¢ '(R\ {0})
eine offene Teilmenge von R”. Da die Funktion
1
t:R\{0} >R, y+— —
(Y

C* ist (wie wir aus der Analysis 1 wissen) und somit (was bei Funktionen
einer Variablen das gleiche ist) partiell C*°, ist nach der Kettenregel die
Funktion

1
toqly: U =R, x+— ——
q(x)
partiell C*°. Also ist auch das Produkt
p(z) 1
U—-R, z——7==pl)—
q(x) ( )q(w)

partiell C**°, nach Satz 17.17.

Beispiel 17.22 Den Raum R™ ™ der reellen (n x n)-Matrizen kénnen wir
mit R™ identifizieren, indem wir die Matrixeintrage in einer festen Reihen-
folge auflisten. Mit dieser Identifizierung gilt:

Die Menge GL,(R) aller invertierbaren (n x n)-Matrizen ist offen in R™ ™
und die Abbildung

n: GL,(R) — R™™  Aws A7
die einer invertierbaren Matrix thre Inverse zuordnet, ist partiell C*.

Die Determinante det: R™" — R ist namlich ein Polynom in den Matrix-
eintriagen, somit stetig und folglich ist

GL,(R) = {A € R™™: det(A) # 0} = det"'(R \ {0})

offen in R™*™. Die Abbildung 7 ist partiell C*°, wenn jede ihrer Komponenten
es ist. Nun kann jedoch ein gegebener Matrixeintrag der inversen Matrix
A~! nach der Cramerschen Regel ausgedriickt werden als Quotient zweier
Determinanten von Matrizen gebildet aus Eintrdgen von A (und Einsen und
Nullen und Vorzeichen); er ist somit eine rationale Funktion in A und somit
partiell C**° nach dem vorigen Beispiel.
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Es ist nicht sehr natiirlich, lediglich (fiir partielle Ableitungen) in Rich-
tung der Koordinatenachsen abzuleiten. Allgemeiner kann man auch Rich-
tungsableitungen in anderen Richtungen betrachten.

Definition 17.23 Es sei U C R™ offen und f: U — R™ eine Funktion. Sei
z € U und y € R™. Wir definieren die Richtungsableitung (D, f)(x) von f
an der Stelle x in Richtung y als

(D)) = lim = (F(x + ty) — f(2)) € R"

t—0
(mit t # 0), wann immer der Grenzwert existiert.

Analog kann man (D, f)(x) € F definieren, wenn R” und R" durch normierte
Réume (E,| - ||g) und (F, || - ||r) ersetzt werden.

Die folgende Beobachtung erleichtert uns spéater einmal einen Beweis.

Bemerkung 17.24 In der Definition 17.5 stetig partiell differenzierbarer
Abbildungen hatten wir die Stetigkeit von f nicht verlangen miissen, diese
folgt aus den anderen Annahmen. Genauer:

Ist U CR™ offen und f: U — R" eine Abbildung derart, dass die partiellen
Ableitungen %: U — R" fir allei € {1,...,m} existieren und stetig sind,
s0 ist auch f stetig und somit f partiell C'.

Wir konnten dies jetzt per Hand nachrechnen, jedoch folgt die Aussage
auch aus spateren Resultaten (und dann koénnen Sie hierher noch einmal
zuriickkehren). Aus den Voraussetzungen folgt namlich, dass f an jeder
Stelle total differenzierbar ist (fiir diesen Beweisteil von Satz 18.12 wird die
Stetigkeit von f nicht benutzt) und somit stetig, nach Bemerkung 18.2 (c).

18 Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel lernen wir einen sehr natiirlichen, Koordinaten-unabhangigen
Ableitungsbegriff (der totalen Ableitung) kennen. Die Kettenregel ist fiir
diesen einfach zu beweisen. Jenseits von Funktionen mehrerer reeller Vari-
ablen kénnen sogar Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von normierten
Raumen behandelt werden. Im endlich-dimensionalen Fall stellen wir die
Verbindung zu partiellen Ableitungen her.
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Eine zentrale Grundidee der Differentialrechung fiir Funktionen einer Vari-
ablen war, eine Funktion f um eine Stelle x durch eine affin-lineare Funktion
(die Tangente an den Graphen von f) zu approximieren. Wir haben gese-
hen, dass die Differenzierbarkeit von f in x aquivalent ist zur Existenz einer
affin-linearen Approximation von f um x. Im Falle von Funktionen mehrerer
Variablen benutzen wir letztere als Definition von Differenzierbarkeit:

Definition 18.1 Esseien (E, ||.||z) und (F.]|.||r) normierte Raume,* U C F
eine offene Menge, f: U — F eine Abbildung und x € U. Ist A: £ — F
eine stetige lineare Abbildung (also A € L(E, F)), so gilt

(VvyelU)  fly)=f(x)+Aly—2) + R(y) (100)

mit R(y) := f(y) — f(x) — A(y — «). Dann ist also R(z) = 0. Kann A €
L(E,F) so gewihlt werden, dass®

lim — 29)

v=e ||y — 2| B

=0 inF, (101)

so nennen wir f (total) differenzierbar an der Stelle x.

Bemerkung 18.2 (a) Die Bedingung (101) bedeutet, dass

lim IEWe _ = 0. (102)

v=e |ly — x||g

In der Literatur gibt es hierfiir auch die Kurzschreibweise R(y) = o(||ly — z||)
(Landausches klein-o-Symbol).

(b) Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist A € L(E, F') durch (100) und
(101) eindeutig festgelegt, denn wir zeigen, dass fir alle u € F

.1
Afw) = lim ~(f(x + 1) — f (@) = (Duf) () (103)
gleich der Richtungsableitung von f in x in der Richtung w ist. Dies ist klar,
wenn v = 0 (dann ist A(u) =0 = (Dof)(z)). Ist u # 0, so gilt
R(tu) _ HuHEHR(x+15u)||p

t e [tull e
[R(x + tu)||
(x 4+ tu) — z||p

20+ = ) - A

F ‘

— 0

35Zum Beispiel E = R™ und F = R".
30Fiir y # .

170



fiir t — 0 (nach (a)), somit (wie bendtigt) 7(f(x + tu) — f(x)) — A(u).

Fortan — nachdem die Eindeutigkeit geklart ist — schreiben wir f'(x) := A.
Dann ist also f’(x) die eindeutige stetige lineare Abbildung F — F' mit

fly) = f(@) + f'(2)(y — =) + R(y) (104)

und (101). Wir nennen die lineare Abbildung f'(z): E — F die (totale)
Ableitung von f an der Stelle z. Weiter nennen wir die Funktion

E—F, ye fl@)+ f(x)(y—2)

die affin-lineare Approzimation von f um die Stelle z. Aus (103) wird die
wichtige und niitzliche Formel

(VueE)  f(z)(u) = (Duf)(z). (105)

(c) Ist f an der Stelle x total differenzierbar, so ist f an der Stelle x stetig.
Denn fiir y — = mit y # z gilt

170) = f@le = 17 @ -2+ Rl < 17 @ -0l + 1Rl
IRW)Ir

< @) lloplly — $||E+||y—x||E”y $|’E—>

(da alle drei Bestandteile gegen 0 gehen, siche (a)).

(d) Ist £ = R™ und F' = R", so ist f = (fi,..., fn) und wir erhalten wir
nach (105) fiir den Standard-Einheitsvektor e; von R™

o STJ”;@)
['@)(e) = (Do @) = 5-(@) = |
’ 3£j< z)

Die lineare Abbildung f’(x): R™ — R™ entspricht beziiglich den Standard-
Basen also der (n x m)-Matrix

Hie) fhlo) o Q)
o (1) Glx) - Fi(@)

Jp(w) = [ 000 o o ,
ge(a) ge(z) - Flm(2)
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der sogenannten Jacobi-Matriz. Schreibt man Vektoren aus R™ und R" als
Spaltenvektoren, so wird aus (104)

fly) = f(x) + Jp(@)(y — 2) + R(y),

wobei die Matrix und der Spaltenvektor in der tiblichen Art und Weise mul-
tipliziert werden.

(e) Ist f: U — F an jeder Stelle x € U differenzierbar und die Abbildung
frU = (LEF) o), 2= fi(2)
stetig, so nennen wir f stetig differenzierbar oder (kurz) eine C*-Funktion.

Beispiele 18.3 (a) Jede konstante Funktion f: E — F zwischen normierten
Réumen ist an jeder Stelle x € F differenzierbar mit f'(z) = 0, denn es ist

fly)=c=f(z) = f(z) +0(y — x) + R(y)

mit R(y) = 0. Da die konstante Funktion f': £ — L(E,F), x> 0 stetig
ist, ist f stetig differenzierbar.

(b) Jede stetige lineare Abbildung A\: E — F' zwischen normierten Raumen
ist an jeder Stelle z € E differenzierbar mit X' (z) = A, denn wegen der
Linearitat ist

AMy) =Az) + Ay — ) = AMz) + Ay — ) + R(y)

mit R(y) = 0. Da die konstante Funktion \': F — L(E, F), x — )\ stetig
ist, ist A stetig differenzierbar.
(c) Seien (Eq, || - ||l1), (Ea, || - |l2) und (F,|| - ||r) normierte Rdume und

/B:E1XE2_>F7 (x17x2)'_>ﬁ<xlax2)

eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist 5 an jeder Stelle x = (z1,x2)
differenzierbar, denn fiir alle y = (y1,y2) € E1 X Es gilt

Bly) = By, ye) = Blzr + (Y1 — 1), 22 + (Y2 — T2))
B(x1,22) + B(w1,y2 — 1) + Blyr — 21, 22) + By — 1, y2 — 22)
= B(z)+Aly —x) + R(y)
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mit der linearen Abbildung
A:E1XE2_>F7 Z:(Zl,ZQ)—)B($1,22)+ﬁ(21,l'2)
und R(y) := B(y1 — x1,y2 — x1). Die lineare Abbildung A ist stetig, da

[AGF < 8@, 22)lF + [|B(z1, 22) ||
< IBllopllzallxllzell2 + I8 llopll1 1 |22l
<

1Bllop ([l 1y + [l2]l2) max{[|zy [, | 22]l2} = Cllz]] (106)
mit C = [[Bllop(21l[1 + [[22[l2) und [|z]} := max{|[21][1, [|z2[l2}. Weiter gilt

[BWle _ [Bllopllyr = z1llillyz — 2|2
ly == — |y — ]
[18]loplly — |7
ly — ||

= [1Blloplly — 2]l =0

fir y — x. Also ist 5 an der Stelle x differenzierbar mit '(x) = A, d.h. es
ist

B'(x)(2) = Bx1, 21) + Blz1, 22).

Da f bilinear ist, ist §'(z)(z) linear in x (wie die vorige Formel zeigt), also
' By X Ey — L(Ey, xEy, F), x — [('(x) eine lineare Abbildung. Diese ist
stetig, denn nach (106) ist

18" @) llop < N1Bllop([l1ll2 + ll72ll2) < 2[1Bllopll]
und somit ||5'||op < 2[|5]|op- Also ist 5 stetig differenzierbar.

Bemerkung 18.4 Ist eine reellwertige Funtion f: U — R an der Stelle
z € U C R differenzierbar, so ist Jp(z) = (2L (x)... 2L (x)) eine (1 x n)-

oz V) - Bz,
Matrix. Thre transponierte Matrix ist ein Spaltenvektor, der Gradient
_ _ (91 O . \\' - .
(grad f)(2) = (V) () 1= (57-(@), .. 5o-(x)) € R

das hier auftretende Symbol V wird ”Nabla” ausgesprochen.

Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs.
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Satz 18.5 Es set U C R” offen und f: U — R eine Funktion, die an der
Stelle x € U differenzierbar ist, mit V f(x) # 0. Die Richtungsableitung

in Richtung eines auf ||u||a = 1 normierten Vektors ist genau dann mazimal,

wenn 1
S TS

In Gegenrichtung wird die Richtungsableitung minimal.
Beweis. Die Richtungsableitung ist
Duf(x) = f'(2)(u) = Jy(@)u = (Vf(x),u).
Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
|Duf (@) = [V (), w)| <[V F@)llallullz = [V f(2)]2

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn v und V f(x) kollinear sind. Ist

u =V f(2)];'Vf(z), so st
Vi), u) = IV f(z)]l

der maximale Wert und fiir u = — ||V f(z)||3 'V f(z) erhalten wir das Mini-
mum (V(2),u) = — |V £(2)]|2 0

Satz 18.6 Es seien (X, || |x), (Y| -|ly) und (Z,] - ||z) normierte Raume,
UCX undV CY offene Mengen und xo € U. Ist g: U — Y eine an der
Stelle xo differenzierbare Funktion mit g(U) CV und f:V — Z, y — f(y)
an der Stelle g(xq) differenzierbar, so ist

fog:U—=2Z, y~ flg(y))

an der Stelle xq differenzierbar und

(fo 9)/(330) = f/(g(l'o)) © 9/(1’0)- (107)
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Beweis. Sei yy := g(x¢). Wir betrachten die affin-linearen Approximationen

g9(z) = g(x0) + g'(z0)(x — 20) + Ry(w) (108)
und
fy) = fo) + f'(wo)(y — vo) + Rs(y) (109)
mit
IR@y IR

T—T0 ”33 — ZEo”X N Y—Yo ||y — yoHy N

Nach (109) gilt

flg(x)) = fyo) + f (o) (9(x) —yo) + Ry(g(x)).

Setzen wir hier g(x) — yo = g(z) — g(z0) = ¢'(z0)(x — x0) + Ry(z) und
Yo = g(xo) ein, so erhalten wir

F(g(x)) = f(g(wo)) + (f'(9(0)) 0 §'(x0)) (z = x0) + f'(g(w0)) By () + Ry(g(x))

v~

=:R(x)

fiir x € U. Um den Beweis zu beenden, miissen wir zeigen, dass das Restglied
R(z) in dieser affin-linearen Approximation von f o g schnell genug gegen 0
geht, also
R
. 1B@z _

oo | —wollx

oder aquivalent: Fir jedes € > 0 existiert ein p > 0 derart, dass
le—xo|lx < p = [|R()||z < ellz—x0l|x fir alle z € U mit ||z — xo|x < p.

Sei € > 0 gegeben. Es existiert ein § > 0 derart, dass

1B (w)llz = 5 1y = wolly (110)

€
(g’ (zo)llop + 1)
fir alle y € V mit ||y — yolly < 0. Weiter existiert ein p > 0 derart, dass

IRy (o)l < win {1, (1)

g
e el

fir alle x € U mit ||z — zo||x < p. Da g an der Stelle zq stetig ist, diirfen
wir nach Verkleinern von p zudem annehmen, dass

llg(z) — g(xo)|ly <0 fir alle z € U mit ||z — zol|x < p. (112)

175



Sei x € U mit ||z — xo||x < p. Nach (111) gilt dann

1" (yo) Ba (@)l 2~ < I1f (wo) llop | By ()|

, £
< ||f <y0)||0p2(||f,(y0)||op ¥ 1) H'T - $0||X
< ng—IOHX. (113)
Nun gilt nach (108)
lg(@) = wolly = llg(z) — g(zo)lly = llg'(o)(z — 20) + Ry(z)ly

9 (zo)(z = wo)lly + [| Ry (2)lly
19" (zo)llop 17 = wollx + [z — ol x
(g (zo)llop + Dl — ol x- (114)

IN A IA

Wegen (112) kénnen wir (110) mit y := g(z) anwenden und erhalten
£
2(llg'(zo)llop + 1)

wobei fiir die letzte Ungleichung (114) eingesetzt wurde. Aus (113) und (115)
folgt nun || R(2)|z < [|/'(yo) By () ||z + [[Bs(g(2)) ]|z < ellz — ollx O

1B (g(2)llz < l9(x) = olly < gllm —aollx, (115

Beispiel 18.7 Wenn X = R", Y = R™, Z = R, so entspricht ¢'(z) der
Matrix Jy(x) und f'(g(z)) der Matrix J;(g(z)). Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass die Komposition linearer Abbildungen dem Matrixprodukt
entspricht. Aus (107) ergibt sich also die Formel

Trog(x) = Jo(a) (f) I ¢ ()

fiir die Jacobimatrizen, wobei auf der rechten Seite das Matrixprodukt ver-
wendet wird.

Bemerkung 18.8 Ist X = R™ in der Situation von Satz 18.6, so erhalten
mit Bemerkung 18.2 (d) und Satz 18.6

W09 ) = (7 0 g @)(e) = o) @)(e) = 60 (2L2)
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mit den Standard-Basivektoren eq,...,e,, fir R™, also

d(f o 9) / dg
= 11
(@) = o) (57 @), (116)
Ist zudem Y = R", so schreiben wir g = (g1, ..., gn), also g(z) = > 7_, g;(v)e;
(wobei jetzt ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren fiir R” sind). Dann ist

99\ _ (99 8gn 393
0x; (z) = (ax,- (@), 0x; ) Z 8@
und wir erhalten durch Einsetzen in (116)

a(g—;g)(x) = f’(g(x))<gxgi (90)> = f’(g(x))(i gifz (x)ej>

- ng; 2)(es).

Also gilt

o 8:@ Z gi 8yj (z)) = ; g—?j;(g(:rr))gijz (z) (117)

(wobei wir uns fiir die Endformel gestatten, Vektoren von Rechts mit Skalaren
zu multiplizieren).

Definition 18.9 Es seien (E, || - ||g) und (F,|| - ||#) normierte Rdume und
U C F eine offene Menge. Eine Abbildung

f:U—=F

wird stetig differenzierbar (oder kurz: C') genannt, wenn f an jeder Stelle
x € U differenzierbar (somit insbesondere f stetig) ist und die Abbildung

fU = (LB F) - llop), 2= f(2)

stetig ist. Ist f stetig, so nennen wir f eine C°-Abbildung. Rekursiv nennen
wir f eine C*-Abbildung (fiir eine natiirliche Zahl k > 2) wenn f eine C'-
Funktion und f': U — (L(E, F).||.|lop) eine C*~!-Funktion ist. Wir nennen
f eine C*°-Funktion oder glatt, wenn f eine C*-Funktion ist fiir alle k € Nj.
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Beispiele 18.10 (a) Jede konstante Abbildung f: F — F zwischen normierten
Réaumen ist glatt, denn f ist C* fiir alle k € Ny per Induktion:

k = 0: Als konstante Funktion ist f stetig, also C°.

Sei nun k£ > 1. Nach Beispiel (18.3) (a) ist f an jeder Stelle x differen-
zierbar, mit f'(x) = 0. Als konstante Funktion ist f’ stetig, somit f eine
C'-Funktion. Per Induktionsvoraussetzung ist die konstante Funktion f
eine C*~1-Funktion, somit f eine C*-Funktion.

(b) Jede stetige lineare Abbildung A: E — F zwischen normierten Raéumen
ist glatt. Nach Beispiel 18.3) (b) ist A an jeder Stelle x € F differenzierbar,
mit X' (z) = \. Als konstante Funktion ist \’ stetig, somit A eine C'*-Funktion.
Da nach (a) die konstante Funktion X' glatt ist und somit C* fiir alle k € N,
ist A eine C**'-Funktion fiir alle k € Ny und somit glatt.

(c) Jede stetige bilineare Abbildung f: Fi x Ey — F zwischen normierten
Réumen ist glatt. Wir haben in Beispiel 18.3 (¢) ndmlich schon gesehen, dass
[ an jeder Stelle differenzierbar und ' eine stetige lineare Abbildung ist und
somit glatt nach (b). Wie in (b) schlieflen wir, dass § glatt ist.

Lemma 18.11 Es seien E, Fy und Fy normierte Raume, U C E offen,
k € Ny und \: Fy — F;y eine bijektive stetige lineare Abbildung mit stetiger
Umkehrfunktion. Dann gilt: Eine Abbildung f: U — F) ist genau dann C*,
wenn Ao f eine C*-Abbildung ist.

Beweis. Da wir Ao f und A~! die Rollen von f und )\ spielen kénnen, geniigt
es zu zeigen: Ist f eine C*-Abbildung, so ist auch Ao f eine C*-Abbildung.
Fir k£ = 0 ist dies klar, denn ist f stetig, so auch Ao f. Ist nun £ > 1
und gilt die Aussage fiir k — 1 statt k, so sei f eine C*-Funktion. Da ) eine
C!'-Funktion mit X (y) = A (fir alle y € F)) ist, ist nach der Kettenregel
Ao f an jeder Stelle x € U differenzierbar mit

(Ao f)' () = N(f(x)) o f'(x) = Ao f/(x) = Au(f'(2)) = (A o f))()
mit der Abbildung
ANt L(E F)) = L(E,Fy) A~ Ao A.
Man beachte, dass A, linear ist. Weiter ist

[AclA)llop = (1A 0 Allop < [[AllopllAllop < [[Allop
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fir alle A € L(E, Fy) with ||A]|,, < 1, somit
[Asllop < [[Allop < 00

und somit die lineare Abbildung A, stetig. Da f’ eine C*~'-Abbildung und
A« stetig linear ist, ist per Induktionsvoraussetzung

(Ao f) =Aof

eine C*~1-Abbildung (also insbesondere stetig). Somit ist A o f eine Cl-
Funktion und (A o f) eine C* !-Funktion, folglich A o f eine C*-Funktion.
O

Satz 18.12 FEs sei U C R™ offen, k € Ny und f = (f1,...,fn): U — R
eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) f ist C¥;
(b) f ist partiell C*.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach k € Ny. Fiir £ = 0 bedeutet C°
und partiell C° beides das gleiche, namlich Stetigkeit von f. Sei nun k& > 1
und gelte die Aussage fiir £ — 1 an Stelle von k. Ist f eine C*-Abbildung,
so ist insbesondere f eine C'-Abbildung und somit existieren die partiellen
Ableitungen gﬂ{] () fur allei € {1,...,n}, j € {1,...,m} und z € U (siehe
obige Diskussion der Jacobi-Matrix). Wir kdnnen mittels der Standardbasen
L(R™ R™) mit R™™ identifizieren und somit (indem wir die Matrixeintréage

in einer festen Reihenfolge auflisten) mit R™™. Sei

A: L(R™ R™) — R™

der so erhaltene Isomorphismus von Vektorraumen. Da alle Normen auf
endlich-dimensionalen Vetorrdumen dquivalent sind, sind A\ und A\~! stetig.”
Da nun f’ eine C*~1-Abbildung ist, ist Ao f eine C*~*-Abbildung (nach dem
vorigen Lemma), also partiell C*~! (per Induktionsannahme) und somit sind
alle Komponenten von Ao f’ partiell C*~!. Dies sind genau die Funktionen

372+ ||IA7H(@)|lop ist dquivalent zu || - ||« auf R™™. Also gibt es C1,Cy > 0 mit
CLIA @) lop < [|7]|oo < Col]A™H(2)||lop- Daraus folgt A~ op < C7* < oo und (indem

wir = A(y) einsetzen) ||A(y)|lcoc < Callyllop und somit ||Allop < Co < o0.
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%. Insbesondere sind diese stetig, also ist f partiell C* und alle partiellen
J

Ableitungen sind partiell C*~1, womit f partiell C* ist.

Ist umgekehrt f partiell C* mit ¥ > 1 und z = (x1,...,2,,) € U, so gibt
es (da U offen ist und alle partiellen Ableitungen stetig) zu € > 0 ein § > 0
derart, dass die Kugel Bs(x) := {y € R™: ||y — z||oc <} in U enthalten ist
und

Hax] axj I>Hw =€

fir alle y € Bs(z) und j € {1,...,m}. Fir alle y = (y1,...,ym) € Bs(x)
haben wir

m

fly) = f(x)—i—Z(f(yl,...,yk,xjH,...,xm)—f(yl,..., o1y Ty ey Tim))

j=1
m 1 af

= f(x)—l—Z(yj—xj) i %(yl,...,yj_l,xj‘f't(yj_l'j),fﬁj+17...,xm)dt,
j=1 J

wobei Bemerkung 17.7 benutzt wurde. Sei nun A: R™ — R" die lineare
Abbildung

u
‘1 m 8f
U, j=1

Fiir y wie zuvor ist dann

fly) = f(z) + Aly — =) + R(y)

mit
Rly) = [fy)— flz) - Aly — =)
— Z /8 (Y1, Yjm1, ¢ +t(y; — ), i1, ..., Ty) dt
- Z(?Jj - fﬂ‘j)g—i(x),

was sich zusammenfassen lasst in der Form

- Lrof of
Z(yj_xj)/o (8_%(917---ayj—1axj + (Y — ), Tty - o5 Tn) — a—xj(m)) dt.

J=1
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Somit ist

L R e of
< (Y1, Yo, T (Y — ), T, T
ly = @l Z [yl Jo ||7z; W1 v @ T = @) T )= o @
< me.
Wir haben gezeigt, dass
R
lim ) =0.

v [y — 2l

Also ist f an der Stelle x total differenzierbar mit f'(x) = A. Da (Ao f')(x)
die Komponenten w;( r) hat und diese partiell C*~! sind, ist A o f’ partiell

C*1 also C*~! per Induktionsvoraussetzung. Nach Lemma 18.11 ist dann
auch f’ eine C*~!'-Abbildung, insbesondere also stetig. Somit ist f eine
C'-Abbildung derart, dass f’ eine C*~!-Abbildung ist und somit ist f eine
C*-Abbildung. O

Beweis der Kettenregel aus dem vorigen Kapitel (Satz 17.19). Sind
f und g partiell C!, so sind sie nach Satz 18.12 auch C'!. Nach der Kettenregel
ist f o g somit C* und nach Satz 18.12 folglich partiell C*. Schliefllich gilt
nach (117) die gewiinschte Formel fiir die partiellen Ableitungen von fog.O

Bemerkung 18.13 Solange wir nur im Endlich-Dimensionalen arbeiten (also
Abbildungen zwischen offenen Mengen in R™ und R" betrachten) werden wir

im folgenden meist nicht mehr zwischen C*-Funktionen unterscheiden und

Funktionen, die partiell C* sind (da beide Eigenschaften #quivalent sind,

nach Satz 18.12).

Bemerkung 18.14 Sind U C R und V' C R" offen,
Y=, ) U—=R" t— ()
stetig differenzierbar mit v(U) C V und ist f: V — Z, y — f(y) eine stetig

differenzierbare Funktion in einen normierten Raum Z, so ist v eine Funktion
einer reellen Variablen ¢ = z; und aus (117) wird

W@) -y if(y(t))%(t). (118)



Diese Formel gilt auch dann, wenn U C R ein nicht offenes nicht entartetes
Intervall und v ein C'-Weg ist. Wir machen uns dies klar, wenn U = [a, b].
Wir finden ein € > 0 derart, dass

dy

fiir alle s € [0, ¢[, denn diese Funktion ist stetig in s und V' offen in R™. Nach
Verkleinern von & > 0 gilt zudem v(a)+s% (a) € V fiir alle s € ]—¢,0]. Dann
ist n: Ja—¢e,b+e[— R,
v(a) + (t — a)d—Z(a) wenn t < a
n(t) := v(t) wenn t € [a,b]
v(b) + (t —b)2(b) wenn t > b

ein C'-Weg (wobei benutzt wird, dass an den Schnittstellen a und b die
rechts- und linksseitige Ableitung gleich, somit Differenzierbarkeit gegeben
ist). Die Kettenregel lasst sich auf f o anwenden und wir erhalten fiir alle
t €]a—¢e,b+ €[ nach (118)

Ao gy 5 2y Moy,

Ist ¢t € [a,b], so ist n(t) = (t) und %(t) = %(t); aus der vorigen Formel
wird also (118) fiir f o~.

Bemerkung 18.15 Ist U C R ein offenes Intervall und v: U — R™ ein C''-

Weg, so habe wir zwei Bedeutungen fiir 7/(¢): Zunéchst haben wir wie im
Kapitel iiber Wege den Tangentenvektor

dy ) 1 n
= - (t) =lim (v(s) =(t) eR

st §— 1
(mit s # t), fiir den wir im weiteren Verlauf der Bemerkung zur besseren
Unterscheidung 2 (¢) schreiben. Zum anderen haben wir die totale Ableitung

7'(t) € LR, R"),

die also eine lineare Abbildung +': R — R”™ ist. Was haben die beiden
miteinander zu tun? Nun, nach Bemerkung 18.2 (d) gilt fiir die Funktion ~y
der einen Variablen z; = ¢:

D0 = 220 =7 Oen) = /)

7' (t)
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mit dem Standard-Basisvektor e; = 1 fiir R = R!. Es ist also

dl(t) =~'(t)(1) und ~'(¢)(s) = Sdl(t)a

dt dt
weil aufgrund der Linearitiat +/(¢)(s) = v (t)(s - 1) = s7/(t)(1) = sZ(¢t).
Identifiziert man £(R,R") mit R™ via

A A1),

so wird also ~/(t) mit Z—Z(t) identifiziert. Es wird stets aus dem Zusammen-
hang klar sein, welche der zwei Bedeutungen von +/(t) gemeint ist.

19 Vektorfelder und Potentialfunktionen

Der Gradient V¢ einer C*'-Funktion ¢: U — R auf einer offenen Menge
U C R” ist ein Vektorfeld auf U, d.h. jedem x € U wird ein Vektor in R"
zugeordnet, namlich Vé(z) € R™. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns
mit der fiir Anwendungen wichtigen Frage, welche Vektorfelder F': U — R"
Gradientenvektorfelder sind, d.h. wann wie oben eine C*-Funktion ¢: U — R
existiert (eine sogenannte Potentialfunktion) mit F' = V.

Definition 19.1 Sei U C R" offen. Ein stetiges Vektorfeld auf U ist eine
stetige Funktion F' = (Fy,...,F,): U — R". Jedem Punkt x € U wird
also ein Vektor F(x) = (Fi(z),...,F,(x)) € R"™ zugeordnet, der stetig
von z abhingt. Ist F' wie zuvor eine C*-Funktion, so nennt man F ein C*-
Vektorfeld auf U. Die Komponenten Fi, ..., F,: U — R sind dann also C*.

Beispiele 19.2 F(z) := z definiert ein Vektorfeld auf R", das C*° (also
glatt) ist. Durch F(z) := mx wird ein glattes Vektorfeld auf R™ \ {0}
definiert.

Wegintegrale iiber Gradientenvektorfelder sind sehr leicht berechenbar:

Lemma 19.3 Es sei U C R" offen, ¢: U — R eine Ct-Funktion und v =
(Y1, -+57): [a,b] = U ein Weg, der stiickweise C* ist. Dann ist

/ (Vo,ds) = o(b) — b(a). (119)

o
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Beweis. Es sei a =ty <t < -+ < t, = b eine Zerlegung von [a, b] derart,
dass ¥|j,_, ¢, ein C'-Weg ist fiir alle j € {1,...,m}. Dann gilt

/t (ot Foya = [ > 222w

- ti—1 g=1 dt

— [ Geenwa

ti—a

= [porl,
= o(v(t))) — o(v(tj-1)),

wobei das zweite Gleichheitszeichen auf Bemerkung 18.14 beruht und dann
das Integral mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung berech-

net wurde (beachte ¢ o ist Stammfunktion fiir 4(¢ o ~)). Wir schliefien,

dass
[wo.ds) = > | o). G
= Z (Cb('Y(tJ)) - QS(/Y(t]—l)))
= o(y(b)) — o(v(a)),
wie benotigt. O

Eine Teilmenge U C R"™ heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € U gibt,
dessen Verbindungsstrecke mit jedem Punkt x € U in U liegt, d.h.

Ve e U) (Vt€[0,1]) z+t(x—2)eU.

Zum Beispiel ist jede konvexe Menge (also insb. jede Kugel, jeder Quader
und ganz R") sternférmig. Die Menge

R?\ {(2,0): 2 <0}
(skizzieren!) ist sternférmig (mit z = (1,0)), aber nicht konvex.
Der folgende Satz ist das Hauptziel dieses Kapitels.

Satz 19.4 Fir ein stetiges Vektorfeld F = (Fy,..., F,): U — R"™ auf einer
offenen, nicht-leeren Menge U C R™ sind die folgenden drei Bedingungen
aquivalent:

184



(a) F ist ein Gradientenvektorfeld, d.h. es gibt eine C*-Funktion ¢: U — R
mit F' =V ¢.

(b) Alle Wegintegrale iiber F lings geschlossenen Wegen verschwinden.
Genauer: Fiir jeden Weg~y: [a,b] — U, der geschlossen®® und stiickweise

Ct ist, qilt
/ (F,ds) = 0.
.

(c¢) Wegintegrale iber F' hingen nur vom Anfangs- und Endpunkt ab. Genauer:
Sind v: [a,b] — U and n: [c,d] — U stickweise C*-Wege mit y(a) =
n(c) und y(b) = n(d), so ist

/7<F, ds) = /n<F, ds).

Ist F ein C'-Vektorfeld, so folgt aus (a) die folgende Integrabilititsbedingung:
(d) 28 =95 fir qlle i,j € {1,...,n}.

%j Oz
Ist U sternférmig, so sind (a) und (d) dquivalent.

Beweis. (a)=-(b): Ist /' = V¢ und ~: [a,b] — U ein geschlossener Weg, der
stiickweise C! ist, so gilt nach dem vorigen Lemma

/ (F,ds) = 6(1(b)) — é(1(a)) = 0

gl
(weil y(a) = v(b)).

(b)=(c) Sind v und 7 wie im Satz beschrieben, so erhalten wir einen
geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Weg 6, indem wir zuerst

v durchlaufen und dann 7 riickwarts. In Formeln definieren wir den Weg
0:la,b+d—c] = U via

. (1) wenn t € [a, b];
o(t) := { n(d j(t —0b)) wenn t € [b,b+ (d—¢)].

Dann gilt

0= /0 (F, ds) — /9 LK /9 LR /7 (F, ds) — /n (F, ds).

PBalso v(a) = v(b)
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wobei fiir die letzte Gleichheit Satz 16.5 benutzt wurde. Die zwei fraglichen
Wegintegrale sind also gleich.

(c)=(a) Wir werden im Anschluss an den Beweis zeigen, dass sich U
stets als eine Vereinigung U = s Uj offener Mengen U; C R"™ schreiben
lasst, die paarweise disjunkt sind (also U; N U; = @ fur ¢ # j in J) und
derart, dass zu allen z,y € U, eine stiickweise stetig differenzierbarer Weg
v: [a,b] = U; von z nach y existiert (also mit y(a) = = und v(b) = y). Es
geniigt, zu zeigen, dass auf jeder der Mengen U; eine Potentialfunktion ¢;
existiert; dann ist ¢: U — R, ¢(z) := ¢;(x) fiir € U; eine C'-Funktion mit
V¢ = F. Nach Ersetzen von U durch U; diirfen wir also annehmen, dass
sich alle 2,y € U durch einen stiickweise C'-Weg in U verbinden lassen. Wir
halten einen Punkt z € U fest und definieren

olr) 1= / (1),

wobei v, ein Weg von z nach z in U ist. Wir zeigen nun, dass % fur
alle i € {1,...,n} existiert und mit F; iibereinstimmt (insb. also stetig ist).

Nach Bemerkung 17.24 ist dann ¢ eine C'-Funktion, und nach dem Vorigen
ist Vo = F. Gegeben i wie zuvor und x € U existiert ein € > 0 derart, dass

Bgél(ljj‘; C U. Wir setzen y := x — ee; (mit dem i-ten Standard-Einheitsvektor

e;) und wihlen einen stiickweise C'-Weg
Pyy: [a7 b] - U

von z nach y. Fir s € |0, 2¢[ ist dann 7,: [a,b+ s] — U,

B y(t) wenn t € [a,b]
ns(t) T { Y +th — b)el wenn t € [b, b+ 5]

ein stiickweise C'-Weg von z nach y + se;, also nach z + (s — €)e; (was gleich
x ist an der Stelle s = ¢). Also ist

blet(s—2)er) = oy +ser) = / (F, ds)
= [(pds+ [ - b))
b+s
= o)+ / Fiy + (t - b)ey).
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Die rechte Seite kann nach s abgeleitet werden und liefert (nach dem Haupt-
satz der Integral- und Differentialrechnung) den Integranden an der Stelle
b+ s, es ist also

9¢
ox;

Fiir s := b + ¢ erhalten wir a¢ L (2) = Fi(z).
(a)=(d): Ist F ein C'- Vektorfeld und F = V¢ mit einer C'-Funktion

(z+ (s —¢g)e)) = Fi(y + (b+s = ble;) = Fi(y + se;) = Fi(z + (s — €)es).

@, so ist % = F} eine C'-Funktion fiir alle i € {1,...,n} und somit ¢ eine
C?-Funktion. Nach dem Satz von Schwarz ist somit
ory 0% B 9% _OF;

(9901- N axlax] N 8.17]81'1 N a.ij.

(d)=(a), wenn U sternformig ist: Es sei z € U ein Punkt derart, dass
Vo(t) ==z +t(x — 2) € U fiir alle x € U und alle ¢ € [0,1]. dann ist v, ein
C'-Weg von z nach z in U, mit v, (t) = z — 2. Wir definieren mit selbigem

o(x) ::/ (F,als):/0 (F(2+t(x—2),2—2) dt:/o ZFj(z—i—t(x—z))(xj—zj).

Da der Integrand eine C'-Funktion von (z,t) ist, ist ¢ (als Konsequenz aus
dem Satz tiber parameterabhéngige Integrale, Satz 17.8) stetig differenzierbar
und wir konnen die partiellen Ableitungen ins Integral ziehen. Dies ergibt

gi(x) = /Zaxz iz +tHx — 2)) (x5 — 2))

O(z;

— /0 Z (t(DiFy)(z + t(x — 2))(xj — 2;) + Fi(z + t(z — 2)) 8—;

=6i;

= /0 Fi(z+t(x—2))+ tZ(DjE-)(z +t(x —2))(x; — 2;) dt

Jj=1
\ 4
~~

=2 (tFi(+t(a—2)))
= [tF(z+tz—2)i5 = Flx),

wie benotigt. Beachten Sie, das fiir das dritte Gleichheitszeichen die Integra-
bilitatsbedingung D;F; = D;F; benutzt wurde. a
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Bemerkung 19.5 Die Rotation (engl.: curl) eines C'-Vektorfelds
F=(F,FF):U—R?

auf einer offenen Menge U C R? ist das durch

oz 0
rot F(z) i= (V x F)(z) = g—g( ) — 2 ()
S () — I (a)

fir x € U definierte Vektorfeld rot F': U — R3. Die Integrabilititsbedingung
aus Satz 19.4(d) ist zu
rot F' =10

dquivalent. Ist also U sternformig, so ist ein C''-Vektorfeld F': U — R3 genau
dann ein Gradientenvektorfeld, wenn rot F' = 0.

Fiir ebensolches F' definiert man weiter seine Divergenz als die durch

OF,

(div F)(z) == (V- F)(z) == OF; OF, T

= a0, o,

()

(x

gegebene Funktion div F': U — R. Fiir jede C?-Funktion ¢: U — R auf der
offenen Menge U C R? ist nach der Integrabilititsbedigung

rot(grad ¢) =V x (V¢) = 0.

Man kann auch

. Py 0%¢ 0%
A¢ = divlgradg) = V- (V9) = 5os + 55 + 5.2
bilden. Die Abbildung A: ¢ — A¢ wird Laplace-Operator genannt.

Die im Beweis des Satzes gemachten Behauptungen iiber offene Teilmen-
gen von R” werden in dieser oder ahnlicher Form in der komplexen Funk-
tionentheorie gezeigt. Im Rest des Kapitels finden Sie der Vollstandigkeit
halber die entsprechenden Begriffe und Resultate, die wir in der Vorlesung
iiberspringen.®”

39Wenn Sie nicht bis zur Funktionentheorie warten wollen, lesen Sie den Abschnitt jetzt!.
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Definition 19.6 Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdngend,
wenn sich alle z,y € X in X durch einen Weg 7: [a,b] — X verbinden
lassen; y hat also den Anfangspunkt v(a) = z und den Endpunkt ~(b) = y.

Jede konvexe MengeX C R” ist wegzusammenhéangend, denn man kann den
geradlinigen Weg [0, 1] — X, t — = + t(y — =) benutzen. Auch sternférmige
Mengen X C R™ (in denen sich ein z mit allen Punkten geradlinig verbinden
lasst) sind wegzusammenhéngend, den wir kénnen z,y € X durch den Poly-
gonzug verbinden, der zuerst geradlinig von x nach z lauft, dann geradlinig
von z nach y.

Im vorigen Beweis wurden die folgenden zwei Lemmata benutzt.

Lemma 19.7 Ist U C R" eine offene, wegzusammenhingende Menge,*® so
gibt es fiir alle x,y € U einen Weg~y: [a,b] — U von x nach y, der stickweise
Ct st

Beweis. Seien x,y € U. Da U wegzusammenhéangend ist, gibt es einen Weg
n: la,b] — U mit n(a) = x und n(b) = y. Dann ist n([a, b]) kompakt als Bild
einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung. Da U offen ist und
n([a,b]) C U, gibt es nach dem Satz 14.27 iiber gleichméBige Umgebungen
also ein € > 0 derart, dass

(Ve € [a,b])  Be(n(t)) €U

(wobei Kugeln bzgl. || - ||« gemeint sind). Da n nach Satz 14.23 gleichméBig
stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass

(Vs,t € [a,b]) |t —s] <d=|nt)—n(s)]ew <. (120)
Wir wéhlen eine Zerlegung a = tg < t; < --- < t,, = b von [a,b] derart, dass
t; —tj—1 <0 fir alle j € {1,...,m}. Nach (120) ist ||n(¢;) — n(tj-1)]lec < &,
also

ls(n(t;) = n(t;-1)lleo = slln(t;) = nt;1)lleo <
fiir alle s € [0,1] und somit

n(tj—1) + s(n(t;) = n(t;—1)) € B:(n(t;1)) € U.

Setzen wir
t—t;
tj — t]’,1

(n(t;) —n(tj-1))

100) =ty ) +

40Es soll U also mit der induzierten Topologie wegzusammenhingend sein.
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fir j e {1,...,m} und t € [t;_1,t;], so ist also () € U fiir alle t € [a, b] und
somit ist der Polygonzug ~: [a,b] — U ein stiickweiser C'-Weg mit y(a) =
und (b)) = y. 0

Leider sind viele sehr natiirliche offene Mengen U C R™ nicht wegzusam-
menhéingend. Beispielsweise ist R \ {0} C R nicht wegzusammenhéngend,*!
denn es gibt keinen Weg v in R\ {0} von —1 nach 1. Jedoch ist R\ {0}
immerhin die disjunkte Vereinigung zweier offener wegzusammenhéngender
Mengen, namlich

R\ {0} =]—00,0[ U ]0, c0].

Wir zeigen nun, dass Entsprechendes bei allen offenen Mengen U C R"
moglich ist. Als Hilfmittel definieren wir:

Definition 19.8 Es sei X ein topologischer Raum. Wir nennen z,y € X
verbindbar und schreiben x ~ y, wenn sich  und y in X durch einen stetigen
Weg verbinden lassen, d.h. es existiert ein Weg v: [a,b] — X mit y(a) = x

und (b)) = y.
Dann gilt:
Lemma 19.9 Fiur jeden topologischen Raum X gilt:

(a) Die Verbindbarkeitsrelation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf X .

(b) Die Aquivalenzklassen [x] := {y € X : y ~ '} sind wegzusammenhiigend.
Man nennt diese die Wegkomponenten von X.

(¢) Die Wegkomponenten bilden eine Partition von X, d.h. X ist die Verei-
nigung der Wegkomponenten, diese sind nicht leer und fir alle x,z € X
qilt:

[z] = [2] oder  [z]N[z] = 0.

(d) Ist X eine offene Teilmenge von R™, so sind auch alle Wegkomponenten
von X offen in R™. Bezeichnet X/~ die Menge aller Wegkomponenten,
so ist also X die disjunkte Vereinigung

st «: [a,b] — R stetig mit v(a) = —1 und ~(b) = 1, so gibt es nach dem Zwischen-
wertsatz der Analysis 1 ein ¢ € [a, b] mit y(¢) = 0. Also ist v kein Weg in R\ {0}.
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von offenen, wegzusammenhdngenden Mengen C (wobei C = [x| fir
einz € X).

Beweis. (a) Reflexivitit: Fiir jedes € X ist der konstante Weg [0, 1] — X,
t — x ein Weg von x nach z, somit = ~ x.

Transitivitdt: Gilt  ~ y und y ~ z, so gibt es einen Weg v: [a, b]toX
von x nach y und einen Weg n: [¢,d] — X von y nach z. Dann ist (: [a,b+
(d—c)] = X,

(t) wenn t € [a,b],
C(t) = { n(c J(t — b)) wenn t € [b,b+ (d—c)]

ein Weg von x nach z, somit x ~ z.

Symmetrie: Ist z ~ y, so gibt es einen Weg v: [a,b] — X von x nach y.
Dann ist n: [a,b] — X, n(t) := (b — (t — a)) ein Weg von y nach z, also
Y~ T

(b) Sind y, z € [z], so gilt y ~ x und z ~ x, somit y ~ z (nach (a)) und
folglich gibt es einen Weg v: [a,b] — X von y nach z. Fiir jedes s €]a, ]
ist v|ja,s) €in Weg von y nach v(s) in X, somit y(s) € [y] = [z]. Also ist
v([a,b]) € [z] und wir kénnen 7 als einen Weg von y nach z in [x] betrachten.
Somit ist [z] wegzusammenhéngend.

(¢) Dies gilt fiir jede Aquivalenzrelation und sollte Ihnen bekannt sein.

(d) Seix € X. Ist y € [x], so gibt es (weil X C R" offen ist) ein € > 0 mit
B.(y) € X (wobei die Kugel beziiglich ||.||cc in R™ gemeint ist). Die Kugel
Bc(y) ist konvex, also jedes z € B.(y) innerhalb B.(y) (und somit innerhalb
X) mit y durch einen Weg verbindbar. Es ist also B:(y) C [y] = [z] und
somit ist [z] offen. Alles andere wurde bereits gezeigt. O

20 Taylorentwicklung und lokale Extrema

In diesem Kapitel diskutieren wir lokale Extrema fiir Funktionen f: U — R
auf einer offenen Teilmenge U C R™. Ist f stetig differenzierbar, so konnen
wir eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema angeben. Ist f zweimal
stetig differenzierbar, so gibt es hinreichende Bedingungen. Als Hilfsmt-
tel fiir die Diskussion lokaler Extrema beschéftigen wir uns zunachst mit
Taylorentwicklung 2. Ordnung fiir Funktionen zweier Variablen. Die so-
genannte Hesse-Matrix ermoglicht uns hierbei, Formeln kurz und pragnant
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hinzuschreiben. Thr Eigenschaften werden auch wichtig sein fiir die Diskus-
sion lokaler Extrema.

Definition 20.1 Es sei U eine offene Teilmenge von R® und f: U — R
eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion. Gegeben x € U
nennen wir die n X n-Matrix

Hy(z) = <5Z2éf$j (x)>”1 ..... n

die Hessematriz von f an der Stelle x.

Bemerkung 20.2 Nach dem Satz von Schwarz ist die Hessematrix eine
symmetrische Matrix, stimmt also mit ihrer Transponierten Matrix H(x)*
iberein.

Beispiel 20.3 Die Funktion f: R*> = R, f(x,y) := 2? + zsin(y) ist zweimal
stetig differenzierbar. Es ist

0 0
8—£(x,y) = 2x +sin(y), und a—]yc(my) = x cos(y),

folglich

s z 0 x CcOos
e = ( E0 BN )< (2 )

a0 () Gp(T,y) cos(y) —sin(y)

20.4 Als Voriiberlegung fiir den Satz von Taylor betrachten wir eine C!-
Funktion f: U — R auf einer offenen Menge U C R™. Seien z = (x1,...,2,)
und y = (y1,...,¥y,) aus U derart, dass die Verbindungsstrecke von = und y
in U enthalten ist, also x 4+ t(y — z) € U fiir alle t € [0,1]. Da de Funktion
R — R" t — x + t(y — ) stetig und U offen ist, exstiert ein r > 0 derart,
dass

r+tly—xz)eU firalete]|—r,1+r[=:1.

Dannist v: — R, v(t) := f(x+1t(y —x)) an jeder Stelle ¢ € I differenzierbar
und

V(t) = fllatt(y—2)(y—2) = Jp(z+t(y—2))(y—2) = Y —f,(x+t(y—r))(yj—xj),
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denn es gilt

Yt +s)—~@)  flat+tly—2)+sly—2) = fla+ty— 1))

= Dy of(z+tly—x)) = fe+ty—2)(y—7)

fiir 0 # s — 0. Hierbei fassen wir y — x als Spaltenvektor auf. Ist f zweimal
stetg differenzerbar, so ist 4" nach (121) stetg differenzierbar (und somit
ein C?-Weg), mit

CISID ) P RN VRS

= (Y= Hi(x + iy —2))(y - x)) (122)

(wobei (121) mit der C''-Funktion (;97’; an Stelle von f angewandt wurde).

Satz 20.5 Es sei U C R™ eine offene Menge, f: U — R eine C?-Funktion
und x € U. Sei || - || eine Norm auf R™. Dann gilt fir alley € U

Fl) = F(@) + F@)ly = )+ 5y = 2 Hr@)y = 2) + Raly)
mit einem Restglied R(y) € R, welches firy # x

R(y)

lim =0
vor [ly —a?
erfullt.
Beweis. Da ||| > C|| - ||2 fir ein C > 0, geniigt es, den Satz mit der

euklidschen Norm |- ||2 zu beweisen. Da die Matrixeintrage von H(z) stetige
Funktionen von z € U sind, ist U — R™™ = R" 2 +» H(2) stetig. Wir
versehen nun R™" mit der Operatornorm || - ||o, bzgl. || - [|2. Gegeben € > 0
existiert ein 6 > 0 mt Bs(x) C U derart, dass

|Hf(z) — Hy(z)|lop < e fiir alle z € Bs(z),
weil Hp(z) stetig in z ist. Gegeben y € V'\ {z} definieren wir
VI =R, A1) = flz+tly—x))
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wie in 20.4. Nach dem Satz von Taylor fiir C*-Funktionen einer reellen
Variablen haben wir

1(1) = 5(0) +4(0) + 57(0) + R(1), (123)

wobei wir nach Bemerkung 6.7(b) (mit v statt f, n =2, xo = 0 und = = 1)
das Restglied Ry(1) wie folgt als Integral schreiben konnen:

Ry(1) = /01(1 —1)(v?(t) = (0)) dt. (124)

Setzen wir v(0) = f(z), v(1) = f(y) sowie (121) und (122) in (123) ein, so
erhalten wir

fy) = f@)+ f(@)(z—y) + %(y —x, Hy(z)(y — x)) + R(y)
mit R(y) = Ry(1). Nun gilt

[y — @, (Hy(z +t(y — ) = Hy(x))(y — x))|
< e =yl [(He(z + t(y — =) = He(2))(y — 2)]l2
< e —ylalHp(@ +ty — 2) — Hy(@)loplly — 22 < elly — =||*

unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Mit (124) folgt

RO = | [ 0= 0 = 2Byt = )= 2) = o - )
— |[ 00— e+l = ) - By - o)
< [ Ul o by~ )~ )= )]
< clly—al o

Also ist [R()I/ly — 2l < & und somit R(y)/lly — 2l > 0 geseigt,  ©

Beispiel 20.6 Fiir die Funktion aus Beispiel 20.3 gilt f(0,0) = 0, V f(0,0) =

0 (also f’(0,0) = 0) und
H,(0,0) = ( L );
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die Taylorentwicklung zweiter Ordnung um (0, 0) lautet daher

fen=(1) 00 () -H(5)- (7)) e

Wir interesseren uns fur lokale Extremalstellen insbesondere von Funktionen
f: X — R auf Teilmengen X C R™.

Definition 20.7 Sei X ein topologischer Raum, f: X — R eine Funktion
und z € X.

(a) x heiBt lokale Minimalstelle von f (und f(x) ein lokales Minimum),
wenn es eine x-Umgebung V' C X derart gibt, dass

(Vy e V) f(z) < f(y).

Kann V' so gewéhlt werden, dass f(z) < f(y) fur alle y € V' \ {z}, so
hei3t z eine isolierte lokale Minimalstelle.

(b) = heiBt lokale Mazimalstelle von f (und f(z) ein lokales Maximum),
wenn es eine x-Umgebung V' C X gibt derart, dass

(Vy € V) f(z) > f(y).

Kann V' so gewéhlt werden, dass f(z) > f(y) fur alle y € V' \ {z}, so
hei3t = eine isolierte lokale Maximalstelle.

(c) z heit lokale Extremalstelle (und f(z) ein lokales Extremum), wenn z
eine lokale Minimalstelle oder eine lokale Maximalstelle ist.

Oft ist man schlampig und nennt lokale Extremalstellen ebenfalls lokale Ex-
trema.

Lemma 20.8 FEs seien X und Y topologische Rdume, f:Y — R eine Ab-
bildung, n: X — Y eine stetige Abbildung und x € X. Ist n(x) eine lokale
Minimalstelle (bzw. Mazimalstelle) von f, so ist x eine lokale Minimalstelle
(bzw. Mazimalstelle) von fon: X — R.

Beweis. Ist n(z) eine lokale Minimalstelle von f, so existiert eine Umgebung
V von n(z) in Y derart, dass

(Vy e V) fln(x)) < f(y). (125)
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Da 7 stetig ist, ist 771(V) ene Umgebung von z in X. Fiir jedes y € n= (V)
ist n(y) € V und somit f(n(z)) < f(n(y)) nach (125). Also ist x eine lokale
Minimalstelle von f on. Lokale Maximalstellen diskutiert man analog. O

Satz 20.9 Sei U C R" offen und f: U — R eine C'-Funktion. Ist v € U
eine lokale Extremalstelle von f, so ist f'(x) =0, also V f(z) = 0.

Beweis. Gegeben y € R™ existiert ein ¢ > 0 derart, dass n(t) :=x +ty € U
fir alle t €]—¢,¢[. Dann ist fon: ]—¢,¢[— R eine C'-Funktion und

(fon)'(t) = f'(n()n'(t) = f'(n(t))(y) fiiralle t €]—¢,¢]

(vgl. 20.4). Da n(0) = z, ist 0 nach Lemma 20.8 eine lokale Extremalstelle
von fon. Wie in Analysis 1 gezeigt (und aus der Schule bekannt), ist also

0=(fon)(0)=f(z)(y)

Da y beliebig war, folgt f'(x) = 0. Also ist Js(z) = 0 und somit auch
Vf(2) = (Jy(a)) = 0. 5

Definition 20.10 Sei U C R” eine offene Teilmenge und f: U — R eine C'-
Funktion. Ein Element x € U heift kritischer Punkt von f, wenn V f(z) = 0.

Satz 20.9 sagt also, dass jede lokale Extremalstelle einer auf einer offenen
Menge definerten C''-Funktion notwendig ein kritischer Punkt ist.

Beispiel 20.11 Die Funktion f: R? — R, (z,y) — cos(x) —y? ist C* (sogar
C*°) und hat als Gradienten

Vf(x7y> - (—sin(x), _zy)t'

Dieser ist genau dann 0, wenn 0 = sinz und y = 0, also wenn =z € 7Z und
y = 0. Welche der Punkte (x,y) € nZ x {0} sind lokale Extremalstellen?
Wir konnten von Hand die Frage beantworten und unsere Funktion sehr
genau anschauen. Jedoch gibt hier auch die folgende allgemeine Theorie eine
vollstéandige Antwort (siehe Beispiel 20.16).
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Definition 20.12 Eine n x n-Matrix A € R™*™ heifit positiv semidefinit,
wenn sie symmetrisch ist (also A = A") und

(Vy € R") (y,Ay) >0

Ist A positiv semidefinit und A € GL,(R), so wird A positiv definit genannt.
Ist —A positiv semidefinit, so heiit A negativ semidefinit; ist —A positiv
definit, so heifit A negativ definit.

Satz 20.13 Sein € N.

(a) Eine symmetrische Matriz A € R"™*" ist genau dann positiv semidefinit,
wenn alle Figenwerte von A nicht-negativ sind.

(b) Eine symmetrische Matrix A € R™" ist genau dann positiv definit,
wenn alle Bigenwerte von A positiv sind.

(c) Ist A positiv definit und p > 0 der kleinste Eigenwert von A, so gilt
(. Ay) = p(llyll=)*  fiir alle y € R™.

Beweis. (a) Ist 0 # y ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A\ < 0, so
ist

(v, Ay) = (. M) = My, y) = Mlyll2)”
also A nicht positiv semidefinit. Ist A positiv semidefinit, so sind also alle
Eigenwerte > 0. Sei nun A eine symmetrische Matrix derart, dass alle Eigen-
werte nicht negativ sind. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass es eine

Orthonormalbasis vy, ..., v, von Eigenvektoren gibt. Dann ist also
1 wenn 7 = j;
(v, 0j) = 015 = { 0 wenni#j

fiur alle 4,5 € {1,...,n} und Av; = \jv; mit Eigenwerten \; > 0. Gegeben
y € R™ schreiben wir y als Linearkombination der Eigenvektoren:

y= Z Yivi
=1

mit eindeutigen y1,...,y, € R. Dann gilt

n

(v, Ay) =y, y Av] Z Ajyiy; ( vz,vg => Xi(w)* > 0.
1

ij=1 _/\ T b=l 5 i=
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(b) und (c): Ist A positiv definit, so sind nach (a) alle Eigenwerte > 0 und
somit > 0, weil A invertierbar (und somit der zugehdrige Endomorphismus
bijektiv, also injektiv) ist. Nun sei A eine symmetrische Matrix derart, dass
alle Eigenwerte > 0 sind. Sei p der kleinste Eigenwert. Mit Notationen wie
im Beweis von (a) ist dann fiir alle y € R™

(y, Ay) = Z\Ai,(yif > pZ(W = p(|lyll2)*-

Die in (c) verlangte Abschétzung ist also erfiillt. Weiter ist A positiv semi-
definit und Ay # 0 fiir alle y € R™ \ {0}. Der zugehorige Endomorphismus
R" —R", y+— Ay ist also injektiv, ergo bijektiv und somit A invertierbar. O

Wir benutzen ein Resultat iber Funktionen einer reellen Variable, das meist
in der Analysis 1 behandelt wird:

Lemma 20.14 Sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R eine C?-Funktion
und x € I ein kritischer Punkt. Ist f"(x) < 0, so ist x eine isolierte lokale
Mazimalstelle und somit keine lokale Minimalstelle von f.

Beweis. Sei Ry das Restglied der Taylorentwicklung 2. Ordnung von f um
die Stelle z. Es existiert ein § > 0 derart, dass |x — 0,z + §[ C I und

1 " 2 _ 1// 2
[Bo(t)] < 717" @) (t = 2)* = =2 f"(2) (t — )

fir alle t €] — 0,z + 0[. Fiir alle t € |z — 6,2 + 0] \{z} ist dann

@) = fla)+ f/(x)(t —z)+ %f”(t)(t — )’ + Ra(y)
e

< J@)+ PO 2 - @) - o)
= @)+ @) - 2) < S

also ist z ein isolierte lokale Maximalstelle und keine lokale Minimalstelle
von f. a

Satz 20.15 Es sei U C R™ eine offene Menge, f: U — R eine C*-Funktion
und x € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:
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(a) Ist x eine lokale Minimalstelle von f, so ist die Hessematriz Hs(x) an
der Stelle x positiv semidefinit.

b) Ist H¢(x) positiv definit, so ist x eine isolierte lokale Minimalstelle
f
von f.

c) Ist x eine lokale Maximalstelle von f, so ist H¢(x) negativ semidefinit.
f

d) Ist He(x) negativ definit, so ist x eine isolierte lokale Mazximalstelle
f
von f.

(e) Besitzt Hy(x) mindestens einen positiven Figenwert und mindestens
einen negativen Eigenwert, so ist x keine lokale Extremalstelle von f.

Beweis. (a) Ist x eine lokale Minimalstelle von f, so ist fiir jedes y € R™ die
Zahl 0 eine lokale Minimalstelle der C*-Funktion fon: ]—e,e[— R, wobei
e > 0 so klein gewéhlt ist, dass n(t) := x + ty € U fiir alle t € |—¢,¢[. Nach
Lemma 20.14 ist dann (f o7)”(0) > 0. Somit ist

0 < (fon)"(0) = (y, Hs(x)y),

mit einer Rechnung wie in 20.4. Also ist Hy(x) positiv semidefinit.
(b) Ist Hf(x) positiv definit, so sei p > 0 der kleinste Eigenwert. Nach
Satz 20.5 gibt es ein 6 > 0 mit Bs(x) C U und

1 ,
1Bl < 3e(ly - wll2)*  fiir alle y € Bs(w),

wobei die Kugel sich auf die euklidsche Norm auf R™ bezieht. Fiir alle y €
Bs(x) \ {z} ist dann

fO) = J@)+ @)= )45 = o Hy@) - 2) +R()
=0 >p(lly—=(l2)?
> f(@)+ gollly— =l + R(w) = £(2) + spllly — 2ll2)* ~ |R(w)

> f(0)+ golly — k) = gllly = 2l = £) + 3llly = 2l > (),

wobei Satz 20.13(c) fir die erste Abschitzung benutzt wurde. Also ist = eine
isolierte lokale Minimalstelle von f.

(c) und (d) folgen aus (a) und (b), angewandt auf — f.

(e) folgt aus (a), (c) und Satz 20.13. O
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Beispiel 20.16 Die Funktion f: R? — R aus Beispiel 20.11 hat Hessematrix

e = (750 0.

Da diese diagonal ist, stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen und wir
konnen somit sofort ablesen, an welchen kritischen Punkten die Hessematrix
positiv definit bzw. negativ definit ist. Fiir x € 27Z und y = 0 ist

Hp(z,y) = ( _01 _02 )

negativ definit, denn die Egenwerte —1 und —2 sind beide negativ. Nach
Satz 20.15(d) ist also (x,0) eine isolierte lokale Maximalstelle von f.
Ist = (2k + 1)7 mit £k € N und y = 0, so hat

Hy(x,y) = ( (1) _02 )

eine positiven Eigenwert, 1, und einen negativen Eigenwert, —2. Nach Satz 20.15(e)
ist also (z,0) keine lokale Extremalstelle von f.

Beispiel 20.17 Gegeben a, 5 € R\ {0} betrachten wir die C'*°-Funktion
fiRT =R, (2,9) = az® + By?
mit Vf(z,y) = (2ax,2Py)", welche (0,0) als (einzigen) kritischen Punkt

besitzt. Da
20 0
Hf(0,0):< 0 25)

mit den Eigenwerten o und £, ist (0,0) genau dann eine lokale Minimalstelle,
wenn «, § > 0; weiter ist (0,0) genau dann eine lokale Maximalstelle, wenn
a, f < 0. Im verbleibenden Fall, a5 < 0, ist (0,0) keine lokale Extremalstelle
(Details siche Ubung).

In den vorigen Beispielen war Hy(z) schon diagonal, so dass die Eigenwerte
direkt abgelesen werden konnten. Bei grofleren symmetrischen Matrizen ware
es sehr aufwendig oder auch nicht praktikabel, iiber eine Berechnung der
Eigenwerte die Matrizen auf positive (bzw. negative) Definitheit zu testen
(und ebenso wenig direkt anhand der Definition). Gliicklicherweise gibt es
eine Charakterisierung positiv definiter Matrizen, mit deren Hilfe sich posi-
tive Definitheit leicht nachpriifen lasst.
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Satz 20.18 (Hurwitz-Kriterium) G’egeben eine symmetrische Matriz A =
(@ij)ij=1,.n € R™™ betrachten wir fir k € {1,...,n} die Untermatriz

welche ebenfalls symmetrisch ist. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) A ist positiv definit;
(b) det(Ax) > 0 fir alle k € {1,...,n}.

In der Vorlesung wurde das Hurwitz-Kriterium nur ohne Beweis fiir die All-
gemeinbildung erwahnt.

Beispiel 20.19 Die Matrix

A:

— O =
—= ot O
N —

ist nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, denn die 1 x 1-Matrix A; =
(4) hat Determinante det A} = 4 > 0, die 2 x 2-Matrix

4 0
(5 5)
hat Determinante det Ay = 20 > 0 und schliellich ist
det(Az) =det(A) =40—-4—-5=31>0.

Anhang: Beweis des Hurwitz-Kriteriums

Wir beweisen nun Satz 20.18. Der Beweis wurde in der Vorlesung iibersprungen
(da das Hurwitz-Kriterium eher zur Linearen Algebra gehort und zudem recht
gut als black box anwendbar ist); er ist nicht priifungsrelevant.

(a)=(b): Ist A positiv definit, so auch jede der symmetrischen Matrizen Aj.
Ist p der kleinste Eigenwert von A, so gilt namlich fiir alle y = (yy,...,yx) €
R* mit v := (y1,...,9,0,...,0) € R

(y, Apy) = Z viysai; = W, AY) = p(lly[12)* = pllyll2)”

2,7=1
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weswegen Ay positiv semidefinit ist und der Endomorphismus y — Agy
von R¥ injektiv, somit bijektiv und folglich Aj invertierbar; also ist A;, positiv
definit. Sind Aq,..., \x €]0, 00 die Eigenwerte von Ay (mit Wiederholungen
geméfl den algebraischen Vielfachheiten), so gibt es eine orthogonale k X k-
Matrix T' derart, dass

Ak = leag()\l, ce /\k)T_l

und somit det(Ay) = det(T) det(T) ! det(diag(A1, ..., Ag)) = Ay -+ A, > 0.

(b)=(a): Der Beweis ist per Induktion nach n. Ist n = 1, so ist A = (a1).
Ist a;; = det A > 0, so ist A diagonal mit Eigenwert a;; > 0, also A positiv
definit.

Induktionsschritt: Ist n > 2 und gilt die Aussage fiir (n—1)x (n—1)-Matrizen,
so ist A, 1 positiv definit. Folglich gibt es eine orthogonale
(n—1) x (n —1)-Matrix P und \,...,A\,—1 > 0 derart, dass

PtAn,1P = diag()\l, ey )\nfl).

Setzen wir Q := diag(—, ..., ———), so0 ist @ = Q' und
V) Vs

QtPtAn—IPQ =1,

die Einheitsmatrix in R™~D*(=1) \Wir betrachten nun die Blockmatrix S :=
diag(PQ,1) € R™" und den Spaltenvektor a := (ai,...,a,-1,)" € R"L.

Dann ist
t o Qtpt 0 An_l a PQ O
SAS = < 0 1 ) ( at  apn, 0 1

_ Q'P'A,_1PQ Q'Pla
- a'PQ .

_ (L b
- b an, )

mit dem Spaltenvektor b := Q' Pla € R"!. Wir betrachten nun die invertier-
bare obere Dreiecksmatrix
(1,0 b
T ( o )



mit dem Zeilenvektor 0 € R*!. Dann ist

I 0\(1I b I —b
t —
ot = (5 0) (o an ) (0 1)
(T 0oN[(TI 0
I A B A N

I 0
- <0 ann—btb):'c

mit [ :=1,,_,. Folglich ist
t — b'b = det(C) = det(T'BT) = det(T*S*AST)
= det(T)?det(S)*det(A) > 0
und somit die Diagonalmatrix C' positiv definit. Nun ist T*S*AST = C, also
A= (SH N (TH'oT 'S = RICR
mit R :=T7'S~!. Dann ist auch A positiv definit, denn wegen det(A4) > 0

ist A invertierbar und A ist positiv semidefinit, weil fiir alle Spaltenvektoren
yeR"”

(y, Ay) = y'Ay = y'R'CRy = (Ry)'C(Ry) = (Ry, C(Ry)) = 0
gilt. Dies beendet den Beweis. [l

21 Der Banachsche Fixpunktsatz

In desem Kapitel lernen wir den Banachschen Fixpunktsatz kennen, der
in geeigenten Situationen die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts
garantiert. Viele wichtige mathematische Probleme lassen sich als Fixpunk-
tprobleme umformulieren und héaufig erméglicht der Banachsche Fixpunkt-
satz dann eine Losung. Ein erstes Beispiel dafiir lernen wir im iibernachsten
Kapitel kennen; in Bemerkung 23.14 wird ein genauerer Ausblick auf Anwen-
dungen gegeben.

Definition 21.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Selbstabbildung
f: X — X wird Kontraktion genannt, wenn ein L € [0, 1] existiert mit

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) fiir alle 2,y € X,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L < 1.
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Eine Kontraktion hat hochstens einen Fixpunkt. Allgemeiner gilt:

Lemma 21.2 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, U C X eine Teilmenge
und f: U — X eine Lipschitz-stetige Abbldung mit einer Lipschitz-Konstante
L < 1. Sind xy,29 € U mit f(x1) = x1 und f(x2) = 29, S0 ist x1 = 3.

Beweis. Wire z1 # x5, so wére d(x1, z3) > 0; man erhielte den Widerspruch
d(z1,z9) = d(f(71), f(22)) < Ld(w1,72) < d(21, 72).
Also muss doch 1 = x4 sein. O

Der Banachsche Fixpunktsatz (im Englischen Banach’s Fized Point Theorem
oder Contraction Mapping Principle) lautet nun wie folgt:

Satz 21.3 (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (X,d) ein vollstindiger
metrischer Raum mit X # 0 und f: X — X eine Kontraktion mit Lipschitz-
Konstante L € [0,1[. Dann gilt folgendes:

(a) f hat genau einen Fizpunkt ...

(b) Fiir jedes xo € X gilt
lim f"(z0) = Teo. (126)

n—oo

(c) Die folgende a priori Abschétzung ist verfigbar: Fir alle n € Ny ist

n

1-L

Beweis. Gegeben zg € X, setzen wir x,, := f"(x¢) fiir n € Ny. Dann ist
d(xps1, ) < L™d(21, 20) (128)

fiir alle n € Ng, denn die Abschéatzung ist trivial fiir n = 0 und fiir n € N
haben wir

d(xni1, 2n) = d(f(zn), f(2n-1)) < Ld(zn, 2n1) < L"d(21, 20),
weil d(z,, 2,_1) < L™ d(x1,z0) per Induktionsannahme.

Fir alle n € Ny und m € N gilt dann

n

d<xn+m7xn) S 1 I d(l‘l,xo); (129>
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unter wiederholter Benutzung der Dreiecksungleichung ist ndmlich

n+m—1 n+m—1
d(Tnim, Tn) < Z d(Zpq1, k) Z L¥d(x1,20)
k=n
- 1—Lm
= L"d(x1,z0) L = L"d(z1, zo) 7
=0 B
LTL
S 1 — Ld(xl’xO),

hierbei beruht die erste Ungleichung auf (128), anschlieflend wurde die ge-
ometrische Summenformel benutzt. Aus (129) folgt, dass (x,,)nen, eine Cauchy-

folge und somit konvergent ist [ist ndmlich £ > 0 gegeben, so existiert ein
N € N derart, dass

LN
1 — Ld(xlaxo) <&
fir alle K >n > N ist k = n+m mit m := k—n > 0, also nach dem Vorigen
At 00) = Al 1) <~y 10) <~ iy, 70) < < ]
Ly Tn ) = $n+m,xn -~ 1—L T1,20) > l—L 1,Tp) S €.
Wir definieren nun
Too = lim x,.
n—oo

Dann ist z,, ein Fixpunkt von f, denn

fleae) = f (Jim @) = lim fz,) = lim 2 = 2o,

n—o0

Lassen wir in (129) m — oo streben, so erhalten wir (127). Die Eindeutigkeit
des Fixpunkts wurde bereits in Lemma 21.2 gezeigt. a

22 Beziige zwischen Lipschitzkonstanten und
Ableitungen

In diesem Kapitel erlautern wir Beziehungen zwischen Lipschitzkonstanten
und der GroBe der Ableitung einer C'-Funktion. Wir diskutieren weiter
Lipschitzkonstanten fiir das Restglied in der affin-linearen Approximation
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einer C'-Funktion um eine Stelle 2 im Definitionsbereich. Diese Resultate
wurden in der Vorlesung ebenfalls behandelt, dort aber erst als Hilfsmittel
im Beweis des Satzes iiber die Grofle des Bildes eingefiihrt.

Definition 22.1 Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Radume, so definieren
wir fiir eine Funktion f: X — Y

dy (f(x), f(y))
dx(l',y)

Lip(f) ::sup{ :az,yeXmita:#y}e[O,oo].

Lemma 22.2 In der Situation von Definition 22.1 ist die Funktion [ genau
dann Lipschitz-stetig, wenn Lip(f) < oo. In diesem Fall ist Lip(f) die klein-
ste Lipschitzkonstante fir f, d.h. Lip(f) ist eine Lipschitzkonstante und fir
jede Lipschitzkonstante L fir f ist Lip(f) < L.

Beweis. Ist f Lipschitz-stetig und L € [0, oo[ eine Lipschitzkonstante, so ist
dy(f(x), f(y)) < Ldx(x,y) fir alle z,y € X mit z # y und somit

dy (f(x), [(y))
dX(x7y> = b

Ubergang zum Supremum liefert Lip(f) < L; insbesondere ist Lip(f) < oo.
Ist umgekehrt Lip(f) < oo, so folgt

dy (f(x), f(y)) < Lip(f) dx(z,y) (130)

fiir alle z,y € X: Die Ungleichung ist ndmlich trivial, wenn = = y ist (dann
sind beide Seiten gleich 0). Ist x # y, so ist

dy (f(x), [(y))

< Li
Gy =)
und Multiplikation beider Seiten der Ungleichung mit dx (z, y) fithrt auf (130).
Nach (130) ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante Lip(f). O

Beispiel 22.3 Ist a: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen nor-
mierten Réumen (E, || - ||g) und (F, || - ||r), so ist « Lipschitz-stetig mit

Lip(@) = [|/[op-
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In der Tat haben wir frither schon nachgerechet, dass a Lipschitz-stetig mit
Lipschitzkonstante || - ||op ist; somit ist Lip(a) < || - [|op- Fiir alle x € E mit
|z||z < 1 ist jedoch

le(@)][r = lla(z) = a(0)|[r < Lip(a)|lz — 0|z = Lip(e)||z|[z < Lip(a);
Bildung des Supremums iiber z liefert ||||op < Lip(a) und somit Gleichheit.

Wir halten zwei Rechenregeln fiir minimale Lipschitzkonstanten fest.

Lemma 22.4 Sind (X,dx), (Y,dy) und (Z,dyz) metrische Ridume und sind
Y = Z sowie g: X — Y Lipschitz-stetige Abbildungen, so ist auch die
Komposition fog: X — Z Lipschitz-stetig, mit Lip(f o g) < Lip(f) Lip(g).

Beweis. Fiiralle z,y € X gilt dz(f(g(z)), f(9(y)) < Lip(f)dy(g(2), g(y)) <
Lip(f) Lip(g)dx(x,y). Also ist f o g Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante

Lip(f) Lip(g), wegen der Minimalitat folglich Lip(f o g) < Lip(f) Lip(g). O

Die nachste Regel ist manchmal niitzlich, wird in der Vorlesung aber nicht
gebraucht und kann daher iibersprungen werden.

Lemma 22.5 FEs seien (X,dyx), (Y1,d1) und (Ys, ds) metrische Riume. Verse-
hen wir Y, X Yy mit der durch

d((y1,v2), (21, 22)) 1= max{di(y1, 21), da(y2, 22) }
gegebenen Maximum-Metrik d, so ist eine Abbildung
f=01fa): X =Y xY,

genau dann Lipschitz-stetig, wenn ihre Komponenten fi und fo beide Lipschitz-
stetig sind. In diesem Fall gilt

Lip(f) = max{Lip(f1), Lip(f2)}-

Beweis. Die Projektionen pr;: Y1 x Y5 — Y}, (y1,%2) = y; sind offenbar
Lipschitz-stetig mit Lip(pr;) < 1 fiir j € {1,2}. Ist also f Lipschitz-stetig,
so auch f; = pr;of und nach Lemma 22.4 ist

Lip(f;) = Lip(pr; of) < Lip(pr;) Lip(f) < Lip(f),
somit max{Lip(fi), Lip(f2)} < Lip(f).
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Seien umgekehrt f; und fo Lipschitz-stetig und L := max{Lip(f1), Lip(f2)}.
Dann gilt fir alle z,y € X

d;(fi(x), f;(y)) < Lip(f;) dx(z,y) < Ldx(z,y)

fir j € {1,2} und somit

d(f(x), f(y)) = max{d, (f(z), 1(y)), do(fo(2), f2(y))} < Ldx(z,y).
Also ist f Lipschitz-stetig mit Lip(f) < L = max{Lip(f1), Lip(f2)}. O

Satz 22.6 (Mittelwertsatz) FEs seien U C R™ eine offene Menge, f: U —
R™ eine C'-Funktion und x,y € U Punkte, deren Verbindungsstrecke in U
liegt, also x +t(y — ) € U fir alle t € [0,1]. Dann gilt

1
f6) = fa) = [ Flattly - o)y - o).
0
Sind || - ||g und || - || Normen auf R™ bzw. R™, so gilt weiter

1f () = f(@)llr < sup{|lf'(z + t(y — 2))llop: t € [0, 1]} [ly — ]|z (131)
Beweis. Filireine > 0ist n(t) ;= v +t(y—x) € U furallet € |—¢,1+¢[=: I.
Dann ist fon: I — R™ ein C'-Weg und (f on)'(t) = f'(n(t))(y — ) nach
der Kettenregel, somit nach dem Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung fir Wege

1
0

) —f (@) = Fn(1)—F((0)) = / (fon)'(¢) dt = / Fattly—a))(y—z) dt.

Sei M := sup{||f'(z + t(y — x))||op: t € [0,1]}. Die Abschétzung

1

< [ sty = o)y - a)le d
0 N~
F <If @+t =) llop ly— ]

1
/Mlly—:cllEdt=M\|y—x\lE
0

/0 e+ iy — 2)(y — v) dt

IN

liefert (131). O
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Bemerkung 22.7 Die Abschétzung (131) ist als “Satz vom endlichen Zuwachs”
(oder auch als “Schrankensatz”) bekannt.

22.8 Es seien || - |[|[g und || - ||f Normen auf E := R"™ bzw. F' := R™ und
| - |lop die entsprechende Operatornorm auf L(E, F). Ist U C E offen und
f: U — F eine C'-Funktion, so definieren wir

1 lloc := sup{[lf"(z)llop: = € U} € [0, 00].

Satz 22.9 FEs seien || - ||g und || - || Normen auf E := R" bzw. F := R™
und || - ||op die entsprechende Operatornorm auf L(E,F). Ist U C E offen
und f: U — F eine C'-Funktion, so gilt

1/ lloe < Lip(f).

Ist U zudem konvex, so gilt

Lip(f) = I1f"lloe;

Lipschitz-Stetigkeit von f ist dann also daquivalent zur Beschranktheit der
Abbildung - U — (L(E,F), | - |lop)-

Beweis. Sei z € U. Gegeben y € E mit |y|lpg < 1ist z +ty € U fiir
t € R\ {0} nahe 0 und

[ (z+ty) = f(2)llr < Lip(f)l|(z+ty) —2lle = Lip(f)|ltylle = Lip(H)E] [yl 2-

Es ist also
| e 1) 12 = gl ) = £l < L ol
= Lip(f)|lyll= < Lip(f)
und somit
1@ Wlr = I(Dyf)(@)|r= }ij%f(ﬁti)_f(x) B
= i | LI ),

F

Bildung des Supremums iiber alle y liefert || f/(x)||op < Lip(f).
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Ist U konvex, so folgt fiir alle z,y € U aus (131) die Abschétzung

1f(y) = fF@)lF < (1 loslly — | ;

es ist also f Lipschitz-stetig mit Lip(f) < || f'||co- O

Das folgende Resultat wurde fiir die Allgemeinbildung ins Skript aufgenom-
men, in der Vorlesung jedoch iibersprungen.

Folgerung 22.10 Es seien E = R"™ und F' = R™, versehen mit Normen
|- |z und || - |- Weiter sei U C E offen und f: U — F eine C'-Funktion.
Dann ist f lokal Lipschitz-stetig im folgenden Sinn: Jedes x € U hat eine
Umgebung V' C U derart, dass f|yv Lipschitz-stetig ist.

Beweis. Da || -||opo f': U — [0, 00| stetig ist, existiert ein § > 0 derart, dass
BE(x) C U ist und

17 @llop < 1S (2)llop + 1
fiir alle y € Bf(z). Nach Satz 22.9 ist Lip(f|pp@) < IIf/(2)]lop + 1 < 00,
also f|pp(,) Lipschitz-stetig. O

Lipschitzkonstanten bleiben unverandert, wenn wir Funktionen nur durch
additive Konstanten abandern.

Lemma 22.11 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, (E, || -||) ein normierter
Raum und f: X — E eine Funktion. Gegeben C' € E schreibe f + C fir die
Funktion X — E, v — f(x)+ C. Dann gilt Lip(f) = Lip(f + C).

Beweis. Fiir alle z,y € X mit x # y gilt (f + C)(y) — (f + O)(x) =
fy)+C— f(x)—C = f(y) — f(x), woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 22.12 Es seien E := R™ und F' = R™ mit Normen ||-||g und ||| r.
Weiter sei U C E eine offene Menge, f: U — F' stelig differenzierbar und
x € U. Wir betrachten das Restglied R in

fy) = f(@) + fi(2)(y — 2) + R(y)
und die Funktion g: U — F, y— f(z) — f'(z)(x) + R(y) mit

fw) = f(x)(y) +9(y)
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Dann qilt fir jede offene konvexe x-Umgebung V C U

Lip(glv) = Lip(R|v) = sup{||lf'(y) — f'(2)llop: ¥ € V}. (132)

Insbesondere gilt
lim Lip (9l52w) = lim Lip (Rlpr(m) =0 (133)

Beweis. Es gilt R(y) = f(y) — f(x) — f'(z)(y) + f'(z)(x). Also ist R eine
C'-Funktion und Ableiten bzgl. y liefert
R(y) = f'(y) = f'(x).
Nach Lemma 22.9 ist nun
Lip(Rlv) = sup{[|R'(y)llop: v € V'} = sup{[|f'(y) — f'(x)llop: = € V}.

Da f’ stetig ist, gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit BF(x) C U derart, dass
If'(y) — f'(x)]lop < € fiir alle y € BF(z). Nach dem Vorigen ist dann

Lip(R|pz () < &

also gilt Lip(R|gp(,)) — 0 fir 6 — 0. Da g(y) = R(y) + C mit C' :=
f(z) — f'(z)(x) unabhéngig von vy, ist Lip(g|v) = Lip(R|y) fir jede offene
konvexe z-Umgebung V' C U, die Aussagen iiber g folgen also direkt aus
denjenigen iiber R. O

Umgekehrt kann man von Lipschitzeigenschaften des Restglieds auf Differen-
zierbarkeit an einer Stelle = schliefen.

Lemma 22.13 Seien E = R" und F = R™ mit Normen || - ||g bzw. || - || 7.
Sei U C E eine offene Menge, x € U und f: U — F eine Funktion. Es sei
a: E — F eine stetige lineare Abbildung derart, dass das Restglied R(y) in

fly) = f(x) +aly —x) + R(y)

die Bedingung
iy Lip () =0

erfillt (oder dquivalent dazu, dass die Funktion g: U — F, g(y) := f(z) —
a(z) + R(y) mit f(y) = aly) +g(y) die Bedingung

lim Lip (915,) = 0
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erfillt).*> Dann ist f an der Stelle x total differenzierbar und f'(z) = «.

Beweis. Da sich R und g nur durch eine additive Konstante unterscheiden,
sind beide Bedingungen aquivalent. Sind sie erfiillt, so gibt es zu € > 0 ein
§ > 0 derart, dass BF(z) C U und Lip(R|pp () < €, woraus wegen R(z) = 0

IR = 1 R(y) = R(@)|lr < elly — [l

fiir alle y € BE(z) folgt. Also gilt —%— — 0 fiir U\ {z} 3 y — z und somit

ly—zll e

ist f an der Stelle x differenzierbar mit Ableitung f’'(z) = a. O

23 Nullstellen, Newton-Verfahren und Satz
uber die Umkehrfunktion

In der Analysis mochte man oft Nullstellen einer Funktion f finden.*® Ist
f: RY — RY eine affin-lineare Funktion der Form

f(x) = a(z) +b

mit o € GL(RY) und b € R, so ist f bijektiv und es gibt genau eine Null-
stelle, namlich z; := —a~1(b); gegeben ein ry € RY und den Funktionswert
f(zo) = a(zo) + b kénnen wir diese berechnen als

z1 =z — a " (f(z0)),

wie man sofort verifiziert. Hat eine C'-Funktion f: U — RY auf einer
offenen Menge U C RY ecine Nullstelle, so kann man versuchen, diese mit
dem Newton-Verfahren zu berechnen (das Sie im Falle von Funktionen einer
Variablen vielleicht aus der Schule kennen). Ausgehend von einem z, € U
mit f'(z9) € GL(R") wendet man das obige Vorgehen auf die affin-lineare
Approximation

x> f(zo) + f'(z0) (2 — 20) (134)

von f um zy an und erhalt den Punkt

x1 = x9 — f'(20) " (f(20)),

42Funktionen mit dieser Eigenschaft werden in der Literatur auch “strikt differenzierbar”
an der Stelle z genannt.
430der Losungen zu f(x) = b, die sich als Nullstellen von f(z) — b interpretieren lassen.
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der eine Nullstelle der affin-linearen Abbildung (134), aber nicht unbedingt
von f ist. Im Newton-Verfahren fahrt man fort und benutzt nun (wenn
x1 € U und f'(x) invertierbar ist) die iibliche affin-lineare Approximation

x = f(x1) + f'(21)(x — 21)

von f um z; zur Berechnung von deren Nullstelle,

Ty = a1 — f(@1) 7 (f(z1)),

und so fort. Im Falle eines vereinfachten Newton-Verfahrens halten wir die
lineare Abbildung f’(x) fest und benutzen die (schlechtere, uniibliche) affin-
lineare Approximation

x> fa1) + f(@o) (2 — 1)
von f um z; zur Bestimmung von deren Nullstelle
g =11 — f'(20) 7 (f(21))
und so fort, immer mit f’(x¢). Man kann zeigen (siehe Kapitel 26):

Satz 23.1 (Approximative Berechnung von Nullstellen) FEs sei U C
RN eine offene Menge, f: U — RY eine C'-Funktion und x € U eine Null-
stelle von f derart, dass f'(x) € GL(RY). Dann gilt:

(a) Es existiert eine x-Umgebung V- C U derart, dass fir alle xo € V' das
vereinfachte Newton-Verfahren durchfihrbar ist, d.h. es ist

Tp41 = Tp — f/(xo)il(f(xn)) € U
fur alle n € Ny; zudem gilt

lim z, = z.
n—0o0

(b) Es existiert eine x-Umgebung V C U derart, dass fir alle xg € V' das
Newton-Verfahren durchfihrbar ist, d.h. es ist

Tpyl = Ty — f/<.ﬁl]n>71(f<xn)) eU
und f'(zn41) € GL(RY) fiir alle n € Ny; zudem gilt

lim x, = z.
n—oo
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Bemerkung 23.2 (a) Fiir das Newton-Verfahren lésst sich schnellere Kon-
vergenz beweisen als fiir das vereinfachte; ist die Funktion f in Satz 23.1 eine
O?-Funktion, so hat man “quadratische Konvergenz” des Newton-Verfahrens
im folgenden Sinn: Die Abstéande

A, =[x, — 2]
von der korrekten Nullstelle x erfiillen
(Vn € Ng) Apyq < C’(An)2

mit einem C' > 0.

(b) Jedoch ist das Newton-Verfahren (das hier in erster Linie fiir die Allge-
meinbildung erwéhnt wurde) anstrengend zu analysieren und seine Konver-
genz zu beweisen. Wir haben daher in der Vorlesung darauf verzichtet und
geben einen Beweis nur im nicht priiffungsrelevanten Kapitel 26. In der Nu-
merischen Mathematik wird das Thema aus Sicht der Numerik aufgegriffen.

Das “schlechtere” vereinfachte Newton-Verfahren, das deutlich langsamer
gegen die Nullstelle konvergieren kann (siehe Anhang), ist mathematisch viel
einfacher zu behandeln. In diesem Kapitel gelingt uns der Beweis des fol-
genden Satzes, der zudem die Existenz einer Nullstelle garantiert — die also
vorher noch nicht bekannt sein muss:

Satz 23.3 (Existenz und Berechnung einer Nullstelle) FEs sei E = RN
mit N € N und einer Norm || - ||. Sei weiter vy € E und f: BF(xy) — E
eine C'-Funktion mit r > 0 derart, dass f'(xo) € GL(E),

1

< -
1 (0) " lop
und ||f(xo)|| < ar mit a := m — L. Dann hat f genau eine Null-

stelle x. Weiter kann beginnend mit xy ein vereinfachtes Newtonverfahren
durchgefiihrt werden, 1 == x, — f'(20) " (f(2,)), und es gilt

L= sup{||f'(y) = f'(@)llop: v € By (wo)}

lim x, = z.
n—oo

Fiir £ = RY mit einer Norm || - || und o € GL(E) lisst sich die Zahl —5—

lloe= lop
iibrigens als ein “Mindeststreckfaktor” interpretieren, im folgenden Sinn:
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Lemma 23.4 FEs ist
1
el
la=Hop — zer\{0} |z

Insbesondere gilt

la()]| = Tl 1H (| (135)

fir alle x € E und ||a(z) — ay)|| > m” —y|| fir alle y,z € E.

Beweis. Es gilt

lo@l _ . e @)l _ el
|

inf = — i
zeB\{0} ||zl veB\o}  [[a7M ()| weE\(o) a7 ()]

1 1

a1 -1 ’
SUPyep\{0} : Hv\(| A llo=H o

da ]0, 0o[ — ]0, oo[, y = 1/y bijektiv und monoton fallend ist, somit Suprema
auf Infima abbildet. Die Ungleichung (135) ist trivial, wenn z = 0. Ist x # 0,
so ist

_la ( M

nach dem schon Gezeigten; also gllt auch hier (135). Die letzte Ungleichung
folgt aus (135), angewandt mit z := z — y. O

Bevor wir in die Theorie einsteigen, betrachten wir ein Beispiel fiir Satz 23.3.

Beispiel 23.5 Wir betrachten die Funktion

f:R* = R?  f(r,y) = <x +%Cos(y),y+écos(:v)>.

Wir versehen R? mit der Maximum-Norm und wollen kliren, ob f in der
Kugel B;1(0,0)) =]—1,1[ x |—1, 1] € R? eine Nullstelle besitzt. Es ist

= (b ),

—5 sin(z)

also J¢(0,0) = 1 die Einheitsmatrix. Weiter gilt fir alle (z,y) € R?

15, 1)= 750, 0)lop = H( S %sig(y))

op
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im Vorgriff auf Lemma 23.6. Insbesondere gilt

1 1
L = sup{||Js(x,4)—J1(0,0)[lop: (z,9) € B1(0,0)} < = < ——— =1
d d P ' 5 [17:(0,0) " lop

und a := | — L >4/5. Nun ist f(0,0) = (1/5,1/6), somit

1
‘Jf(0»0)71”01>
4

mit r := 1. Nach Satz 23.3 hat f|p, (0,0 eine Nullstelle z und diese ist

rz = lim x,
n—oo

mit zg := (0,0) und z,,41 := x, — f(x,) fir n € N.

Wir haben benutzt, dass sich die Operator-Norm bzgl. der Maximum-Norm
berechnen lasst:

Lemma 23.6 Gegeben N € N versehen wir RY mit der Mazimum-Norm
| [lo- Gegeben eine Matriz A = (aji)jr=1..n € RY*N ist ihre Operator-
Norm (also diejenige der zugehérigen linearen Abbildung RY — RN 4+ Ay)

| Allop = aax [(aj1; -5 an) |l < N[JA[ oo,

wobei || - [|1: RY — [0,00[ die 1-Norm auf RN ist und weiter |All =
max {|aj|: j, k € {1,...,N}}.

Beweis. Gegeben y = (yi,...,yx)" € RY mit [Jy|le < 1 ist

N N
Ayl = max > ajur| < .HllaXNZ|ij| Y|
j=1,..., P j=1,..., pt ~
S”y”oofl
N
< > lajil;
< [ Iax lajkl;
k=1

77777
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wobel

N
jmax (a1, .- ain)ll = j:flllﬁ?’(NZ |ajk| < N|A]|s-
P iAo

Gegeben j € {1,..., N} wahle y; € {1,—1} derart, dass ajzyp = |aj;| fir
alle k € {1,..., N}. Setzen wir y := (y1,...,yn) € RV, s0 ist ||y]/oc < 1 und
somit

[Allop = 1Ay loc =

N
E AjkYk
k=1

N
= lagl = l(ajs, - - a;n) 1.
k=1

Somit gilt

[Allp > e (@t )

und ergo Gleichheit, da die umgekehrte Ungleichung schon gezeigt wurde. O

Um zu sehen, dass eine Funktion f: BF(z) — E eine Nullstelle hat, beweisen
wir, dass das Bild von f eine Kugel BE (f(x)) um f(z) von einem bekann-
ten Radius ar enthalt. Ist || f(x)|| < ar, so hat f also eine Nullstelle. Von
dieser Warte aus ist der folgende Satz ein “Satz iiber die Grofle des Bildes”.
Er enthalt jedoch noch weitere Informationen, so dass wir ihn spater in An-
lehnung an den klassischen Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz 23.9) lieber
einen “Quantitativen Satz tiber die Umkehrfunktion” nennen wollen.

Satz 23.7 (Quantitativer Satz iiber die Umkehrfunktion) Fs sei F =
RN mit N € N und einer Norm || - ||. Sei weiter « € GL(E), z € E, r >0
und g: BE(z) — E eine Lipschitz-stetige Abbildung derart, dass

1
Lip(g) < ———7—;
o= Hlop
es ist also )
:= ——— — Lip(g) > 0.
o lop

Dann hat die Abbildung f: BE(x) — E, y — a(y) + g(y) folgende Eigen-
schaften:

(a) Das Bild f(BE(x)) ist offen in E und f: B¥(x) — f(BE(x)) ist ein
Homdéomorphismus.
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(b) Die Umkehrabbldung f=': f(BE(x)) — BE(x) ist Lipschitz-stetig mit

Q|

Lip(f~) <

(c) Setzen wirh:= f'—a™! soust f'=a'+hundh: f(BF(z)) > F
st Lipschitz-stetig mit

Llp(h) < ||Oé—1HOP Llp(Q) (136)

B a

(d) Setzen wir b := ||c||op + Lip(g), so ist
allz =yl < I1f(z) = fFW < bllz =yl fiir alle y, = € BF(x).

(e) FEs gelten folgende Abschitzungen fir die Bilder von Kugeln:
B (f(x)) € f(B/(x)) € By (f(x))

und allgemeiner

B, (f(y)) € £(B{ () € Byo(f () (137)
fiir alley € BE(z) und 0 < s <r — |ly — z||.
(f) Ist || f(x)|| < ar, so hat f genau eine Nullstelle.

(g) Ist [ zudem eine C*-Abbildung mit k € N U {oco}, so ist auch
[t f(BE(x)) — E eine C*-Abbildung (also f: BE(z) — f(BE(z))
ein C*-Diffeomorphismus).

In (g) haben wir die folgende Terminologie benutzt.

Definition 23.8 Seien N € N und k£ € Ny U {oo} und zudem f: U — V
eine Abbildung zwischen offenen Teilmengen U und V von RY.

(a) Ist f bijektiv und sind sowohl f als auch f~! beides C*-Abbildungen,
so wird f ein C*-Diffeomorphismus genannt.

(b) Ist o ein Punkt derart, dass es eine offene xp-Umgebung Uy C U
gibt derart, dass f(Up) offen in RY ist und f|y,: Uy — f(Up) ein C*-
Diffeomorphismus, so wird f ein lokaler C*-Diffeomorphismus um die
Stelle xy genannt.
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(c) Ist f ein lokaler C*-Diffeomorphismus um jede Stelle 2y € U, so wird
f ein lokaler C*-Diffeomorphismus genannt.

(d) Ist & > 1 und f'(zy) € GL(RY) fiir alle zy € U, so wird die Ab-
bildung f étale genannt. Dies gilt genau dann, wenn f ein lokaler
C*-Diffeomorphismus ist, wie wir im Laufe des Kapitels sechen werden
(vgl. Lemma 23.10 und Satz 23.9).

Beweis von Satz 23.7. Sei L := Lip(g); dann ist also

1
a+L=—"°. (138)
[l {|op,

(d) Fiir alle y, z € BF(x) gilt

17 (z) = FW)l = llaz = y) + 9(2) — 9], (139)

somit || f(2) — f(y)]] < (Jlallop + L)||z — y|| unter Benutzung der Dreiecksun-
gleichung. Anwenden der umgekehrten Dreiecksungleichung auf die rechte
Seite von (139) liefert

1 (z) = Fw)ll zwmg—ym—nm@—g@w

Z 1
[l lop

Iz =yl = Lip(9)||z = yll = allz =y,

wobei fiir die letzte Ungleichung (135) benutzt wurde und die Lipschitz-
Stetigkeit von g.

(b) Aus der Abschitzung nach unten in (d) folgt, dass f injektiv ist.
Sind v,w € f(BF(z)), soist v = f(y) und w = f(z) mit y := f~(v)
und z := f~}w). Nach (d) gilt dann [[f~Y(w) — f1)]] = ||z — 9| <
L1£() — f(y)]l = 2w — v]l. Also st Lip(f )] < 1.

(e) Seien y und s wie in (137). Die zweite Inklusion in (137) gilt nach (d).
Um die erste zu beweisen, brauchen wir nur

Bo(f(v) € £(B ()

zu zeigen fiir alle 0 < ¢ < r—||ly—z||. Hierzuseic € Eft(f(y)); wir betrachten
die Hilfsfunktion

he: Ff(y) —E, z—z—a Y(f(z) —c).
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Es ist he(z) € Ef(y) fir alle z € Ef(y), da

lhe(2) =yl = lla™*(a(z) — a(y) = f(2) + )|
= a7 (=g(2) + 9(y) = f(y) + )|
< Mo lop(Zllz = yll + lle = F@I) < lla lop(Lt + at) <t
wegen (138). Zudem ist h,: Ef(y) (y eine Kontraktion, denn es ist

)
Ihe(z) = he(v)ll = [la™ (a(2) — a(v) = f(2) + f(v))]
= a7 (g(v) = g < lla lopLllz = v]

Q

und somit
Lip(he) < [laHlopL < 1. (140)

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert ein z € EtE (y) derart, dass
2 =he(z) =z —a ' (f(2) —¢)

und somit ¢ = f(z).

(a) Nach (b) ist f: B¥(z) — f(BE(x)) ein Homéomorphismus. Die erste
Inklusion in (137) zeigt, dass f(BF(z)) um jeden Punkt eine Kugel enthalt
und somit offen ist.

(c)Esistid= fltof=(at+h)o(a+g)=id+atog+ho fund
somit ho f = —a~!og, also

h:—oz_logof_l.

Folglich ist Lip(h) < ||a™op Lip(g) Lip(f~"). Schétzen wir Lip(f~') wie
n (b) nach oben ab, so folgt (136).
(f) Ist ||f(z)|| < ar, so ist 0 € BE(f(x)) und somit 0 € f(BF(x)),
nach (e). Also hat f eine Nullstelle. Diese ist eindeutig, weil f injektiv ist.
(g) wird am Ende des Kapitels bewiesen und vorher nicht benutzt. [

Satz 23.7(g) wird aus dem folgenden klassischen Satz folgen (dem Hauptre-
sultat des Kapitels, das Sie unbedingt kennen sollten).

Satz 23.9 (Satz iiber die Umkehrfunktion) FEs sei U eine offene Teil-
menge von E = RN mit N € N. Sei f: U — E eine C*-Funktion mit
k € NU {oo} und xy € U mit f'(xzo) € GL(E) (also J¢(zo) € GLy(R)).
Dann ezistiert eine offene xo-Umgebung Uy C U derart, dass f(Uy) offen in
E und fly,: Uy — f(Uy) ein C*-Diffeomorphismus ist.
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Zum Beweis brauchen wir noch zwei Hilfssatze.

Lemma 23.10 Es sei E := RY mit einer Norm || -||. Weiter sei U C E
eine offene Teilmenge, k € NU{oo} und f: U — E eine C*-Funktion derart,
dass f(U) in RN offen und f: U — f(U) ein Homdéomorphismus ist. Ist
f~t: f(U) — U an jeder Stelle differenzierbar, so ist f~1 eine C*-Funktion,
also f: U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus. Weiter ist f'(x) € GL(E) fir
alle x € U und

(f7 (f(2) = f'(2)", (141)
also auch

() = ()" firalley € f(U). (142)
Beweis. Es ist f~! o f = idy und somit nach der Kettenregel
(f7) (f(@)) o f'(2) = idg
fir alls « € U. Weiter ist f o f~' = idsy) und Ableiten liefert mit der
Kettenregel f/(f~(y)) o (f~Y)(y) = idg fir y € f(U). Setzen wir y := f(x)
mit z € U, so ist also
fl@) o (f71)(f(2)) = idp .

Nach dem vorigen ist (f~1)(f(x)) eine Rechts- und Linksinverse zu f'(z).
Also ist f’(x) invertierbar mit f/(z)~' = (f~1)(f(x); somit gilt (141). Setzen
wir z := f~!(y) in (141) ein zu gegebenem y € f(U), so erhalten wir (142).

Fiir den Beweis, dass f~! eine C*-Abbildung ist, diirfen wir & € N annehmen.
Der Beweis ist per Induktion nach k. Wir benutzen, dass die Abbildung

j: GL(E) = GL(E), awa!
C ist.
=1: Sei f eine C'-Abbildung. Nach (142) ist
(f) =jgofoft (143)

Da j, f und (per Annahme) f~! stetig sind, ist die Komposition (f~!)" stetig
und somit f~1 eine C''-Abbildung.

Sei nun f eine C**1-Abbildung. Per Induktionsannahme ist f~! eine C*-
Abbildung, Nach (143) ist dann (f~!)’ eine C*-Abbildung als Komposition
von C*-Abbldungen. Also ist f~! stetig differenzierbar und (f~!)" eine C*-
Abbildung und somit ist f~! eine C**1-Abbildung. O
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Lemma 23.11 Es sei E :=RY mit N € N und einer Norm || - ||.
(a) Ist vy € L(E) mit ||7]lop < 1, so istid —y € GL(E) und

(id =)~ Z'y

(b) Ist a € GL(E) und B € L(E) mit ||Blop < m, soist a+ €
GL(E).

Beweis. (a) Wegen [7"[|lop < ([[7llop)™ it 22020 17" lop < Dnzo(ll7llep)™ =
m < 00. Die Reihe Y7  ~™ ist also absolut konvergent im Banachraum

(L(E),| - llop) und somit konvergent. Beachten Sie auch, dass v* — 0 da
17 lop < ([7]lop)™ — 0. Nun ist

(id=) Y 7" = (idg—) lim Z’y
n=0

=0

-t (0 —wzv’f)
k=0

= lim (idg —""!) = idg

n—oo
und analog (>~ ") (idg —y) = idg. Also ist idg —v invertierbar mit In-
verser » - ™.
(b) Esist a+ 3 =ao (idg+a o f)=ao (idg—7) mit y:= —a~' o 3.
Da

_ _ 1
llop = lla™" 0 Bllop <l lopllBllop < lla™ llop—7— = 1.
la=Hop
ist idg —v nach (a) invertierbar und somit auch o + = ao (idg —y). O

Beweis von Satz 23.9. Da f": U — (L(E),] - ||op) stetig ist, gibt es ein
R > 0 mit BE(zg) C U derart, dass

1 1
I1f (z) = f(z0)]lop < QW fiir alle x € BE(xy).

Schreiben wir f(x) = f'(z)(x) + G(z) fiir x € BE(xq) =: Uy, so ist also

) B 1N e 1 1 1
R 1 Tl P e
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nach Satz 22.9. Nach Satz 23.7 ist folglich f(Up) offen in F und die Ein-
schrankung f|u,: Up — f(Up) ein Hombomorphismus. Wir zeigen wir nun,
dass (flp,)™': f(Uy) — Uy C E an jeder Stelle y € f(Up) differenzierbar
ist; nach Lemma 23.10 ist dann (f|y,) ! eine C*- Abblldung und fly,: Uy —
f(Uo) ein C*-Diffeomorphismus. Sei z := (f|y,) " (y) € Up. Es ist

f'(@) = f'(wo) + G'(x0)

mit ||G'(x)|| <Lip(G) < m, also f'(z) € GL(F) nach Lemma 23.11(b).
Gegeben e > 0 existiert ein § € )0, Lip(G)] derart, dass

/ -1 L

M < ¢ fiir alle L € [0, 6], (144)

177 @) op

denn die linke Seite von (144) konvergiert gegen 0 fiir L — 0. Da [’ stetig
ist, existiert ein r €10, R — ||x — x¢]|] derart, dass

(V2 € BY () [1f'(2) = ['(@)llop < 6.

Nach (132) in Lemma 22.12 erfiillt also die Funktion g: B (x) —
)

f(z) = ['(2)(2) ) = f'(x) + g die Bedingung Lip(g
Satz 23.7(c) ist dann

|/\ tij
I

(flpe@) ™" = f(@)™" +h
mit einer Funktion h: f(BEF(z)) — E mit

| f(x ) !op Lip(g)
7T — LiP(9)

Lip(h) < <e.

Nach Lemma 22.13 ist (f| Bg(xo))_l somit an der Stelle y differenzierbar. [J

Beweis von Satz 23.7(g). Die Funktion ¢ = f — « ist C* und fiir alle
y € BF(x) haben wir

1
lo™lop

nach Satz 22.9. Sei z € f(BEF(x)) und y € BF(z) mit f(y) = 2. Nach
dem Vorigen ist f'(y) = a + ¢'(y) € GL(E), nach Lemma 23.11(b). Nach
Satz 23.9 gibt es also eine offene y-Umgebung Uy C BF(x) derart, dass
f(Uyp) eine offene Umgebung von z = f(y) in F ist und f|y,: Uy — f(U)

19" (1) llop < Lip(g) <
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ein C*-Diffeomorphismus. Also ist f~!|rw,) = (f|u,) " eine C*-Abbildung.
Somit ist f~1 eine C*-Abbildung, folglich f: B¥(x) — f(BE(z)) ein C*-
Diffeomorphismus. [J

Beweis von Satz 23.3. Definieren wir

g: BE(x0) = E, y— f(y) — f'(z0)(v),

soist f = f'(z9)+gund Lip(g) = L < m nach (132) in Lemma 22.12.
Da || f(zo)|| < ar, hat f nach Satz 23.7(f) genau eine Nullstelle z. Nehmen
wir ¢ := 0 im Beweis von Satz 23.7(e) (mit x¢ an Stelle von = und y := z)

und wéahlen ¢t €10, 7] mit || f(xo)|| < at, so ist die dortige Funktion
—E —E _
hc: Bt (1‘0)_>Bt (xO)a Z’—)Z—f/(l'()) 1(f(2))

eine Kontraktion mit Fixpunkt x. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gilt
also x, = (h.)"(xo) — x fir n - co. O

Beispiel 23.12 Fiir die C*®-Funktion f: R? — R? aus Beispiel 23.5 ist
J£(0,0) = 1 € GL2(R); nach Satz 23.9 gibt es also eine offene (0, 0)-Umgebung
U in R? derart, dass f(U) offen in R? ist und f|y: U — f(U) ein C*-
Diffeomorphismus. Weiter ist f = id +¢ mit der C*°-Funktion

1 1
g:R* = R? (2,y) — <5 cos(y), 6005(1’))
mit || Jy(z,y)|lop < 7 fiir alle (z,y) € R? (cf. Beispiel 23.12) Fiir jedes (z,y) €
R? ist also J¢(x,y) = 14+ J,(z,y) € GLy(R), nach Lemma 23.11(a). Satz 23.9
liefert also eine offene (,y)-Umgebung U C R? derart, dass f(U) offen in R?
und f|y: U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus ist.

Der klassische Satz tiber die Umkehrfunktion hat uns im vorigen Beispiel
Informationen zum lokalen Verhalten von f um jeden Punkt (z,y) € R?
geben kénnen. Aber wie verhalt sich f global: Ist f injektiv, surjektiv, oder
sogar ein Diffeomorphismus? Mit der zusatzlichen quantitativen Information
aus dem Quantitativen Satz tiber die Umkehrfunktion (Satz 23.7) kénnen
wir diese Fragen beantworten.

Beispiel 23.13 Die Funktion g aus Beispiel 23.12 erfiillt nach Satz 22.9
. 1
Lip(g) = sup{llg'(z, y)llop: (,y) € R*} < <.
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Also ist

CTNF0,0 o

Fiir jedes r > 0 ist nach Satz 23.7 die Abbildung f|g, (0,0) injektiv; also ist f
injektiv. Nach dem Satz ist weiter

B (f(x)) € f(B:(2)) C f(R?)

fiir alle 7 > 0 und somit f(R?) = R2. Also ist f: R?* — R? eine Bijektion. Da
f71|3m(f(0’0)) = (-f|B7‘(070)>71|Ba7‘(f(070)) eine C'*°-Abbildung ist fir alle r > 0,
ist f~! eine C*°-Abbildung und somit f: R? — R? ein C*°-Diffeomorphismus.

1 1 4
Lip(¢g) = —— — Lip(g) = 1 — Lip(g) > -.
ip(g) Tl ip(g) ip(g) = ¢

Bemerkung 23.14 In diesem Kapitel haben wir den Satz iiber die Umkehr-
funktion mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen, angewandt
auf Kontraktionen von Kugeln Ef (y) im endlich-dimensionalen Vektorraum
E = R¥. Eine weitere Anwendung des Banachschen Fixpunktsatz ist der
Beweis des Existenzsatzes von Picard-Lindelof in der “Reellen Analysis” (der
die Existenz von Loésungen y: [a,b] — R™ gewisser Anfangswertprobleme
y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo mit ty € [a,b] garantiert); hierbei wird ein
Fixpunkt gesucht fiir eine Kontraktion einer abgeschlossenen Teilmenge des
unendlich-dimensionalen Banachraums C/([a, b], R™).

24 Satz tuiber implizite Funktionen

Manchmal kennen wir bereits eine Losung (x¢, yo) einer nicht-linearen Glei-
chung f(z,y) = 0 und fragen uns, ob fiir  nahe zy ein y = y(z) nahe y, mit
f(x,y) = 0 existiert und eindeutig festgelegt ist, so dass also die Funktion
x +— y(x) implizit durch die Gleichung

flz,y) =0
gegeben ist. Beispielsweise ist xg = 0, yo = 0 eine Losung von
x +y+sin(zy) =0,

wir sehen aber vielleicht nicht unmittelbar, wie wir hier nach y auflosen
konnen. Mit den Methoden der Differentialrechnung erhalten wir eine hin-
reichende Bedingung.
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Satz 24.1 Es seien n,m € N, U C R"™ und V. C R™ offene Teilmengen,
f:U XV — R™ eine C*-Abbildung mit k € NU {oo} und (x,y0) € U x V
eine Nullstelle von f derart, dass (fz,) (v0) € GL(R™) gilt fiir die Funktion
Juo = fxo,): V= R™ also

T1,. (o) € GL,u(R). (145)

Dann gibt es eine offene Umgebung Uy von xq in U und eine offene Umgebung
Vo von yo in V derart, dass die Nullstellenmenge von flu,xv, €in Graph ist:

{(z,y) € Up x Vo: f(z,y) = 0} = graph(¢)
mit einer C*-Funktion ¢: Uy — Vj.

Bemerkung 24.2 Wenn m = 1 ist in der Situation von Satz 24.1, so ist
R™ ™ = R die Algebra der 1 x 1-Matrizen und eine solche Matrix ist genau
dann invertierbar, wenn sie nicht die Nullmatrix ist. Also ist Jy, (y0) =

(2L (29, 10)) € R™! genau dann invertierbar, wenn

dy
0
(a0, ) £ 0 (146)

Im Falle m = 1 diirfen Sie die Bedingung (145) also einfach durch (146)
ersetzen.

Beispiel 24.3 Der Einheitskreis S := {(z,y) € R?: 2* + ¢* = 1} ist die
Losungsmenge der Gleichung

2 +9y* —1=0.
Es ist also S = {(z,y) € R?: f(x,y) = 0} mit der C*°-Funktion
iR =R, (2,9) 2> +y* -1

Sei (xo,%0) € S. Ist yo > 0, so ist die Menge von Nullstellen von f in
]—1,1[ x]0, 0o[ der Graph
(e VT=2): 2 €]-1,1]}

der C*°-Funktion |—1,1[—]0,00[,  — /1 — 2. Auch sind die Vorausset-
zungen des Satzes iiber implizite Funktionen (in der Form (146)) erfiillt: es

1st
of

8_y(x0’y0) = 2yo 7‘é 0.
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Ist yo < 0, so ist die Menge von Nullstellen von f in |—1,1[ x |—o0,0[ der

Graph
{(z,—vV1—2?%): z €]-1,1[}

der C*°-Funktion |—1,1[—]0, 0o[, z — —+/1 — 22 und wieder ist %(IO’ Yo) =
2y # 0 erfiillt.

Ist yo = 0, so ist (xg,y0) = (1,0) oder (z,y9) = (—1,0). Wir diskutieren
den Fall (z9,40) = (1,0) (der andere lésst sich analog diskutieren). Die

Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen sind nun nicht erfiillt,
denn es ist
of

—L(1,0) =0.

Und nahe (1,0) ist die Nullstellenmenge von f kein Graph. Ist ndmlich
Uy C R eine offene 1-Umgebung und V;; C R eine offene 0-Umgebung, so gibt
es ein ¢ > 0 mit |—¢,e[C Vp und ein 6 > 0 mit |1 — 0,1 + 0[C Up. Nach
Verkleinern von § diirfen wir /1 — (1 — §)? < € annehmen. Sei z €]1 -4, 1].

Dann ist v/1 — 22 # —/1 — 22 und es sind
(x,V1—2a2) e SN (UyxVy) sowie (xz,—vV1—22)eSnN(Uyx V).

Also kann SN (U x V) kein Graph eine Funktion ¢: Uy — Vj sein. Weiter
gibt es zu x €]1,1 + §] kein y € Vy mit (z,y) € S, denn es ist f(x,y) =
r?+y?*—1 > 22—1 > 0. Auch daraus kénnen wir schliefien, dass SN (UyNVp)
kein Graph einer auf Uy definierten Funktion ist.

Beachten Sie, dass wir fiir y nahe 0 jedoch (1/1 — y2,y) € S haben, d.h. die
Sphére ist nahe (1,0) Graph einer Funktion von y. Um diese Beobachtung
auch mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen reproduzieren zu konnen,
setzen wir g(y,x) := f(z,y) fir (z,y) € R? und wenden den Satz auf g an
Stelle von f an.

Beispiel 24.4 Zeigen Sie, dass die Gleichung
x4y +sin(zy) =0

fiir jedes x nahe 0 eine Losung (z,y) besitzt.

Zum Nachweis betrachten wir die C°*°-Funktion

f:R* =R, f(x,y):=x+y+sin(zy).

227



Dann ist f(0,0) = 0 und g—z(az,y) = 1 + zcos(zy), somit ‘3—5(0, 0) =1#0.
Also ist (146) erfiillt. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es 0-
Umgebungen Uy C R und V; C R derart, dass

{(z,y) € Up x Vo: f(x,y) = 0} = graph(¢)
fiir eine C'"*°-Funktion f: Uy — V4. Insbesondere hat die Gleichung
z+y+sin(zy) = f(z,y) =0
fiir jedes x € Uy eine Losung, namlich (z, ¢(x)).

Folgende Beobachtung iiber Blockmatrizen nutzt im Beweis von Satz 24.1.

Lemma 24.5 Seien n,m € N, a € GL,(R), v € GL,,(R) und g € R™*".
Dann ist die Blockmatriz

B v

eine invertierbare Matriz.

Beweis. Wir setzen

a~ ! 0 )
B = - B C e Rnt+m)x(n+m)
( 187t 4

Man rechnet direkt nach, dass AB = BA = 1 die Einheitsmatrix ist. Also
ist A invertierbar mit A1 = B. O

Beweis von Satz 24.1. Wir betrachten die Funktion
g: UxV =R xR™,  (2,y) = (z, f(z,y));

diese ist C*, weil beide Komponenten (die Projektion UxV — R™ (x,y) — x
und f) es sind. Die Jacobi-Matrix von ¢ an der Stelle (zg, yo) ist

Jy(z0,90) = < ; szoo(yo) ) 7

wobei (= (%) e R™™ mitie {l,...,m}, je{l,....,n} und 1 € R
J
die Einheitsmatrix ist. Nach Lemma 24.5 ist Jy(x¢,yo) eine invertierbare
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Matrix. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion existiert also eine offene
Umgebung W von (xg,yo) in U x V derart, dass g(WW) offen in R* x R™
und glw: W — g(W) ein C*-Diffeomorphismus ist. Da U x V die Produkt-
topologie tragt, finden wir eine offene zyo-Umgebung P C U und eine offene
Yo-Umgebung Vy C V derart, dass

PxVy CW;

dann ist g(P x Vp) offen in R™ x R™ und g|pxy,: P x Vo — g(P x V)
ein C*-Diffeomorphismus. Da nun g(P x V;) eine offene Umgebung von
f(zo,y0) = (20,0) in R™ x R™ ist, gibt es eine offene xyp-Umgebung Uy C R”
und eine offene 0-Umgebung O C R™ derart, dass

U()XOgg(PXVb)

Jedes © € Uy ist eine erste Komponente von (z,0) = g¢(z,y) mit einem
(z,y) € P x Vp; also ist z = z € P und folglich Uy C P. Weiter gilt

ist ndmlich (2/,y") € Uy x O und (x,y) € P x Vy mit g(z,y) = (2/,y'), so ist
x =z € U, also (x',y) = g(a',y) € g(Uo x V).

Gegeben x € Uy gibt es nach (147) ein (z,y) € Uy x Vo mit (z,0) = g(z,y);
da g(z,y) = (2, f(2,y)), ist z = z und f(z,y) = 0. Ist auch ¢y € V; mit

flz,y) =0, s0ist g(z,y) = (z, f(z,y)) = (2,0) = g(z,y), also y =y
da gluy,xv, injektiv ist. Da y nach dem Vorigen eindeutig ist, konnen wir
¢(z) := y setzen und erhalten

{(z,y) € Uy x Viy: f(x,y) =0} = graph(o).
Aus (z,0) = g(x,y) folgt aber
(ZE, y) = (g|W>_1(x’ 0)

und somit ¢(z) =y = (pryo(glw) ') (z,0) mit pry: R” x R™ — R™, (a,b) —
b. Da (glw)~! eine C*-Funktion ist, ist auch ¢ eine C*-Funktion. (]

Parameterabhangigkeit von Fixpunkten

Die folgenden drei Resultate wurden in der Vorlesung iibersprungen und sind
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nicht priifungsrelevant.

Wir diskutieren zunéchst stetige Parameterabhangigkeit von Fixpunkten in
zwei Situationen, anschliefend als Anwendung des Satzes tiber implizite
Funktionen die C*-Abhéngigkeit von Fixpunkten von Parametern.

Satz 24.6 Sei P ein topologischer Raum, (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum mit X # 0 und f: P x X — X eine Abbildung derart, dass fir jedes
p € P die Abbildung f, :== f(p,-): X — X eine Kontraktion ist und

L :=suplLip(f,) <1
peP

(d.h. wir haben eine sogenannte “gleichmdflige Familie von Kontraktionen”
vorliegen). Nach dem Banachschen Fizpunktsatz hat fir jedes p € P die
Kontraktion f, genau einen Fizpunkt x,. Ist [ stetig, so ist auch die Abbil-
dung

Y: P—=X, p—ax,
stetig.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢ an einer gegebenen Stelle p € P stetig ist.
Gegeben ¢ > 0 gibt es eine p-Umgebung ) C P derart, dass

d(fo(p), ) = d(f(q, ), f(py2p)) <e(1—1L)

fir alle ¢ € @, da f stetig ist. Benutzung der a priori-Abschatzung fir f,
aus Satz 21.3(c) liefert

A (a), 6 (9) = d(rg,1,) < Tl fy ), 73) <

fiir alle ¢ € Q. Also ist 1 stetig an der Stelle p. O

Folgerung 24.7 Es sei P ein topologischer Raum, (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum, U C X eine offene Menge und f: P x U — X eine Ab-
bildung derart, dass die Abbildungen f, = f(p,-): U — X eine gemeinsame
Lipschitzkonstante

L :=suplLip(f,) <1
peEP

erlauben. Ist f stetig, so ist die Menge
Q :={p € P: f, hat einen Fizpunkt x,}
offen in P und die Abbildung 1: Q — X, p — x, ist stetig.
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Beweis. Gegeben p € () existiert ein r > 0 mit Ef(xp) C U. Da f stetig
ist, gibt es eine p-Umgebung W C P derart, dass

d(fq(xp)axp) = d(f(q, pr), f(p, xp)) <(1-L)r
Fiir alle z € Ef(xp) gilt dann

dfy(@),a) < d(fa), fulay) +d(fo(ay). )

-~

<Ld(z,xp)
< Ld(z,xp) + d(fy(z,),z,) < Lr+(1—L)r=r.

Also ist fy(x) € B (x,) und somit fy|5x () D€ Selbstabbildung (und Kon-

)
traktion) des vollstindigen metrischen Raumes B, (z,). Nach Satz 24.6 ex-

istiert ein Fixpunkt z, € Ef (x,) fiir alle ¢ € W und 9|y ist stetig. Also ist
W C @ (somit @ offen) und v ist an der Stelle p stetig, also stetig. a

Satz 24.8 FEs seien E = R" mit einer Metrik ||| g, F' = R™ mit einer Metrik
| - ||l und P C E sowie U C F offene Teilmengen. Weiter sei f: P x U —
F' eine Abbildung derart, dass die Abbildungen f, == f(p,-): U — F eine
gemeinsame Lipschitzkonstante

L :=suplLip(f,) <1
peEP

erlauben. Ist f eine C*-Funktion fiir ein k € NU {oo}, so ist die Menge
Q :={p € P: f, hat einen Fizpunkt x,}
offen in P und die Abbildung ¢: Q — F, p — x, ist C*.

Beweis. Gegeben p € P ist offenbar x € U genau dann ein Fixpunkt von
fp, wenn

ist, also (p, ) eine Nullstelle der C*-Funktion

g: PxU—F, g(pz):=z—f(p,x)
ist. Fiir ¢ € P ist dann
9q = 9(q,") = idy — f,.
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Nach Satz 22.9 ist
[ fo(@)]lop < L

fiir alle g € P und x € U, also
g, (2) = idr —f(x) € GL(F)

nach Lemma 23.11(a). Gegeben p € @ konnen wir Satz 24.1 somit an der
Stelle (p,z,) anwenden und erhalten eine offene p-Umgebung Py C P und
eine offene z,-Umgebung Uy C U sowie eine C*-Funktion ¢: Py — Uy derart,
dass

{(¢,z) € Py x Up: g(q,x) = 0} = graph(¢).

Fir alle ¢ € Fy ist g(¢q,¢(¢)) = 0, also ¢(q) ein Fixpunkt von f,, folglich
q € Q und ¥(q) = ¢(q). Also ist Py C @, also @ eine p-Umgebung (somit Q)
offen) und ¢|p, = ¢ eine C*-Funktion und also auch 1 eine C*-Funktion (da
p € @ beliebig war). O

25 Extrema unter Nebenbedingungen

Wir studieren nun lokale (und globale) Extremalstellen einer Funktion f
unter einer Nebenbedingung g(x) = 0, also lokale (bzw. globale) Extremal-
stellen von f|5;, wobei

M = g~({0})

die Nullstellenmenge von g ist.

Satz 25.1 Sei U C R” eine offene Teilmenge mitn € N und g: U — R eine
C'-Funktion derart, dass

Vy(p) # 0
fiir alle p € M := g~'({0}). Ist f: U — R eine C'-Funktion und p € M

eine lokale Minimalstelle von f|yr, so existiert ein X € R derart, dass

Vf(p) =AVy(p).

Man nennt A einen Lagrangeschen Multiplikator.
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Beispiel 25.2 Finde die globalen Extremalstellen der Funktion
fiR* =R, f(r,y):=x+2y

unter der Nebenbedingung 2 + 3? = 1.
Losung: Setzen wir g(z,y) := 1 — z* — y? fiir (z,y) € R? und

M = {(z,y) € R*: g(z,y) = 0},

so suchen wir globale Extremalstellen p von f|y;. Diese sind insbesondere
lokale Extremalstellen; nach Satz 25.1 muss es also ein A € R geben derart,
dass

Vf(p) = AVg(p). (148)

[Beachten Sie, dass Vg(p) = (—2z, —2y) = —2p # (0, 0) fiir jedes p = (z,y) €
M, dap # (0,0).]

Wir schauen daher erst einmal, fiir welche p = (z,y) € M und A € R (148)
gilt; dies ist genau dann der Fall, wenn

1 —2x
(2)-(5)
Dies erfordert x,y, A # 0 und ist dann dquivalent zu
—2\y =2 =2(—-2\z) = —4\z,

also x = y/2. Weiter ist (y/2,y) € M genau dann, wenn y?/4 + y* = 1, also
y?=4/5, also y = i—%g. Nun ist

5 2v/5

f(i, _\/_> -5
57 5

und f(—‘/Tg, —%5) = —/5. Da M kompakt ist und somit die stetige Funk-

tion f|ys ein Maximum und ein Minimum annehmen muss, ist (\/?5, %5) die
globale Maximalstelle von f|y; und (—‘/Tg, —%5) die globale Minimalstelle.

25.3 Gegeben v € R” setzen wir vt := {w € R": (v,w) = 0}. Ist V C R"
eine nicht-leere Teilmenge, so setzen wir

Vi= m vt

veV
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Dann ist V* ein Untervektorraum von R™. Ist U C V, so ist U+ D V. Ist
V' C R"™ ein Untervektorraum, so ist (V1)L = V. Weiter ist (vt)t = Ro
(siche lineare Algebra).

25.4 Als Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 25.1 definieren wir den Tan-
gentialraum T,M der Hyperfliche M := ¢g='({0}) in R" an der Stelle p € M
als die Menge aller Ableitungsvektoren

~'(0)
fir ¢ > 0 und C'-Wege v: |—¢,e[— R™ mit 7(0) = p und v(]—¢,¢[) C M.
Lemma 25.5 Es ist T,M = ker ¢'(p) = (Vg(p))*. Insbesondere ist T,M ein

(n—1)-dimensionaler Untervektorraum von R"™. Weiter ist ker ¢'(p) durch M
eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei p = (71,...,%,) € M. Gegeben v € T,M existiert ein ¢ > 0
und eine C''-Funktion v: |—¢,e[— R"” mit vy(]—e,e[) € M, v(0) = p und
7' (0) =v. Da g oy =0, liefert die Kettenregel

g (p)(v) =g (1(0)(+(0)) = (g27)'(0) = 0.
Also ist T, M C ker ¢'(p).

Gegeben v = (vy,...,v,) € R™ ist
I = L= 30 5w = (Talo). ).

Jj=1

somit v € ker ¢’(p) genau dann, wenn v € (Vg(p))*.

Wir nutzen nun aus, dass Vg(p) # 0; es gibt also ein j € {1,...,n} derart,
dass %gj(p) # 0.

1. Fall: Ist 8‘1—9”(]0) # 0, so gibt es nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen eine offene (Zy,...,Z,_1)-Umgebung Uy C R™ ! und eine offene 7,,-
Umgebung Vi C R derart, dass Uy x Vy € U und

M (Up x Vo) = {(,y) € Uy x Vo: g(x,y) = 0} = graph(¢)
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fiir eine C'-Funktion ¢: Uy — V. Also ist h(z) := (z,¢(x)) € M fir alle
z € Uy. Weiter ist

h:Uy— R" h(z) = (z,¢(z))
stetig differenzierbar. Gegeben y € R" ! ist v(¢) := h((Z1,...,Tn_1) + ty) €
M fiir |t] klein, also
R (Z1,...,Z0-1)(y) = '(0) € T, M.
Alsoist V i= 1 (T, ..., Tp )(R" ) CT,M. Ist m: R* = R (y1,...,y,) —
(y1,---,Yn_1) die Projektion, so ist
7(V) = (mroh) (z1,...,Zn 1)(R" ) = idga (R") = R";
der Vektorraum V' hat also Dimension dim(V') > n — 1. Da
V CT,M Ckerg'(p)

und ker ¢’(p) wegen ¢'(p) # 0 Dimension n—1 hat, folgt V' = T,,M = ker ¢'(p).

Fall 2: Ist ;Tgn(p) = 0, so ist %(p) # 0 fir ein j € {1,...,n — 1}. Diesen
Fall fihrt man durch eine Permutation der Koordinaten auf Fall 1 zuriick.

[Details: Es sei a: R" — R™ der Isomorphismus von Vektorraumen, der e,
und e; vertauscht und alle Standard-Einheitsvektoren e; mit € {1,...,n}\
{j,n} festhilt. Sei W := o' (U). Dann ist

h:=goa: W =R

eine C''-Funktion mit Nullstellenmenge N := h='({0}) = a~ (g7 ({0})) =
a1 (M) und h'(q) = ¢'(a(q)) o # 0 fiir alle ¢ € N. Weiter gilt fiir ¢ :=
a™(p)

EL@) = H@len) = S Dalen)) = S D)) = 5-0) £0

N an

nach Fall 1 ist also T,N = kerh/(¢). Nun ist a(T,N) = T,M. Ist namlich
v € T,N, so existiert eine auf einem Intervall um 0 definierte C*-Abbildung
v nach R™ mit Bild in N und +(0) = ¢ sowie 7/(0) = v. Dann hat « o~ Bild
in M und es ist a(v(0)) = p und

T,M > (ao7)'(0) = a(v'(0)) = a(v);
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also ist a(T,N) C T,M. Analog sieht man, dass a *(T,M) C T,N, so dass
also a(T,N) =1T,M. Da h'(q) = ¢'(p) o a, folgern wir

ker ¢'(p) = ker(h'(q) o a™') = a(ker '(q)) = o(T,N) = T, M,
was den Beweis beendet.] a

Beweis von Satz 25.1. Sei p € M eine lokale Extremalstelle von f|y.
Gegeben v € T,M sei 7 eine auf einer offenen 0-Umgebung in R definierte
C'-Funktion nach R™ mit Bild in M derart, dass v(0) = p und 7/(0) = v.
Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle von f o «y, somit nach Analysis 1

0=(f07)(0) = f(p)('(0)) = f'(p)(v) = (Vf(p),v).
Also ist Vf(p) € v* fiir alle v € T,M und somit
Vip) € (T,M)~ = ((Vg(p)")~ =RVy(p),
also Vf(p) = AVg(p) fiir ein A € R. O

Wir erwahnen ohne Beweis, dass sich auch Extrema unter mehreren Nebenbe-
dingungen diskutieren lassen (was in der Vorlesung aus Zeitgriinden iiber-
sprungen werden musste und daher nicht priifungsrelevant ist):

Satz 25.6 Es sei U C R" eine offene Teilmenge mit n € N. Weitere seien
ke{l,....n—1} und g = (g1,...,9x): U — R* eine C -Funktion derart,
dass die k Vektoren

V91(p)> Sy ng@)

linear unabhdngig sind fir alle p € M := g~'({0}), also die Matriz J,(p) €
R¥*™ den Rang k hat. Ist f: U — R eine C*-Funktion und p € M eine lokale
Minimalstelle von f|y, so existieren Ay, ..., A\, € R derart, dass

Vi) =MVap) +---+ MVa(p). (149)

Der Beweis ist analog zu demjenigen von Satz 25.1: man definiert zunachst
T, M wie oben und zeigt mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen, dass

T,M =kerg'(p) = {Va(p), ... Var(p)}*.

Anschlielend zeigt man analog zum Obigen, dass

VIp) € (L,M)" = ({Vai(p),.. . Vge(p)} )" = span{Vgi(p).. .., Var(p)},
so dass also (149) gilt.
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26 Mehr zum Newton-Verfahren und zum
vereinfachten Newton-Verfahren*

In diesem nicht priifungsrelevanten Kapitel werden Grundtatsachen zum
Newton-Verfahren und zum vereinfachten Newton-Verfahren diskutiert. Ins-
besondere finden Sie hier einen Beweis fiir Satz 23.1 (siehe 26.2 und 26.3(a)).
Die Beweise sind vollstandig bis auf kleine Nebenrechnungen, die dem Leser
iberlassen werden (weswegen die Texte als Aufgaben formuliert sind). Das
Material ist Kapitel 2 des Buchmanuskripts “Infinite-Dimensional Lie Groups”
vom Dozenten und K.-H. Neeb entnommen. Wenn Sie Kapitel ?? noch nicht
gelesen haben, nehmen Sie bitte stets F := RY an.

26.1 [Vereinfachtes Newton-Verfahren] Es sei (£, | - ||) ein Banachraum mit
E # {0}. Sei xg € E, r > 0 und f: BE(zy) — E eine C*-Abbildung mit
f'(xo) € GL(E),

1
a:

1 (@o) Hlop

(a) Zeigen Sie, dass f genau eine Nullstelle z, in B(xq) besitzt.

— Lip(f — f'(x0)) > 0 und || f(xo)]| < ar. (150)

(b) Zeigen Sie, dass z,, := z,_1— " (20) " (f(zn_1)) € BE(xy) fiir allen € N
und z,, = T fir n — oo.

(c) Sei L := || f'(zo) !op Lip(f — f'(x0)) (diese Zahl liegt in [0, 1[) und
C = ||lxy — xo||/(1 — L). Zeigen Sie, dass ||z, — 2| < CL" fiir alle
n e No.

[Siehe Satz 23.7 und dessen Beweis.|

Jede Nullstelle 2o, mit f'(zo) € GL(E) kann mit Hilfe des vereinfachten
Newtonverfahren berechnet werden, wenn der Startpunkt x, ausreichend nah
bei x4, liegt:

26.2 Es sei (£, ] - ||) ein Banachraum mit £ # {0}. Weiter sei U C E eine
offene Teilmenge, f: U — E eine C'-Funktion und x,, € U eine Nullstelle
von f mit f'(z.) € GL(F). Zeigen Sie, dass r > s > 0 mit BE (z.) C U
existieren derart, dass f|pp () die Voraussetzung (150) von 26.1 fiir jedes
1o € BE(x,,) erfiillt.
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[Sei € > 0 mit 4e < 1/]|f'(20) lop- Indem wir 7 > 0 mt BZ (x,) C U klein
genug wihlen, kénnen wir erreichen, dass f'(zo) € GL(E) und

1 1
_ — B

PG Top T Ga) T | = © 107 20 20 € Bl
Wir kénnen zudem erreichen, dass [|f'(z) — f/(eo)|lop < € fiir alle x €
BE(24), so dass also ||f(z) — f'(z0)]lop < 2¢ fiir alle zp € BF(24) und
v € B (2o). Dann ist Lip (f|pe(y) — f/(%0)) < 2¢ fiir alle 29 € BF (o)
und somit

1 1

17 @0)  lon Z 1) o

Wir miissen jetzt nur noch s € |0, r| so klein wahlen, dass || f(xo)| < er fir
alle 79 € BE(x.).]

— Lip (f|B§(:vo) - f’(wo)) —3e>e>0.

Auch die Newton-Iterierten konvergieren gegen eine Nullstelle 2o, mit f'(x4) €
GL(E), wenn man mit einem Startpunkt xy nahe x., beginnt.

26.3 [Newton-Verfahren| Es sei (E, || - ||) ein Banachraum, f: U — E eine
C'-Function auf einer offenen Teilmenge U C F und 2., € U ein Punkt mit
f(zeo) =0 und f'(re) € GL(E). Wir nehmen E # {0} an.

(a) Sei r > 0 mit B¥(zs) C U. Nach Verkleinern von r konnen wir
annehmen, dass f'(r) € GL(E) fir alle z € BF(z,) und M :=
sup{|| f'(z)"|op: © € BF¥(za)} < o0. Nach weiterem Verkleinern von r
diirfen wir zudem annehmen, dass

L:= Msup{||f'(z) = f'(W)llop: =,y € BF (to)} < 1.
Fiir jedes € BF(14,) erfiillt die Abbildung
90 B (20) = B,y y— f(2)7 (f())
G2(Zoo) = Too und
Lip(g.) < 1" (2) " lop Lip (flBE@n) — (@) < L; (151)

sie ist also eine Selbstabbildung von BF(z.,) und eine Kontraktion.
Gegeben zy € BE(z,,), kénnen wir somit rekursiv

T = oy (Tno1) = Tt = [ (@0-1) 7 (f(@n1)) € BY (200)

definieren fiir alle n € N. Schlielen Sie aus (151), dass ||z, — To| <
L™||xg — || fiir alle n € N. Also gilt =, — 2 fir n — oc.
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(b)

Um bessere Abschatzungen fiir Konvergenzverhalten und Asymptotik
zu erhalten, definieren wir

0, := Msup{|[f'(«) = ' W)llop: @,y € Br ()} fir s € [0,].

Dann gilt 6, < L < 1 fiir alle s € [0,7] und 05 — 0 fiir s — 0. Priifen
Sie nach, dass

fiir alle z € BF (2). SchlieBen Sie, dass wir in der Situation von (a) die
Abschétzungen ||z, — Too|| < Qa1 —aec] - Yjjzo—aa | |T0 — Zoo|| haben,
fir alle n € N.

Folgern Sie aus (b): Fiir jedes § > 0 und zy € B¥(z4) gibt es ein
C' > 0 mit ||z, — zoo|| < CO" fiir alle n € N.

Nehmen Sie nun an, dass f eine C?-Abbildung ist. Nach Satz 22.9
konnen wir nach Verkleinern von r» annehmen, dass ein K > 0 existiert
mit || f'(y) — f'(2)]lop < 3K |ly — x| fiir alle z,y € BF(24) und somit

0s < MKs fir alle s € [0, r].

Somit ist ||z, — Zeo|| < Oz 1—wu||Tn-1 — Tool| < MK||2p_1 — Too?
und daher
MK ||y = Zoo|| < (MEK|zp-1 — 2o0])?

fir alle n € N. Kiirzen wir §,, := M K||z, — x| ab fiir n € Ny, so wird

hieraus
6 < (0p_1)? fiir allen € N

(eine Abschétzung, die in der Literatur als “lokale quadratische Kon-
vergenz” bekannt ist). Gegeben 6 €]0, 1] existiert ein ny € N mit
dpn, < 0. Folgern Sie, dass

Snprre < 0 fiir alle k € Ny,

Wir erwéhnen ein Kriterium fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens.

26.4 Es sei (E, || - ||) ein Banachraum mit £ # {0} und f: U — FE eine
C'-Abbldung auf einer offenen Teilmenge U C E. Verifizieren Sie die Details
der folgenden Skizze:
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(a) Es seien xp € U und r > 0 derart, dass BE (xg) C U, f'(z) € GL(E)
fiir alle z € BL.(xg), m := sup{||f'(z) " |op: © € BE.(x0)} < oo und

(= msup{[[f'(y) = f'(@)llop: 7,y € Byy(wo)} < 1.

Dann ist a := m — Lip (f‘B2ET($O) — f'(z0)) = L(1—-¢) €]0,1].
Gilt || f(zo)|| < ar, so hat f|gr(,,) nach Satz 23.7 eine Nullstelle .
Weiter erfiillt f|gr(,.) die Voraussetzungen von 26.3(a), und es ist
19 € BF(24). Daher ist z, := 1 — f(xn_1) " (f(zn_1)) fiir alle n
definiert und es gilt =, — x, fiir n — oo.

(b) Ist z eine Nullstelle von f mit f'(z.) € GL(F), so existiert ein r > 0
mit BE (z.) C U, f'(z) € GL(E) fiir alle z € BE (2,

M = sup{|[f'(z) Hlop: = € By (w0)} < 00

und L := M sup{||f'(y) — f'(@)|lop: =,y € BE(zs)} < 1. Wir wihlen
s € ]0,7] so Klein, dass || f(zo)|| < 57(1 — L)r fiir alle 2y € BE(z).
Dann erfiillt f[ze () die Voraussetzungen von (a), fiir alle z, € BF(z.).

26.5 Wir definieren g: R — R stiickweise via g(z) = 0 fir x < 1/2, g(z) =
x/2—1/4 fir x € [1/2,3/2], g(x) = 1/2 fiir x > 3/2. Wir setzen z( := 2 und
betrachten f: R — R, z +— z + [ g(t) dt.

(a) Sei x, := xp_1 — f'(wo)  f(x,_1) fiir n € N. Zeigen Sie, dass z,, =
(1/3)™ fiir alle n € N. Schlieflen Sie, dass die Schlussfolgerung von
26.3(c) fiir das vereinfachte Newton-Verfahren nicht allgemein gilt.

(b) Das Newton-Verfahren liefert die Punkte v, := yn—1—f (Yn-1) """ f (Yn_1)
fir n € N, mit yo := zo. Zeigen Sie, dass y, = 0 ist (die eindeutige
Nullstelle von f), fir alle n > 2.
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A Grundlagen zu Integralen aus Analysis 1

In diesem Anhang ist der in der Analysis 1-Vorlesung von Prof. Glockner im
WS 2018/19 behandelte Stoff zur Riemannschen Integrationstheorie zusam-
mengestellt. Aus dem damaligen Kurzskript wurde nur das hier aufgenom-
men, was in der Vorlesung behandelt wurde und nun vorausgesetzt wird.

Wir betrachten nun zunéchst Treppenfunktionen ¢ auf einem Intervall [a, b].
Das sind Funktionen, deren Graph im Wesentlichen wie ein Balkendiagramm
aussieht. Hier ist anschaulich klar, was der zwischem dem Graphen von ¢ und
der z-Achse eingeschlossene Flécheninhalt sein sollte (wobei Anteile ober-
halb der Achse positiv und Anteile unterhalb negativ gezéhlt werden), und
wir nennen diesen fab ¢(z) dx. Dann wenden wir uns Riemann-integrierbaren
Funktionen f: [a,b] — R zu. Grob gesagt sind das Funktionen, die sich
gut genug zwischen Treppenfunktionen einschliefen lassen, um mit deren
Hilfe einen Flécheninhalt fab f(z)dz (das Riemann-Integral von f tiber das
Intervall [a, b]) festzulegen. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-
integrierbar. Als Hohepunkt beweisen wir den Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung, der einen Zusammenhang zwischen Riemann-Integralen
stetiger Funktionen und Stammfunktionen herstellt.

Definition A.1 Seien a < b reelle Zahlen. Eine Menge Z von Zahlen
a =ty <t < - <t, =0 heilt Zerlegung®* des Intervalls [a,b]. Eine
Zerlegung Z' von [a, b] heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C Z', d.h. jeder
Zerlegungspunkt von Z ist auch einer von Z’. Sind Z und Z’ Zerlegungen
von [a,b], so auch Z U Z’, und dies ist eine Verfeinerung sowohl von Z als
auch von Z' (eine gemeinsame Verfeinerung). Eine Funktion ¢: [a,b] — R
heifit Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z = {ty < t; < --- < t,} von
la,b] und Zahlen ¢y, ..., ¢, derart gibt, dass

o(z) =c¢p furalle k€ {1,...,n} und = € Jt)_1, tx[.

Die ¢; sind dann eindeutig festgelegt, denn es ist ¢, = ¢(t) fiir jedes t €
ltk—1,tx[. Uber die Funktionswerte f(t;) wird nichts gesagt, diese diirfen
z.B. von f(tx) und f(tx—1) verschieden sein. Wir sprechen auch von einer

4 Genauer: Z = {tg,...,t,} mit n € Ny mit tg = a, t,, = b und t,_; < t;, fiir alle k € N
mit k£ < n.
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Treppenfunkton beziiglich Z und definieren

n

Sz((b) = Z(tk — tk,l)ck.

k=1

Ist a = b, so ist n =0 und Sz(¢) die leere Summe, also 0.

Lemma A.2 Sei ¢: [a,b] — R eine Treppenfunktion beziglich Z und Z'
eine weitere Zerlegung von [a, b].

(a) Ist Z' eine Verfeinerung von Z, so ist ¢ auch eine Treppenfunktion

bzgl. Z' und Sz(¢) = Sz/(¢).
(b) Ist ¢ auch bzgl. Z' eine Treppenfunktion, so ist Sz(¢) = Sz/(¢).

Beweis. (a) Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass Z’ = ZU{7} mit einem
T € [a,b]\ Z. Dannist Z ={a =ty <t; < --- < t, = b} mit n € N und
T € Jte_q, bty firein ¢ € {1,...,n}. Setzen wir s;, := ¢, fir k € {0,...,0—1},
sgr=1und sg =t firk € {{+1,...,n+ 1}, so ist

Z'={sog<s1<...<Spi1}-

Auf Jsg_q, s fiir & € {1,...,n 4+ 1} nimmt ¢ die Werte c1,...,¢cp, ¢, Cn
an, also den Wert Cy := ¢ fiur k € {1,...,0} und C) := ¢, fiir k €
{¢+1,...,n+1}. Somit ist ¢ eine Treppenfunktion bzgl. Z’. Da

(te —te—r)ce = (te — 7)o + (7 — te—1)ce = (Se41 — 50)Cor + (50 — 50-1)Cy,

folgt

Sz(¢) = Z(tk—tk—l)ck

k=1
-1 n

= (tk — tp—1)cr +(te — to—1)co + Z (tk — th—1)cr

N—— ——

k=1 =(sk—5k—1)Chk k=41 =(sx+1—5%)Cr41
n+1

= Z(Sk — Sk—l)Ck = SZ/(¢)
k=1

(b) Anwendung von (a) auf Z und Z U Z’ bzw. Z und Z U Z' liefert
Sz(¢) = Sz02/(¢) = Sz (). =
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Definition A.3 Ist ¢ eine Treppenfunktion [a, b], so definieren wir ihr Inte-

gral als
/ QZ5 dl’ = Z(tk — tk 1)Ck,

k=1
wobei Z = {a =ty < --- < t, = b} eine Zerlegung von [a,b] ist derart,
dass ¢ auf |t,_1, t;[ konstant ist fiir alle k € {1, . n} und ¢ der Funktion-
swert auf diesem Intervall. Nach Lemma A.2(b) ist f x) dz wohldefiniert,
unabhéngig von der gewahlten Zerlegung Z.

Beispiel A.4 (Funktionen mit endlichem Tréger). Fiir jede Zerlegung Z :=
{a =ty <ty <--- <t, =>b} von [a,b] und beliebige yo,...,y, € R ist die
Funktion ¢: [a,b] — R mit ¢(x) := y falls = t; fiir ein £ € {0,...,n},
¢(z) =0 fiir x € [a,b] \ {to,...,t,} eine Treppenfunktion bzgl. Z mit ¢; =
Cy = -+ = ¢, = 0 und somit

b n
[ o=~ e =o.

Definition A.5 Seien f: X — R und ¢g: X — R reellwertige Funktionen
auf einer Menge X. Wir schreiben f < g, wenn f(z) < g(z) fir alle x € X.

Das Integral von Treppenfunktionen hat u.a. folgende Eigenschaften:
Lemma A.6 Seien a < b reelle Zahlen.

(a) (Linearitat). Sind ¢: [a,b] — R und ¢: [a,b] — R Treppenfunktionen
und A\, p € R, so ist auch \f + pg eine Treppenfunktion und

/ab(A¢+ pp)(x) de = A/abcb(x) dx+u/ab¢(w) dx

(b) (Monotonie). Sind ¢, € TP und ¢ < 1, so ist f x)dr < f x)dz.

(¢) (Intervalladditivitat). Ist ¢ € T. und ¢ € [a,b], so sind ¢, und gz§|[c7b]
Treppenfunktionen und es gilt*

/¢ M—/¢ M+/¢

“Hier ist [ f(x)dx eine Kurzschreibweise fiir [7(f|[4.]
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Beweis. (a) und (b) Sei ¢ eine Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung Z und
1 eine Treppenfunktion bzgl. Z’. Nach Ersetzen von Z und Z’ durch Z U Z’
diirfen wir annehmen, dass 7 = 7' = {a = t, < t; < ... < t, = b} (vg.
Lemma A.2(a)). Sei a; der Funktionswert von ¢ auf |t,_q,t;[ und dj der
Funktionswert von 1, fir k € {1,...,n}. Dann hat A\¢ + ut) den Funktion-
swert Acy + pdy auf |t,_q,tx] und somit ist A¢ + pi) eine Treppenfunktion
mit

n

/ Ao+ pp) (@) dz = Y (Ack + pdi) (tr — tr1)

k=1

= A Z Ck(tk — tk—l) + 1% Z dk(tk — tk—l)
k=1 k=1

_ )\/abqb(x)dx—l—u/abw(a:)dx.

Also gilt (a). Ist ¢ < 1), so ist ¢ < dy fur alle k € {1,...,n} und somit

b n n b
/ ¢(z)dx = Z(tk —tpa)er < Z(tk —tpo1)dy = / Y(x)dx.

(c) Sei ¢ eine Treppen funktion bzgl. einer Zerlegung Z von [a,b]. Nach
Ersetzen von Z durch Z U {c} diirfen wir annehmen, dass ¢ € Z (siche
Lemma A.2(c)). Sei etwa Z = {a =1ty < --- <t, = b} und ¢ = t,. Dann ist
Z''={a=ty<...,<ty=c} ene Zerlegung von [a,c| und Z" == {c =1, <
-+ < t, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Sei ¢, der Funktionswert von ¢ auf
Jte—1,tk]. Da |jq,q auf |tp_1,t;[ konstant ist mit Wert ¢, fiir & € {1,...,¢}
und @i konstant ist mit Wert ¢, fir k € {£ +1,...,n}, sind ¢[q und
®le,y) Treppenfunktionen mit

L

/C gb(l‘) dx + / qb(x) dr = Z(tk — tk_1>6k + Z(tk — tk_l)ck

k=1 41
n b
= ) (th—timr)ox = / o(x) dz,
k=1 a
was den Beweis beendet. O
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Bemerkung A.7 Sind ¢, € T?, so ist auch max(¢, 1) € TP (das sicht man
wie im Beweis von Lemma A.6(a) mit max(cg, di) statt Acg + udy).

Definition A.8 Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion (d.h. f([a,b])
ist beschrénkt in R). Wir defineren das Oberintegral von f tiber [a, b] als

b*

f(x)dx = inf{/bw(x)dx: Y € TP mit f < @Z)}

Das Unterintegral von f tber [a, b] ist
b b
/ f(z)dx = sup {/ (z)dx: ¢ € TP mit ¢ §} :

Ist f;* f(z)dx = fai f(z) dx, so nennen wir die Funktion f Riemann-integrierbar
und definieren das (Riemann-) Integral von f tiber [a, b] als

/abf(a:)da: = ab*f(x)dx:/aif(x)d:v.

Bemerkung A.9 Man beachte, dass fiir alle ¢, € T? mit ¢ < f < 1 nach
Lemma A.6(b) die Ungleichung

[ o< [ v

gilt. Wir halten ¢ fest; da die linke Seite eine untere Schranke fiir alle rechten
Seiten ist, folgt flir deren Infimum

b b*
/ o(z)dx < f(x)dx.

Da die rechte Seite eine obere Schranke fiir alle der linken Seiten ist, folgt
fiir deren Supremum

/ f@)de < [ f(x)da. (152)
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Bemerkung A.10 Seci f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion und ¢¢: [a, b] —
R eine Treppenfunktion mit ¢y < f. Dann gilt

b b
/f(ﬂc)dxzsup{/ ¢($)dx:¢€T£mit¢o§¢§f}-

Gegeben ¢ € TP mit ¢ < f ist ndmlich ¢y < max(¢g, ¢) < f und f; o) dr <
J; max(do(x), ¢(x)) d.

Ist f < by mit ¢y € TP, so braucht man analog zur Berechnung des Oberin-
tegral nur Treppenfunktionen ¢ mit f < ¢ < 1)y zu betrachten.

Ist insbesondere bereits f € T? eine Treppenfunktion, so kénnen wir ¢y :=
1o := f setzen und sehen, dass das Unterintegral von f gleich dem Supre-
mum der einpunktigen Menge { fab f(z)dz} ist und somit gleich dem Inte-

gral f: f(x)dx gemédf Definition A.3. Analog ist das Oberintegral gleich
f: f(z)dzx. Die Treppenfunktion f ist also Riemann-integrierbar und ihr
Riemann-Integral stimmt mit ihrem Treppenfunktions-Integral nach Defini-
tion A.3 tiberein.

Lemma A.11 FEine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann

Riemann-integrierbar, wenn fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen ¢,v € TP
mit ¢ < f < ewistieren derart, dass

/ab¢(x)dx—/ab¢(x)dmgg.

In diesem Fall gult

/ab¢(x) iz < /abf(x) iz < /abgzﬁ(x) de +z. (153)

Beweis. Ist f Riemann-integrierbar und ¢ > 0, so gibt es per Definition von
Ober- und Unterintegral als Supremum bzw. Infimum Treppenfunktionen
¢,1 € TP mit ¢ < f < o derart, dass

b b*
/ b(a)de < | fz)de + % (154)
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und
b b
/ o(x)dx > / f(z)dx — g (155)

Da f Riemann-integierbar ist, kénnen wir die Sternchen in (154) und (155)
weglassen und erhalten

LKQWWI—[%@Mwszﬂumm+§—LU@mx+g:a

Da fab P(x)dr < fab*f(x) dr = f;f(x) dr = fab*f(x) dr < f;w(x) dz, folgt

/abd)(:v)dx < /abf(x) dr < /abw(m)d:c
_ /abw(x)dx—/abqb(x)dx—l—/abgb(x)dxS/abgzﬁ(x)dx—l—s
und somit (153).

Ist umgekehrt die genannte Bedingung erfiillt, so wéahlen wir zu ¢ > 0
Treppenfunktionen ¢ und v wie im Lemma beschrieben. Dann gilt

b* b b* b
f@yde~ [ fwis| = [ o= [ jw)ds

b b
< / 1/)(x)dx—/ o(r)dr <e.
da ¢ > 0 beliebig war, folgt ‘fab*f(x) dx — fab*f(x) da:‘ = 0 und somit

ab*f(x) dr = /ab*f(x) dx.

Also ist f Riemann-integrierbar. a

Definition A.12 Eine Funktion f: X — Y zwischen metrischen Raumen
(X, dx) und (Y, dy) heiit gleichmdfig stetig, wenn

(Ve > 0)(36 > 0)(Va,y € X) dx(z,y) < 0= dy(f(z), f(y) <e.
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Bemerkung A.13 Jede gleichmaflig stetige Funktion ist stetig. Gegeben
€ > 0 kann sogar das 6 aus der Definition von Stetigkeit an der Stelle x
unabhéngig von z € X gewahlt werden.

Der Beweis des folgenden Satzes wird in der Analysis 2 gegeben.
Satz A.14 Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist gleichmdfig stetig. O
Eine wichtige Folgerung des Satzes beweisen wir ebenfalls in der Analysis 2.

Folgerung A.15 Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. ]

Definition A.16 Sind a < b reelle Zahlen und ist f: [a,b] — R Riemann-
integrierbar, so definieren wir

/baf(a:) dz = —/abf(x) dz.

Das Riemann-Integral hat u.a. folgende Eigenschaften.
Satz A.17 Seien a < b reelle Zahlen.

(a) (Linearitat). Sind f: [a,b] — R und g: [a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen und X\, u € R, so ist auch die Funktion \f 4+ ug Riemann-
integrierbar und

/ab)\f(x)+ﬂg($)dx—/\/abf(x)dx—i—,u/abg(x)dx_

(b) (Monotonie). Sind f: [a,b] = R und g: [a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen mit f < g, so folgt

[ 1w s [ g

Insbesondere gilt
b
(b—a)m < / flz)de < (b—a)M (156)
mit m = inf{f(x): z € [a,b]} und M :=sup{f(z): = € [a, b]}.
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(¢) (Intervalladditivitét). Sei ¢ € [a,b]. FEine Funktion f: |a,b] — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn flqq und fley Riemann-
integrierbar sind. In diesem Fall gilt

/bf(x) di — /Cf(x) da:+/bf(x) dx (157)

und weiter fir alle o, B, € [a,b]

/f dx—/f d:c+/f (158)

(d) (Integralabschatzungen). Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so

qilt
< (b= a)llfllee (159)
mit || fllee = sup{\f z)|:x € |a,bl}. Zudem ist die Funktion
|.|o f:]a,b] = R, z — |f(x)| Riemann-integrierbar und
b
2)da| < / ()] da. (160)

Beweis. (a) Nach Lemma A.11 existieren Treppenfunktionen ¢y, ¢o, 11, 19 €
T? derart, dass ¢ < f <11, 2 < g < 1hp und

b b B
/ Y;(x)dx —/ oj(x)dr < 5 fir j € {1,2}. (161)

Dann¢1+¢2€Tab, wl—i-wQETf und ¢1 + ¢ < f + g < 1 + 1y sowie

[ @ [ o

/ab%(‘”)d‘”_/ab%(x)der/ab%(l’)dx—/abgzsl(;p)dq;

< it
2 2 7

Nach Lemma A.11 ist f + ¢ also Riemann-integrierbar und

b b b
/ (61 + bo)(x) do < / (f + 9)(a) dz < / (61 + do)(a)da + 2. (162)
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Die linke Seite von (162) kénnen wir wegen (161) mittels (153) weiter nach
unten abschatzen:

/¢1 dx+/¢2 d:v>/f dx——+/ (m)dm—g.

Die rechte Seite von (162) kénnen wir wegen (161) mittels (153) weiter nach
oben abschatzen:

/ab¢1(£v)dx+/ab¢2(:v)dx+€§/abf(x)d:c+/abg(:c)dx+g_

Es gilt also
b b b
—5</(f+g)(x)da:—/ f(x)d:z:—/ g(x)dr <e

fur alle € > 0, somit ff(f+g)(x) dx—f; f(x) dx—ffg(x) dz = 0 und folglich
fab(f +g)(x)dx = fab f(x)dx + fab g(x) dz. Wir zeigen noch

/ab)\f(x)da::)\/abf(x)dx (163)

fiir alle A € R. Ist A = 0, so ist A\f = 0 € T? Riemann-integrierbar und beide
Seiten von (163) sind 0. Ist A > 0 und M die Menge alle ¢ € T mit ¢ < f,
so ist {r¢: ¢ € M} die Menge aller Treppenfunktionen > A\ f und folglich

/ab*)\f(x)dx . sup{/ab)\gb(x)dx:gbeM}
_ supA{/ab¢(x)dx:¢eM}
_ Asup{/ab¢(x)da::¢eM}
- [ 1wir=a [ o

Analog sieht man fab*)\ flz)dz = X ff f(z) dx. Somit ist A f Riemann-integrierbar

und (163) gilt. Ist A < 0 und M wie zuvor, so ist {A\¢: ¢ € M} die Menge
aller Treppenfunktionen 1 mit ¢» > Af und somit ahnlich dem Vorigen

/ab*/\f(x)dx:)\/aif(x)dx:)\/abf(x)dx
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Analog ist f:*)\f(x) dr = )\fab*f(x) dr = /\f; f(x)dz. Also ist \f Riemann-
integrierbar und (163) gilt.
(b) Sei f < g. ist ¢ € T® mit ¢ < f, so gilt auch ¢ < g. Folglich ist

b b
{/ qb(x)da::quTé’undgbgf}g{/ qzﬁ(m)dx:qSeTé’undgbgg}

und fiir die Suprema der zwei Zahlenmengen folgt fab* flz)dx < fab* g(x). Also
ist fabf(x) dzr < f;’g(m) dzx.

Da fiur die konstanten Funktionen mit den im Lemma beschriebenen Werten
m und M
m< f<M

gilt, liefert die gerade nachgewiesene Monotonie

(b—a)m:/abmdxg/abf(x)dxg/abde:(b—a)M.

(d) Es gilt —||flloo < f < ||flloc und somit

b b b
=l = [ Mlwde < [ g@ e < [ lds = 06—l

woraus (159) folgt. Der Beweis von (160) gelingt wie folgt, wenn wir an-
nehmen, dass die Funktion |f|: [a,b] — R, z — |f(z)| Riemann-integrierbar
ist (dass letzteres immer der Fall ist, werden wir erst in Folgerung 2.6(b) der
Analysis 2 nachweisen; wir werden (160) aber vorher auch nicht benutzen!).
Da —|f(z)| < f(z) < |f(x)] fur alle z € [a,b], folgt wegen der Monotonie
(und Linearitét) des Riemann-Integrals

- [@ia= [ s [ swas [)a

Also gilt (160).

(c) Sind f|fa,q und f|c; Riemann-integrierbar, so gibt es nach Lemma A.11
Treppenfunktionen ¢1,1; € T¢ und ¢9,¢s € TP mit ¢y < fljaq < ¢1 und
b2 < fliew) < 1o derart, dass

c b
/ (61(x) — é1(2)) dz < £/2 und / (al) — dola)) d < /2.
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Wir definieren ¢,v € TP mit ¢ < f < 1 stiickweise via ¢(x) := ¢ (x) und

Y(x) = 1(x) wenn x € [a,c] baw. ¢(x) := ¢o(x) und Y(z) := 9(x) wenn
x € [c,b]. Nach Lemma A.6(c) ist dann

b c b
/ () —b(x)) dx = / (1 (2)—n () o + / (Uala)— o)) di < &/24¢/2 = e

Nach Lemma A.11 ist f also Riemann-integrierbar und es ist

/ac¢1(x)dx+/cb¢2(:c)dx = /ab¢<x>dx§/abf(l')dﬂci/ab¢(:c)dx+g

_ /C¢1(x) dx—l—/b(;ﬁg(x) do +c. (164)

Da nach Lemma A.11 zudem [ ¢y(z)de < [T f(z)dz < [T ¢1(x)dx + £/2

und f Pa(x)dx < f f(x)dx < f Pa(x)dx+¢/2, folgt aus (164) d1e Unglei-
chung

/f dx+/f dx—5</f dx</f d:L’—l—/f )dz + €.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt (157).

Ist umgekehrt f als Rlemann—mtegrlerbar angenommen, so gibt es ¢,y €
TP mit ¢ < f < und f — ¢(x)) dx < . Definieren wir ¢y := ¢|[4,q,
VU1 = Y)a, G2 = Oy und ¢2 = Y|y, 50 sind ¢y, ¢y € TS, o, 000 € T?
und ¢y < fllag < U1, d2 < fliey < ¥y sowie

c b
[ @) = e de <2 wnd [ wale) - ea(w)do <
da beide Integrale nicht-negativ sind und
c b b
| @) = @) do+ [ ata) - éala)) e = [ (o)~ (@) do < <
nach Lemma A.6(c). Folglich sind f|j,,q und fli Riemann-integrierbar.

Sei nun f Riemann-integrierbar und seien «, 8,7 € [a,b]. Gilt (158) fiir
a, 3,7, so auch fiir v, 8, a an Stelle der vorigen, denn es ist

/Waf(x)dx = —/:f(@d.r:—/jf(x)dx—/;f(x)dx
= lﬁf(x)dx+/ﬁaf(x)dx
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Nachdem wir notfalls o und «y vertauschen, brauchen wir (158) daher nur zu
beweisen, wenn a < 7y ist (was wir nun annehmen).

Fall 1: Ist a < 8 < 7, so gilt (158) nach (157) (mit «, 3,7 an Stelle von
a,c,b).

Fall 2: Ist 3 < «, so ist nach (157) [ f(z)dz = [J f(z)dz+ [] f(zx)d

Addition von f f(z)dx = — [ f(x) d auf beiden Seiten liefert (158).
Fall 3: Ist B > 7, so ist nach 157 fﬁ Ydz = [ f(z)dz + f’B (r)d
Addition von [ f(z)dz =~ [T f ? f(x) dx auf beiden Seiten liefert (158). O

Auch in der Integralrechnung ist ein Mittelwertsatz ein wichtiges Hilfsmittel.
Den Beweis vertagen wir auf die Analysis 2.

Satz A.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sind a < b reelle
Zahlen und f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so existiert ein & € [a, ]

derart, dass .
= | 1= r©. (165)

Die linke Seite von (165) stimmt auch mit — fb x) dz dberein.

Wir halten noch eine simple Tatsache fest:

Folgerung A.19 Unterscheiden sich zwei Funktionen f: [a,b] — R und
g: [a,b] = R an nur endlich vielen Stellen, so ist f genau dann Riemann-

integrierbar, wenn g es ist. In diesem Fall ist f: f(x)de = fabg(:r) dx

Beweis. Sei etwa f Riemann-integrierbar. Per Voraussetzung ist die Funk-
tion g — f: [a,b] — R an nur endlich vielen Stellen von 0 verschieden.
Nach Beispiel A.4 ist ¢ — f Riemann-integrierbar mit fab(g(x) — f(z))dz =
0. Nach Satz A.17(a) ist also ¢ = f + (¢ — f) Riemann-integrierbar mit

J2g(a)de+ [ fx)de + [2(g(x) - f(2)) dz = [} f(z)da. 0

Aus dem Mittelwertsatz folgern wir in Analysis 2 den Hauptsatz der Integral-
un Differentialrechnung, der uns ermoglicht, Integrale mit Hilfe von Stamm-
funktionen zu berechnen.

Definition A.20 Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und
f: I — R eine stetige Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R
wird eine Stammfunktion fir f genannt, wenn F’ = f.
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Bemerkung A.21 Stammfunktionen sind bis auf eine additive Konstante
eindeutig: Sind F' und G Stammfunktionen fiir f: I — R, so gilt

(G-FY =G —F =f—f=0

und somit ist G — F' ene konstante Funktion (mit dem Wert C' € R etwa);
siehe Analysis 1. Also ist G — F = C und somit

G=F+C.

Definition A.22 Ist F': I — R eine Funktion auf einem Intervall 7 und sind
a,b € I, so schreiben wir

Satz A.23 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung) Seien
a < b reelle Zahlen.

(a) Flir jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist
F:la,b) = R, F(x) ::/ f(t)dt

eine Stammfunktion fir f.
(b) Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion und F': [a,b] — R eine Stamm-
funktion fir f, so gilt
b
[ rayde=pe; (166)

und [, f(x)dx = [F(x)];.

(c) Ist f: [a,b] = R stetig differenzierbar, so gilt f(x) = f(a)+ [ f'(t)dt
fir alle x € [a,b]. O

Bemerkung A.24 Ist f: [a,b] — Rstetigund ¢ € [a, b], soist auch G: [a, b] —
R, z — [T f(t)dt cine Stammfunktion fiir f, denn nach Satz A.23(c) ist
G(z) = F(z) — F(c) fiir alle ¢ € [a,b] und somit G’'(z) = F'(z) = f(z).

Wir kénnen nun die zwei wichtigsten Integrationsregeln formulieren und be-
weisen.
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Satz A.25 (Partielle Integration) Seien f und g stetig differenzierbare
Funktionen auf einem nicht entarteten Intervall I C R, und a,b € I. Dann
qilt

b b
/f’(x)g(w)dxz[f(x)g(x)]ﬁ—/ f(x)g'(z) dx

Beweis. Nach der Produktregel gilt (fg)' = f'g + f¢'. Da fg eine Stamm-
funktion fiir (fg)’ ist, folgt

b b
@), = / (fo) () di = / (f'(@)g(e) + f(2)g (2)) da
ab ¢ b
_ / f(@)g() d + / f(@)d () da.

Substrahieren wir f: f(z)g'(z) dx auf beiden Seiten der Gleichung, so folgt
die Behauptung. a

Beispiel A.26 Es ist
1 1
/ ve® dv = [ze”]] —/ le*dr=1e' —0—e' +e’ =1
0 0

unter Benutzung von partieller Integration mit f(z) =z, f'(z) = 1, g(z) :=
e’ ¢'(z) = e”.

Satz A.27 (Substitutionsregel) Seien I C R und J C R nicht entartete
Intervalle, f: I — R eine stetige Funktion und g: J — R eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion mit g(J) C I. Dann gilt fir alle a,b € J

g(b)

/ Ho@)d @ de = [ fu)du.

g(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion fiir f. Nach der Kettenregel gilt dann

(Fog)=(Fog)g =(fog),
es ist also F o g eine Stammfunktion fir (f o g)g’. Somit gilt

g(b)

b
/ Flg(x))g (x) dz = [(F o g)(2)]s = F(g(b)) — F(g(a)) = | [ (u) du,

g(a

wie behauptet. a
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Bemerkung A.28 Wendet man die Substitutionsregel an, so setzt man also
formal u = g(z) im Integral und schreibt ¢'(z)dz = du. Aus den Integra-
tionsgrenzen x = a bzw. x = b wird weiter u = g(a) bzw. u = ¢g(b). So kann
man sich die Regel gut merken bzw. beim Rechnen einsetzen.

Bemerkung A.29 Es ist meist nicht so schwierig, die Substitutionsregel
“von links nach rechts” zu benutzen, also das linke Integral durch Berech-
nung des rechten zu bestimmen. Man kann die Regel aber auch “von rechts
nach links” anwenden, sucht also das rechte Integral und muss eine geeignete
Funktion g erst erraten, umd die linke Seite hinschreiben und ausrechnen zu
konnen. Dies erfordert Ubung und Erfahrung und kann geradezu eine Kunst
sein. Sie werden typische Beispiele kennenlernen.

Beispiel A.30 Die Substitutionsregel liefert

VT 1 [V™ 1 [V™
/ xcos(z?)dr = 5/ 27 cos(z?) dx = —/ g'(x)cos(g(x)) dx
0 0 0

1 s
= —/ cosudu =0
2 Jo

mit g(z) = 2%, ¢'(z) = 2x.

Bemerkung A.31 Traditionell schreibt man [ f(z)dz fiir die Menge aller
Stammfunktionen fiir f und nennt diese Menge das unbestimmte Integral
von f. Ist I’ eine Stammfunktion, so ist nach Bemerkung A.21 also

/f(x)dm:{F—i-C:CGR}.

Traditionell lasst man die Mengenklammern weg und schreibt kurz [ f(z) dz =
F(z)+ C. In der Vorlesung wird diese Notation nur gelegentlich benutzt.

B Grundwissen iiber Polynome

Bei der Diskussion von Partialbruchzerlegungen haben wir einige elementare
Tatsachen iiber Polynome benutzt, die wahrscheinlich vielen aus der Linearen
Algebra bekannt sind. Wir listen diese Fakten nun auf und wiederholen kurz
ihre Beweise. Wir benotigen das folgende Lemma mit K € {R, C} (die Aus-
sagen (a)—(i) und ihre Beweise gelten jedoch ebenso iiber einem beliebigen
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unendlichen Korper K). Anders als in fortgeschrittenen Vorlesungen zur Al-
gebra betrachten wir Polynom funktionen f: K — K, nicht lediglich abstrakte
Polynome (also Linearkombinationen von Monomen in einer formalen Unbe-
stimmten). Da K unendlich viele Elemente hat, legt eine Polynomfunktion
ihre Koeffizienten eindeutig fest (sieche Aussage (e)), so dass der abstrakte all-
gemeinere Zugang fiir unsere Zwecke unnotig ist und Polynomfunktionen und
Polynome als synonym betrachtet werden konnen. Wir verwenden folgende
Tatsachen:

Lemma B.1 Es seien K € {R,C}, n,m € Ny, ag,...,a, € K, by,..., b, €
K und f,g9: K — K die Polynomfunktionen, die durch f(x) = Z?:o a;x? und
g(x) = Z;n:o bz’ gegeben sind. Dann gilt:

(a) Ist « € K mit f(a) = 0 und ist f nicht die Nullfunktion, so ist
n > 1 und es gibt eine Polynomfunktion h: R — R der Form h(z) =
2;:01 c;x? mit co, ..., cno1 € K derart, dass

f(z) = (x — a)h(z) fir ale x € K.
(b) Ist f nicht die Nullfunktion, so gibt es ein k € {0,...,n}, Zahlen

aq, ..., € K und eine Polynomfunktion h: K — K der Form h(x) =
Z;:g c;x? mit co, . .., coeg € K derart, dass

fl@)=(x—aq) - (r —ag)h(z) und h(z) #0
fir alle x € K. Weiter ist dann {x € K: f(z) =0} = {au, ..., ax}.

(c) Gibt es eine Teilmenge M C K mit mindestens 1 + max{m,n} Ele-
menten (z.B. eine unendliche Teilmenge) derart, dass

f(z) = g(x) fir alle x € M,
soist f=g.
(d) Ist f die Nullfunktion, so ist a; =0 fir alle j € {0,...,n}.

(e) Nach Vertauschen von f und g (wenn nétig) sein < m. Ist f = g,
so folgt a; = b; fir alle j € {0,...,n} und b; = 0 fir alle j €
{n+1,...,m}. In diesem Sinne sind die Koeffizienten einer Poly-
nomfunktion also eindeutig festgelegt.
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(f) Ist f nicht die Nullfunktion, so ist a; # 0 fir ein j € {0,...,n} und der
Grad deg(f) := max{j: a; # 0} ist wohldefiniert. (Man setzt weiter
deg(0) := —o0). Es ist deg(fg) = deg(f) + deg(g).

(g) Ist g # 0 und gq1 = gqo mit Polynomfunktionen qi,q: K — K, so ist
41 = Q2.

(h) Seien A1,..., A\ € K paarweise verschieden, ny, ... ,ny; € N und f(z) =
(x — A)™ - (x — N)™h(x) mit einer Polynomfunktion h: K — K
ohne Nullstellen in K. Dann ist {\1,..., Ao} = {x € K: f(x) =0} die

Menge aller Nullstellen von f und \; legt die Zahln; (die “Vielfachheit
der Nullstelle \;”) eindeutig fest, fir alle j € {1,...,(}.

(i) Seien auch fi,q1: K — K Polynomfunktionen und M C K eine un-
endliche Teilmenge mit g(z) # 0 und g1(x) # 0 fir alle x € M. Gilt

fx) _ Ale)
9(x)  gi(z)
so st f(x)/g(x)= fi(z)/g1(x) fiir alle x €K mit g(x)#0 und g, (x)= 0.

(j) Ist K = C und a,, = 1 (also f ein “normiertes” Polynom), so gibt es
ay,...,a, € Cderart, dass f(z) = (x —aq) -+ (x — av,) fiir alle z € C.

fir alle x € M, (167)

(k) Sei K =R und A € C\ R eine nicht reelle, komplexre Nullstelle von f

in dem Sinne, dass die komplexe Polynomfunktion

fc:C—=C, 22— Zajzj
§=0
A als Nullstelle besitzt, also Z?:o a;N = 0. Dann ist auch das komplex

Konjugierte \ eine Nullstelle. Ist f nicht die Nullfunktion, so haben
die Nullstellen X und X von fc die gleiche Vielfachheit.

Beweis. (a) Wére n = 0, so wére f(z) = ag und aus 0 = f(a) = ao wiirde
f(z) = 0 folgen fiir alle x € K (im Widerspruch zur Annahme). Also ist
n > 1. Eine Polynomdivision zeigt, dass es ein Polynom h wie angegeben
und eine Konstante C' € K derart gibt, dass fiir alle x € K

f(x) = (v — a)h(z) + C.

258



Einsetzen von z = « liefert 0 = f(a) = C.

(b) Der Beweis ist per Induktion nach n. Hat f keine Nullstelle in K, so
gilt die Aussage mit k£ := 0 und h := f. Habe nun f eine Nullstelle o € K. Ist
n=1,s0ist h(x) = ¢ in (a) und f(z) = mr+ap = (r —a)h(z) = (x —a)cy
nicht die Nullfunktion in x, somit ¢y # 0. Also hat h keine Nullstelle. Gilt die
Aussage fiir n—1 statt n, so schreiben wir f(x) = (z—a)h(x) mit h wie in (a).
Da f nicht die Nullfunktion ist, kann auch A nicht die Nullfunktion sein. Per
Induktion gibt es ein ¢ € Ny, ay,...,a; € K und eine Polynomfunktion
H:K — K der Form H(z) = Z;:& ~*C;27 ohne Nullstellen in K derart,
dass

h(z)=(x—aq) - (x —ap)H(x).
Mit k£ := ¢+ 1 und oy := «a ist dann f(x) = (r — 1) ... (x — ag)H(z) von
der gewiinschten Form.

(c) Nachdem wir f und g notfalls vertauschen, diirfen wir n < m an-
nehmen. Wir setzen a; := 0 fiir j € {n+1,...,m}. Dann hat die Polynom-
funktion

g— K=K, xr%Z(bj—aj)xj
=0
jedes der Elemente x € M als Nullstelle. Ware g — f nicht die Nullfunktion,
so hétte g — f nach (b) hochstens n verschiedene Nullstellen, im Widerspruch
zu (g — f)lm = 0. Also ist g — f = 0 und somit f = g.
(d) Widerspruchsbeweis. Angenommen, fiir ein N € Ny gébe es co, ..., cy
€ K mit (cg,...,cn) # (0,...,0) derart, dass

N
h(z) := Z c;r! =0 fiir alle 7 € K.

=0

Dann konnten wir N minimal wéhlen mit dieser Eigenschaft. Aufgrund der
Minimalitdt von N wére cy # 0. Wegen 0 = h(0) = ¢y wire weiter N # 0,
somit N > 1. Ausklammern von z liefert nun

N N-1
hz) =Y cjad = wH(x) mit H(z) =Y cjua?
j=1 Jj=0

fur alle z € K. Also ist H(z) = 0 fiir alle z € K\ {0} und somit fiir alle
x € K, nach (c¢). Dies widerspricht der Minimalitdt von N. Somit kann kein
solches N existieren.
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(e) Wir setzen a; := 0 fiir j € {n+1,...,n}. Dannist 0 = g(x) — f(z) =
>t o(by — a)2? fiir alle 2 € K und somit b; — a; = 0 (und folglich a; = b;)
fir alle j € {0,...,m}, nach (d).

(f) Die Wohldefinertheit des Grads deg(f) folgt aus (e). Die Gradformel
fir fg ist klar, wenn f = 0 oder ¢ = 0. Andernfalls diirfen wir (eventuell
nach Verkleinern von n und m) annehmen, dass a,, # 0 und b, # 0. Nun
ist (fg)(z) = Y710 ¢ja? mit ¢; ==Y, ,_ arb, mit Summationsindizes k €
{0,...,n} und ¢ € {0,...,m}. Da cyrm = anb, # 0, folgt deg(fg) =
deg(f) deg(g).

(g) Da 0 = g(q1 — ¢2) mit g # 0, muss wegen der Gradformel ¢; — ¢y =0
sein.

(h) Es ist klar, dass {A1,...,A\¢} die Menge der Nullstellen von f ist.
Gelte nun auch f(z) = (x — A\)™ -+ (x — A\)™ H(x) mit my,...,my € N
und einem Polynom H ohne Nullstellen. Wir zeigen ny = m; (dass n; = m;
fir alle j € {2,...,¢}, kann entsprechend bewiesen werden). Nachdem wir
die Rollen der n; und m; notfalls vertauschen, diirfen wir annehmen, dass

ny < mq. Dann ist also
f(z) = (z = A)" ha(z) = (2 — M)" ho(2)
mit by (z) 1= (2 — Ag)™ - - (& — A)"h(z) und
ha(2) = (2 — A)™ ™ (2 — Ao)™ . (3 — A)™ H(x).

Mit (g) folgt hy = hy. Somit muss n; = my sein, denn wéire m; > nq, SO
erhielten wir den Widerspruch ha(A1) = 0 # hi(A).
(i) Multiplikation von (167) mit g(z)g;(x) zeigt, dass

f(@)gi(x) = fi(z)g(x)

fir alle z € M und somit fiir alle z € K, nach (c). Die Behauptung folgt.
(j) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes nicht-konstante
komplexe Polynom eine Nullstelle in C. In (b) muss daher h konstant sein,
also n — k = 0 und h(x) = ¢o. Vergleich des Leitkoeffizienten 1 von f mit
demjenigen von (z — ay) -+ (x — ap)h(x) = coz™ + - - - liefert ¢q = 1.
(k) Aus 0 =37 ;a; N folgt




(wobei @; = a;, weil a; € R). Also ist auch \; eine Nullstelle von fc.
Sei nun f nicht das Nullpolynom und ohne Einschrankung a, # 0. Seien
aq, ..., q die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von f (also auch
von fc) und A, i, ..., Ag, A die komplexen nicht-reellen Nullstellen von f
mit den Vielfachheiten my, ky, ..., my, ko Aus (j) folgt, dass

j=1 j=1
fur alle z € C. Also ist
k ; o
an [z = )™ [J (= = A)™ (@ = Xy)%
i=1 j=1
L k
= f@)=f@)=an [J(x = o)™ [J(x = X)™ (@ — A"
j=1 7j=1

fur alle z € R. Nach (c) folgt fiir alle z € C, dass
k ¢ B
fe(z) =an [J(z =)™ [J(z = X)™ (2 = A"
j=1 j=1

Also gilt m; = k; fiir alle j € {1,...,¢}, nach (h). O

C Wiederholung: Metrische Raume, Stetigkeit

Wir wiederholen Begriffe, die in der Analysis 1 von Prof. Gléckner bereits
eingefiithrt wurden (metrische Raume, Umgebungen, offene und abgeschlossene
Mengen, Stetigkeit, Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen, Vollstandigkeit).

Eine Metrik ordnet zwei Elementen x,y einer Menge X eine reelle Zahl
d(xz,y) > 0 zu, die wir dann auch den Abstand von x und y nennen.

Definition C.1 Gegeben eine Menge X nennen wir eine Funktion
d: X x X = [0,00[, (z,y)— d(x,y)

eine Metrik auf X, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:
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(a) (Definitheit) Fiir z,y € X gilt genau dann d(x,y) = 0, wenn = = y.
(b) (Symmetrie) Fiir alle z,y € X gilt d(y, z) = d(z,y).
(c) (Dreiecksungleichung) Fiir alle x,y,z € X gilt

d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy).

Ist d eine Metrik auf X, so nennen wir das Paar (X, d) einen metrischen
Raum.

Beispiel C.2 Jede Teilmenge X C R ist ein metrischer Raum mit der
Metrik
d: X x X — [0,00], d(z,y) = |z -yl

ebenso fiir Teilmengen X C C.

[Es gilt ndmlich 0 = d(z,y) = | — y| genau dann, wenn z — y = 0, also
r =1y. Weiter ist

dy,x) =ly ==z =|(=1)- (@ =y =[-1] |z —y| = |z —y[ = d(z,y)
und
d(z,y) = e =yl =z —2)+ (z —y)| <[z — 2|+ |z —y| = d(z, 2) + d(z,y)
fir alle z,y,2z € X |

In jedem metrischen Raum kénnen wir von Umgebungen eines Punkts, offe-
nen Mengen sowie abgeschlossenen Mengen reden.

Definition C.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Gegeben r € X und € > 0 nennen wir®

B.(z) :={y € X:d(z,y) < e}
die offene Kugel vom Radius € um z und

B.(r):={y € X:d(x,y) <&}

46Der Buchstabe “B” erinnert an das englische Wort ball.
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die abgeschlossene Kugel vom Radius € um x. Wir schreiben auch BX(z) oder
Bd(x) statt B.(z), falls es nétig ist, auf den zugrunde liegenden metrischen
Raum oder die benutzte Metrik hinzuweisen. FEntsprechend schreiben wir

auch Ef(a:) oder Bf(as) statt B.(z).

(b) Sei x € X. Eine Teilmenge V' C X heifit Umgebung eines Punkts
x € X, wenn sie eine Kugel um x enthalt, also

(3= > 0) B.(z) C V.

(c) Eine Teilmenge V' C X heifit offen, wenn sie eine Umgebung von
jedem x € V ist, also

(Vz € V)(3 > 0) B.(x) C V.

(d) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X \ A offen ist.

Beispiel C.4 (a) In Rist B.(z) =]z — e,z + ¢ fiir x € R und € > 0.
(b) In C ist fir z = 2 + iy mit z,y € R und ¢ > 0 wegen d(z,a + ib) =

V(T —a)?+(y—b)
B.(z) ={a+ib: a,b € Rmit d(z,a +1ib) < e}

die Kreisscheibe aller a + b € C mit a,b € R und (a — x)? + (b — y)? < &%

Bemerkung C.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

B.(z) ist d(x,y) < ¢

(a) Jede Kugel B.(z) ist offen, denn fiir alle y €
) C B.(z), da wegen der

und somit r := ¢ — d(z,y) > 0. Dann ist B,.(y
Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) +r=d(z,y) + ¢ —d(z,y) = ¢

fir alle z € B,.(y).

(b) Jede Kugel B.(x) ist abgeschlossen, denn ist y € X \ E_g(x), so ist
d(z,y) > e und somt r := d(x,y) —e > 0. Dann ist B,(y) C X \ B.(x), denn
fir alle z € B,(y) folgt aus

d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) < d(x,z)+r=d(z,z) +d(z,y) — ¢,

dass d(z,z) > ¢.
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Bemerkung C.6 Sei (X, d) wie zuvor und z € X.

(a) B.(x) heiit auch (offene) e-Umgebung von x in X und manche be-
nutzen die Notation U.(x) statt B.(z).

(b) Ist V' eine Umgebung von z in X, so auch jede Teilmenge W C X
mit V C W.

Kennen wir die offenen Mengen, so konnen wir tibrigens auch die z-Umgebungen
wieder rekonstruieren:

(c) Eine offene Teilmenge V' C X ist genau dann eine Umgebung von z,
wenn z € V.

(d) Eine Teilmenge W C X ist genau dann eine Umgebung von z, wenn
sie eine offene Umgebung von x enthalt.

Satz C.7 Fiir jeden metrischen Raum (X,d) gilt:
(O1) Die leere Menge () ist offen in X und X ist offen.

(02) Fir jede Familie (V;)jes von offenen Teilmengen V; C X ist auch die
Vereinigung ;e ; V; offen.

(O3) Fir alle offenen Teilmengen Vi und Vo von X ist auch der Durchschnitt
ViNVy offen in X.

Beweis. (O1) Gegeben z € X ist Bi(z) C X, also X offen. Wire () nicht
offen, so gébe es ein x € () (Widerspruch!) derart, dass B.(z) € 0 fiir alle
e>0.
(02) Ist z € U;c,; Vj =V, so gibt es ein j € J mit x € V;. Da V; offen
ist, existiert ein € > 0 mit B.(z) C V;. Dann ist B.(z) C V. Also ist V offen.
(03) Sei x € ViNV;. Fiir j € {1,2} gibt es ¢; > 0 mit B, (z) €V}, da 'V}
offen ist. Fiir € :== min{ey, 5} ist nun B.(z) C B, (z) N B, (x) CViNV,. O

Definition C.8 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,),en eine Folge von

Elementen z,, € X. Wir sagen, (z,)nen konvergiert gegen ein z € X, wenn

(Ve > 0)(IN € N)(Vn > N) d(z, z,) < €.
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In diesem Fall schreiben wir auch z,, — x fir n — oco. Wir werden gleich
sehen, dass x eindeutig festgelegt ist; wir nennen z den Grenzwert (oder
Limes) der Folge (x,)nen und schreiben

lim z, := z.
n—oo

Eine Folge (z,)nen in X heifit konvergent, wenn sie gegen ein z € X kon-
vergiert; anderenfalls heifit sie divergent.

Lemma C.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen eine Folge in X.
Konvergiert (z,)nen gegen x € X und gegen y € X, so ist x = y.

Beweis. Gegeben € > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,,z) < ¢ fiir all
n > N. Weiter existiert ein M € N derart, dass d(z,,y) < ¢ fiir alle n > M.
Sei n := max{N, M}. Dann ist

d(z,y) < d(x,r,) 4+ d(2,, y) < 2e.
Also gilt d(z,y) < 2e¢ fiir alle ¢ > 0 und somit d(x,y) = 0, folglich x =y. O

Lemma C.10 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,,)nen eine Folge in X .
Gegeben x € X sind dquivalent:

(a) Die Folge (x,)nen konvergiert gegen x, also (Ve > 0)(IN € N)(Vn > N)
d(z,x,) < e.

(b) Fir jede Umgebung W von x existiert ein N € N derart, dass x,, € W
fur allm > N.

Beweis. (a)=(b): Ist W C X eine Umgebung von z, so existiert ein € > 0
derart, dass B.(z) C W. Nach (a) existiert ein N € N derart, dass d(z, z,) <
e fir alle n > N, also x,, € B.(z) C W.

(b)=-(a): Gegeben € > 0 ist B.(z) eine Umgebung von z. Also existiert
nach (b) ein N € N derart, dass x, € B:(x) fiir alle n € N mit n > N und
somit d(z, x,) < e. O

Satz C.11 Sei (X,d) ein metrischer Raum. FEine Teilmenge A C X ist
genau dann abgeschlossen, wenn

lim a, € A

n—oo

fiir jede in X konvergente Folge (a,)nen in A.
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Beweis. Sei A abgeschlossen und (a,),en eine Folge von Elementen a,, € A,
welche in X gegen ein x € X konvergiert. Ware x ¢ A, so ware W :=
X \ A eine offene Menge mit © € W, also eine Umgebung von z. Nach
Lemma C.10(b) gébe es also ein N € N derart, dass a,, € W fiir alle n > N.
Insbesondere wire ay € W = X \ A, im Widerspruch zu ay € A. Also muss
doch z € A sein.

Sei nun A nicht abgeschlossen, also X \ A nicht offen. Es gibt also ein
x € X \ A derart, dass

(Ve > 0) Be(x) € X\ 4,

also B.(z) N A # (. Da wir ¢ = 1/n wéhlen konnen, sehen wir: Fiir jedes
n € N existiert ein a, € By/,(z) N A. Wegen d(z,a,) < 1/n — 0 gilt dann
a, — x, wobei x & A. O

Definition C.12 Seien metrische Rdume (X, dx) und (Y, dy ) gegeben sowie
eine Funktion f: X — Y. Wir nennen f stetig an einer Stelle x € X, wenn

(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € X) dx(z,y) <8 = dy(f(z), f(y)) <e, (168)

also

(Ve > 0)(30 > 0) f(B5 () C B (f(x))- (169)

Ist f: X — Y an jeder Stelle x € X stetig, so nennen wir die Funktion f
stetig.

Lemma C.13 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und v € X. Fir
eine Funktion f: X — 'Y sind dquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle x;

(b) Fiir jede Umgebung V von f(x) in'Y ist das Urbild f~*(V) eine Umge-
bung von x in X;

(¢c) Fir jede Folge (zp)nen in X mit x, — x gilt f(z,) — f(x) firn — oo,
also

lim f(x,) = f(x).

n—o0
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Beweis. (a)=-(b): Ist V eine Umgebung von f(z) in Y, so existiert ein € > 0
mit BY (f(x)) C V. Nach (a) existiert ein § > 0 mit f(B(z)) C BY (f(x)).
Dann ist f(Bg(z)) C V, also Bf(z) C f~(V) und somit f~*(V) eine
Umgebung von z in X.

(b)=(a): Gegeben ¢ > 0 ist V := BY(f(x)) eine Umgebung von f(z)
in Y, nach (b) ist also f~*(V) eine Umgebung von z. Es existiert also ein
§ > 0 mit Bf(z) C f~1(V) und somit f(B¥(z)) CV = BY (f(x)).

(a)=-(c): Sei f stetig an der Stelle z und (z,)nen eine Folge in X mit
x, — x. Gegeben € > 0 existiert ein 0 > 0 derart, dass

(Vy € X) dx(z,y) <6 = dy(f(z), fly)) <e.

Da x, — x, existiert ein N € N derart, dass
dx(x,x,) <6

fir alle n > N. Fir alle n > N koénnen wir oben y := x, nehmen und
erhalten dy (f(z), f(z,)) < e. Also gilt f(z,) — f(x).

—(a)= —(c): Ist f unstetig an der Stelle z, so gibt es ein € > 0 derart, dass
fiir jedes 0 > 0 ein y € X existiert mit dx(z,y) < 0 und dy(f(x), f(y)) > e.
Fiir n € N wenden wir dies mit 6 := 1/n an und erhalten ein z,, € X mit
dx(z,z,) < 1/n und dy(f(x), f(x,)) > €. Da dx(z,z,) = 1/n — 0 fiir
n — oo, gilt x, — x. Wegen dy (f(x), f(x,)) > ¢ fir alle n € N konvergiert
die Folge (f(z,))nen nicht gegen f(x). O

Satz C.14 Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Raume. Fir eine Funktion
f: X =Y sind dquivalent:

(a) f ist stetig, also stetig an jeder Stelle x € X;

(b) Fliir jede offene Teilmenge V von'Y ist das Urbild f~*(V') eine offene
Teilmenge von X;

(c) Fliir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist das Urbild f~*(A) eine
abgeschlossene Teilmenge von X;

(d) Fir jede konvergente Folge (xy)nen in X konvergiert (f(xy))nen in Y
gegen f(lim, o x,), es gilt also



Beweis. Nach Lemma C.13 sind die Bedingungen (a) und (d) dquivalent.
(a)=-(b): Sei V. C Y offen und x € f~}(V). Da V eine Umgebung
von f(z) ist, ist nach Lemma C.13(b) f~!(V) eine Umgebung von z, es gibt
also ein § > 0 mit B (x) C f~1(V). Alsoist f~1(V) offen.
(b)=-(c): Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, so ist Y \ A eine
offene Teilmenge von Y, somit nach (b)

FYNA) =X\ f(4)

eine offene Teilmenge von X. Also ist f~!(A) abgeschlossen.
(¢)=(b): Ist V eine offene Teilmenge von Y, so ist Y\ V' eine abgeschlossene
Teilmenge von Y, somit nach (c)

FHYAV) =X\ (V)

eine abgeschlossene Teilmenge von X. Also ist f~1(V) offen.

(b)=(a): Ist z € X und W C Y eine Umgebung von f(z), so gibt es
eine offene Umgebung V von f(z) in Y mit V' C W. Nach (b) ist f~1(V)
offen. Da x € f~1(V), ist f~1(V) eine offene z-Umgebung und somit auch
F7YW) D f~YV) eine Umgebung von z in X. Nach Lemma C.13(b) ist f
also an der Stelle x stetig. a

Insbesondere ist also e-d-Stetigkeit von f (wie in Bedingung (a) des vorigen
Lemmas) dquivalent zu Folgenstetigkeit von f (wie in Bedingung (d)).

Satz C.15 Seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Ridume, x € X und
f: X =Y sowie g: Y — Z Funktionen. Ist f stetig an der Stelle x und g
stetig an der Stelle f(x), so ist die Komposition

gof+ X =2 y—g(f(y)
stetig an der Stelle x.

Beweis. Ist V eine Umgebung von ¢g(f(z)) in Z, so g7*(V) eine Umgebung
von f(z) in Y, da g an der Stelle f(z) stetig ist. Somit ist f~(g~(V)) eine
Umgebung von z in X, da f an der Stelle x stetig ist. Somit ist (go f)~}(V) =
g7 H(V)) eine Umgebung von z in X, also g o f stetig an der Stelle z. O

Satz C.16 Seien (X,d) ein metrischer Raum, x € X und f,g: X — R
Funktionen, die an der Stelle x stetig sind.
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(a) Dann sind auch fg: X — R, y — f(y)g(y) sowie f+ g: X — R,
y— f(y)+g(y) stetig an der Stelle x. Ist g(X) C R\ {0}, so ist weiter
die Funktion 1/g: X — R, y+— 1/g(y) stetig an der Stelle x.

(b) Fir a,B € Ristaf +g9: X = R, y — af(y) + Bg(y) stetig an der
Stelle x.

Beweis. Ist (x,,)nen eine Folge in X mit 2, — x, so gilt unter den genannten
Voraussetzungen

f(xn)g(zn) = f(2)g(y),  flan) +g(zn) = f2) +9(2), 1/g(zn) = 1/g(2)

und af(z,) + Bg(xn) = af (x)+ Bg(x) fiir n — oo, nach dem Grenzwertsatz
fiir Folgen der Analysis 1. O

Definition C.17 Sei (x,)nen eine Folge in einer Menge X. Eine Teilfolge
von (2, )nen ist eine Folge der Form (z,, )reny mit natiirlichen Zahlen

ng<ng <---.

Lemma C.18 Sei(X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen €ine konvergente
Folge in X, mit Grenzwert x. Dann konvergiert auch jede Teilfolge (zy, )ken
gegen x. Allgemeiner gilt

Ty — T fiir k — oo

fiir jede Funktion 6: N — N derart, dass 0~'({1,...,m}) endlich ist fiir jedes
m € N.

Beweis. Teilfolgen von (z,),en sind ein Spezialfall von Folgen der Form
(o) )ren (im Fall einer Teilfolge ist §: N — N streng monoton wachsend).
Es gentigt daher, die letzte Aussage zu beweisen. Gegeben ¢ > 0 existiert
ein N € N derart, dass

d(z,z,) <e fur allen > N. (170)

Da das Urbild
F=0"{1,...,N—1})

per Voraussetzung eine endliche Teilmenge von N ist, existiert ein ky € N
derart, dass kg > k fiir alle k € F. Fiir alle £ € N mit & > kg ist dann
O(k) € N\ {1,...,N — 1}, also §(k) > N, somit d(x,zgr)) < € nach (170).

O
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Definition C.19 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,)nen in X
wird Cauchyfolge genannt, wenn

(Ve > 0)(IN € N)(Vn,m > N) d(x,, ) < €.

Ist in X jede Cauchyfolge eine konvergente Folge, so nennt man den metrischen
Raum (X, d) vollstindig.

Beispiel C.20 Wir haben in Analysis 1 gesehen, dass in R und C jede
Cauchyfolge konvergiert; mit d(z,y) := |x—y| ist also (R, d) ein vollstandiger
metrischer Raum (ebenso (C, d)).

Lemma C.21 Fir jeden metrischen Raum (X,d) gilt: Jede konvergente
Folge (xp,)nen in X ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei x der Grenzwert der konvergenten Folge (x,),en. Gegeben
e > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,z,) < /2 fiir alle n > N. Somit
gilt fir alle n,m > N

d(xp, ) < d(zp, ) +d(x,2,,) <e/2+e/2 =¢.
Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist somit genau dann vollsténdig, wenn fiir jede
Folge (z)nen in X gilt: (2,)nen ist genau dann konvergent, wenn (2, )nen
eine Cauchyfolge ist.

Lemma C.22 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,)nen eine Cauchyfolge
in X. Hat (x,)nen eine konvergente Teilfolge, so ist (x,)nen konvergent. Die
gleiche Schlussfolgerung gilt, wenn (T )ren konvergiert fiir eine Funktion
0: N — N wie in Lemma C.18.

Beweis. Sei

x:= lim Zgp).
k—o0 0(k)

Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,,z,) < ¢ fir alle
n,m € N mit n,m > N. Da 6~'({1,..., N — 1}) endlich ist, finden wir ein
ko € N derart, dass kg > k fiir jedes £ € N mit (k) < N — 1. Somit ist
0(k) > N fiir alle k > k¢ und folglich

d(xna xH(k)) <e€
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fiir alle n > N und k > ky. Fiir festes n > N folgt

d(xn, ) = lim d(z,, zew)) < ¢,
k—o0
da d(z,,): X = R, y — d(x,,y) stetig ist (wie wir gleich in Beispiel C.28
nachrechnen). Also gilt x,, — x fiir n — oo. a

Definition C.23 Essei (z,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).
Ein Element = € X wird ein Haufungspunkt der Folge (x,,),en genannt, wenn
fiir jedes € > 0 die Menge

{n e N:d(z,z,) <e}
eine unendliche Menge ist, also
(Ve > 0)(VYN e N)(3n > N): d(z,z,) < e.

Lemma C.24 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum, ©x € X und (x,)nen €ine
Folge in X. Dann sind dquivalent:

(a) Es existiert eine Teilfolge (x,, )ken mit

lim z,, =x.
k—o0

(b) z ist ein Haufungspunkt der Folge (x,)nen-

Beweis. (a)=-(b): Sei (z,, )ren eine gegen x konvergente Teilfolge. Gegeben
e > 0und N € N existiert ein kg € N derart, dass d(z,z,,) < ¢ fir alle
k > ko. Da ny — oo fiir k — oo, existiert ein £ € N mit n, > N und k > ko,
also d(z,x,,) < €.

(b)=-(a): Sei ng := 0. Sei k& € N und seien ny < --- < my_1 bereits

gefunden derart, dass

1
d(x,z,,) < =
(%, 2n,) ;

fur alle j € {1,...,k — 1}. Da die Menge

{n e N: d(x,z,) < 1/k}
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unendlich ist, existiert ein ny > ny_; mit d(z,z,,) < Die Konstruktion
liefert eine Teilfolge (2, )ren derart, dass d(x,x,,) < + fir alle k£ € N und
somit x,, — . O

Eod L= TS

Spezielle stetige Abbildungen

Sind (X, dy) und (Y, dy) metrische Rdume, so ist eine Abbildung f: X — Y
per Definition stetig, wenn sie an jeder Stelle x € X stetig ist, also

(Ve € X)(ve > 0)(30 > 0)(Vy € X) dx(z,) < 6 = dy(F(2), f(1)) < &.

(171)

Wir erinnern an zwei starkere Stetigkeitseigenschaften, die manchmal von
Nutzen sind.

Definition C.25 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume.

(a) Eine Abbildung f: X — Y heifit gleichmdflig stetig, wenn

(Ve > 0)(30 > 0)(Ve € X)(Vy € X)dx(z,y) < =dy(f(x), f(y)) < (5 |
172

(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein L €
0, 00| derart gibt, dass

(Vo,y € X) dy(f(z), f(y) < Ldx(z,y).
Man nennt solch ein L eine Lipschitz-Konstante fir f.

Satz C.26 Es seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y
eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f gleichmdfig stetig.
(b) Ist f gleichmdfig stetig, so ist f stetig.
Insbesondere ist jede Lipschitz-stetge Abbildung stetig.

Beweis. Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L und € > 0, so setze




Dann gilt fiir alle x,y € X mit dx(z,y) < ¢, dass
dy (f(x), f(y)) < Ldx(z,y) < (L +1)dx(z,y) <(L+1) =&

also ist f gleichmafig stetig.

Ist f gleichméaBig stetig und zy € X, so existiert zu € > 0 ein § > 0
derart, dass fiir alle x,y € X mit dx(z,y) < ¢ folgt, dass dy (f(z), f(y)) < e.
Insbesondere gilt fiir alle y € X mit dx(z¢,y) < 0, dass dy (f(z0), f(y)) < e.
Also ist f an der Stelle x( stetig und somit stetig, da zy beliebig war. O

Bemerkung C.27 Man beachte, dass in (171) und (172) lediglich die Rei-
henfolge der Quantoren verschieden ist. Die Bedingung (172) ist stérker, da
hier ¢ sogar unabhéangig von x gewahlt werden kann.

Beispiel C.28 Fiir jeden metrischen Raum (X, d) und jedes x € X gilt
(Vy,z € X) |d(z,y) —d(z, 2)| < d(y, 2), (173)
woran wir gleich noch einmal erinnern. Also ist die Abbildung
d(z,-): Y = [0,00[, y— d(z,y)
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 (insbesondere stetig).
[In der Tat ist d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), somit
d(z,y) — d(z,z) < d(z,y) = d(y, 2).

Vertauschen der Rollen von y und z zeigt, dass auch

—(d(x,y) —d(z,2)) = d(x, 2) — d(z,y) < d(y, 2).
Also ist |d(z,y) — d(x, )| < d(y,2).]
Beispiel C.29 Die Exponentialfunktion

exp: R— R, x—¢"

ist stetig, aber nicht gleichmafig stetig. Sei namlich € := 1. Fiir § > 0 setzen
wir 2, :=n und vy, :=n + % fir n € N. Dann ist |y, — x,| = §/2 < § aber

¥ — | = e™(e%? — 1) = o0

fiir n — oo, somit |e¥» — e™*| > 1 = ¢ fiir ein geeignetes n € N.
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Beispiel C.30 De Funktion f: [0,1] — R, z — /z ist gleichméafig stetig,
aber nicht Lipschitz-stetig.

[Da |f(y) — f(O)|/|ly — 0] = 1/\/y — oo fiir y \, 0, kann f nicht Lipschitz-
stetig sein.*”

Die gleichméfige Stetigkeit von f ist klar aus Satz 1.8 der Analysis 2. Al-
ternativ kann man diese per Hand nachrechnen: Gegeben £ > 0 setzen wir
§ = 2/8. Wir zeigen, dass |f(y) — f(z)| < e fiir alle z,y € [0,1] mit
|z —y| < 0. Fiir x = y ist dies trivial; wir diirfen daher  # y annehmen
und dann auch x < y (nachdem wir beide Zahlen notfalls vertauschen). Ist
x <9, so ist y < 20 und somit

@)= @) < [f@)I+1f@)] = Vo + Ve < Vo + V20 = % +g <e.

Ist x > 0, so ist auch y > ¢ und somit

<6
) 1 €

Mf zﬁ

Weitere Grundbegriffe zu metrischen Raumen

Im vorliegenden Analysis 2-Skript werden Sie weitere Grundbegriffe im Be-
reich der metrischen Raume kennenlernen. So begegnen uns der Begriff der
induzierten Metrik auf einer Teilmenge M eines metrischen Raums X; die
Produktmetrik auf einem Produkt X; x X5 metrischer Raume und der Be-
griff eines prakompakten (total beschrankten) metrischen Raums. Zum an-
deren werden uns Begriffe begegnen, die nicht nur fiir metrische Raume, son-
dern allgemeiner fiir sogenannte topologische Raume X und ihre Teilmengen
definiert werden konnen (wie Abschluss, Inneres und Rand einer Teilmenge
M C X; Begriff der Kompaktheit). Jenseits der Analysis 2 kommen noch
weitere wichtige Satze iber metrische Raume hinzu, etwa der Bairesche Ka-
tegoriensatz und der Satz von Arzela-Ascoli.

47Fiir eine Lipschitz-Konstante L wire niimlich stets |f(y) — f(0)| < L|y — 0], also

[f(y) = F(O)I/ly — O] < L.

274



