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Hausiibungen

Aufgabe H13 (Ein uneigentliches Integral; 5 Punkte)

Fiir n € N definieren wir a,, := frgzﬂ)ﬂ S““”d

a) Zeigen Sie mit dem Leibniz-Kriterium, dass die Reihe Y °° . a,, konvergiert.
& X n=1 g

(b) Folgern Sie, dass das uneigentliche Integral f;o 2L dr existiert.

Lésung: Zunichst zeigen wir ein Lemma:

Lemma. Die Folge (fé:H)ﬂ %dx)neN st eine monoton fallende Nullfolge.

Proof. Mit der Stetigkeit des Logarithmus erhalten wir

/("H) ~dr =1n((n+ 1m) ~ () = Inn -+ 1) =~ In(n) = In(" %) = (1) = 0.
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Es gilt zudem
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Nun zur Aufgabe.
(a) Es gilt fn(zﬂ)ﬂ Smx(m) do = (—1)ntL. [(Fhm |Sm(r)‘ . Wir erhalten
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Zan— Z—l /

Wir wollen das Leibniz-Kriterium anwenden.

Es gilt nach obigem Lemma: 0 < fn—H ‘Sile < fé:HM%
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ist zudem monoton fallend:
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Es folgt die Aussage.
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(b) Sei B, — oo. Wir zeigen, dass y, = ff" szﬁ

dx eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu
e > 0. Wir wéhlen N; € N so grof}, dass
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fir alle kq, ko > Ny mit k; < ko. Sei nun N € N so groB, dass 5, > Ny« fiir alle
n > N. Gegeben seien nun n,m > N mit n < m. Wir rechnen
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Aufgabe H14 (Eine glatte Funktion; 5 Punkte)
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Sei p: R — R eine Polynomfunktion auf R. Wir betrachten die Abbildung

1 -1,
P (O R
’ 0:2<0.

Zeigen Sie durch Induktion, dass fiir alle ¥ € N die Funktion f eine C*-Abbildung ist
und es eine Polynomfunktion ¢: R — R gibt, sodass

1 -
f0 ) = Jaz) e e>0

0 x <0.
Insbesondere ist also die Abbildung

1
Tz x>0
ffR=>R, z—~ © “
0:z<0.
eine C'*°-Abbildung.

Lésung: Wir definieren die Polynomfunkion ¢: R — R, z + —p/(z) - 22 +p(x) - 2*
die Abbildung

sowie
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g R—-R, z+— q(i)-ez re >0
’ 0 rx <0.
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Nach G 14 sind f und g als Linearkombination stetiger Funktionen wieder stetig. Auf
| — 00,0[ ist f stetig differenzierbar mit f'(x) = 0 = g(x). Auf ]0,00[ gilt f'(x) =
p(E)y-(-1)- & - ez +p(2)- e - 2 = g(x). Nach G 15 ist f also differenzierbar mit
/" = g. Der Rest der Aussage folgt durch Induktion, da g von der gleichen Form ist wie
f-

Aufgabe H15 (Das zweiseitige uneigentliche Integral; 5 Punkte)

Seien —o00 < a < b < +oo und f: Ja,b[— R eine Abbildung, sodass f fiir alle a <
B €la,b| iiber |a, f] Riemann-integrierbar ist. Man wihlt ein 6 €]a, b] und definiert das

uneigentliche Integral fab f(t)dt als

[ war= [ swars [ o

wenn beide uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite existieren. Zeigen Sie, dass die
Existenz und der Wert des uneigentlichen Integrals ff f(t)dt unabhéngig von der Wahl
von 6 ist.

Losung: Seien 05 €]a,b[ und ¢ := 902 f.
i Zunéchst zeigen wir: f:b f existiert genau dann, wenn fae f existiert.
Sei dazu S €]a, 63]. Dann gilt fg2 f= fgf + f:Z f= fg +c
ii Analog zeigt man, dass fel; f genau dann existiert, wenn fab f existiert.
Wir sehen, dass die Existenz des Integrals nicht von der Wahl von 6 abhéngt.

Angenommen fae f und feb f existieren. Dann gilt

[oofo=[losfre [Fos for= oo s



