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Gruppeniibungen

Aufgabe G 17 Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 4.6: Sei (G;);ecs eine Familie
von Gruppen, A := [[,.; G; und R die Menge der reduzierten Worter in W (A). Zeigen
Sie, dass fiir festes ¢ € I die Abbildung

o:GixR— R, (9,(a1,...,an))—~ge(a,...,ap)

mit
(a1, ..., ap) falls g = 1¢,,
(g,a1,...,an) falls a1 ¢ G;, 9 # 1, oder n =0,
ge(a,...,ap) = .
(gai,...,an) falls a1 € G; und ay # g+,
(ag,...,ap) falls a; € G; und a1 = g+

eine Gruppenwirkung ist.

Aufgabe G 18 Sei J eine Menge. Zeigen Sie, dass die freie Gruppe iiber J die folgen-
de universelle Eigenschaft erfiillt: Fiir jede Gruppe H und jede AEbildung f:J—H
existiert genau ein Gruppenhomomorphismus f: k;ec;Z — H mit f(a;) = f(j).

Aufgabe G 19 Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe 71 (X, 0) der folgenden Teilmen-
ge X C R? mit Hilfe des Satzes von Seifert und van Kampen:



Hausiibungen

Aufgabe H 12 Sei GG eine Gruppe. Eine abelsche Gruppe A zusammen mit einem Grup-
penhomomorphismus ¢: G — A heifit Abelisierung von G, falls die folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir jede abelsche Gruppe H und jeden Gruppenhomomorphismus f: G — H existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus g: A — H mit f = go ¢:

GLA

NI

H.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jede Gruppe G eine Abelisierung existiert. Betrachten Sie dazu
die Kommutatorgruppe

G,G] = {[a,b]: a,b € G}) mit [a,b] :=aba b1,

d.h. die von den Kommutatoren [a,b] erzeugte Untergruppe. Zeigen Sie, dass der
Quotient Gy = &/ a. ¢ eine wohldefinierte Gruppe ist und zusammen mit der
Quotientenabbildung gg: G — Gy eine Abelisierung von G bildet.

(b) Zeigen Sie, dass die Abelisierung eindeutig bis auf einen eindeutig bestimmten Iso-
morphismus ist.

(c) Seien G und H Gruppen und ¢: G — H ein Homomorphismus. Zeigen Sie, dass es
einen eindeutigen Homomorphismus ¢.p: Gy — Hap gibt, sodass pqp 096 = g o .



