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Gruppeniibungen

Aufgabe G1 (Rationale Potenzen)
Seien (K, K ) ein vollstindig angeordneter Korper und a,b € K.

(a) Zeigen Sie, dass die im Skript in Definition I1.2.22 eingefiihrte rationale Potenz
wohldefiniert ist. D.h., zu zeigen ist: Fiir alle p,p’ € Z und ¢, ¢’ € N mit % =2 gilt

q/
Va1 = R/a?'.
(b) Zeigen Sie, ¥/aP = (/a)? fiir alle p € Z und ¢q € N.
Aufgabe G2 (Rechenregeln fiir rationale Potenzen)
Seien (K, K ) ein vollstindig angeordneter Korper und a,b € K .

(a) Zeigen Sie, dass fiir n € N aus a < b auch {/a < /b folgt.
(b) Zeigen Sie, dass fiir r € Q4 aus a < b auch a” < b" folgt.
(c) Zeigen Sie, (ab)” = a”b" fir r € Q4 gilt. Hinweis: Man betrachte zuerst die Falle
re€Ngund r = %, k € N, und setze dann beides zusammen.
Aufgabe G3 (Die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel)
Seien 1, -+ ,z, € R mit x; > 0 fiir alle i € {1,...,n}.

(a) Sei T := ﬁ 2?2_11 x;. Zeigen Sie mit Hilfe der bernoullischen Ungleichung, dass

Tittan\" T
nxT T

gilt.
(b) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (a) und einer Induktion, dass
T P S
n
Hausiibungen

Aufgabe H1 (Fixpunkte von monotonen Funktionen auf R; 5 Punkte)

Seien f: R — R monoton wachsend und a,b € R mit a < b, f(a) > a, f(b) < b. Zeigen
Sie, dass ein z € R existiert mit f(z) = x. Ein solches x nennt man {ibrigens Fixpunkt von
f. Hinweis: Betrachten Sie doch mal den Punkt z :=sup{y e R:a <y < b,y < f(y)}.



Aufgabe H2 (Komplexe Zahlen; 5 Punkte)

(a) Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z = x + iy mit z,y € R:
2—5i 4 )?

Z:4+3i’zz<1+2i) .

(b) Zeigen Sie nun, dass C kein angeordneter Korper sein kann.

(c) Seien w = u +iv und z = x + iy # 0 mit u,v,z,y € R schreiben Sie % in der Form
a+if mit o, 5 € R.

(d) Seien m < n € N, a,b € Ry. Zeigen Sie /a < {/a falls 0 < a <1 und ¥a > {a
falls a > 1

Aufgabe H3 (Eine weitere Ungleichung; 5 Punkte)
Seien z,y € R;.
(a) Zeigen Sie

(b) Zeigen Sie



