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6. Ubungsblatt zur
»Analysis I*

Gruppeniibungen

Aufgabe G1 (Rationale Potenzen)
Seien (K, K ) ein vollstindig angeordneter Korper und a,b € K .
(a) Zeigen Sie, dass die im Skript in Definition I1.2.22 eingefiihrte rationale Pc,)tenz
wohldefiniert ist. D.h., zu zeigen ist: Fiir alle p,p’ € Z und ¢, ¢’ € N mit % = f]i, gilt
Yat = Vad
(b) Zeigen Sie, ¥/aP = ({/a)P fiir alle p € Z und ¢ € N.
Losung:
(a) Seien p,p’ € Z und ¢,q¢' € N mit % = *;i:, d.h. es gilt p¢’ = p'q. Seien b = ¥,

d.h. b > 0 mit o = a% und ¢ = W, d.h. ¢ > 0 mit ¢ = a?. Nun rechnen wir
wr' = (Y = (a?)? = (a?)? = ()P = P, Nun folgt b = ¢, da Ry — Ry,
z — PP injektiv ist.

(b) Es gilt ((#a)P)? = ((¢a)?)P = aP. Also folgt die Aussage.

Aufgabe G2 (Rechenregeln fiir rationale Potenzen)
Seien (K, Ky) ein vollstindig angeordneter Korper und a,b € K.

(a) Zeigen Sie, dass fiir n € N aus a < b auch {/a < /b folgt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir r € Q4 aus a < b auch a" < b" folgt.

(c) Zeigen Sie, (ab)” = a”b" fir r € Q4 gilt. Hinweis: Man betrachte zuerst die Falle
r € Ngund r = %, k € N, und setze dann beides zusammen.

Losung:

(a) Wenn /a £ /b, dann ist /a > ¥/b und somit a = (/a)” > (Vb)™ = b also a £ b.
Dies zeigt per Kontraposition die Behauptung.

(b) Seien 0 < a < b und r = % mit p € Ng,q € N. Nach (a) gilt ¢a < Vb. Es folgt

a" = (Ya) < (Vb)r =1

(c¢) Fur r € Ny gilt (ab)” = a"b". Denn dies gilt fiir » = 0 (beiden Seiten sind gleich
1). Und gilt die Gleichung fiir gegebenes r , so folgt (ab)"*! = ab- a"b" = aa"bb" =
aT+1b7”+1.
Ist 7 = + mit k € N, so gilt (ab)” = Vab und (a"b")* = ({/a)*(V/b)* = ab nach
dem ersten Teil. Aufgrund der Eindeutigkeit der k-ten Wurzel folgt damit, dass
a"b" = (ab)".

Sei nun r = £ mit p € No und ¢ € N. Dann folgt (ab)" = Vab® = (Ya/b)y =

Y@V = av.



6. Ubung Analysis T

Aufgabe G3 (Die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel)
Seien z1,- -+ ,z, € R mit ; > 0 fiir alle i € {1,...,n}.
(a) Sei T := ﬁ Z?;ll x;. Zeigen Sie mit Hilfe der bernoullischen Ungleichung, dass

zit etz \" ] a
x

nzT
gilt.
(b) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (a) und einer Induktion, dass
VT En < A e
n

Loésung;:

(a) Wegen #t-t2n — 1 > —] rechnen mit der bernoullischen Ungleichung

<x1+---+xn>": (1+x1+---+xn—m>”2HZ?;fmﬁ:cn—m
nzT nzT T
(n—l)fj—xn—nle_i_xn:f:xl

T T T

(b) Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist klar. Die Aussage gelte fiir n — 1. Nun rechnen

WI1r
<n> Zx”<”> > 7 Do, > oo
n nx ~—~ x ~
(a) 1V.

Wurzelziehen zeigt die Behauptung.



