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8. Ubungsblatt zur
»Analysis I¢

Hausiibungen

Aufgabe H1 (Einige Sitz iiber Zahlenfolgen; 5 Punkte)

(a) Seien (zp)nen eine Folge in C und z € C. Zeigen Sie, dass die Folge (z,)nen genau
dann gegen z in C konvergiert, wenn in R die Folgen (Re(zy))nen gegen Re(z) und
(Im(2p,))nen gegen Im(z) konvergieren. Hinweis: Der Einfachheit halber schreiben
wir x, = Re(zpn), yn = Im(z,), z := Re(z) und y := Im(z). Verwenden Sie
max{|zn — x|, lyn — yl} < |20 — 2| < 20 — [+ |y — yl.

(b) Die Folge (z,,)nen komplexer Zahlen konvergiere gegen a € C. Zeigen Sie,

n
1
lim — E xj = a.
n—00 1 4
Jj=1

(c) Seien (an)nen, (bn)nens (¢n)nen Folgen reeler Zahlen mit a, < b, < ¢, fir alle
n € N und (ap)nen, (¢n)nen konvergent mit lim,,_, a, = lim,, o ¢, =: x, zeigen
Sie, dass auch (b,)nen gegen z konvergiert.

Losung:

(a) Es gelte z, — z. Wir haben |z,, — z| < max{|z, — z|, |yn — y|} < |2n — 2] = 0 also
gilt x,, — =. Analog erhalten wir y, — y.
Nun gelte 2, — = und y,, — y. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir |z, — z| <
|zn, — x| + |yn — y| — 0. Wir sehen z, — z.

(b) Wir setzen y,, := a — x,, fiir n € N. Wir wissen aus der Vorlesung, dass (Y, )nen eine
Nullfolge ist. Sei nun € > 0. Wir wihlen ein N; € N so grof}, dass |y, | < ¢ fiir alle

n > Ny gilt. Sei C := ‘Z;V:ll Yj
alle n > N gilt, so erhalten wir fiir n > N

. Wenn wir N € N so grof} wihlen, dass % < ¢ fiir
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(c¢) Esgilt ¢, —b, > 0und ¢, —a, > 0 also erhalten wir |¢, —b,| = ¢, —by, und |cp,—ay,| =
Cn—an. Aus a, < b, folgern wir —b,, < —a,, und somit |¢,,—b,,| = ¢, —b, < cp—a, =
|en, — ap|. Hiermit erhalten wir durch Verwendung der Dreiecksungleichung

|t — by =z —cn+cn—bp| < |x—cp|+|en —bn| < |x—cn| +|en — anl

=lz—cy|+len—x+x—ay| <|zr—cpl+len —z|+|x—a,] =0

Aufgabe H2 (Einige Zahlenfolgen II; 5 Punkte)

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen (a,)nen auf Konvergenz. Hinweis: Beachten
Sie bei den komplexen Folgen Aufgabe H1 (a).

_ 22741
(a) a, = HLH + Q55

(b) a, ="
(€) an == p_oxK+ ﬁ, wobei (z)ren eine Folge in |0, oo ist. Zeigen Sie, dass (an)nen
bestimmt gegen oo divergiert.

(d) an =+vn+1—+/n Hinweis:, Verwenden Sie die versteckte Eins 1 = ﬁim

(e) an = (g—s)neN, Hinweis: Verwenden Sie den Binomischen Lehrsat fiir 2 = (1+1)".
(Alternativ kann man auch eine Induktion verwenden)

Loésung;:

_ 1 1 _ 2"4+1 2™ 1 _ [2\" 1\" _
(a) Bs gelten g = ey = pg = 1und 258 = 4+ 55 = (3)" +(5)" 2 040 =

Mit H1 (a) erhalten wir -2 + 251 — 1.
(b) Wenn eine Folge (z,)nen konvergiert, z.B. gegen x, dann muss auch ihr Betrag
konvergieren. Es gilt ndmlich mit der umgedrehten Dreiecksungleichung ||z, |—|z|| <

|z — x| — 0 (|a,| konvergiert also gegen |z|). Nun gilt

Re(i")| = 0 :n gerade
1 :n ungerade.

Wir folgern, dass |Re(i")| nicht konvergiert, daher kann Re(i") nicht konvergent
sein, und somit auch 7™ nicht.
2
(c) Fir z € Ry gilt 0 > (I;l) = 12+i_2”” somit erhalten wir 2 + z > 2. Wir folgern

Es folgt die bestimmte Divergenz gegen oo.
(d) Wir rechnen

e (aFI-yi) (aTlevi)_ ntlon _ 1
nl-vn= NCES TN BV S T

Um lim,, o ay, = 0 zu zeigen, reicht es \/n — oo zu zeigen. Dies ist aber klar, da
wir fiir gegebenens N € N einfach n := N? schreiben und somit \/n > N erhalten.
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(e) Esgilt fiir n > 4 die Ungleichung 2" = (1+1)" =37, () = (}) = n(nfl)(Z?Q)("fg’).

Hiermit rechnen wir

n? n? n?

A n(n —1)(n —2)(n —3) ‘neon(l—n1)-n(l—-2n"1) n(l—3n"1)
24 1
(I-n1)-1—-2n"1Y-1=3n"1 n "1

Aufgabe H3 (Folgen und abgeschlossene Mengen II; 5 Punkte)

Seien (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge, sodass fiir jede Folge (ay)
in A, die gegen ein a € X konvergiert, bereits a € A gilt. Zeigen Sie, dass A abgeschlossen
ist.

Losung: Wir zeigen, dass X \ A offen ist. Sei dazu = € X\ A. Wir miissen zeigen, dass es
ein € > 0 gibt, sodass B-(z) C X \ A. Angenommen fiir jedes ¢ > 0 gelte B-(z) N A # ().
Insbesondere finden wir dann fiir jedes n € N ein a,, € B1(x) N A. Die so konstruierte
Folge (an)nen liegt in A und konvergiert gegen x. Nach Vgraussetzung muss also x € A
gelten. Dies ist ein Widerspruch.



