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10. Ubungsblatt zur
»Analysis I¢

Hausiibungen

Aufgabe H1 (Einige Reihen II; 5 Punkte)

Bestimmen Sie, welche der folgenden Reihen divergiert, konvergiert bzw. absolut kon-
vergiert. Verwenden Sie weder das Quotientenkriterium noch das Wurzelkriterium.
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Loésung:
(a) Durch Erweitern des Bruches mit v/n + 1 + y/n erhalten wir
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Es folgt die Divergenz der Reihe nach dem Minorantenkriterium.
(b) Durch Erweitern des Bruches mit v/n + 1 + /n erhalten wir
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avn+12>/nfir alle n € N gilt, folgt, dass die Folge iiber die summiert wird
positiv ist, und somit, dass die Reihe absolut konvergiert.
(c) Die Reihe divergiert. Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe Y7 G2

n=1 /n
Wiirde die Reihe 00 | L+ ( \}) konvergieren, so wiirde auch >°°° | L konvergieren,
dies ist ein Widerspruch.
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(d) Mit Hilfe der Bernullischen Ungleichung erhalten wir (%1 )= (14 Ln>1+41=2
und somit (n +1) < % Wir folgern
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Nach dem Majorantenkriterium ist die Reihe absolut konvergent.

(e) Aus H2, (d) von Blatt 8, wissen wir, dass (v/n + 1 —y/n)pen eine Nullfolge ist. Mit
dem Leibniz-Kriterium folgt, dass die Reihe konvergiert. Die Reihe ist aber nicht
absolut konvergent, denn mit der umgedrehten Dreiecksungleichung folgt
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(f) Die absolute Konvergenz der Reihe folgt aus dem Majorantenkriterium und der
folgenden Abschéitzung
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Aufgabe H2 (Die Summe einer Reihe II; 5 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Reihe
> ("5
n=1

konvergiert und bestimmen Sie ihre Summe.
Losung: Wir rechnen
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Aufgabe H3 (Ein paar theoretische Aufgaben; 5 Punkte)

(a) Sei (zp)nen eine Folge in [0, co[. Zeigen Sie, dass Y | x, genau dann konvergiert,

. .
wenn » 2, 77— konvergiert.
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(b) Sei (zy)nen eine reelle monoton fallende Folge, sodass >~ | x,, konvergiert. Zeigen
Sie, dass (nxy)nen eine Nullfolge ist.

(c) Seien (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum, « €]0, 1] und (2, )nen eine Folge in
X mit

d(zp41,Tn) < a-d(zy, vy—1) fiir alle n € N mit n > 2.

Zeigen Sie, dass (1, )nen konvergiert. Hinweis: Um d(2, 4k, ) abzuschitzen, konnen
sie k-mal die Dreiecksungleichung anwenden.
Loésung:

(a) Die Reihe Y >7 | x,, konvergiere. Da alle x,, positiv sind, folgt
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Die Konvergenz folgt aus dem Majorantenkriterium.

Sei nun die Reihe } ¢ | 72— konvergent. Wir folgern <

1_@ )nEN — 0. Nun folgt

<L + 1) N — 0o und somit ( ) — o0. Es folgt, dass (zy,)nen eine Nullfolge ist.
ne
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Es gibt also ein N € N, sodass x,, < 1 fiir alle n > N gilt. Nun rechnen wir
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Die Konvergenzaussage folgt aus dem Majorantenkriterium.

(b) Offensichtlich muss fiir alle Folgenglieder x,, > 0 gelten, da (z,),en eine monoton
fallende Nullfolge ist. Sei € > 0. Es gibt ein N € N, sodass Z?: N T < 5 fiir alle
n > N gilt. Zudem gibt es ein Ny € N mit Ny > N, sodass N -z, < % fiir alle
n > Ny gilt. Nun erhalten mit der Monotonie von (x,)nen wir fir n > Ny

n n
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Es folgt nz, < % 4+ Nz, <e.
(c) Sei e > 0. Da a < 1, gibt es ein N € N, sodass a1 - d(z1,22) - Y jop ! < e fiir
alle n > N, gilt. Seien nun n > N und k € N. Fiir [ € N gilt nun d(x,17, Tpii41) <
old(zy, Tpy1). Zudem gilt d(xy, 2n41) < o™ Yd(z1, 2). Nun rechnen wir
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