Prof. Dr. Helge Glockner Wintersemester 2013/2014
28.11.2013

11. Ubungsblatt zur
»Analysis I¢

Hausiibungen

Aufgabe H1 (Trigonometrie IT; 5 Punkte)
Sei z € R.

(a) Finden Sie eine Darstellung von cos?(z) als Summe von Termen der Form k- cos(lx)
mit k,1 € Q.
(b) Sein € N, finden Sie eine Darstellung von cos™(x) als Summe von Termen der Form
k - cos(lx) mit k,l € Q.
Losung:

(a) Wir rechnen

T —ix 4 4
1
COS4(.Z‘) — (6—|—2€> — 74 E ( > Zx 4—k —za:)k:

1 4x —idx 12x —i2x 1 1 3
=3 (e —;e 146 —;e —|—3> = écos(4x)+§cos(2x)+§.

(b) Wir erhalten

i AN

Wir wissen (Z) = ( "

n

<« i(n—2k)x n i(n—2(n—k))x
cos" kz < ) + <n B k)e
et(n—2k)x —i(n—2k)x
< > +2€ = 5= 1Z< >c0s (n — 2k)x).

I
M=

iz\ nk —iz\ K n
n e € i z n— 2I€)x
0 k=0

) fiir n > k. Fiir n ungerade ist n —1 gerade und wir erhalten

i

M\L
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Fiir n gerade erhalten wir

n_q
1 2 . .
cos"(2) = 5 [ 0 (Z) T (n i k) T (:)
k=0
_27171 L 2 mn n
k=0 2
i 1
n n
=— cos((n — 2k)z) + -~ <n>
2n k=0 <k> 2 2

Aufgabe H2 (Wurzel- bzw. Quotientenkriterium II; 5 Punkte)

_1\k

(a) Untersuchen Sie, die Reihe ) 77, (%)kﬂ V" sowohl mit dem Quotienten- als auch
mit dem Wurzelkriterium auf Konvergenz.

(b) Nach Bemerkung II1.4.11. aus dem Skript divergiert eine Reihe > > | a,, mit a,, # 0

n=1

> 1. Untersuchen Sie, ob dies auch dann schon

fiir alle n € N, falls lim inf,, .o QZ“

n

An+1
an

> 1.

gilt, wenn lim sup,,_, .,

Losung:

(a) Bs gilt 545 < aj < 3 fiir alle k € N. Wir folgern 4= < y/ay < 2 fiwr alle k € N

Durch Ubergang zum Grenzwert erhalten wir mit limj_,oo ¥/2 = 1 die Gleichung

limy, oo ¥ag = % < 1. Es folgt die absolute Konvergenz aus dem Wurzelkriterium.
Es gilt az’;:1 = 2223721 = 2. Es folgt limsup,,_, o, U«Z:l > 2. Das Quotientienkriteri-

um ist nicht anwendbar.
(b) Offenbar ist dies nicht der Fall, siehe Teil (a).

Aufgabe H3 (Potenzreihe II; 5 Punkte)

Zeigen Sie, dass man fiir z € C die Reihe > 77z
bestimmen Sie ihren Konvergenzradius. Liegt auch auf dem Rand des Konvergenzkreises
Konvergenz vor?

k! als Potenzreihe auffassen kann und

Losung: Wir setzen

1 wenn (3k € N) n = k!

Qp =
0 sonst

Es gilt > 72, M = > o anz". Die Haufungspunkte der Folge {/a,, sind 0 und 1. Somit

ist der Konvergenzradius 1.

Fiir z € C mit |z| = 1 ist (2*')ren keine Nullfolge, da |z*'| = 1 fiir alle k¥ € N. Somit liegt

auf dem Rand keine Konvergenz vor.

Aufgabe H4 (Cauchyprodukte; 5 Punkte)
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(a) Zeigen Sie fiir z € C mit |z| < 1, die Gleichungen

L = 3 zkun L: 3 Zk
(1_Z)2kzzo(k+1) d =7 kzz()(k+1)(k+2) :

Hinweis: Bilden Sie Cauchyprodukte mit der Reihe "7 2™.
(b) Berechnen Sie mit (a) die Summen

(a) Y5, & (b) 1, &

Losung:
(a) Es gilt
1 00 2 oo k 00
e (54) S-S o
( z) k=0 k=0 (=0 k=0
Zudem erhalten wir
o) 00 oo k
2
5 =2 (sz> : (Z(k—i—l) zk) =23 ) (14 1)
(1-2) k=0 k=0 k=0 1=0
oy ok Y )2(“ ) oSkt 1kt )t
k=0 k=0
(b) Mit (a) folgt
k1 k41 1
= . - —9
D=5 2 o 1
k=1 2 2 k=0 2 2(1 = 5)2

und



