Erganzung zum Skript Analysis I:
Konstruktion der reellen Zahlen

aus den rationalen Zahlen

Helge Glockner, 6.2.2014

Auf den folgenden Seiten finden Sie die Details der in Bemerkung II1.2.34 des Skripts
knapp angedeuten Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen, die in der
Vorlesung iibersprungen wurde. Bei Interesse konnen Sie die Konstruktion hier nachlesen.
(Wer ins Analysis-Proseminar kommt, lernt die Konstruktion auch dort kennen).

Wir hatten die reellen Zahlen zunéichst axiomatisch definiert (als einen vollstdndig ange-
ordneten Korper), wussten aber noch nicht, ob solch ein Korper iiberhaupt existiert. Wir
holen dies jetzt nach und konstruieren explizit die reellen Zahlen aus den rationalen.

Hierzu betrachten wir auf dem angeordneten Korper Q die Abstandsfunktion

d:QxQ—=Q, (z,y)r|z—yl.

Da wir die reellen Zahlen noch nicht zur Verfiigung haben, haben wir hier statt R (wie
tiblich) Q als Wertebereich genommen. Dies stort aber nicht, und wir konnen trotzdem von
konvergenten Folgen und Cauchy-Folgen in Q reden. Die reellen Zahlen werden schliellich
gewisse Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in Q sein.

Wir teilen die (etwas langwierige!) Konstruktion in drei Happen auf. Zundchst miissen
wir Cauchy-Folgen besser verstehen.

Lemma 1 (Voriiberlegungen zu Cauchy-Folgen). FEs seien (T,)nen und (Yn)nen
Cauchy-Folgen in Q. Dann gilt:

() (n + Yn)nen ist eine Cauchy-Folge.
(b) (xp)nen ist beschrinkt.

(¢) (TnYn)nen ist eine Cauchy-Folge.

(d) Ist (xn)nen keine Nullfolge, so gibt es eine rationale Zahl ¢ > 0 und ng € N derart,
dass entweder

oder (Vn >ng) x, < —c¢.

(e) Fir alle a,b € Q* gilt: a™' —b' =a ' (b—a)b!.



(f) Ist (zn)nen keine Nullfolge und x, # 0 fir alle n € N, so ist mit (x,)nen auch
(2, )nen eine Cauchy-Folge.

Beweis. (a) Gegeben ¢ > 0 gibt es N, N € N derart, dass |z, — 2, < § fiir alle

n,m > Ny und |y, — ym| < § fiir alle n,m > N,. Setze N := max{N;, Na}; dann gilt
5

(Vn,m > N) |z, — x| <§ und |y, — Ym| < 5

und somit fiir alle n,m > N:

19 g
|<In+yn)_(xm+ym)’ < |xn—xm‘+|yn_ym‘ < 5""5 = .

Also ist (2, + Yn)nen eine Cauchy-Folge.

(b) Es gibt ein N € N derart, dass |z, — x,,| < 1 fiir alle n,m > N. Setze s :=
max{|xy|,...,|zn|} + 1. Dann gilt |z, | < s fiir n € {1,..., N} sowie fiir n > N:

2| = |20 — 2n + 25| < |20 — x|+ |2y < 1T+ |zn] < 5.
Also ist |x,| < s fur alle n € N und somit (x,,)nen beschrankt.
(c) Nach (b) sind (z,)neny und (yn)nen beschrénkt, es gibt also ein s € ]0, 00| derart, dass
(VneN) |z, <s und |y,| <s.

Gegeben ¢ > 0 gibt es ein N € N derart, dass

(Vn,m > N) |z, —xn| < % und  |yn — Ym| < %

Dann gilt fiir alle n,m > N:

= |znl  Yn = Ym| + Yl - |20 — Ti] < 5+ [Yn — Y| + 5 [0 — T
g £
< S —+ s — = €.
S 2S—|—s 9 €

Also ist (z,Yn)nen eine Cauchy-Folge.

(d) Ist (xp,)nen keine Nullfolge, so konvergiert (x,,),en nicht gegen 0 und somit existiert ein
¢’ > 0 derart, dass

(Vng € N)(3n > ng) |z, — 0] >¢&". (1)
Setze € 1= %/ Da (z,,)nen eine Cauchy-Folge ist, existiert ein ng € N derart, dass |z, —x,,| <
e fiir alle n,m > ng. Nach (1) existiert ein n > ng derart, dass |z,| > & = 2. Sei

etwa x, > 2¢ (den Fall z, < —2¢ behandelt man analog). Fiir alle m > ny ist wegen
Ty — Ty < |T, — x| < € dann wie erwiinscht

Ty = Tp— (Tp — X)) = Ty — Ty —Tp| > Ty —€ > 26— = €.
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(e) Man multipliziert einfach aus und benutzt, dass a'a = 1 = bb~ .

(f) Da (z,)nen keine Nullfolge ist, gibt es als Konsequenz aus (d) ein € > 0 und ein ny € N
derart, dass
(Vn >ng) |z, > €.

setze s 1= max{|z;|™',--- |z, }|,e7'}. Dann gilt
(vn eN) |z;'| < s.

Gegeben ¢’ > 0 gibt es ein N € N derart, dass

/

(Vn,m > N) |z, —z,| < =.

52
Dann gilt fiir alle n,m > N:
6/
ot = = ey @m = w)w | = L | Jom —wal ey < 5o s = e
Also ist (z,!),en eine Cauchy-Folge. O

Nun sei C die Menge aller Cauchy-Folgen rationaler Zahlen. Wir sagen, zwei Cauchy-
Folgen (2, )nen und (z),)nen aus C seien dquivalent und schreiben (z,,)nen ~ (27, )nen, Wenn
xl, —x, — 0.

Lemma 2 (Die reellen Zahlen als Menge und Korper). Es gelten (a)—(e):
(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf C.

Im Folgenden meint [(z,)nen] die Aquivalenzklasse von (2, )nen € C. Wir schreiben
R = { [(xn>n€N]: (xn)nEN S C}

fiir die Menge aller Aquivalenzklassen.

(b) Fir alle [(zy)nen]s [(Un)nen] € R ist die “Summe”

[(In)nEN] + [(yn)nEN] = [(xn + yn)nEN]

und das “Produkt”
[("En)neN] : [(yn)neN] = [(mnyn)nEN]

wohldefiniert, unabhdangig von der Wahl der Reprdasentanten.
(c) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(d) (R,-) ist ein kommutatives Monoid. Weiter gilt das Distributivgesetz fir Addition
und Multiplikation.



(e) Jedes von 0 verschiedene Element [(zn)nen] in R ist invertierbar. Also ist R ein
Korper.

Beweis. (a) Reflexivitat: Da x, — x, =0 — 0, gilt (2,)nen ~ (Tn)nen.

Symmetrie: Ist (xn)neN ~ (@] )nen, so gilt 2!, — z,, — 0 und somit auch x, — z/, — 0,
weswegen auch (2] )nen ~ () nen-

Transitivitdt: Ist (z,)neny ~ (2),)neny und (2] )pen ~ (x”)neN, so gilt =/, — x, — 0 fir
n — oo und =z, — x; — 0, folglich auch z!) — z, = (2, — 2!) + (2], — x,) — 0. Also ist
(xn)nEN ~ (x;;)neN-

(b) Zunéchst ist nach Lemma 1 (a) und (¢) sowohl (z, + yn)nen als auch (2,Yn)nen
eine Cauchy-Folge, womit [(x,, + ¥n)nen] und [(2,¥yn)nen] sinnvolle Ausdriicke sind. Zum
Nachpriifen der Wohldefiniertheit sei (,)nen ~ (2] )neny und (yn)nen ~ (Yl )nen. Wegen

(x;"“y;z)_(xn""yn) = (‘Z';L_mn)—i_(y:z_yn) — 0

ist dann (, + Yn)nen ~ (2], + Y., Jnen; die Addition ist also wohldefiniert. Zum Nachpriifen
der Wohldefiniertheit der Multiplikation nutzen wir die in Lemma 1 (b) bewiesene Beschrénktheit:
Es gibt ein s € |0, oo[ derart, dass

(Vn e N) |z7] <s und |y,| <s.

Gegeben ¢ > 0 gibt es ein N € N derart, dass

(Vn > N) \y;—yn]<i und |x;—xn\<i.

2s 2s
Fiir alle n > N gilt dann
2y — Tanl = |2, (Y, — yn) + (@, — 20)ynl < 2| (Y = Ynl + 1Ynl - 2], — 20
€ €
< s — 45— = ¢.
S 5P + s 9 €

Also gilt z),y!, — x,yn, — 0 und somit (2,Yn)nen ~ (2),y) )nen, Wie benotigt.

(c) Assoziativgesetz: Es ist

(T + Yn)nen] + [(2n)nen]

((@n + Yn) + 20)nen] = [(@n + (Yn + 20) Jnen]
(Zn)nen] + [(Yn + 2n)nen]

(Zn)nen] + ([(Yn)nen]) + [(2n)nenl) -

([(zn)nen] + [(Yn)nen]) + [(zn)nen]

[
[
[
[

Kommutativitat:

[(@n)nen] + [(Un)nen] = [(@n + Yn)nen] = [(Yn + Tn)nen] = [(Un)nen] + [(Tn)nen] -



[(0),en] ist Neutralelement:

[(0)nen] + [(zn)nen] = [(0 + n)nen] = [(#n)nen] -

[(—p)nen] ist additives Inverses zu [(xy, )nen]:

[(=Zn)nen] + [(Tn)nen] = [(=2n + @n)nen] = [(0)nen] -
(d) Assoziativgesetz: Es ist

([(xn)neN] : [(yn)neND : [(Zn>n€N] = [(xn : yn)neN] : [(Zn)neN]
= [((#n - Yn) - Zn)nen]
= [(n (Yn * 2n))nen]
= [(@n)nen] * [(Un - 2n)nen]
[(@n)nen] - ([(Yn)nen]) - [(2n)nen]) -

Kommutativitat:

[(Zn)nen] * [(Yn)nen] = [(Tn - Yn)nen] = [(Yn - Zn)nen] = [(Yn)nen] - [(Tn)nen] -

[(1)nen] ist Neutralelement:

[(Dnen] - [(@n)nen] = [(1 - 2n)nen] = [(zn)nen] -

Distributivgesetz:

([(#n)nen] + [(Un)nen]) - [(2n)nenl Tn + Yn)nen] - [(2n)nen]
(xn + yn) ) Zn)ﬂEN]
Tp o Zn + Yn * Zn))nen|
Tp * Zn)neN] + [(Yn * Zn)nen]
(@n)nen] - [(2n)nen] + [(Un)nen] - [(2n)nen]
(e) Ist [(zn)nen] # [(0)nen], so ist konvergiert x, = x, — 0 nicht gegen 0, d.h. (x,)nen ist
keine Nullfolge. Nach Lemma 1 (d) gibt es ein ¢ > 0 und ein ny € N derart, dass
(Vn >ng) |z, >¢

und somit z,, # 0. Wir setzen y,, := 1 fiir n € {1,...,n9 — 1}, y,, := x,, fiir n > ny. Dann
ist (Yn)nen ~ (Tn)nen, also [(Yn)nen] = [(Zn)nen]. Der Vorteil ist, dass zudem y,, # 0 fiir
alle n € N; die Bedingungen von Lemma 1 (f) sind somit erfiillt und wir schlieflen, dass
auch (y,')en eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen ist. Wegen

(4 nen] - [(n)nen] = (Y nen] - [(Yn)nen] = [(¥n Yn)nen] = [(1)nen]
it [(Yn)nen] = [(In)nEN]il' O

Sei nun R, die Menge alle [(x,,)nen] € R mit der Eigenschaft, dass eine positive rationale
Zahl ¢ existiert und ein ny € N derart, dass z,, > ¢ fur alle n > ny. Man tberlegt

sich leicht, dass die Menge R, wohldefiniert ist (unabhéngig von der jeweiligen Wahl des
Repréasentanten (x,,)nen)-



Lemma 3 (Die Anordnung auf R).
(a) (R,R;) ist ein angeordneter Kdrper.

Wir betrachten nun die Abbildung A: Q — R, A(z) := [(z,z,z,...)].
(b) X ist injektiv.

Wir kénnen also z € Q mit A(z) € R identifizieren. Dies &ndert nichts an der gegebenen
Addition, Multiplikation und Ordnung auf @, denn man sieht leicht, dass A(z 4+ y) =
Ax) + Ay), AMzy) = Mx)A\(y) und (x <y < AMx) < A(y)). Insbesondere kénnen wir nun
Z als Teilmenge von R interpretieren.

(¢) (R,Ry) ist ein archimedisch angeordneter Korper, d.h. fir jedes ¥ = [(xp)nen] € R
existiert etn m € N mit x < m.

Um einzusehen, dass der angeordnete Korper (R, R ) vollstéandig ist, sei A C R eine nicht-
leere, nach oben beschrankte Teilmenge. Dann gibt es ein sq € Z mit sq > A; wir wahlen
so minimal mit dieser Eigenschaft. Ist s; — % > A, so setzen wir s1 := sg — %; andernfalls
setzen wir s; := so. Rekursiv setzen wir s,, := s,,_1 — 2" falls s,,_1 — 27" > A, andernfalls
Sp = Sp_1-

(d) (sn)nen eine Cauchy-Folge in Q.
(e) FEs ist [(Sn)nen] = sup A.

Beweis. (a) Bedingung (O1): Fall 1: Ist [(2,)nen] = [(0)nen], 80 ist (2, )nen eine Nullfolge
und somit weder [(z,)nen] in Ry noch —[(z,)nen] in Ri. Andernfalls gédbe es nédmlich ein
€ > 0 und ein ng € N derart, dass x,, > ¢ fiir alle n > ng bzw. —z,, > ¢ fiir alle n > ny.
Somit gélte |x,| > ¢ fiir alle n > ny und somit wére (x,),en keine Nullfolge, Widerspruch.

Sei nun [(2,)nen] # [(0)nen]. Dann ist (x,),en keine Nullfolge und somit existiert nach
Lemma 1 (d) eine rationale Zahl € > 0 und ein ny € N derart, dass entweder (Fall 1:)

(Vn>mng) x, > ¢

oder (Fall 2) z,, < —¢ fiir alle n > ng. In Fall 1 ist [(z,)nen] € Ry; in Fall 2 ist —[(z,,)nen] €
R, . Es ist klar, dass nicht gleichzeitig [(x,)nen] und —[(2,)nen] in Ry sein kann.

(02) und (O3): Sind [(#n)nen), [(Yn)nen] € Ry, so existieren 1,62 > 0 und ny,ne € N
derart, dass x, > ¢; fiir alle n > ny und y,, > e fiir alle n > ny. Setze ng := max{ny, ny}.
Dann ist €1 + €5 > 0 und €7 - g5 > 0, und fiir alle n > nq gilt

l'n_’_yn Z 51+52

sowie
Tp Yo = E1°E2.



Also st [(zn)nen] + [(Yn)nen] € Ry und [(2n)nen] - [(yn)nen] € Ry

(b) Ist « # y, so ist (y — x)nen keine Nullfolge und somit (x),en nicht zu (y),en dquivalent,
folglich A(x) = [(2)nen] # [(Y)nen] = A(y)-

(c) Gegeben [(z,)nen] € R ist (2,,)neny nach Lemma 1 (b) beschrénkt, es existiert also eine
rationale Zahl ¢ = % derart, dass z,, < ¢ fiir alle n € N (wobei z € Z, N € N). Wir diirfen
annehmen, dass ¢ > 0 und somit z > 0 ist; dann ist z = N - ¢ > ¢, also auch z,, < z fur
allen € N. Dann ist A(z+1) > [(@,)nen], also A(z+1) — [(xp)nen] E Ry, daz+1—2, > 1
fiir alle n € N.

(d) Da |Sp1 — Sn| < 27D < 277 st (s,)nen eine Cauchy-Folge (siche Ubung).

(e) Um zu sehen, dass [(S,)nen] = sup A, priifen wir die Bedingungen von Lemma I1.2.14
nach.

[(Sn)nen] ist eine obere Schranke fiir A: Sonst gdbe es ndmlich ein [(a,)nen] € A derart,
dass [(an)nen] > [(Sn)nen]. Somit gédbe es ein € > 0 und ny € N derart, dass

(Vn >ng) an—s, > €. (2)

Da (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, diirfen wir nach Vergroern von ny annehmen, dass

(Vn,m > ng) |an — am| < g (3)

Aus (2) und (3) ergébe sich nun insbesondere, dass fiir alle n > ng

(p, — Spg = Qp — Apy T Apy — Spy > —=+e =
Somit wére [(an)nen| > Sny, im Widerspruch dazu, dass per Konstruktion s,, > A. Also
ist doch [(sp,)nen] eine obere Schranke fiir A.

Hilfsbehauptung 1. Wir zeigen nun per Induktion nach n € Ny, dass ein a € A existiert
mit a > s, —27". Fir n = 0 ist 5o — 1 nicht > A (per Konstruktion), somit gibt es ein
a € Amit sp —1 < a. Nun sei n € N und es gebe ein a € A mit a > 5,4 — 2~ V.
Gemaf der Konstruktion von s,, sind zwei Falle zu unterscheiden: Ist s,_1 — 2™ > A, so
ist s, = $,—1 — 27", Dann ist

a> 8, 4—2""N =g 27 _9" =g —2"

Im anderen Fall ist nicht s,_; — 27" > A, es existiert also ein b € A derart, dass b >
Sp_1 — 27" In diesem Fall ist s,, = s,_1 und somit b > s, — 27", wie benotigt. Dies
beendet den induktiven Beweis der Hilfsbehauptung 1.

Hilfsbehauptung 2. Wir beobachten nun noch, dass

(Vm €N) [($n)nen] < Sm, (4)



da (s,)nen monoton fallend ist. Andernfalls wére namlich [(s;,)nen] > Sy, flir ein m € N.
Somit gébe es ein € > 0 und ein ng € N derart, dass

(Vn >ng) Sp—Sm > €.

Fiir n := max{ng,m + 1} > m wire dann s, — s, > ¢ > 0, im Widerspruch dazu, dass
(Sn)neny monoton féllt. Also gilt die Hilfsbehauptung.

Um die noch verbleibende Bedingung aus Lemma [1.2.14 nachzupriifen, sei ¢ > 0. Dann
existiert ein ng € N derart, dass 27" < e. Nach Hilfsbehauptung 1 existiert ein a € A
derart, dass a > s,, — 27™. Da $,, > [(Sn)nen] nach Hilfsbehauptung 2, erhalten wir
a > [(Sn)nen) —27™ > [(Sn)nen] — €, wie bendtigt. O

Wir haben gezeigt:

Satz. Mit der oben definierten Addition, Multiplikation und
Anordnung ist R ein vollstandig angeordneter Korper.



