Prof. Dr. Helge Glockner Wintersemester 2014/15
Jakob Schiitt 03.11.2014

3. Ubungsblatt zu
,Grundlagen der Differentialgeometrie*

Gruppeniibungen

Aufgabe G 6 (Atlanten)
Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit dem maximalen Atlas A. Zeigen Sie:
(a) Sei (¢: Uy, = V,) € Aund U C U, offen. Dann gilt (¢|v: U = ¢(U)) € A.
(b) Sei W C M offen. Dann ist W eine C*-Mannigfaltigkeit mit dem maximalen Atlas
Aw ={pec A:U, CW}.

Losungsvorschlag: (a) Offensichtlich ist |y ein Homéomorphismus und ¢(U) ist
offen in R™. Zeige also, dass ¢|y o ¢~ und ¢ o g0|61 fiir alle ¢ € A C*-Abbildungen
sind. Nun gilt aber o[ o™ = @ 0o ™y ,-1(17)) und ¥ o plgt = o ¢ o) und da
Einschrinkungen von C*-Abbildungen (zwischen Vektorriumen) auf offene Mengen C*
sind, ist die Aussage bewiesen.

(b) Nach (a) erhdlt man durch Einschrinken auf W um jeden Punkt eine Karte in Ay,
und da Ay C A gilt sind alle Kartenwechsel C*. Sei Aw.maz der von Ay erzeugte
maximale Atlas von W. Zeige Aw mar € Aw. Sei also ¥ € Aw ez Wenn wir zeigen
konnen, dass ¢ € A gilt, ist der Beweis beendet (da der Definitionsbereich von ¢ in W
liegt). Fiir ein ¢ € A und alle ¢ € Ay gilt o™t = (Yo !)o(pop !) und beide
Terme auf der rechten Seite sind nach der Definition von A und Ay C*-Abbildungen.
Das gleiche Argument fiir ¢ o 1)~! zeigt, dass der Kartenwechsel von 1 mit jeder Karte
aus A C* ist (da sich um jeden Punkt in W eine Karte aus Ay, einschieben lisst) und
demnach gilt ¢ € A.

Aufgabe G 7 (Graphen)

Sei f: R™ — R™ eine C'*°-Funktion. Zeigen Sie:
(a) graph(f) C R"™ ist eine C°°-Untermannigfaltigkeit.
(b) graph(f) ist diffeomorph zu R™.

Losungsvorschlag: (a) Wir konstruieren eine Karte ¢: R — R sodass
@(R™™ Ngraph(f)) = (R™ x 0) Np(R™™) (1)
gilt. Wir definieren also

p: RTT 5 R (2,y) = (z,y — f(2).
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Diese Abbildung erfiillt offensichtlich (1) und ist glatt und bijektiv, mit der ebenfalls
glatten Umkehrabbildung ¢~ !(z,y) := (z,y + f(2)).
(b) Wir definieren

mw: graph(f) = R",  (z, f(x)) — x.

Die Abbildung 7 ist die Einschrinkung der glatten Abbildung my: R*™™ — R auf
eine Untermannigfaltigkeit und demnach glatt. Andererseits ist eine Abbildung in die
Untermannigfaltigkeit graph(f) von R™* genau dann glatt, wenn sie als Abbildung
nach R™™ glatt ist. Somit ist 7! (x) := (z, f(x)) glatt.

Aufgabe G 8 (Verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen)
Gegeben sei R mit der gewohnlichen Topologie. Wir definieren die Abbildungen

$1:R—>R, z+—2° und

¢p:R—=R, xz—zxz+1.

Zeigen Sie, dass A1 = {¢1} und Ay = {¢2} je C°°-Atlanten fiir R sind, dass aber
Az = {¢1, p2} kein C*°-Atlas ist (d.h. es gibt keinen maximalen C'*°-Atlas, der ¢; und
@9 enthilt). Zeigen Sie weiter, dass es einen Diffeomorphismus

®: (R, A1) — (R, Az)

gibt.

Lésungsvorschlag: Beide Abbildungen sind offensichtlich stetig und bijektiv, demnach
ist die Umkehrabbildung auch stetig. Da die Abbildungen globale Karten sind, ist der
Kartenwechsel je die Identitéit und somit glatt. Zeige nun, dass der Kartenwechsel ¢o oqﬁfl
nicht glatt ist. Bs gilt (¢2 0 ¢ 1) (z) = = + 1 fiir > 0 und (pg0 ¢y ') () = —/—x + 1
sonst. Diese Abbildung ist in 0 offensichtlich nicht differenzierbar.

Als Diffeomorphismus definieren wir

®: (R, A — (R A), x> a®—1.

Dann gilt (¢2 0 ® 0 ¢71)(z) = 2 und somit ist ® glatt. Man rechnet sofort nach, dass
auch (¢1 0 ®~ 1o ¢, 1) (x) =  gilt, also ist ® ein Diffeomorphismus.



