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9. Ubungsblatt zur
,»,Grundlagen der Differentialgeometrie*

Gruppeniibungen

Aufgabe G 22 (Vollstédndige Vektorfelder)
(a) Mit der Identifikation TR =2 R? definieren wir das Vektorfeld

X:R— RQ, T (y,yZ).

Zeigen Sie, dass X nicht vollstéindig ist.

(b) Sei A: R® — R™ eine lineare Abbildung. Wir definieren ein sogenanntes lineares
Vektorfeld
Y:R" - R TR" s (z,Az).

Zeigen Sie, dass das Vektorfeld Y vollsténdig ist, der Fluss ® also auf ganz M x R
definiert ist. Geben Sie den Diffeomorphismus ®;: R" — R™ konkret an.

Losungsvorschlag: (a) Mit der globalen Karte idg erhalten wir die Differentialglei-
chung 7/ = v2. Wir bestimmen die Losung fiir den Anfangswert v(0) = a # 0. Mit der
Methode der getrennten Variablen rechnen wir also

() t
/ 2dy:/ dy
a Y 0

und erhalten —ﬁ +é = t. Es folgt v(t) = +-= und somit gilt fiir das maximale Losungs-

¢
intervall I, =] — oo, L[, falls @ > 0 und I, =]%, 00[, falls a < 0.
(b) Mit der globalen Karte idgn erhalten wir die Differentialgleichung v = A~. Dies ist
eine lineare Differentialgleichung und fiir jeden Anfangswert v(0) = a € R™ ist bekannt-
lich e*4a eine Losung, die offensichtlich fiir alle ¢ € R definiert ist. Also ist Y vollstéindig.
Wir erhalten fiir jedes ¢ € R den Diffeomorphismus ®;: R» — R", z — ez (et ist
invertierbar).

Aufgabe G 23 (Derivationen)

Sei A eine Algebra. Zeigen Sie, dass der Raum der Derivationen der(A) ein Untervek-
torraum des Raumes aller linearen Endomorphismen Lin(A, A) ist.

Loésungsvorschlag: Es ist klar, dass die Nullabbildung eine Derivation ist. Seien f, g €
der(A) und A € R. Wir zeigen, dass f + Ag ebenfalls eine Derivation ist. Fiir a,b € A
rechnen wir

(f +Ag)(ab) = f(ab) + Ag(ab) = f(a)b + af(b) + A(g(a)b + ag(b)) =
(f(a) + Ag(a)b + a(f(b) + Ag(b)) = (f + Ag)(a)b + a(f + Ag)(b).
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Aufgabe G 24 (Lie-Klammer)
Sei M eine Mannigfaltigkeit, ¢: U — V eine Karte und X,Y : U — T'U die Vektorfelder

X:;ai <6xi>¥, undY:;bi (6.@1-)@

(a) Berechnen Sie [Lx,Ly]| := Lx o Ly — Ly o Lx fiir die zugehorigen Differential-
operatoren Lx und Ly (also [Lx,Ly](f) fiir glatte Funktionen f: U — R) und
begriinden Sie, dass das Ergebnis wieder eine Derivation ist.

. . 9. 0 _
(b) Zeigen Sie [(81‘1-)@’ <8xj>J 0.
(c) Berechnen Sie [Lx, Ly] fiir X,Y: R® — TR3, wobei ¢ = idgs und

X =z <<969€>¢+ <§y>w—l—x(y—|—1) <§z>¢, und Y := <3896>@+y (i)w.

Losungsvorschlag: (a) Es gilt

(fop~1
n 82]1 f@)

:L‘

Lx(Ly(f)) = Lx Zb Z“z op—

ob; O(f 1) 82(fog0*1)
Z Z 0x; ; +b; Ox;i0x; °¥

Analog erhalten wir

i " Oa; O(f ot O*(fop?
Ly(Lx(£) = (Db D5 : . )t a (8:15-836- ) oe
j=1 =17 ’ T

Da sich die Terme mit den gemischten Ableitungen gegenseitig aufheben, ergibt dies
insgesamt

1 -1
R P S e S o L

i iaiabﬂ'—biaaj fopt) oo

= im1 8.% 8xi 8a:j

Es handelt sich also wieder um eine Derivation.
(b) Dies folgt leicht direkt oder aus der Formel von oben, da in jedem Summand die par-
tielle Ableitung der Koeffizientenfunktion als Faktor vorkommt. Da diese hier entweder
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konstant Null bzw. Eins sind, verschwindet die gesamte Summe.
(c) Eingesetz ergibt sich fiir f: R? — R glatt
of of  of

[Lx. Ly](f) =57 =g, ~WHDg = —5-—v5



