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14. Ubungsblatt zur
,Grundlagen der Differentialgeometrie*

Gruppeniibungen

Aufgabe G 36 (Das Mobiusband als Vektorbiindel)

Sei M = S; der Einheitskreis und U; := S; \ {(0,—1)}, Uz := S; \ {(0,1)} und Uz :=
Uy NUs. Wir definieren eine Abbildung

1 ,x >0

g12: Uig = GL1(R), (x,y) —
-1 .,z <0.

(a) Skizzieren Sie Uy, U, und Upy und Begriinden Sie, dass genau ein Vektorbiindel E
existiert, fiir das gi2 ein Kozyklus ist.

(b) Sei ¢;: U; x R = E,(x,y) — [j,z,y] wie in der Vorlesung. Sei weiter (t) :=
(cos(t),sin(t)). Wir definieren den Weg

(1,~(t), 1], 0<t<m

a:[0,2r] = E, t—
2,7(t),—1], w<t<2m

Zeigen Sie, dass a stetig und wohldefiniert ist. Bestimmen Sie ;' (a(0)) und
Y1 (a(2m))-

(c) Sei0g: M — E der Nullschnitt. Zeigen Sie, dass E'\ im(0g) wegzusammenhéngend
ist.

(d) Zeigen Sie, dass das triviale Biindel ohne den Nullschnitt (S; x R) \ im(0s, xr) nicht
wegzusammenhéngend ist.

(e) Schlieflen Sie, dass die Vektorbiindel E und S; x R nicht isomorph sind.
(f) Bonusaufgabe: Was passiert, wenn man ein Mobiusband entlang der Mitte zer-
schneidet?
Aufgabe G 37 (Konstruktion von Kozyklen)

Seien 71: By — M und my: F5 — M Vektorbiindel mit typische (endlich dimensio-
naler) Faser F} und F,. Wir mochten das Vektorbiindel Hom(FE4, Es) durch Kozyklen
konstruieren.



(a) Fiir lineare Abbildungen aq: F} — Fj und ag: Fy — Fy definieren wir
Hom(ay, F»): Hom(Fy, Fy) — Hom(Fy, Fy), T +— T oa; und

Hom(F}, a): Hom(Fy, F) — Hom(Fy, Fy), T+~ agoT.

Zeigen Sie, dass die Abbildungen
®;: Hom(F, F1) - Hom(Hom(F, Fy), Hom(Fy, F2)), o+ Hom(a, F») und

®y: Hom(Fy, Fy) — Hom(Hom(Fy, Fy), Hom(Fy, F»)), «+— Hom(Fy, )
glatt sind.

(b) Sei gfj ein Kozyklus von Ej, der durch eine Trivialisierung gegeben ist. Begriinden
Sie, dass man annehmen darf, dass gilj und ggj den gleichen Definitionsbereich haben
(insbesondere kann man die gleiche Indexmenge verwenden).

c¢) Zeigen Sie, dass g;;i(z) := Hom(F, g% (x)) o Hom(gl. (), F») einen Kozyklus von
J ji ij
Hom(E1, E3) definiert.



