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Gruppeniibungen

Aufgabe G4 (Zusammenhang)
Seien X und Y topologische Ridume. Zeigen Sie:

(a) Ist X zusammenhingend und f: X — Y eine stetige surjektive Abbildung, dann
ist Y zusammenhéngend.

(b) Sind A, B C X zusammenhéngend mit ANB # (), dann ist AUB zusammenhéingend.

(c) Ist A C R eine zusammenhingende Menge, dann ist A ein Intervall.

Losung:

(a) Wir zeigen die Aussage auch im Fall wenn f nicht surjektiv ist. Seien U,V C f(X)
offen, f(X)=UUV,UNV =0 und yo € U. Dann gelten X = f~H(U) U f~1(V),
AN Y V) =0und f~1(U) # 0. Da auch f: X — f(X) stetig ist folgt, dass
f~HU) und f~Y(V) offen in X sind. Es folgt f~1(U) = X also f(X) = U. Folglich
ist f(X) zusammenhéngend.

(b) Sei xp € ANB, AUB=UUV mit U,V C AUB offen, UNV = (. O.B.d.A. sei
2o €U.Dann A= (UNA)U(VNA),zoeUNA (UNANVNA) =0.Da A
zusammenhingend ist folgt V' N A = (). Analog sieht man, dass V N B = (). Es folgt
V = (). Somit ist AU B zusammenhingend.

(c) Seien z,y € A und 0.B.d.A. x < y. Sei z €]x,y[. Angenommen z ¢ A, dann seien
U:=AN| — o0, z[ und V := ANJz,00[. Es gilt also A =U UV, U und V sind offen
in A, x € U, y € V. Dies ist ein Widerspruch, da A zusammenh#ngend.

Aufgabe G5 (Getrennte Variablen)

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen auf geeigneten Definitionsbereichen mit
der im Beweis von Satz 2.1 (siehe Skript) angegebenen Formel.

(a) ¥ =%, ylzo) = w0

(b) ¥ = 25, y(xo) = yo.
Losung: Beide Differentialgleichungen sind von der Form 3’ = f(z)g(y). Als Definiti-
onsbereich betrachten wir den Quadranten {(z,y) € R? : z,y > 0}.

a) Stammfunktionen von f(z) = 1 und -1 = 1 sind F(z) = In(z) — In(zg) und
T 9(y) y

H(y) = In(y) —In(yo). Die Umkehrfunktion von H ist H~1(z) = yoe*. Die eindeutig
bestimmte Losung ist also y(z) = H }(F(z)) = L.

zo



(b) Stammfunktion von f(x) = :%2 ist F(r) = L

o

H~1(2) = yoe®. Die eindeutig bestimmte Losung ist also y(z) = H Y(F(z)) =
1 1

— % Wie oben haben wir auch hier

yoe®o *. Bemerkung: Man rechnet noch nach, dass hier tatsichlich globale Losun-
gen gefunden wurden. Das muss nicht immer so sein! Ein Beispiel dazu liefert
Aufgabe H5.

Aufgabe G6 (Iterationsverfahren)

Losen Sie die Differentialgleichung y' = y, y(0) = 1 mit dem Iterationsverfahren von
Picard-Lindelof.

L('isung: Mit f(xa y) =Y,To = Oa Yo = 07 ¢0(‘T) =Y und ¢n+1($) = y0+f;; f(ta ¢n(t))dt
folgt ¢n(x) = D iy %IT fir alle n € NU {0}. Zum Beweis per vollstindiger Induktion
sieht man, dass die Aussage fiir n = 0 richtig ist. Dann folgt

n+l L
!

z Nk T
:1 — f— _
bnpr(r) =1+ /0 %k!dt zk

Wie im Satz von Picard-Lindelof ist die eindeutige Losung des angegebeben Anfangs-
wertproblems also lim, o ¢n(z) = > 72, %xk =e7.



