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Gruppeniibungen

Aufgabe G28 (Satz von Fubini)
Berechnen Sie das Integral [, f d\2, wobei. ..
(a) A das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ist und

fla,y) = 2 +y° + 2ay%;
(b) A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,), (w,0) ist und
f(z,y) == 2y —3cos(z +y).

Losung: (a) Mit dem Satz von Fubini kénnen wir das zu berechnende Integral zu einem
iterierten Integral umschreiben:

/Afd)q

/ (22 +y° + 22y%) dho(z,y)
[0,1]%[0,1]

- / </ (2* +y° + 22y?) d>\1($)> dA2(y)
0.1 \ Jjo.1]

r=1 1
= / [m3/3+xy3 +x2y2} [ day) = / (1/3+y° +¢%) dy
[0,1] = 0

- [y/3+y4/4+y3/3}(1) = 1/3+1/4+1/3 = 11/12.



(b) Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
/ (zy — 3cos(z +y)) dAa(z,y)
A

T 2
= / 107 (@, ) - (zy = Bcos(@ +y)) dda(, y)
(0,7]x[0,7]

P 2
= / / 197 (2, ) - (wy — 3cos(z +y)) dh(z) | dh(y)
o] | Jiom)——

— /[M] (/[Oﬂ_y] (a:y — 3cos(z + y)) d)q(:v)) d1(y)

— / [2%y/2 — 3sin(x + y)]zzg_y d\i(y) = /7r ((r —y)*y/2 + 3siny) dy
[0,] 0

= / (7r2y/2—7ry2+y3/2+38iny) dy = [7r2y2/4—7ry3/3+y4/8—3cosy]6r
0
= 74 —7t347t/84+6 = 7/24+6.

Aufgabe G29 (Ebene Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Abbildung P: [0,00] xR — R2?, P(r, ¢) := (r cos ¢, rsin gb). Skizzie-
ren Sie die Menge A und das Bild P(A) in den folgenden Féllen:

(a) A :=1]0,1] x ]0,27[;

(b) A :=1]0,1[ x |-F, 5.
Ist P|a: A — P(A) ein Diffeomorphismus ?

Losung: In beiden Fillen ist P|4 : A — P(A) ein Diffeomorphismus, denn dies ist
eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung zwischen offenen Teilmengen von R?
derart, dass det P'(r,¢) = r # 0 fiir alle (r,¢) € A (so dass nach dem Satz iiber die
Umkehrabbildung (P|4)~1: P(A) — A ebenfalls stetig differenzierbar ist).

Aufgabe G30 (Transformation von Hand)

Sei V die von den folgenden Graden umschlossene offene Teilmenge des R?:
y=z; y=2z y+zx=1 y+x=23.

Skizzieren Sie V' und berechnen Sie mit der Transformationsformel das Integral

/V Y. y).

Losung: Es gilt

V= {(x,y) cR?: % e]1,2[ und = +y 6]1,3[}.



Wir definieren die Menge U :=|1,2[x]1, 3[ und die Funktion

v:V=U, (,y) — (:;,x—%y).

Die Abbildung v ist ein Diffeomorphismus, denn ihre Umkehrabbildung ist gegeben
durch

go:U—)V,(m,s)b—>< i sm>.

1+m’ 1+m
Es gilt

—s L
Jp(m,s) = (rm® o mit
(1+m)2  m+1

Und somit

s

det’ = —
| egp(m,s)| (1+m)2

Wir definieren f: V — [0,00], (z,y) — % und erhalten

= [e) m.,S e /ms m.,S) = 1+m 5 m,S
/VfdA—/Uf (m, 5)| det(¢/ (m, 5))|dA(m, 5) /U A(m, 5)
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