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2. Ubungsblatt zur
»HOheren Analysis*

Gruppeniibungen

Aufgabe G4 (Details zur Vorlesung)
(a) Seien p € [1,00[, z € P und X € K. Zeigen Sie

Az € 0P und || Az||p, = |A] - ||lz][p-

Wie in der Vorlesung, gilt auch in den Ubungen K € {R,C}.

(b) Sei (zp)nen eine Cauchy-Folge in einem normierten Raum (E, ||«||). Zeigen Sie, dass
die Menge {z,, : n € N} eine in E beschrinkte Menge ist.

(c) Sei ¢ C ¢°° der Unterraum der konvergenten Folgen. Zeigen Sie, dass die Abbildung

c =K, (xp)pen — lim z,
n—oo

stetig linear ist.
Losung:

(a) Es gilt

[e.e] oo o0
ST aiP =Y APl = AP [l < o
i=1 i=1 =1

Es folgt direkt || Az, = [A| - ||z,
(b) Wir finden ein N € N mit ||, — 2| < 1 fiir alle n,m > N. Ist n > N, so gilt

[znll < llzn — 2| + on]l <1+ [2x].
Ist n < N so gilt
|zn|| < max{||zg|| : E=1,...,N}.

Somit folgt direkt die Behauptung.
(c) Es gilt

|e(@n)nen| = | lim @,| = lim |2,| = sup{|zn|: n € N} = [|(zn)nenlloo-
n—00 n—00



Aufgabe G5 (Stetige bilineare Abbildungen)

Seien F1, Eo und F normierte Rdume. Auf F; x Ey definieren wir die Norm ||(v1, v2)|| =
max(||v1 |, [|[vz2]]). Dass diese Vorschrift eine Norm auf E; x Ey definiert ist aus der Ana-
lysis II bekannt. Sei nun A: E; X Fo — F eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen zueinander dquivalent sind:

(i) Die Abbildung A ist stetig.
(ii) Die Abbildung A ist stetig in der 0.

(iii) Es gilt
A1, )]
Allop := 0, <
bl o= oo { LR o £ 0} <o

Losung: (i)=(ii): Trivial.
(ii)=>(iii): Sei § > 0 mit || A(v)| < 1 fiir alle v € Bs(0). Nun sei v = (v1, v2) mit vy, va # 0.

Wir rechnen
vy [vi]l - o2l
bl = (ot o) |
[[va] HU2|| 62

(iii)=(i): Es gilt
| A(v1,v2) — A(wy, wa)|| < [JA(v1,v2) — A(vr, wa) || + [[A(v1, w2) — A(wr, w2
=l A(v1, v2 = w2)l| + [[Alv1r — wi, wa)l| < [|Allop - [[orl] - vz = wall + | Allopllvr — w1 - [w2]]-
(1)

Die Ungleichung (1) gilt natiirlich auch wenn einer der Vektoren 0 ist.

Aufgabe G6 (Der Raum L*°[0,1])
Sei f € £(]0,1]). Wir definieren X := [0, 1]. Zeigen Sie

£l oo = min {[[ fx\all - A € B(X), MA) = 0}
=min {r > 0:3A € B(X) mit A\(A) = O und [fx\alloe <7}

Losung: Sei M := inf {||f|x\alloc : A € B(X),A(A) = 0}. Wir wéihlen eine Folge (A, )nen
in B(X) mit A(4,) = 0 und M = limp 0 || f|x\ 4,0 = M. Sei A :=J, oy An- Dann
A € B(X) und A\(A) = 0. Zudem gilt

If1x\alleo < 1 flx\a,lls (V1 € N)
= flx\allee < M.

Wir folgern, |||z = min {||fx\all : A € B(X),A(A) = 0}. Zudem kénnen wir folgern,
dass M € {r>0:3A € B(X) mit A(A) =0 und || fx\allc <7}. Offensichtlich ist M
eine untere Schranke von {r > 0: 34 € B(X) mit A(A) = 0 und [|fx\ allcc < r}. Daher
folgt auch die zweite Gleichung.
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