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Gruppenübungen

Aufgabe G4 (Details zur Vorlesung)

(a) Seien p ∈ [1,∞[, x ∈ `p und λ ∈ K. Zeigen Sie

λx ∈ `p und ‖λx‖p = |λ| · ‖x‖p.

Wie in der Vorlesung, gilt auch in den Übungen K ∈ {R,C}.
(b) Sei (xn)n∈N eine Cauchy-Folge in einem normierten Raum (E, ‖•‖). Zeigen Sie, dass

die Menge {xn : n ∈ N} eine in E beschränkte Menge ist.
(c) Sei c ⊆ `∞ der Unterraum der konvergenten Folgen. Zeigen Sie, dass die Abbildung

c→ K, (xn)n∈N 7→ lim
n→∞

xn

stetig linear ist.

Lösung:

(a) Es gilt

∞∑
i=1

|λxi|p =
∞∑
i=1

|λ|p|xi|p = |λ|p
∞∑
i=1

|xi|p <∞.

Es folgt direkt ‖λx‖p = |λ| · ‖x‖p.
(b) Wir finden ein N ∈ N mit ‖xn − xm‖ < 1 für alle n,m ≥ N . Ist n ≥ N , so gilt

‖xn‖ ≤ ‖xn − xN‖+ ‖xN‖ ≤ 1 + ‖xN‖.

Ist n ≤ N so gilt

‖xn‖ ≤ max {‖xk‖ : k = 1, . . . , N} .

Somit folgt direkt die Behauptung.
(c) Es gilt

|c(xn)n∈N| = | lim
n→∞

xn| = lim
n→∞

|xn| = sup {|xn| : n ∈ N} = ‖(xn)n∈N‖∞.



Aufgabe G5 (Stetige bilineare Abbildungen)

Seien E1, E2 und F normierte Räume. Auf E1×E2 definieren wir die Norm ‖(v1, v2)‖ =
max(‖v1‖, ‖v2‖). Dass diese Vorschrift eine Norm auf E1 ×E2 definiert ist aus der Ana-
lysis II bekannt. Sei nun A : E1 × E2 → F eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen zueinander äquivalent sind:

(i) Die Abbildung A ist stetig.
(ii) Die Abbildung A ist stetig in der 0.

(iii) Es gilt

‖A‖op := sup

{
‖A(v1, v2)‖
‖v1‖ · ‖v2‖

: v1, v2 6= 0

}
<∞.

Lösung: (i)⇒(ii): Trivial.
(ii)⇒(iii): Sei δ > 0 mit ‖A(v)‖ ≤ 1 für alle v ∈ Bδ(0). Nun sei v = (v1, v2) mit v1, v2 6= 0.
Wir rechnen

‖Av‖ =

∥∥∥∥A(δ v1
‖v1‖

, δ
v2
‖v2‖

)∥∥∥∥ · ‖v1‖ · ‖v2‖δ2
.

(iii)⇒(i): Es gilt

‖A(v1, v2)−A(w1, w2)‖ ≤ ‖A(v1, v2)−A(v1, w2)‖+ ‖A(v1, w2)−A(w1, w2)‖
=‖A(v1, v2 − w2)‖+ ‖A(v1 − w1, w2)‖ ≤

(†)

‖A‖op · ‖v1‖ · ‖v2 − w2‖+ ‖A‖op‖v1 − w1‖ · ‖w2‖.

Die Ungleichung (†) gilt natürlich auch wenn einer der Vektoren 0 ist.

Aufgabe G6 (Der Raum L∞[0, 1])

Sei f ∈ L∞([0, 1]). Wir definieren X := [0, 1]. Zeigen Sie

‖f‖L∞ = min
{
‖fX\A‖ : A ∈ B(X), λ(A) = 0

}
= min

{
r ≥ 0 : ∃A ∈ B(X) mit λ(A) = 0 und ‖fX\A‖∞ ≤ r

}
.

Lösung: SeiM := inf
{
‖f |X\A‖∞ : A ∈ B(X), λ(A) = 0

}
. Wir wählen eine Folge (An)n∈N

in B(X) mit λ(An) = 0 und M = limn→∞ ‖f |X\An
‖∞ = M . Sei A :=

⋃
n∈NAn. Dann

A ∈ B(X) und λ(A) = 0. Zudem gilt

‖f |X\A‖∞ ≤ ‖f |X\An
‖8 (∀n ∈ N)

⇒‖f |X\A‖∞ ≤M.

Wir folgern, ‖f‖L∞ = min
{
‖fX\A‖ : A ∈ B(X), λ(A) = 0

}
. Zudem können wir folgern,

dass M ∈
{
r ≥ 0 : ∃A ∈ B(X) mit λ(A) = 0 und ‖fX\A‖∞ ≤ r

}
. Offensichtlich ist M

eine untere Schranke von
{
r ≥ 0 : ∃A ∈ B(X) mit λ(A) = 0 und ‖fX\A‖∞ ≤ r

}
. Daher

folgt auch die zweite Gleichung.
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