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Gruppeniibungen

Aufgabe G7 (Der Raum L*°[0,1])
Zeigen Sie, dass der normierte Raum (L°°[0, 1], ||e|| oo ) vollsténding ist.

Losung: Wir definieren X := [0,1] und machen die folgende Voriiberlegung: Ist f €
£00,1], A € B(X) mit A\(A) =0 und fx\4 < 0o, dann koénnen wir die Abbildung

oy Jfla) x¢g A
f(m)_{() cx € A

definieren. Offensichtlich ist f messbar und es gilt || f]|ze = ||fllzoc = || f]loo-

Sei nun ([fy])nen eine Folge in L°°[0, 1], sodass > o7, ||[fn]l|zee < co. Mit der Voriiber-
legung gilt

D alloo =D Ml < oo
n=1 n=1

Da der Raum B([0,1]) vollstiindig ist, konvergiert die Reihe 3.°°, f, in B([0,1]). Da
punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen messbar sind, ist Y~ ; f, messbar. Nun
rechnen wir

Also ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent. Es folgt die Aussage.

Aufgabe G8 (Banachriaume die nicht separabel sind)
(a) Zeigen Sie, dass £ nicht separabel ist.
(b) Zeigen Sie, dass L0, 1] nicht separabel ist.
Losung:

(a) e Der topologische Raum {0 1} mit der diskreten Topologie ist nicht separabel
Angenommen M C {0,1}" ist abziihlbar und dicht. Dann gilt {0,1}" = M =
M, da in der diskreten Topologie jede Menge abgeschlossen ist. Somit wire
{0,1}" abziihlbar. Dies ist ein Widerspruch.



e (™ induziert auf {0,1}" die diskrete Metrik: (2, )nen, (Un)nen € {0,1}", dann

[@nnc — (gn)ncrll = {0 C = (e R
1: sonst.
e Wiire nun /> separabel, dann miisste auch {0, 1} mit der diskreten Metrik
separabel sein. Dies ist ein Widerspruch.
(b) Gegeben a = (an)neN € (*° betrachten wir die Abbildung ¢,: [0,1] — K, z —
an wenn x €)1 1] Offensichtlich ist ¢, € £2[0,1]. Wir betrachten die lineare
Abbildung

n+l’n

1: 4% — L0,1], o+ [pal.

Wir zeigen, dass ¢: £°° — im(¢) eine Isometrie ist: Seien o € ¢*° und A € B[0, 1]
mit A(A) = 0 und ||@allzee = ||0a . Dann gilt

lelloo = llp-alloc = lealippalle = llpallzee-

Hier folgt die zweite Gleichheit aus [[¢a|allocc < [[@aljo\Allco- Wére nun L2°[0, 1]
separabel, so miisste auch £°° separabel sein. Dies ist ein Widerspruch.

Aufgabe G9 (Separabilitit)

Zeigen Sie, dass ein normierter Raum F genau dann separabel ist, wenn dB¥(0) sepa-
rabel ist.

Losung: =: Wenn E separabel ist, so ist auch aBF(o) separabel.

<: Sei nun dBF(0) separabel. Sei M C dBF(0) abzihlbar mit M = dBF(0). Dann ist
N = quQ gM abzihlbar. Wir zeigen N = E. Seien v € E und U C E eine v-Umgebung.
OBdA. seien v # 0 und U = B,(v). Wir haben M € 0B1(0) und finden ein x € M mit

B_r (HvH) Sei nun ¢ € Q4 mit ¢ < |Jv]| und [jv|| — ¢ < §. Wir zeigen gz € U:
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