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Gruppeniibungen

Aufgabe G10 (Wiederholung aus Funktionen Theorie)

Sei E:={f: C — C: f holomorph} der Raum der ganzen Funktionen auf C. Zeigen Sie,
dass

[of|: B = [0,00[, fr> sup |f(z)]
2€B5(0)

eine Norm auf F definiert und dass E mit dieser Norm separabel ist.

Losung: Positive Homogenitét und Subadditivitidt von ||«|| sind klar. Die Definitheit

folgt aus dem Eindeutigkeitssatz. Wir zeigen, dass die Polynome in E dicht liegen: Seien
f€FEund e > 0. Es gilt f(z) =>:2 &(O)x’ fiir alle z € C. Die Potenzreihe konver-

i=1 4!

giert gleichméBig auf E?(O). Daher gibt es ein N € N, sodass | f(z) — SN, #(O)x’ <e

fiir alle x € E(lc(()). Somit liegen die Polynome dicht in E. Da die Polynome x — 2" mit
n € N somit eine abzéhlbare totale Teilmenge bilden ist E separabel.

Aufgabe G11 (GleichméiBige Stetigkeit)

Seien (X, d) ein metrischer Raum und f: X — R eine stetige Funktion mit kompaktem
Tréger. Zeigen Sie, dass f gleichméBig stetig ist.

Lésung: Sei e > 0. Fiir jedes € K gibt es ein €, > 0, sodass d(y,z) < e, = |f(y) —
f(x)| < § fiir alle y € X gilt. Da supp(f) kompakt ist finden wir x1,...,z, € supp(f),
sodass supp(f) C U=, Be,, (#;). Nun wihlen wir eine Lebesguesche Zahl § > 0 fiir diese
Uberdecknung. D.h. fiir jedes y € supp(f) gibt es ein i mit Bs(y) C Be, (z;). Seien nun
v,y € X mit d(y,y’) < 6. Ohne Beschrinkung diirfen wir y € supp(f) annehmen. Es
gibt nun i mit Bs(y) C B, (z;). Nun folgt

1£@) = FGOI < 1F@) = Fall +11f @) = FGI < S+ 2 =

Aufgabe G12 (Satz von Weierstraf})

Seien t; < --- <t, € [a,b], f € Cla,b] und € > 0. Finden Sie ein Polynom p iiber [a, b],
sodass ||f —p|| < e und f(t;) = p(t;) fir allei =1,...,n.



Loésung: Wir definieren fiir ¢ = 1,...,n das Polynom

T —tj

[a,b] = K, z— H P—y
J=1,j#i

sowie M := max; ||{;]|cc. Wir finden ein Polynom p; mit || f — p1llec < min(g/5-,5). Sei
nun g(z) := > (f(t:) — pi(t:)) - €i(z) fiir € [a,b]. Dann ist p := p; + ¢ ein Polynom
mit p(t;) = f(t;). Zudem gilt

[f(2) = p(@)] < [If = pilloo + la(z +Z\f ) - [illoo <e.
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