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8. Übungsblatt zur

”
Höheren Analysis“

Gruppenübungen

Aufgabe G22 (Verallgemeinerte Geometrische Reihe)

Seien q1, . . . , qn ∈ [0, 1[ und q := (q1, . . . , qn). Zeigen Sie, dass (qα)α∈Nn
0

summierbar ist
und ∑

α∈Nn
0

qα =
1

1− q1
· . . . · 1

1− qn
.

Wie üblich verwenden wir die Multiindexschreibweise qa = qα1
1 · . . . · qαn

n .

Lösung: Wir machen eine Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar. Nun
schreiben wir Nn0 =

⋃
i∈NN

n−1
0 × {i}. Wir schreiben q̃ := (q1, . . . , qn−1). Lesen wir die

folgende Gleichung von rechts nach links, so folgt die Aussage:∑
α∈Nn

0

qα =
∑
i∈N0

∑
α∈Nn−1

0 ×{i}

qα =
∑
i∈N0

qin
∑

β∈Nn−1
0

q̃β =
1

1− q1
· . . . · 1

1− qn
.

Aufgabe G23 (Beschränktheit von Netzen?)

(a) Sei (xi)i∈I eine summierbare Familie von Elementen eines Banachraums E. Mit
F sei die Menge der endlichen Teilmengen von I bezeichnet. Zeigen Sie, dass die
Menge der endlichen Teilsummen{∑

i∈F
xi : F ∈ F

}

in E beschränkt ist.
(b) Gilt im Allgemeinen, dass die Menge der Glieder eines konvergenten Netzes in einem

Banachraum beschränkt ist?

Lösung:

(a) Es gibt eine endliche Menge I0 ⊆ I, sodass für alle G ⊆ I \ I0 endlich∥∥∥∥∥∑
i∈G

xi

∥∥∥∥∥ < 1



gilt. Also ist die Menge
{∑

i∈G xi|G ⊆ I \ I0endlich
}

beschränkt. Ist G ⊆ I endlich,
so gilt

∑
i∈G =

∑
i∈G\I0 xi +

∑
i∈G∩I0 xi. Wir folgern{∑

i∈G
xi|G ⊆ Iendlich

}
⊆
⋃

M⊆I0

{∑
i∈G

xi|G ⊆ I \ I0endlich

}
+
∑
i∈M

xi.

Es folgt die Aussage.
(b) Wir statten R mit der folgenden Ordnung aus: α ≤2 β :⇔ |β| ≤ |α| für α, β ∈ R.

Das Netz (xα)α∈R mit xα = α konvergiert gegen 0. Es gilt aber {xα|α ∈ R} = R.

Aufgabe G24 (Potenzreihen in mehreren Variablen)

Seien x1, . . . , xn ∈ C\{0}, x := (x1, . . . , xn), (aα)α∈Nn
0

eine Familie in C und (aαx
α)α∈Nn

0

eine summierbare Familie in C. Zeigen Sie, dass (aαy
α)α∈Nn

0
für alle y im Polyzylinder

P := BC
|x1|(0)× . . .×BC

|xn|(0)

absolut summierbar ist. Insbesondere existiert also der Grenzwert
∑

α∈Nn
0
aαy

α in C für
alle y ∈ P .

Lösung: Die Familie (aαxα)α∈Nn
0

ist sogar absolut summierbar. Sei M ∈]0,∞[, sodass∑
α∈G |aαxα| < M für G ⊆ Nn0 endlich (siehe G23). Sei nun y ∈ P , etwa yj = zj · xj mit

zj ∈ BC
1 (0). Sei ε > 0. Wir finden I0 ⊆ Nn0 endlich, sodass

∑
α∈G |z1|α1 · . . . · |zn|αn < ε

M
für alle G ⊆ Nn0 \ I0 endlich. Nun rechnen wir∑

α∈G
|aαyα| =

∑
α∈G
|z1|α1 · . . . · |zn|αn · |aαxα|

≤M

≤M ·
∑
α∈G
|z1|α1 · . . . · |zn|αn < ε.
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