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Uberblick
Die Mathematik 2 gliedert sich in drei Teile:

e Erganzungen zur Mathematik 1 und Wiederholung

(Extremstellenbestimmung, Integrationsregeln, uneigentliche Integrale,
Partialbruchzerlegung, Taylorentwicklung)

e Lineare Gleichungssysteme und lineare Algebra

e Differentialrechnung fiir Funktionen in mehreren Veranderlichen
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1 Wiederholung und Erganzungen

1.1 Wiederholung: Extremstellen

(a) Ist f: Ja,b] — R eine differenzierbare Funktion auf einem offenen In-
tervall und zy € ]a,b] eine Extremstelle (also eine lokale Minimalstelle oder
lokale Maximalstelle), so ist notwendig

f,(l'()> = 07
also x( ein sogenannter kritischer Punkt.

(b) Ist xq ein kritischer Punkt von f: ]a,b[ — R und macht die Ableitung f’
einen Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus an der Stelle z (also f'(z) <0
fir x < o, f'(x) > 0 fir x > x9), so ist xy eine lokale Minimalstelle von f
(denn f|j_q,z,] ist dann monoton fallend, f|, s monoton wachsend).

(c) Ist f: Ja,b] — R zweimal differenzierbar und xy € |a,b[ ein kritischer
Punkt, so ist die Bedingung f”(x¢) > 0 hinreichend dafiir, dass x( eine lokale
Minimalstelle von f ist (denn f’ macht dann einen Vorzeichenwechsel von Mi-
nus nach Plus an der Stelle z).

(f)(x)

(d) Wir haben hierbei folgende Notationen benutzt: Es ist f’ (x) =
= f fk+1 =

wenn existent, f”/(x) := (f”)'(x) und so weiter; allgemein f)
(f®)Y. Andere Schreibweisen sind f = f" und dkf = fk),

(e) Damit ein kritischer Punktion zy von f: Ja,b[ — R eine lokale Max-
imalstelle ist, geniigt es entsprechend, einen Vorzeichenwechsel von f’ von
Plus nach Minus zu zeigen an der Stelle xy. Ist f zweimal differenzierbar, ist
auch f”(zg) < 0 am kritischen Punkt x eine hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Maximum.

(f) Warnung: Ist das Definitionsintervall nicht ein offenes Intervall, so konnen
sich auch an den Intervallenden lokale (oder globale) Extremstellen befinden
(egal, ob dort die Ableitung verschwindet oder nicht). Zum Beispiel muss
man bei einer Funktion f: [a,b] — R immer auch den Punkt a darauf unter-
suchen, ob dort eine lokale Extremalstelle vorliegt (meist per Hand).

(g) Beispiel. Die Funktion f: [0,7] — R, x + sin(z) ist zweimal dif-
ferenzierbar. Die Ableitung f’(z) = cos(z) hat auf dem offenen Intervall
10, 7| nur die Nullstelle 7/2, dies ist der einzige kritische Punkt von f. Da



f'(r/2) = —sin(n/2) = —1 < 0, ist 7/2 eine lokale Maximalstelle von f.
Wir miissen noch die Randpunkte im Definitionsintervall betrachten, also 0
und 7. Es ist

f(0) = f(m) =0 < f(z) fir alle z € [0, 7].

Also sind 0 und 7 globale (also auch lokale) Minimalstellen fiir f. Beide sind
dennoch keine kritischen Punkte: es ist f/(0) = cos(0) = 1 # 0, f'(w) =
cos(m) = —1 #0.

1.2 Wiederholung: Integrale

Fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R haben wir ein Integral fab flx)dz e R
definiert.

(a) Anschauliche Bedeutung des Integrals wenn f > 0: Ist f(x) > 0 fir alle

x € [a,b], so konnen wir fab f(x) dx interpretieren als den Flacheninhalt der
Fléche, die vom Graphen von f und der z-Achse (sowie den vertikalen Ger-
aden z = @ und = = b) eingeschlossen wird. Zum Beispiel ist [ sin(xz) da =
[— cos(z)]f = 2 der Flécheninhalt des “ersten Hiigels” der Sinusfunktion.

Der Fall f < 0. Ist f(z) <0 fiir alle z € [a, ], so ist fjf(x) dx das Nega-
tive des Flacheninhalts der Flache, die vom Graphen von f und der z-Achse
(sowie den Geraden z = a und x = b) eingeschlossen wird. Zum Beispiel ist

JE sin(z) da = [~ cos(a)7* = ~1.

Allgemeines f: Das Integral fab f(z)dz ist die Summe der Flicheninhalte
oberhalb der xz-Achse minus die Summe der Flacheninhalte darunter (siehe

Skizze in der Vorlesung). Zum Beispiel ist fo?m/ 2 sin(z)der =2—-1=1.

Konvention: Fiir f: [a,b] — R mit a < b definiert man

/f —l?@ﬂx

(b) Integralberechnung mit dem Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung. Wir nennen eine differenzierbare Funktion F': [a,b] — R eine
Stammfunktion fiir f, wenn F’ = f. Dann gilt

b
[ ra)da =P = FG) - Fo)



(c) Integrationsregeln. Zur Erinnerung: Eine Funktion f: I — R auf einem
nicht entarteten Intervall (also mit mehr als einem Punkt) heifit stetig dif-
ferenzierbar, wenn f differenzierbar ist und die Ableitung f': I — R eine
stetige Funktion.

Partielle Integration. Sind f: [a,b] — R und g¢: [a,b] — R stetig differen-

zierbar, so gilt

| 1@ @ do = f@g@) - [ f@gla)do

Substitutionsregel. Ist f: I — R stetig auf einem Intervall I und ¢: [a,b] — R
stetig differenzierbar mit ¢([a, b]) C I, so gilt

b o(b)
/fwmdmm=éuﬂw@

Wenn wir y := ¢(z) substituieren, miissen wir formal also noch dy = ¢/(x) dz
setzen und auch die Grenzen transformieren.

Beispiel. Es ist

/2 1
/ @) cos(x) dr = / e!dy=e—1.
0 0

Wir kénnen nédmlich y := ¢(x) := sin(z) substituieren mit ¢'(z) = cos(z),
#»(0) = 0 und ¢(7/2) = 1. Hierbei haben wir die Substitutionsregel von links
nach rechts gelesen. Man kann die Substitutionsregel aber auch von rechts
nach links lesen, also zur Berechnung des rechten Integrals benutzen. Hierzu
muss ¢ geeignet gewéhlt werden, was oft nur mit Erfahrung moglich ist.

Beispiel. Wir wollen das Integral fO%ﬁ \/1 — y? dy berechnen. Wir substi-
tuieren @(z) = sin(z) mit ¢'(z) = cos(z), 0 = sin(0) und v/2 = sin(7/4).
Nach der Substitutionsregel ist dann

[ = [T vraErem e = [ w6 sty

——
=4/ cos?(z)=cos(z)
Tl'/4 1 1 7T/4 1
= /0 cos’(z) dr = [§x + 1 sin(2x)] i =12 + g

:%(1+cos(2x))
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Unbestimmte Integrale: Ist f: I — R eine stetige Funktion auf einem nicht
entarteten Intervall I, so schreibt man [ f(x)dx fiir die Menge aller Stamm-
funktionen von f. Ist F' eine solche, so ist also

/f(:c)dx—{F—i—C’: C € R}.

Abkiirzend schreibt man stattdessen meist [ f(z)dzr = F + C. Man nennt

[ f(z) dz das unbestimmte Integral von f. (Im Gegensatz dazu wird fab f(z)dx
auch das bestimmte Integral genannt).

Zum Beispiel ist [ cos(z) dz = sin(z) + C.

Die Integrationsregel der partiellen Integration kann man auch fiir unbe-
stimmte Integrale formulieren; sie lautet dann

/ f(@)d (@) do = f(x)g(x) - / F@)g(e) de.

1.3 Uneigentliche Integrale

Es sei f: [a,00[ — R stetig. Wir schreiben

/OO f(z)dx = lim rf(a:) dz,

r—00 a
wenn der Limes existiert. Dies ist ein Funktionengrenzwert im Sinne der
Mathematik I; gefordert ist also, dass der Grenzwert

Tn

lim f(z)dx (1)

n—oo a

existiert fiir jede Folge (7,)nen in [a, co[ mit 7, — oo fiir n — oo; das un-
eigentliche Integral ist dann der Grenzwert in (1) (dieser ist von der gewahlten
Folge (r,,)nen dann unabhéngig).

Beispiel. Es ist fooo e ®dr = 1. Fiur jede Folge von Zahlen r, > 0 mit
r, — oo fiir n — oo gilt namlich

Tn
/ e ldr =[—e " =—e ™+ s el =1
0

fiir n — oo, weil e™™ — 0.



Man kann auch direkt mit » > 0 arbeiten, ohne eine Folge zu benutzen:
/ e dr=[—e"f=—e"+e =" =1
0

fiir » — oo. Dies macht die Rechnung tibersichtlicher.

Statt zu sagen, dass ein uneigentliches Integral existiert, sagt man auch, dass
das uneigentliche Integral konvergiert.

Beispiel. Fiir a € R existiert das uneigentliche Integral floo x% dr genau
dann, wenn a > 1. In diesem Fall ist [~ L do = L.
Fiir a = 1 existiert das uneigentliche Integral nicht, denn

/1r 1 dr = [In(z)]] = In(r) — In(1) = In(r)

x
divergiert bestimmt gegen oo fiir r — oo.

Im Fall @ # 1 hat 1/2% = 2~ die Stammfunktion —52~ ! = 21~*/(1—a).
Fur r > 1 ist also

o e e @

1 xe

Im Falle o > 1ist 1 —a < 0, so dass 7'~ — 0 fiir » — oco. Die rechte Seite

von (2) konvergiert dann also gegen ﬁ(O — 1), so dass das uneigentliche

Integral existiert und den behaupteten Wert hat.

Im Fall @ < 1ist 1 —a > 0, so dass 717 bestimmt gegen oo divergiert fiir
r — 0o. Die rechte Seite von (2) konvergiert somit nicht fir r — oo, das
uneigentliche Integral existiert also nicht.

Ahnlich wie bei der Konvergenz unendlicher Reihen gibt es auch fiir un-
eigentliche Integrale ein Majorantenkriterium (mit &hnlichem Beweis).

Majorantenkriterium. Es sei f: [a,00[— R stetig. Gibt es eine stetige
Funktion g: [a, 00 — R derart, dass |f(z)| < g(z) fir alle € [a, 00[ und
das uneigentliche Integral faoo g(x) dzx existiert, so existiert auch faoo f(z)dz.

Beispiel. Das uneigentliche Integral [ < SIn(®) Jx existiert. Da |sin(z)| <

0 1+x
e = ¢ sin(z)| < e Da

1 . . . . e
1 und 7 < 1 fir alle x > 0, ist namlich ‘ -
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das uneigentliche Integral fooo e~ " dz existiert (wie wir oben gesehen haben),
ist g(z) := e " eine integrierbare Majorante fiir f und wir kénnen das Ma-
jorantenkriterium anwenden.

Bemerkung (weitere Arten uneigentlicher Integrale). Analog definieren wir
fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R das uneigentliche Integral

/abf(x) dr = lim / (o) de

wenn der Grenzwert existiert; dies ist also der Grenzwert der Integrale [ f(x) dx
fir Folgen (7, )nen in [a, b] mit 7, — b fiir n — oco. Ist f: Ja,b] — R stetig,

definieren wir , ,
/ f(z)dx = lim/ f(z)dx

rla
wenn existent. Ist f: Ja,b] — R stetig, wihlen wir ¢ € |a,b[. Existieren
beide der uneigentlichen Integrale [ f(x)dz (mit Grenzwert an der unteren
Integrationsgrenze) und fcb f(z)dx (mit Grenzwert an der oberen Integra-

tionsgrenze), so sagen wir, dass das uneigentliche Integral f; f(z) dz existiert
und definieren es als

/abf(x) dr := /acf(x) dx—l—/cbf(x) der.

Man kann zeigen, dass Existenz und Zahlenwert von fab f(z) dx unabhéngig
sind vom gewahlten Zerlegungspunkt c.

Auch fiir die gerade aufgezahlten weiteren Arten uneigentlicher Integrale gilt
das Majorantenkriterium in der naheliegenden Form.

1.4 Reelle Polynome, komplexe Polynome und ihre
Nullstellen

Im folgenden Kapitel wollen wir rationale Funktionen der Form % inte-

grieren mit Polynomen p und ¢. Um dies vorzubereiten, stellen wir etwas
Grundwissen iiber reelle und komplexe Polynome zusammen.

Koeffizienten eines Polynoms und Ableitungen. Aus der Schule (und



der Mathematik 1) kennen wir die Ableitung eines Monoms: Fiir j € Ny ist

d, . [ jaZ7' wennj>1,;
0 wenn j = 0.

() =
7 (@)
Induktion nach k € N zeigt nun, dass fiir jedes 7 € Ny

d_k(xj): jG—1)--(—k+1)27% wenn j > k; (3)
dxk 0 wenn j < k.

Da 0/~* nur fiir j = k von 0 verschieden ist (mit 0° = 1), erhalten wir
d¥
dzk
fir alle j, k € Ny mit dem Kronecker-Delta 0y,

P 1 wenn j=k;
0 wenn j#£k

(z7) = k! (4)

=0

(der Fall k = 0 ist klar, da 25 (27) = 27 per Definition). Wir konnen somit
die Koeffizienten aq, ..., a, € R eines Polynoms

p: R— R, :L‘r—>Zaja:j
=0

aus den Ableitungen des Polynoms zuriickgewinnen: Es ist

(k)
~ p™(0)
W=

fir alle k € {0,1,...,n}. (5)

In der Tat haben wir

k) oy
p™M(0) = ;% @(37])

n
= a; ko = a k!
x=0 -
J=0

nach (4); beachten Sie, dass alle Summanden mit j # k gleich 0 sind. Auch
im Falle eines komplexen Polynoms

p: C—C, Z%Zajzj
7=0
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mit ag,...,a, € C sind die Koeffizienten ay, ..., a, durch p festgelegt: Fiir
r € R ist namlich der Realteil

Re(p(z)) = > Re(a) o’

ein reelles Polynom in z € R, legt also die Koeffizienten Re(ay), ..., Re(a,)
fest. Ebenso legt der Imaginérteil die Koeffizienten Im(ay), ..., Im(a,) fest.

Nullstellen eines komplexen Polynoms. In diesem Abschnitt erlautern
wir, dass sich jedes komplexe Polynom p(z) = Z?:o a;jz’ vom Grad n € N
schreiben lasst als

p(2) = an(z —wi)” -+ (2 = wp)™, (6)

wobei wy, ..., w, € Cmit m € {1,...,n} die paarweise verschiedenen kom-
plexen Nullstellen von p sind, die Zahlen v, € N fiir k € {1,...,m} eindeutig
festgelegt sind und die Vielfachheit der Nullstelle wy genannt werden. Ins-
besondere hat p hochstens n verschiedene Nullstellen.

Sind p und ¢ komplexe Polynome vom Grad < n und ist p|y; = ¢|p fiir eine
Teilmenge M C C mit mindestens n + 1 Elementen, so ist p = ¢ (denn p — ¢
ist ein Polynom vom Grad < n mit mindestens n + 1 Nullstellen. Dies ist
nur fiir das Nullpolynom méglich, also ist p — ¢ = 0). Also:

plv =qlm = p=g¢q wenn |[M]|> Grad von p und Grad von ¢q. (7)

Wenn Sie (6) als Black Box akzeptieren wollen, kénnen Sie zum Abschnitt
iiber Nullstellen reeller Polynome springen.

Zum Nachweis von (6) erinnern wir an den Hauptsatz der Algebra:
Jedes nicht konstante komplexe Polynom hat eine komplexe Nullstelle.

Daraus folgern wir, dass sich fiir n € N jedes komplexe Polynom p(z) =
> i_oa; 2’ mit a, # 0 (also vom Grad n) in Linearfaktoren zerlegen lsst:

p(2) = an(z = 21) -+ (2 = zn) (8)

mit gewissen z1, ..., 2, € C. Ist n = 1, so liefert der Hauptsatz eine Nullstelle
z1 € C fir p. Dann ist
0= p(21) = ar21 + ao,

8



also ag = —ay 21, also
p(z) =a121 — a1z = a1(z — 7).

Ist n > 2, so liefert der Hauptsatz eine Nullstelle z,, € C fiir p. Eine Poly-
nomdivision liefert

p(z) = (z = 2n)a(z) +1(2)
mit einem konstanten Polynom r(z) = ¢ und einem Polynom ¢(z) = a,,2" '+
- vom Grad n — 1 mit Leitkoeffizient a,,. Dann ist

0=p(zn) = (20 — 20)q(zn) + ¢ = ¢,
also ¢ = 0 und somit p(z) = (2 — z,)q(2). Per Induktion ist
q(2) = an(z = 21) -+ (2 = 2n-1)

und somit hat p die Form (8).

Einsetzen von z := z; in (8) zeigt, dass jedes z; eine Nullstelle von p ist.
Weitere Nullstellen gibt es nicht: Ist die komplexe Zahl z nicht in {z1, ..., 2, },
so ist z — z; # 0 fiir alle j und somit p(z) = an(z — 21) -+ - (2 — 2,,) # 0. Wir
konnen (8) nun umschreiben als (6),

P2) = an(z = wn)" o (2 = ),

wobei wy, ..., w,, mit m € {1,...,n} die paarweise verschiedenen komplexen
Nullstellen von p sind und v, die Vielfachheit der Nullstelle wy, ist, also die
Anzahl der j € {1,...,n} mit z; = wy;. Die Vielfachheiten sind durch p
eindeutig festgelegt. Setzen wir ¢(z) = a,(z — w9)"? -+ (2 — wy,)"™, so gilt
fir ¢ = 1, namlich

A ) ala) £0 )

fiir z # z; wenn z — z;. Fiir £ < pq gilt hingegen

—( (U)h)é =(z—2z)" Eq(z) —0q(z)=0
und fiir £ > py gilt

p(2)
(z —wy)




Also ist v iiber die Eigenschaften von p festgelegt (das eindeutige ¢ € N, fiir
das (9) gilt). Entsprechend sind vy, .. ., v, eindeutig.

Nullstellen reeller Polynome. Ist p: R - R, x — Z?:o a;x? ein reelles
Polynom vom Grad n € N, wobei ag,...,a, € R und a, # 0, so benutzen
wir den gleichen Buchstaben, p, fiir das zugehorige komplexe Polynom

p:C—>C, 2z~ Zajzj.
§=0

Ist w € C\ R eine nicht reelle, komplexe Nullstelle von p, so ist auch das
komplex Konjugierte w eine Nullstelle von p. Da jedes a; reell ist und somit
a; = aj, ist namlich
0=0=p(w) =) a;@) =pw).
j=0

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen:

Ist w € C\ R eine nicht reelle, komplexe Nullstelle von p, so stimmen die
Vielfachheiten der Nullstellen w und w von p uberein.

Wenn Sie dies als Black-Box akzeptieren wollen, konnen Sie gern zum Ab-
schnitt iiber Partialbruchzerlegungen springen. Wenn gewiinscht, finden Sie
Details zum Nachlesen jetzt (oder in Zukunft) hier.

Sind wy, ..., w,, die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von p
und ist v, die Vielfachheit von wy, so ist nach dem Obigen
p(2) = an(z = wi)" - (2 — wp)"™" (10)

fir alle z € C. Da p(z) € R fir z € R, mit komplex Konjugiertem p(z) =
p(z), ist fir alle x € R
p(x) = p() = an(z —w)" - - (2 = W)™
Nach (7) gilt dann auch
p(2) = an(z = w1)" - - (2 = Wy)"™" (11)

fiir alle z € C. Seiw € C\R eine nicht reelle, komplexe Nullstelle von p. Dann
ist w = w; fir ein j € {1,...,m}. Nach dem Vorigen ist auch das komplex
Konjugierte w; eine Nullstelle von p, also w; = wy, fir ein k € {1,...,m}.
Da Vielfachheiten eindeutig sind, liefert Vergleich von (10) und (11), dass
v; = 1. Die Vielfachheiten von w und w stimmen also iiberein.
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1.5 Integration rationaler Funktionen mittels Partial-
bruchzerlegung

q(z)

integrieren, wobei p # 0 und ¢ reelle Polynome (Polynomfunktionen) Sil;l(d).

Der Definitionsbereich von f ist also

R\ {z € R: p(z) = 0}.

In diesem Abschnitt wollen wir rationale Funktionen der Form f(z) =

Mittels Polynomdivision (wie in der Schule) finden Sie stets Polynome ) und
R derart, dass

¢=Qp+R
und der Grad deg(R) von R kleiner dem Grad von p ist. Dann ist

R
1-qQ+=.
p p

Fiir das Polynom @ konnen wir sofort eine Stammfunktion hinschreiben und
Integrale berechnen. Es bleibt also nur noch, Stammfunktionen fiir die ra-
tionale Funktion R/p zu finden (auf Intervallen auflerhalb der Nullstellen
von p). Schreiben wir statt R wieder ¢, brauchen wir also nur noch den Fall
deg(q) < deg(p) zu betrachten. Wir beginnen mit Beispielen.

Beispiel. Wir betrachten die rationale Funktion

1

R\ {-2,— R _.
R 23 =R oo e

Es ist also f(z) = % mit der konstanten Polynomfunktion ¢ = 1 und dem
Nennerpolynom p(z) = 2 + 5z + 6 mit den einfachen reellen Nullstellen —2
und —3. Da p normiert ist (also den Leitkoeffizienten 1 vor der héchsten
x-Potenz besitzt), ist dann

p(z) = (z+ 2)(z + 3),

was man durch Ausmultiplizieren sofort verifiziert. Wir behaupten, dass es
Konstanten A, B € R gibt derart, dass

1 A B .
flz) = (z +2)(z +3) “ar2 agg lwralleeeRA{=2-3) (12)
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Multiplikation beider Seiten mit (z + 2)(z 4+ 3) # 0 zeigt, dass (12) genau
dann gilt, wenn

1=A(x+3)+B(x+2) firallezeR\{-2,-3}.

Da beide Seiten der vorigen Gleichung stetige Funktionen auf R sind und
wir an den zwei Definitionsliicken zum Grenzwert iibergehen konnen, gilt die
vorige Gleichung genau dann, wenn

l=A(x+3)+B(x+2) firallezeR (13)

(alternativ folgt dies mit (7). Die Polynome 0z +1 und A(z+3)+ B(z+2) =
(A+ B)z+ (3A+2B) miissen also gleich sein. Koeffizientenvergleich vor den
x-Potenzen rechts und links zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
A+ B = 0 und (**) 34 + 2B = 1 ist. Ersteres verlangt B = —A und
Einsetzen in (**) zeigt, dass noch A = 34 —2A = 1 zu verlangen ist, also
A =1 (und somit B = —1). Wir koénnen also f auf die Form (12) bringen;

es ist
1 1

@)= s 73 (14)

Auf jedem nicht entarteten Intervall I C R\ {—2, —3} ist also

In|z + 2| —In|z + 3|

eine Stammfunktion fiir f.

Im Falle einfacher Nullstellen (wie hier) kann man den Koeffizientenvergleich

vermeiden; es ist schneller, in (13) einfach die speziellen Werte 2 = —2 und
x = —3 (also die Nullstellen von p) einzusetzen. Dies liefert die notwendigen
Bedingungen

1=A, 1=-B.
Beispiel. Die rationale Funktion

z+1

R\ {1} 5> R e
R =R v 5o

hat das Nennerpolynom

pr) =2 —22+1= (v —1)?

12



mit der doppelten reellen Nullstelle 1 (wobei die zweite binomische Formel
benutzt wurde). Wir machen den Ansatz

r+1 A B .
f(a:):(x—l)Q::c—l—i_(:c—l)? fir alle x € R\ {1}

mit Konstanten A, B € R. Multiplikation mit (x — 1)? zeigt, dass vorige
Gleichung genau dann gilt, wenn

r+1=A(x—-1)+B

fir alle z € R\ {1}, bzw. (4quivalent zum Vorigen) fiir alle z € R. Verlangt
ist also
lr+1=Axz+ (B—A)

fiir alle z € R. Koeffizientenvergleich zeigt, dass die Polynome rechts und
links genau dann gleich sind, wenn

1=A und 1=B-A.

Einsetzen von A = 1 macht aus der zweiten Bedingung 1 = B — 1, was genau
fiir B = 2 erfiillt ist. Wir konnen in der Tat f also auf die Form

1 2

@)= =5+ o (15)

bringen. Auf jedem nicht-entarteten Intervall I C R\ {1} hat f folglich die

Stammfunktion 5

1 -1 - —.

nlr—1]| po
Wir zeigen, dass zu (14) und (15) analoge “Partialbruchzerlegungen” fiir
jede rationale Funktion moglich sind. Eine Komplikation entsteht allerdings
dadurch, dass das Nennerpolynom p nicht immer iiber R in Linearfaktoren

zerféllt, sondern nicht-reelle komplexe Nullstellen besitzen kann.

Notationen. Wir betrachten ein normiertes Polynom*

p(r) = 2"+ ap 12"+ ar +ag

Der Leitkoeffizient ist also 1.
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mit ag,...,a,_1 € R. Hat p eine komplexe, nicht reelle Nullstelle w in dem
Sinne, dass
W+ G+ Faqw+ag =0 in C,

so ist auch die komplex konjugierte Zahl w eine Nullstelle von p; zudem
stimmt die Vielfachheit v der Nullstelle w mit derjenigen von w {iiberein
(siche Abschnitt 1.4). Das Produkt der entsprechenden Linearfaktoren ist

(r —w)"(z —w)" = (pu())”
mit
pw(z) == (z —w)(z — W) = 2* — (0w + W)z + W = 2* — 2Re(w)z + |w|.

Dies ist ein normiertes reelles Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen.

Seien ayq, . . ., ay die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von p mit den
Vielfachheiten my, ..., m; und
{w17w_1}7 {w27w_2}7 sy {U)[,w_g}

die verschiedenen Paare von komplex konjugierten, nicht reellen Nullstellen
von p. Seien ny,...,n, die Vielfachheiten von wy, ..., w,. Dann ist

k ¢
:H(az—aj m]H z — w;)" (x —w;)"
j=1 J=1
und somit
k ¢
p(x) = [ (@ = a)™ T (o, (@)™ (16)
j=1 7j=1

Wir benutzen folgende Tatsache.?

Satz iiber die Partialbruchzerlegung. Seien p,q: R — R Polynomfunk-
tionen mit deg(p) > 1 und deg(q) < deg(p). Mit Notationen wie in (16)
existieren dann reelle Zahlen A;, fir j € {1,....k} und v € {1,...,m;}
sowie reelle Zahlen B;, und C;, fir j € {1,...,0} und v € {1,...,n;}
derart, dass fir alle x € R mit p(xz) # 0

& Zk:Z +2€: JV+ijx (17)
I) 7=1 I—Oéj 7=1 v=1

B pwj

2Einen Beweis finden Sie ggf. im Skript zur Analysis 2 auf der Homapage von Prof.
Glockner.
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Bemerkung. Die Partialbruchzerlegung fiir Lx; ist also eine Summe von

o p(z
Beitragen:

e Fir jede einfache reelle Nullstelle o; von p gibt es einen Summanden
A]"l

T—ay”
e Fiir jede mj-fache reelle Nullstelle o; von p gibt es einen Summanden
A

der Form
J,1 4;
P
T —ay ( — a;)ms
e Fiir jedes Paar {w;,w;} aus einer einfachen komplexen, nicht reellen

Nullstelle von p und ihrem komplex Konjugierten gibt es einen Sum-

manden der Form
Bj,l + CjJCC

pwj (I)
mit py, (z) = 2% — 2Re(w;)z + |w;]*.
e Fiir jedes Paar {w;,w;} aus einer n;-fachen komplexen, nicht reellen

Nullstelle von p und ihrem komplex Konjugierten gibt es einen Sum-
manden der Form

B, +Cjx o Bjn; + Cin;x
Pu, (2) Duy; ()73

Beispiel. Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch

1
f“*:@—@%x_m

gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom ¢(z) = (x — 4)%(z — 2)
hat zwei Nullstellen, die beide reell sind, namlich die Nullstelle a; = 4 mit
Vielfachheit n; = 2 und die Nullstelle oy = 2 mit Vielfachheit ny, = 1. Es
ist also k =2 und ¢ = 0. Nach dem Satz iiber Partialbruchzerlegung gibt es
reelle Zahlen A := A, ,, B := A5 und C := Ay derart, dass

1 A B C

@—22@—2) z-4 (z—47 1.2

fiir alle z € R\ {2,4}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider
Seiten mit dem linken Nennerpolynom (z — 4)2(z — 2))

1=A(x —4)(x —2)+ Bz — 2) + C(z — 4)* (18)
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fir alle z € R\ {2,4} (und somit fiir alle x € R, da beide Seiten an Stellen
xz, € R\ {2,4} gleich sind mit z, — 2 und wir nun bei beiden stetigen
Funktionen zum Grenzwert tibergehen kénnen). Einsetzen von x = 2 in (18)
liefert die Bedingung 1 = 4C', somit

1

Einsetzen von z = 4 in (18) liefert die Bedingung 1 = 2B, also

B =

— N

Wir setzen diese Werte von B und C'in (18) ein und erhalten die Bedingung

1 1 1
1= A(x—4)(x—2)+§(x—2)+zl(x—4)2 = Ax2+1x2—|— ein Polynom vom Grad < 2.

Koeffizientengleich rechts und links vor dem Monom 2 liefert die Bedingung

0=A+ }1, so dass also
1
A=—-
4

(stattdessen konnten Sie natiirlich auch in (18) einen Koeffizientenvergleich

vor x2, ! und 2° durchfithren und ein lineares Gleichungssystem mit drei

Gleichungen fiir A, B, C erhalten und nach diesen auflésen). Also ist

1 11 1 1 1 1

IO = e apa—9 ~ dr-d aG-dp T is-2

mit Stammfunktionen der Form

1 1 1 1
/f(a:)d:c:—z ln|x—4|—§m+1ln\x—2|—|—Konst.

auf jedem der Teilintervalle |—o0, 2[, ]2,4[ bzw. ]4, co|.

Beispiel. Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch

1
f(fl?):m

gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom ¢(z) = x(z? + 1) hat drei
Nullstellen, namlich die einfache reelle Nullstelle a; = 0 und die einfachen
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komplexen, nicht reellen Nullstellen A\; = ¢ und A = —i, die zueinander
komplex konjugiert sind. Also ist £k = 1, n; = 1, £ = 1 und m; = 1.
Nach dem Satz iiber Partialbruchzerlegung gibt es reelle Zahlen A := A, 1,
B := B;; und C := C}; derart, dass

1 _é B+ Cx

z(x? +1) x+x2+1

fiir alle z € R\ {0}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider Seiten
mit ¢(x))
1=A(z*+1)+ (B+Cx)z (19)

fir alle z € R\ {0} (und somit fiir alle z € C, siehe (7). Einsetzen von z = 0
in (19) liefert A = 1. Einsetzen von x = i liefert die Bedingung

1= (B+ Ci)i=Bi—C;

Vergleich der Real- bzw. Imaginarteile beider Seiten liefert ¢' = —1 und
B = 0. Folglich ist

1 1 T

=@~ =

mit Stammfunktionen der Form
1
/f(:v) dr =1In|z| — 5 In(1 + 2*) 4 Konst.

auf jedem der Teilintervalle |—oo, 0] bzw. |0, co].

Fiir die einzelnen Summanden einer Partialbruchzerlegung lasst sich stets
eine Stammfunktion angeben:

(a) Fir a € R ist

1
/ dr =1In |z — a| + Konst.
r—a«
auf |—o0, af bzw. |a, 00].

(b) Fir a € R und natiirliche Zahlen n > 2 ist

1 1 1
/mdl’z 1—n (,1'—04)”*1 +K0nst.

auf |—o0, af bzw. |a, 00].
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(¢) Fiir alle reellen Zahlen a,b, B,C mit b # 0 ist

/ B+ Cx i
(x —a)? +b?
—a

B
= gln ((z —a)*+0*) + zaC arctan <xT) + Konst. (20)

auf R.

Hierbei verifiziert man (a) und (b) direkt durch Ableiten.

Nachweis von (c): Ersetzen von Cx durch C(z — a) + Ca im Zahler von
BECr  liefert

e
B+ Cx _ Cx—a) B +aC
(x—a)2+b>  (r—a)?+b?  (z—a)?+b?
C 2z —a) B+aC 1/b
2 (x—a)?+b? b (54)r+1

Um den ersten Summanden zu integrieren, substituieren wir u = (z—a)?+b?,
du = 2(z — a) dx; um den zweiten zu integrieren, substituieren wir v = £2

b
dv = %dm. Dies liefert die in (20) angegebene Stammfunktion.

Sei n € N. Auf dem 3. Ubungsblatt zeigen Sie:

(a) Eine Stammfunktion fiir % lasst sich hinschreiben, sobald

wir eine fur T kennen.

1
(D m

(b) Fiir die Stammfunktion von W gibt es eine Rekursionsformel,

welche diese auf die Stammfunktion von @ L

(= zuriickfiihrt.

1.6 Taylorentwicklung von C*-Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir zunéachst, wie gut eine differenzierbare
Funktion durch ihre Tangente um eine Stelle xy approximiert wird. Die Tan-
gente ist der Graph einer affin-linearen Funktion (also eines Polynoms vom
Grad < 1). AnschlieBend untersuchen wir die Approximation nahe zo durch
Polynome hoheren Grades.
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Sei I C R ein nicht entartetes Intervall. Einer an einer Stelle zg € I differen-
zierbaren Funktion f: I — R haben wir ihre Tangente zugeordnet, also die
Gerade mit der Gleichung

y = f(wo) + f'(w0)(z — 20).

Wir gut wird die Funktion f nahe xy durch ihre Tangente approximiert? Die
Differenz der beiden ist

R(z) == f(x) — f(zo) — f'(20)(x — 20).
Wir zeigen nun, dass R(x) — 0 fiir z — x¢ und sogar?

lim ﬂ

rT—x0 L — xo

= 0.

Letztere Eigenschaft legt die Tangente zudem eindeutig fest:

Satz. Fs set I C R ein nicht entartetes Intervall und xo € 1. Eine Funktion
f: I — R st genau dann an der Stelle xq differenzierbar, wenn fir ein a € R
der Fehler

R(z) := f(x) = f(x0) — alr — o)
der affin-linearen Approzimation f(x) = f(x¢)+ a(x —xo) + R(z) die Bedin-
gung

lim 2L (21)
x—x0 L — 1’0
erfillt. In diesem Fall gilt a = f'(xg).
Gilt (21), so folgt ndmlich
f@) =) R@
r — 2o r — T

fir x — xo, d.h. f ist an der Stelle x differenzierbar mit Ableitung f’(x¢) =
a. Ist umgekehrt f an der Stelle z( differenzierbar und setzen wir a := f'(x),

so gilt
R(e) _ J@) = F@) i pian) — ) = 0

Tr — 2y T — 2

3Daraus folgt R(z) = (z — o) R 00 =0 fiir 2 — z0.

r—Io
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fir x — xo.

Sei xy € R. Wie im Abschnitt 1.4 (wo oy = 0 war) zeigt man: Fiir alle k € N
und j € Ny gilt

d* . (i — 1) (f — )ik s g
— (= 20)) = JG=1-G—k+1)(z— o) wenn j > k;
dx® 0 wenn j < k
(vergleiche (3)). Da 0°=* nur fiir j = k von 0 verschieden ist (mit 0° = 1),
erhalten wir analog zu (4)

dk

dl‘k ((L’ — I‘o)j = k" 5jk

T=x0

fir alle j, k € Ny mit dem Kronecker-Delta 0;y.

Seien nun ag, ..., a, € R mit n € N. Wir betrachten das Polynom
n
p: R =R, xHZaj(x—xo)J
5=0

Wie in (5) sehen wir, dass

~p®) ()
k!

fir alle k£ € {0,1,...,n}.

Wir folgern:

Definition. Sei I C R eine nicht entartetes Intervall, o € I und f: I — R
eine C""-Funktion mit n € Ny. Dann ist

p: R =R, xt—)Z 2 (z — x0)?

= 7

f(J’) (o)
!

das einzige Polynom vom Grad < n derart, dass p®)(zq) = f*) () fiir alle
k € {0,1,...,n}, das also die gleichen Funktionswerte und Ableitungen an
der Stelle xy hat wie f bis enschliellich der nten Ableitung. Wir nennen p
das nte Taylorpolynom von f um den Entwicklungspunkt zy und schreiben
auch T7 (f)(x) := p(x). Wir nennen

Ry(x) = f(x) = T, () ()
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das zugehorige Restglied. Es gilt dann also

"noor() To , )
f(a) = Pp(f) (@) + Ra(x) =) / j(! )(x — x0)) + Ry(z) fiir alle z € 1.

Jj=0

Beispiele. Es ist sin(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1, sin”(0) = —sin(0) = 0
und sin”’(0) = — cos(0) = —1. Die nten Taylorpolynome der Sinusfunktion
um den Entwicklungspunkt zo = 0 sind fiir n € {0, 1,2, 3} also

PO(sin)(z) =0,  Pl(sin)(z) = P(sin)(z) =z,  P(sin)(z) =2 — éx;

Da cos(0) = 1, cos’(0) = —sin(0) = 0, cos”(0) = —cos(0) = —1 und
cos”(0) = sin(0) = 0, lauten die nten Taylorpolynome der Cosinusfunktion
am Entwicklungspunkt o = 0 fiir n € {0,1,2,3}

PY(cos)(x) = Py (cos)(x) =1, PZ(cos)(x) = P3(cos)(x) =1 — %x?

Da exp’ = exp und somit exp®) = exp fiir alle k& € Ny, ist exp®(0) =
exp(0) = 1 und folglich

1
F(exp)(a) =1, Pj(exp)()=1+a, Filexp)(x) =1+a+ 52,

und Fj(exp)(z) =1+ + 322 4 2.

Wir fragen uns nun, wie gut f(z) durch P} f(x) approximiert wird, unter-
suchen also das Restglied R, (x) der Taylorapproximation

f(x) = Py f(z) + Bn(2).

Um simple, quantitative Formeln fiir das Restglied R, (x) zu haben, setzen
wir im folgenden Satz f als C"™! voraus.

Satz von Taylor. FEs sei I C R ein nicht entartetes Intervall, xo € I und
f: I — R eine C*-Funktion mit n € Ny. Fiir x € I sei

B FARIE™

n!

R.(z) := f(x) — flxo) — f'(xo)(x — 20) — - - -

('CC - xo)n’

so dass also f(x) = f(xo) + f'(zo)(x — xo) + -+ - + %(x —29)" + Ry ().
Dann gilt:
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(a) (Restglied in Integralform). Es ist R,(z) = & [ (z — ¢)" f(FD(¢) dt.

o

(b) (Restglied von Lagrange). Es ist R,(z) = ﬂnﬂ)@ (x — o)™ fiir eine
reelle Zahl & zunischen xy und x.

(c) FEs gilt
lim —Rn(@

=0.
T—T0o (:L’ — ;EO)"

Bevor wir den Satz beweisen, schauen wir ein Beispiel an:

Beispiel. Wir wollen sehen, dass fir alle © € [—3, 1]
1

| cos(z) — Pg’(cos)(x)| < 10.000°

wobei Fy(cos)(x) =1 — 3a? (siehe oben).

Ersetzen wir cos(z) durch 1 — 322, erhalten wir fiir 2 € [—£, 1] anschaulich

also hochstens einen Fehler in der vierten Stelle hinter dem Komma.

Vorgehen: Esist | cos(z)—Pg(cos)(x)| = |R3(z)|. Wir benutzen die Lagrange-
Form des Restglieds mit zo = 0; da cos¥) = cos, ist fiir ein & zwischen 0 und z

cos(&) 4

Ra) =
folglich
z]* 1/ 111 111 1
R < — <1~ - - < = .
[ Fs(@)] < Jeos(€)] 7 = A 252524 252020  10.000

Beweis des Satzes von Taylor. Wir zeigen zunéchst (a) per Induktion
nach n € Ny. Im Fall n = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung

Rofa) = 1) = f(a) = [ F@at =g [“@-orra

und somit (a). Gilt (a) bereits fiir n und ist f eine C"*2-Funktion, so wenden
wir auf das Restglied



aus (a) eine Partielle Integration an mit

W)= =0 uft) = —— o=

v(t) = fHD(¢) und v'(t) = f+(t). Wir erhalten

R) = oy OIS, + o [t
= n—li— l(x — 2g)" LD (1) 4 - i : /x:(x )" f(n 4 2)(1) dt
und somit

n+1 () o ‘
Fon() = f) -3 L9 0 gy

par
— [ (o) ;SO () 4t
= f(x)—]o ;! (z — 20) (n+1) T — Tp)
(n+1)
= R,(z) f(n+(19§')($ 7o)
1

wie benotigt.

(b) Die Formel ist fir x = z( trivial (man nehmen & = x(). Sei nun x #
xo. Wir geben den Beweis im Falle x > zy (der Fall x < x ldsst sich
analog behandeln). Die stetige Funktion [zg, 2] — R, t + f™(¢) nimmt ein
Maximum (an einer Stelle * € [z, z]) und ein Minimum (an einer Stelle
T, € [zo,7]). Da (z — )" > 0 fiir alle t € [xg, x|, folgt mit der Monotonie
des Integrals aus der Integralform des Restglieds, dass

L = 0 () de < Ro(e) < — / (2 — £ F) (27 di.

n! Ja

Teilen durch K := L [7 (2 — )" dt = L2005 Tiefert

R, ()
K

f(n-‘rl) (ZE*) < < f(n+1)(l'*)
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Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen existiert ein & zwischen
x, und z* (und somit in [zg, x]) derart, dass

R ()

) _ o)
und somit (1)
Rula) = K 107(6) = 25w - o).

(c) Ist (x)ken eine Folge in I\ {z} mit z; — x¢ fiir & — oo, so gibt es fur
jedes k € N ein &, zwischen xg und x; derart, dass
f(n+1)(£k) (33' . x)n+1
(n+1)1 " '
Da |§ — xo| < |zg — 20| — 0, folgt & — xo. Wir folgern, dass

Ry (7p) =

% _ f(”+1)(§k)($k: _ 5150) — f(n—l—l)(l‘o) (IC() - $0) =0
fiir k — oo.

Bemerkung. Im Falle einer C?-Funktion f: I — R haben wir fiir das
Restglied Ry(z) auch die Formel

Rafa) = [ (=000 - 1O e 22

Zo

zur Verfiigung (die uns spéter nutzen wird). Es ist ndmlich

f(@) = flzo) + f'(wo)(x — x0) + Ru(x)

mit
Ri(z) = / - 1)) dt
- / " — 07O (ao) di + / o (D) — 1O (a0)) db
@ To 2 ’ 2 2
- 0w+ [ =0 - 1) i
also
/ (2)(1’0) 2
Ry(x) = f(x)— f(zo) — f'(xo)(x — 20) — 5 (x — o)
@) To 2 ‘ 2 2
= R - L a0 = [ 000 10 w) dn



2 Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel wollen wir systematisch lineare Gleichungssysteme losen

wie zum Beispiel
r—y = 2
20 +y = 1.

2.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen fiir n Unbekan-
nte ist von der Form

a11T1 + 129 + -+ - + A1pTy, = b1
A21T1 + Q22X + *++ + AopTy, = b2
Am1T1 + Qpale + - -+ + QppTy = bm

Hierbei sind by,...,b, und a;; gegebene reelle Zahlen fir i € {1,...,m},
j€{l,...,n}. Gesucht sind z1,...,z, € R, fir welche die Gleichungen alle
erfiillt sind. Ist by = by = --- = b,,, = 0, so heifdt das lineare Gleichungssystem
homogen (andernfalls inhomogen). Die Menge aller Losungen (1, ..., z,) des
LGS nennt man seine Ldsungsmenge.

Beispiel 2.2
r+y = 1
-y = 2

ist kein lineares Gleichungssystem, da z? vorkommt.

Beispiel 2.3 Wir wollen die Losungen des inhomogenen LGS

r—y = 2
{ 2r+y = 1
finden. Hierzu ziehen wir das Zweifache der ersten Gleichung von der zweiten
Gleichung ab (wir deuten das durch eine Notiz rechts vom LGS an). Wir
erhalten ein neues LGS, das genau dann erfiillt ist, wenn das vorige es ist.
(da wir durch Addieren des Zweifachen der ersten Zeile wieder zum ersten
LGS zuriick kénnen). Also:

{£7822]e

2]
1



fuhrt auf
r—y = 2
Jy = —3.

Die zweite Gleichung ist genau dann erfillt, wenn y = —1. Setzen wir y = —1
in die erste Gleichung ein, wird aus dieser

r+1=2,
was genau fiir x = 1 erfiillt ist. Insbesondere gibt es genau eine Losung.

Beispiel 2.4 Das inhomogene LGS

r+y =1
r+y = 2
hat keine Losung.
Beispiel 2.5 Es ist
3%’1 + 21‘2 =0 (23)

ein homogenes LGS mit einer Gleichung fiir zwei Unbekannte. Wahle x5 =
A € R beliebig. Dann wird aus (23)

2
3r1+2X=0 & T = _§)\'

Insbesondere gibt es unendlich viele Losungen!

2.6 Zwei lineare Gleichungssysteme heiflen dquivalent, wenn sie die gleiche
Losungsmenge besitzen.

2.7 Gauflsches Losungsverfahren (Gaufisches Eliminationsverfahren). Zwei
lineare Gleichungssysteme sind dquivalent, wenn sie durch eine (oder mehrere)
der folgenden elementaren Operationen auseinander hervorgehen:

(i) Vertausche zwei Gleichungen;
(ii) Multipliziere eine Gleichung mit einer Zahl # 0;

(iii) Addiere ein reelles Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen (oder
ziehe es ab).
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Jede der Umformungen lasst sich auch riickgangig machen.

Bemerkung 2.8 Die obigen elementaren Operationen nennt man auch ele-
mentare Zeilenoperationen.

2.9 Wir werden sehen, dass homogene lineare Gleichungssysteme immer
Losungen haben und sich alle Losungen nach dem folgenden Verfahren finden

lassen:
(a) Bringe das LGS mit elementaren Zeilenoperationen auf moglichst ein-
fache Gestalt, die sogenannte “Zeilen-Stufenform”;
(b) Lose nacheinander nach x,, ..., z; auf (“Riickwértssubstitution”).

Bevor wir das Verfahren detaillierter erklaren, schauen wir uns Beispiele an.

Beispiel 2.10

r+0+2
r+y+ 2z

0
0
O+y+2z = 0
0
0
0

r+04+2 =
Aad O+y+z

|
0+y+2z d
r+0+2z = 0 (%)
S 0+y+z = 0 (xx)
04+0+2 = 0 (xxx)
Lose von unten nach oben auf:
(xx%) & z=0
(xx) & y=—2z < y=0
(x) & xz=—-—2 < =0
Beispiel 2.11
34042z = 0] (—3)
r+y+0 = 0d
3r+0+2z = 0 (%)
0+y—3z = 0(xx)

Sei z = A € R beliebig. Dann (x%) <y = 1z = tAund (x) & 3z = —z = =)\,
also x = —%)\.

Alle Losungen: (z,y,2) = (—3A, 3\, A) mit A € R.
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Hilfsmittel, um weniger anschreiben zu miissen:

Matrizen, Spaltenvektoren und Zeilenvektoren. Seien m,n € N.

2.12 Eine m x n-Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema der Form

a1 a12 N AT

921 929 ... QAop
A=

AQm1 Am2 ... AOmn

mit m Zeilen und n Spalten.

Die a;; € R heiflen Fintrdge (oder Komponenten) der Matrix. Man schreibt
auch

A — (CLU)L:l ..... m
j= v

1,..., n

oder kurz A = (a;5).

m X 1-Matrizen werden Spaltenmatrizen oder Spaltenvektoren genannt und

haben die Form
aj

am

1xn-Matrizen werden Zeilenmatrizen oder Zeilenvektoren genannt und haben
die Form

7z = (a/l o e an),
wir schreiben auch (aq,...,a,) mit Kommas. Eine m x n-Matrix A =
(a;;) wie oben besteht aus den m Zeilenvektoren z; = (a;1,...,a;) fir
ie{l,...,m}: Esist
7
A=

Wir konnen A auch aus den n Spaltenvektoren



aufbauen mit j € {1,...,n}; es ist

A= 8 sy --- 8,

Ist m = n, so nennen wir A eine quadratische Matrixz. Zum Beispiel ist

=7 4)

eine quadratische Matrix mit m =n = 2.

135
A:(204)

eine 2 x 3-Matrix (also nicht quadratisch). Die Zeilenvektoren sind z; =
(1,3,5) und zo = (2,0,4), die Spaltenvektoren

(D) we(3) e (E)

Zum Vergleich:

Beispiel 2.13 Es ist

w o =
= O N

ist eine 3 x 2-Matrix.

2.14 Wir schreiben R™ ™ fiir die Menge aller m x n-Matrizen, R™ := R™*!
fiir die Menge der Spaltenvektoren und R,, := R*" fiir die Menge der Zeilen-
vektoren. Wir schreiben

und (ohne Verwechslungsgefahr) auch 0 := (0,...,0) € R,,.

2.15 Die Summe von zwei Zeilenvektoren v = (vq,...,v,) und w = (wy, ..., w,)
definieren wir durch Summieren der Komponenten:

v+ w:= (v +wy,...,0, +w,).

29



Ebenso wird komponentenweise mit reellen Zahlen A\ multipliziert:
Av = (A, ..., Aoy,).
Mit Spaltenvektoren verfahrt man genauso:

U1 w1 U1 + Wy U1 /\Ul
+ | = : :

Up, Wy, Uy, + Wy, Up, AUy,

>
Il

2.16 Fiir das LGS aus (2.1) schreiben wir kurz

a1 a1 ... Qip 1 bl
Q21  A22 ... Qd2p -
Ty, bm
am1 Am2 ... Amp
oder ganz kurz
Ax = b,
wobei A = (a;;) € R™™ und
by
b= : e R™
bim
gegeben sind und die Losungen
£y
X = : e R"”
xn
gesucht werden.
Beispiel 2.17 Das inhomogene LGS
2371 + 3372 = 1
51’1 + 21L’2 = —1

lasst sich schreiben als

(22)()-(4)
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2.18 Wendet man die elementaren Zeilenoperationen (i), (ii) und (iii) aus
2.7 auf ein homogenes LGS Ax = 0 an, wird daraus ein LGS A’x = 0, wobei
A’ wie folgt aus A hervorgeht:

(i) Beim Vertauschen zweier Gleichungen werden die entsprechenden Zeilen
der Matrix vertauscht.

(ii) Multiplizieren wir die jte Gleichung mit A # 0, wir die jte Zeile der
Matrix mit A multipliziert.

(iii) Addieren wir ein Vielfaches der jten Gleichung zur kten Gleichung mit
j # k (oder subtrahieren es), so ist das entsprechende Vielfache der
jten Zeile zur kten Zeile der Matrix zu addieren (bzw. abzuziehen).

Beispiel 2.19 Das homogene LGS

{ 201+ 31y =

0
51’1 +2I2 =0

lasst sich schreiben als

(32)(2)-(0)

Um es zu 16sen, wenden wir elementare Zeilenoperationen (wie in 2.18) auf
die Koeffizientenmatrix an:

(2) 170 %)

Nun schreiben wir das entsprechene homogene LGS hin und Losen es von
unten nach oben:

2$1+31’2 = 0
—522 = 0

es ist also 9 = 0 und 21 = 0.

Bemerkung 2.20 Die Spaltenvektoren x und 0 zwischendurch nicht mehr
hinschreiben zu miissen, wissen wir natiirlich erst bei grofieren Gleichungssys-
temen zu schitzen, dann spart es Schreibarbeit.
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2.21 (Details des GauBschen Losungsverfahrens). Wir wollen nun systema-
tisch ein homogenes LGS
Ax =0

16sen mit einer m x n-Matrix A = (a;;). Hierzu formen wir A durch ele-
mentare Zeilenoperationen um zu einer Matrix A’ in “Zeilenstufenform,” wie
folgt.

Ist A die Nullmatrix, also a;; = 0 fiir alle ¢ und j, so setzen wir A’ = A und
springen nach 2.22.

Andernfalls ist eine Spalte s; von A von 0 verschieden. Wir wahlen j min-
imal. Dann ist also a;; # 0 fiir ein ¢ € {1,...,m}. Nachdem wir notfalls
die erste und die jte Zeile von A vertauschen, diirfen wir annehmen, dass
ai; # 0. Die Matrix A ist dann von der Form

0O --- 0 alj % ... %
a2
mit a;; # 0, wobei * jeweils ein beliebiger Eintrag ist. Fiir allei € {2,...,m}

ziehen wir nun nacheinander das ” -fache der ersten Zeile von der iten Zelle
ab. Wir diirfen danach annehmen dass A von der Form

0
: B

ist mit einer (m — 1) x (n — j)-Matrix B; hierbei bedeutet B einen von Null
verschiedenen Matrixeintrag. Wir fahren so fort mit B an Stelle von A. Nach
endlich vielen Schritten gelangen wir zu einer Matrix A’, welche im folgenden
Sinne Zeilenstufenform besitzt:

2.22 Man sagt, eine Matrix A’ € R™*™ hat Zeilenstufenform, wenn sie von
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folgender Gestalt ist:

0O -~ 0 M x
B«
Al = o o
0 0
0 0
Fir ein 7 € {0,1,...,m} (das man den Rang der Zeilenstufenform nennt)

sind also alle der ersten r Zeilen von A’ von Null verschieden. Die letzen m—r
Zeilen sind alle 0. Fiir ¢ € {1,...,r} ist das Symbol B der erste Eintrag der
tten Zeile, der nicht 0 ist. Links von B stehen nur Nullen sowie unterhalb
dieser Nullen. Auch unter B stehen nur Nullen. Von Zeile zu Zeile riickt
also mindestens um eine Position nach rechts.

2.23 Habe A’ Zeilenstufenform wie in 2.22. Steht in der jten Spalte ein B,
so nennen wir x; eine abhdngige Variable; andernfalls nennen wir z; eine
unabhdngige Variable. Letztere diirfen beliebige Werte annehmen. Von links
nach rechts seien Ay,..., A\, € R die Werte der unabhéngigen Variablen.
Wir setzen diese in das homogene LGS

Al + |=1]: | erR™
ein und losen von unten nach den abhéngigen Variablen auf, die dann jeweils

eindeutig festgelegt sind.

Bemerkung 2.24 Die Zahl der abhéngigen Variablen ist gleich der Zahl r
der Quadrate M. Die Zahl der unabhéngigen Variablen (Parameter) ist daher
n—r.

Beispiel 2.25 Wir betrachten das homogene LGS

Ax=0 (24)
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mit der 3 x 4-Matrix

11 21
A=1 00 3 1
00 0O
in Zeilenstufenform und
T
T2
X =
T3
Ty
Dem Schema
r1 To9 T3 T4
+ bl
"1l 21
0O 0 m 1
0 0 0 O
entnehmen wir, dass x; und z3 abhéingige Variablen sind, z, und x4 un-
abhangige Variablen. Dem obigen Vorgehen folgend setzen wir zo := Ay,

x4 = Ao mit beliebigen Parametern A;, Ay € R. Setzen wir x5 und z4 in (24)
ein, erhalten wir das LGS

T —f—)\l —|—2$3 ‘l—)\g = 0
3$3 —|->\2 =0
0 = 0.
Wir konnen dieses von unten nach oben losen: Es ist x3 = —%)\2 und
2 1
xr = —)\1 —21'3—)\2: —>\1+§)\2—)\2: —)\1 —5)\2

Die Losungsmenge des homogenen LGS (24) ist also

M= A

2.26 Wir erlautern nun genau Vorgehen beim Losen eines inhomogenen lin-
earen Gleichungssystems

Ax=Db
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bei gegebener Matrix A = (a;;) € R™*™ und gegebener rechter Seite

b
b = : e R™;
bm
gesucht werden alle Losungen
T
X = : € R™
Ty

(a) Wir bilden die sogenannte erweiterte Koeffizientenmatriz

B = (Alb) € R™ "+,

welche die Spalten von A enthalt, gefolgt von dem Spaltenvektor b als letzer

Spalte.

(b) Wir fiihren B mit elementaren Zeilenoperationen iiber in eine Matrix
B’ in Zeilenstufenform. Die ersten n Spalten von B’ bilden dann eine Ma-
trix A’ in Zeilenstufenform, die aus A durch elementare Zeilenoperationen

hervorgegangen ist. Die letzte Spalte von B’ nennen wir d schreiben

d;
d=| :
i

Sei r der Rang von A’. Stimmt dieser mit dem Rang von B’ {iberein, so ist

0 - 0 B % - % x|
u |
. |
B = B | x
0 0] 0
S I
0 0] 0
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mit 7 von 0 verschiedenen Zeilen. Es ist dann r = m oder r < m und
d,.1 = 0. Ist r kleiner als der Rang von B’, so ist

0O --- 0 M x - x x | d
[ | dy
I :
o u dy
B=1y 0 | dor
0 0] O
|
0 0] O
mit d,;1 # 0, also
0 0 W = * x | dy
[ | dy
|
o B | d
B = 0 0O | |
0 0] 0
; S I
0 0] 0

(c) Losbarkeitstest: Das inhomogene LGS Ax = b ist genau dann lésbar,
wenn der Rang r der Zeilenstufenform A" mit dem Rang von B’ tibereinstimmit,
also d; = 0 ist fir alle j € {r+1,...,m}.

(In anderen Worten, r = m oder r < m und d,;; = 0).
Hat B’ grofleren Rang als A’, so hat das zu Ax = b dquivalente LGS A'’x = d
die (r + 1)te Gleichung

Ozy+---+0x, =d, 11

mit d,,1 # 0. Diese Gleichung ist fiir kein x erfiillbar.

(d) Ist der Losbarkeitstest bestanden, also r gleich dem Rang von B’, so ist B’
von der Form (25). Ahnlich wie bei homogenen Systemen nennen wir wieder
die z; mit j € {1,...,n}, fiir welche die j-te Spalte von B’ ein B enthalt, die
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abhéngigen Variablen und die anderen n — r der z; die unabhéngigen Vari-
ablen. Letzteren konnen wir wieder beliebige Werte Ay, ..., \,_, zuweisen.
Wir substituieren diese Parameter fiir die unabhéngigen Variablen in das
LGS

Ax=d
und l6sen von unten nach oben auf nach den abhangigen Variablen. Ins-
besondere gibt es eine Losung.

Beispiel 2.27 Ist das inhomogene LGS

T + 3 = 0
Ty + I3 =
r1 + T2 + 2I3 = 0

—_

(26)

losbar?

Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix und bringen diese auf Zeilen-
stufenform:

10110
0111 J(—l)
1120

10110
~ 1011 |1 1(=1)
01110 d
101 0
~1011] 1 =: B
000 | —1
Die Matrix
1 01
A=1011
0 00

in Zeilenstufenform hat Rang 2, die Matrix B’ in Zeilenstufenform jedoch

echt grofieren Rang 3 (es ist d3 = —1 # 0). Das inhomogene LGS (26)
besteht also nicht den Losbarkeitstest, es hat keine Losung.

Beispiel 2.28 Finden Sie die Losungen des inhomogenen LGS

T + 3 = 0
T —f- T3 = ]_ (27)
T + T —f- 21‘3 = 1
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Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist diesmal
10110
0111
1120
und mit den gleichen Zeilenoperationen wie im vorigen Beispiel fiihren wir
diese liber in die Zeilenstufenform

in Zeilenstufenform den gleichen Rang r = 2. Der Losbarkeitstest ist also
bestanden. Da A’ von der Form

|
A= 0
0

o B o

1
1
0

ist, sind x; und x5 abhangige Variablen, x5 eine unabhangige Variable. Wir
setzen r3 := X € R in das LGS

0
Ax=1|1
0
ein und erhalten das LGS
Tt + A =0
To + A =1
0 = 0.
Auflésen von unten nach oben liefert zo = 1 — XA und z; = —A. Die
Losungsmenge unseres inhomogenen LGS ist also
-
A
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Wir wollen uns die Losungsmengen homogener und inhomogener linearer
Gleichungssysteme noch einmal systematischer anschauen. Es ist hilfreich,
zunachst einige Rechenregeln festzuhalten.

2.29 Fiir alle u, v, w € R™ mit

U1

Um
und alle A\, u € R gilt:
(a) (u+v)+w=u+ (v+w) (Assoziativgesetz);
(b) u+ v =v + u (Kommutativgesetz);

)
)

(c) Esist 0 +v =v;
)

(d) v+ (=v) =0 mit

Dies rechnet man sofort komponentenweise nach. Exemplarisch begriinden
wir (a), (b) und (e).

(a): Es ist

(U1+U1)+’LU1 U1—|—(’U1+w1)
(utv)+w = : = : =u+(v+w).
(U, + V) + Wiy, U, + (U + W)
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(b): Es ist

U1 + Vq V1 + Up
u+tv= : = : =(v+u).
Upy, + U U, + U,
(e): Es ist
(A =+ )y vy + pivy
A+ p)v) = : = : = \V + pv.
N+ ), AUy, + WU,
2.30 Zu (a)—(h) in 2.29 analoge Rechenregeln gelten fiir Zeilenvektoren u,
v, w € R, mit v= (v1,...,v,), wobei wir in (d) stattdessen
—vi=(—v1,...,—Vpn)
nehmen.

2.31 (Matrixmultiplikation). Fiir Matrizen A = (a;;) € R™" und B
(bjr) € R™* definieren wir AB € R™* also die m x (-Matrix AB = (c
mit den Eintrdgen

)

Cik = Zaiubuk
v=1
firie {1,...,m}und k € {1,...,(}.
Beispiel 2.32 Es sei A =a = (ay,...,a,) € R, ein Zeilenvektor und

b
B=b= : e R™
b

ein Spaltenvektor. Dann ist AB = ab eine 1 x 1-Matrix C' = (¢) mit einem
reellen Eintrag ¢, d.h. AB ist eine reelle Zahl c. Die Formel aus 2.31 zeigt,
dass ab =>""  a,b,, also

bl m

(a1, ..., am) : :Zauby

bm v=1

(dem Skalarprodukt zweier Spaltenvektoren dhnelnd; vgl. 6.28).
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Bemerkung 2.33 Die Berechnen von Produkten von Matrizen wie in 2.31
lasst sich auf den Spezialfall aus Beispiel 2.32 zuriickfithren. Schreiben wir
in 2.31

A=
mit den Zeilenvektoren a; := (a;1,...,a;,) € R, und schreiben wir
| |
B=1| by by --- by
. |
mit den Spaltenvektoren
bk
by = € Rn?
bnk
so ist einfach
a1b1 s albg
AB = : : ,
ambl o ambb

also AB = (¢i) mit ¢ = a;bg. Mit dieser Idee berechnet man Produkte
von Matrizen an der Tafel, auf dem Papier und im Kopf.

Beispiel 2.34 Es ist

() (28 1) aa(3) wa(y) ao( ) (nmm

3 4 8 9 10 (3’4)(2) (374)<8) (3’4)(170) “\ 47 54 71

Bemerkung 2.35 Insbesondere konnen wir das Matrixprodukt bilden aus
einer m x n-Matrix A = (a;;) und einer Spaltenmatrix x € R", also einem
Spaltenvektor

Ty
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Wie erhalten
1121+ ...+ gy

AX = )
Am1T1 + ...+ Oy Th,

wie bereits in 2.16 (und anschliefend) benutzt. Im Kopf wiirde man dies

meist wie folgt berechnen: Schreiben wir ay, ..., a,, fiir die Zeilen vom A, so
dass also a; = (a;1,...,a:;,) € R, so ist
a1 x
Ax =
a,,x

2.36 Rechenregeln fiir das Multiplizieren von Matrizen und Vektoren. Es
sei A € Rm x n. Fir alle v, w € R" und alle A € R gilt dann

(a) A(v+w)=Av + Aw.
(b) A(Av) = A(Av).

Dies rechnet man direkt nach durch Hinschreiben in Komponenten. Zum
Beispiel ist die ite Komponente von A(v + w) gleich

n n n
E CLU(U]' + ’LUJ') = E CLZ']'U]‘ + g CLZ']'U}]'
Jj=1 Jj=1 Jj=1

und dies stimmt mit der iten Komponente von Av + Aw iiberein.

2.37 (Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems). Gegeben
A € R™™ betrachten wir die Losungsmenge

L, :={xeR": Ax =0}
des homogenen LGS Ax = 0. Dann gilt:
(a) Der Nullvektor 0 € R" ist in Lj,.
(b) Sind x, y € Ly, so ist auch x +y € L.

(c) Ist x € Ly und X € R, so ist auch Ax € Lj,.
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Es ist also immer 0 eine Losung. Summen von Loésungen sind Losungen und
reelle Vielfache von Losungen sind Losungen.

Es ist klar, dass A0 = 0. Sind x, y € L, so ist nach 2.36
Ax+y)=Ax+ Ay =0+0=0,
also X +y € L;. Analog sicht man mit 2.36 (b), dass Ax € Ly,.

2.38 (Struktur der Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssys-
tems). Wir betrachten ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

Ax=Db

mit A € R™™ und b € R™, welches eine Losung besitzt, so dass also die
Losungsmenge

L :={xeR": Ax =b}
nicht leer ist. Es existiert also eine Losung x, € L;. Dann gilt
Li={x,+y:y € La}, (28)

wobei
Ly :={y e R": Ay =0}

die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS ist.

Kennen wir also irgendeine Losung x, (die man traditionell eine “partikulére
Losung” des inhomogenen LGS nennt), so erhalten wir:

Allgemeine Losung des inhomogenen LGS

= partikulare Losung des inhomogenen LGS plus allgemeine Losung des
homogenen LGS.

Zum Nachweis von (28) sei x in der rechten Seite, also x = x, + y fiir ein
y € Lj. Dann ist

Ax = A(x,+y) = Ax,+ Ay =b+ 0= b,
also x € L;. Ist umgekehrt x ein Element von L;, so ist
Ax—x,) =Ax—A,=b—-b =0,

also y := x — x, € L, und somit x = x, + (x — X,) = X, + y in der rechten
Seite von (28).
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2.39 Es sei A € R™™ und A’ € R™ ™ eine zugehorige Zeilenstufenform,
vom Rang r. Dann ist 0 < r < min{n,m} und es gilt:

(a) Genau dann sind fir jedes b € R™ die Losungen des LGS Ax = b
eindeutig, wenn r = n.

(b) Genau dann ezistiert fiir jedes b € R™ eine Ldsung fir Ax = b, wenn
r=m.

(c¢) Genau dann ist das LGS Ax = b fir alle b € R™ eindeutig lGsbar,

wennr =mn =1m.

Der Rang ist die Zahl nicht verschwindender Zeilen der Zeilenstufenform A’
also kleiner gleich der Gesamtzahl der Zeilen. Somit ist » < m. Da jede der
genannten Zeilen an einer anderen Stelle ein B enthalt, ist » < n.

Begriindung fiir (a): Die Losungen sind genau dann eindeutig, wenn es
keine freien Variablen gibt, also r = n ist.

(b) Ist r = m, so ist (A’,d) von Zeilen-Stufenform und hat den Rang
m = r, fur alle d € R™. Fir gegebenes b € R™ ensteht solche eine Matrix
durch elementare Zeilenumformungen aus der erweiterten Koeffizientenma-
trix (A|b). Nach dem Losbarkeitstest aus 2.26 ist Ax = b also losbar. Ist
r < m, so ist A’x = d nicht 16sbar fiir d := e,;; € R™, den Vektor, der
eine 1 in der (r 4+ 1)ten Komponente hat und sonst Nullen. Machen wir
rickwéarts die elementaren Zeilenoperationen riickgangig, die von A zu A’
gefiihrt haben, kommen wir von (A’|d) zu (A, b) mit einem b € R™. Da die
linearen Gleichungssysteme Ax = b und A’x = d dquivalent sind, hat auch
Ax = b keine Losung.

(¢) kombiniert (a) und (b).

44



3 Vektorraume und lineare Abbildungen,
invertierbare Matrizen
Wir kennen bereits
e Vektoren in der Ebene
e Vektoren im Raum
e Spaltenvektoren in R™
e Zeilenvektoren in R,,.

Als ein gemeinsames Dach fiir diese (und neue) Beispiele fithren wir nun
Vektorrdume ein. Die Elemente eines Vektorraums (die Vektoren) kénnen
wir addieren und mit reellen Zahlen (Skalaren) multiplizieren. Dabei sollen
die Rechenregeln gelten, die wir aus den obigen Beispielen kennen.

Vektorraume und Untervektorraume

Definition 3.1 Ein Vektorraum ist eine Menge V' (z.B. V' = R™), auf der
eine Summe
v+welV

definiert ist fiir alle v,w € V und das Produkt
Av eV

definiert ist fiir v € V und A € R, so dass die iibliche Rechenregeln (wie in
R™ in 2.29) gelten:

(a) Fiir alle u,v,w € Vist (u+v)+w =u+ (v+w) (Assoziativgesetz);
(b) Fiir alle u,v € V ist u + v = v + u (Kommutativgesetz);
Es gibt ein 0 € V derart, dass 0 + v = v fir alle v e V;

C

e

)
)
()
(d) Fiir jedes v € V gibt es ein —v € V mit v + (—v) = 0;
) A+ p)v=Av+pv firalle \,y € Rund v € V;

)

(
(

f) M(v+w)=Av+ Iw fir alle A € R und v,w € V;
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(g) (Ap)v = A(pv) fir alle A\, u € R und v € V; und
(h) lv=v firalleveV.

Die Elemente v € V nennen wir Vektoren, die Zahlen A € R Skalare.

Der Nullvektor 0 € V in (c) ist hierbei eindeutig festgelegt, denn ist auch 0
ein solcher, so ist
0+0 =0

nach (¢) und
0+0'=0"+0=0,

unter Benutzung von (c) fiir 0" an Stelle von 0. Also ist 0’ = 0.

Ahnliche kleine Rechnungen zeigen, dass —v durch (d) eindeutig festgelegt
ist:* zudem gilt®
Ov=0

und
—v = (—1)v,

da (1) v4+v=((-1)+1)v=0v=0.

Beispiel 3.2 (a) R™ ist ein Vektorraum fiir alle m € Ny (wobei R? := {0}),
denn (a)-(h) wurden in 2.29 nachgepriift. Entsprechend gilt:

(b) R,, ist ein Vektorraum fiir alle n € Ny.

Definition 3.3 Ist  ein Vektorraum, so nennen wir eine Teilmenge W C V/
einen Untervektorraum, wenn gilt:

(a) Fir alle v,w € W ist v+w € W (Abgeschlossenheit unter Addition);

(b) Fiir alle w € W und A € R ist Aw € W (Abgeschlossenheit unter
Multiplikation mit Skalaren);

(c) Esist 0 € W.

Beispiel 3.4 Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax =
0 mit A € R™*". Die Rechnung in 2.37 zeigt, dass die Losungsmenge L; des
LGS ein Untervektorraum von R"™ ist.

4Ist v +w = 0, so zeigt Addition von —v auf beiden Seiten, dass w = —v.
SHierfiir addieren wir —0v auf beiden Seiten von 0v + 0v = (0 + 0)v = Ov.
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3.5 Ist V ein Vektorraum und W C V ein Untervektorraum, so ist W ein
Vektorraum unter Benutzung der Addition

V+w
fiir v,w € W wie in V und der Multiplikation
AW
fir A\e Rund w € W wie in V.

Bemerkung 3.6 In der Praxis wollen wir nie von Hand nachrechnen miissen,
dass eine gegebene Menge W ein Vektorraum ist. So gut wie immer ist W
einfach ein Untervektorraum eines Vektorraums, den wir schon kennen, und
somit W nach 3.5 selbst ein Vektorraum.

Rechnungen sind nur noch einmal notig, fiir das folgende Beispiel. Mit Sum-
men f + g von Funktionen und Vielfache \f gehen wir seit Langem um. Wir
erinnern daran:

Definition 3.7 Ist X eine Menge, so schreiben wir R¥ fiir die Menge aller
Funktionen f: X — R. Fiir f, g € R¥ definieren wir die Funktion f+¢: X —
R via

(f+9)(x):= f(x) +g(x) firxeX.

Fiir A € R und f € RX definieren wir die Funktion A\f: X — R via

(Af)(x) = Af(2)

Weiter sei 0: X — R, z +— 0 die konstante Funktion mit Wert 0 und — f die
Funktion X — R, z — —f(z).

Beispiel 3.8 Fiir jede Menge X is R ein Vektorraum. Die konstante Null-
funktion 0: X — R ist der Nullvektor. Fiir f € R¥ ist —f: 2 — —f(z) die
Funktion mit f 4+ (—f) = 0 (wie im Vektorraumaxiom (d) verlangt).

Die Vektorraumaxiome (a)—(h) rechnet man punktweise nach (&hnlich, wie
diejenigen fiir R™ komponentenweise nachgerechnet wurden). Zum Beispiel
gilt fiir alle f, g, h € R¥

(f+9)+h)(x) = (f+9)(@)+hx) = (f(z) + g(x)) + h(z)
= f(@) 4+ (9(z) + h(z)) = (f + (9 + h))(2)
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fiir alle z € X und somit das Assoziativitdtsgesetz (f +¢g)+h = f+ (g+h).
Fiir alle f,g € RY gilt

(f+9)(2) = f(z) + 9(z) = g(z) + f(z) = (9 + [)(z)
fir alle z € X, somit das Kommutativgesetz f + ¢ = g+ f (usw.)

Viele interessante Vektorraume bestehen aus Funktionen und sind Untervek-
torraume von RX.

Beispiel 3.9 (a) Fiir reelle Zahlen a < b ist die Menge C|[a, b] aller stetigen
Funktionen f: [a,b] — R ein Untervektorraum des Vektorraums RI*¥ aller
Funktionen f: [a,b] — R. Denn sind f: [a,b] — R und g: [a,b] — R stetig,
so auch f+g¢gund Af fiir alle A € R. Weiter ist die Nullfunktion 0: [a, b] — R,
x +— 0 stetig, also in Cla, b].

(b) Ebenso sieht man, dass die Menge C'[a, b] aller stetig differenzierbaren®
Funktionen f: [a,b] — R einen Untervektorraum von Rla, b] (und von C|a, b))
bildet.

(c) Die Menge W aller Polynome p: R — R der Form p(z) = >_,_, ax 2"
(mit einem n € Ny und Koeffizienten aq, . . ., a, € R) ist ein Untervektorraum
des Vektorraums R® aller Funktionen f: R — R, denn Summen p + g von
Polynomen p und ¢ sind wieder Polynome und auch Vielfache Ap mit A € R.

(d) Analog sieht man: Fiir festes n € Ny ist die Menge W aller Polynome
p: R — R vom Grad < n ein Untervektorraum von R¥.

Basen und lineare Unabhangigkeit

Definition 3.10 Es sei V ein Vektorraum. Eine Linearkombination von
Vektoren vq,...,v, € V ist eine Summe der Form

Z)\kvk:>\1V1+"'+>\nVnEV
k=1

mit )\1,...,/\n€R.

6Eine Funktion auf [a, b] wurde stetig differenzierbar genannt, wenn sie iiberall differen-
zierbar ist und f’: [a,b] = R, z — f’(x) eine stetige Funktion.
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Beispiel 3.11 In R? ist jeder Vektor

(1)

eine Linearkombination der Standard-Basisvektoren

0o (1) it e (1),

Fir A, Ay € R ist namlich

A
)\181 + )\292 = ( )\; )

genau dann gleich v, wenn \; = v; und A\ = vs.

Definition 3.12 Ist V' ein Vektorraum, so nennt man Vektoren by,... b,
eine Basis von V', wenn sich jeder Vektor v € V' als Linearkombination

V = zn:Ak bk
k=1

der Basisvektoren schreiben ldsst mit eindeutig festgelegten Zahlen Ay, ..., A\, €
R.

Zum Beispiel ist e, e, eine Basis fiir R?, wie die Rechnung in Beispiel 3.11
zeigt. Analog gilt:

Beispiel 3.13 Die Vektoren

1 0
0 :
e = ) yer e € = ()
0 1

bilden eine Basis fiir R", denn jeder Vektor

U1
v = : e R"

Un,
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ist von der Form
v=uvie +- ---+uv,e,

und legt die Koeffizienten vy, ..., v, fest. Wir nennen ey, ..., e, die Standard-
Basis fiir R™.

Wir wollen sehen:
3.14 Jede andere Basis von R™ hat ebenfalls n Elemente.
Beim Nachweis hilft uns der folgende Begriff.

Definition 3.15 Es sei V ein Vektorraum. Vektoren vy,...,v, € V werden
linear unabhdngig genannt, wenn aus

i)\k Vi = 0
k=1

mit Aq,..., A\, € R stets folgt, dass \y =--- =\, =0.

Der Nullvektor darf also nur auf triviale Art als Linearkombination der
vi,...,Vv, darstellbar sein.

Sind vy, ..., Vv, nicht linear unabhangig, so werden vy, ..., v, linear abhingig
genannt.

Beispiel 3.16 Fiir n € N sind die Monome fo, ..., fo: R = R, fi(x) = 2"
im Vektorraum V' aller Polynome linear unabhangig.

Seien namlich Ay, ..., A, € R mit

pi= ZAkfk =0,
k=0

also p(x) = Y} _, A a® fiir alle z € R. Fiir j € {0,...,n} ergibt sich fir die
jte Ableitung von p

: ” 47
0= p(j)(o) = Z Ak i
k=0

=0

=19k

nach (4) in Kapitel 1; also ist A; = 0 fiir alle J € {0,1,...,k}.
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3.17 Es seien V ein Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann sind dquivalent:
(a) vi,...,Vvy, sind linear unabhdingig.

(b) Koeffizienten in Linearkombinationen sind eindeutig: Sind Ay, ..., A\, €
R und pq, ..., 1, € R mit

Z >\k Vi = Z M Vi (29)
k=1 k=1

so folgt \;j = p; fir alle j € {1,...,n}.
Aus (a) folgt (b): Seien vy,..., v, linear unabhéngig. Gilt (29), so ist
0= (Z Ak Vk) - (Z 7 Vk) = Z()\k — k) V.
k=1 k=1 k=1

Da vq,..., v, linear unabhangig angenommen sind, folgt Ay — . = 0 fiir alle
ke {l,...,n} und somit A\ = pu.

Ist (a) falsch, so auch (b): Ist (a) falsch, so gibt es A,..., A\, € R, die nicht

alle 0 sind, so dass
Z )\k Vi = 0.
k=1

Es ist aber auch Y ,_, pup vy = 0, wenn wir g = 0 setzen fiir alle k €
{1,...,n}.
Beispiel 3.18 Ist by, ..., b, eine Basis fiir einen Vektorraum V', so sind die

Vektoren by, ..., b, linear unabhangig.

Per Definition einer Basis sind die Koeffizienten in Linearkombinationen der
by, ..., b, namlich eindeutig. Also sind by, ..., b, linear unabhéingig nach
“(b)=-(a)” in 3.17.

Wir zeigen nun insbesondere 3.14.
3.19 Fir linear unabhdangige Vektoren vy, ..., v, in R™ gilt:
(a) Esistn < m.

(b) Genau dann ist n = m, wenn vy, ..., v, eine Basis fir R™ bilden.
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Nachweis fiir (a): Es sei A € R™*" die Matrix mit vy, ..., v, als Spaltenvek-

toren. Fiir alle A\q,..., A\, € R ist dann also
n )\1
k=1 vy,
Da vy, ..., v, € R™ linear unabhéngig angenommen sind, sind nach 3.17 (b)

die Losungen von

Ax=Db

fir jedes b € R™ eindeutig (falls existent). Ist r der Rang einer zu A
gehorigen Zeilenstufenform A’, so ist nach 2.39 (a) also n = r und somit
n < m, da stets r < m.

Nachweis fiir (b): Es sei A’ eine zu A gehorige Zeilenstufenform und r ihre

Rang. da wir vy,...,v, als linear unabhangig annehmen, wissen wir aus
dem Beweis von (a) bereits, dass r = n. Wegen (30) bilden die Vektoren
Vi,...,V, genau dann eine Basis fiir R™, wenn das LGS

Ax=Db

fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung besitzt. Nach 2.39 (c) ist dies genau
dann der Fall, wenn n = r = m. Da wir bereits wissen, dass n = r ist, ist
letztere Bedingung zu n = m aquivalent.

Die folgende Charakterisierung ist manchmal niitzlich.

3.20 FEs seien vy, ..., vy, linear unabhdngige Vektoren in einem Vektorraum V.
Dann sind daquivalent:

(a) vi,...,V, ist eine Basis fir V;
(b) vi,...,V, sind in V maximal linear unabhingig, d.h. fir jedes v, 1 €
V' sind vy,...V,1 linear abhdangig.

(a)=-(b): Da vy,..., v, eine Basis ist, gibt es A1,..., \, € R derart, dass

n
Vpt+1 = E )\jvj-
Jj=1
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Dann ist also )
n n+
0= (Z )\jvj> — Vpi1 = Z )\jvj
j=1 j=1
mit A\, 11 := —1. Danicht aller der Ay, ..., A\, 41 gleich O sind, sind vy, ..., Vv,11

linear abhangig.

(b)=(a): ist v,,41 € V beliebig, so gibt es nach (b) Zahlen Ay, ..., A\11 € R,
die nicht alle 0 sind, so dass

n+1

0= Z )\jvj‘
j=1

Wire A\, = 0, so wiirde aus 0 = 3" \jv; = > i1 Ajv; folgen, dass

j=1
A =---=X,=0,davy,...,v, linear unabhéangig angenommen sind. Aller
wéren doch alle \; = 0, Widerspruch. Also muss doch A,;; # 0 sein. Folglich
ist
Vol = — \'7
n=3 (25 )
eine Linearkombination der vq,...,v, und da letztere Vektoren linear un-

abhéngig sind, sind die Koeffizienten in der Linearkombination eindeutig
(nach 3.17). Also ist vy, ..., v, eine Basis fiir V.

Nachpriifen von linearer Unabhangigkeit

Seien vi,...,v, € R und A € R™*" die Matrix mit den Spalten vy,...,v,.
Es sind vy, ..., Vv, genau dann linear unabhangig, wenn
A1
A :/\1V1+"'+)\nvn20
An
nur die Losung A\ = --- = A, = 0 hat, die Zahl n — r der freien Variablen

einer Zeilenstufenform A’ also 0 ist, wobei r der Rang von A’ ist. Lineare
Unabhéngigkeit ist also dquivalent zu r = n (vergleiche auch 2.39 (a)). Dies
liefert ein praktikables Verfahren zum Nachweis von linearer Unabhangigkeit,
indem man mit elementaren Zeilenoperationen von A zu A’ iibergeht.
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Beispiel 3.21 Sind die n = 3 Vektoren

1 0 0
0|, 1], 0
1 1 1

in R? linear unabhdngig?

Wir bringen die 3 x 3-Matrix mit den genannten Vektoren als Spalten durch
elementare Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform:

100 100 100
010 J(—n«» 010 J(=1)~|010
111 01 1) d 00 1

Letztere Zeilenstufenform hat den Rang r = 3. Da r = n ist, sind die
Vektoren linear unabhangig.

Lineare Abbildungen und Matrizen; inverse Matrix

Definition 3.22 Es seien V und W Vektorraume. Eine Abbildung ¢: V' —
W wird linear genannt, wenn gilt:

(a) ¢(v+w)=0¢(v)+ ¢(w) fir alle v,w € V.
(b) ¢(Av) =Ao(v) fir alle ve V und A € R.
Beispiel 3.23 Fiir jede Matrix A € R™*" ist die zugehorige Abbildung
oa: R" - R™, x+— Ax
linear (siehe 2.36).
Beispiel 3.24 Eine 2 x 2-Matrix der Form
A ( cos¢p —sing )
sing  cos¢
mit ¢ € R wird Drehmatriz genannt, denn die zugehorige lineare Abbildung

) T T Ccos ¢ — y sin ¢
b: R — R, <y ) ~ < x sin ¢ + y cos ¢ >

beschreibt eine Drehung der Ebene um den Urspung im Gegenuhrzeigersinn

um den Winkel ¢.
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3.25 Fliir jede lineare Abbildung ¢: V — W zwischen Vektorrdumen gilt

und

Es ist namlich
$(0) = ¢(00) =0¢(0) =0
und
(=v) = o((=1)v) = (=1) ¢(v) = —¢(v).
Wir wollen erste Einblicke in das Zusammenspiel von Matrizen und linearen

Abbildungen bekommen. Halten wir zunéchst fest, dass das Multiplizieren
von Matrizen assoziativ ist:

3.26 Es seit A = (a;;) € R™", B = (bjy) € RV?, C' = (cr) € RP*? mit
n,m,p,q € N. Dann gilt
(AB)C = A(BC).

Beweis. Der (i, k)-Eintrag von AB ist diy := )7, a;;bj.. Der (i, ()-Eintrag
von (AB)C' ist somit

p n p
Z dipare = Z Z a;jbjrcCre. (31)
k=1 =1 k=1

Der (j,¢)-Eintrag von BC' ist

p
€ = E bjkckg.
k=1

Der (i, ¢)-Eintrag von A(BC) ist also
n n p
Z ;€50 = Z Z aijbjkcké7
j=1 j=1 k=1

was mit (31) iibereinstimmt.

Das Produkt von Matrizen entspricht dem Komponieren der entsprechenden
linearen Abbildungen.
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3.27 (a) Fiir alle A € R™™ and B € R™* gilt
$a0¢p = dap.
(b) Fir die Einheitsmatriz 1,, € R™"™ gilt ¢1, = idgn.

(c) Es habe A € R™" die Spaltenvektoren sq,...,s, € R™.  Fir die
Standard-Basisvektoren ey, ..., e, von R™ gilt dann

palej) =s;
fiir alle j € {1,...,n}. Insbesondere ist A durch ¢ = ¢ eindeutig
festgelegt: Es ist
A=(g(e1) -+ ¢len)).

Nachweis: (a) Fiir alle v € R¥ gilt wegen des Assoziativgesetzes fiir die
Matrixmultiplikation

(¢a005)(v) = A(BV) = (AB)v = ¢ap(v).
(b) Fiir alle v e R™ gilt ¢4, (v) = 1,,v = v =idy(v).
(c) Es ist

n
Ax = E S;T;
=1

fir x = (21,...,2,)" € R". Im Falle x = e; ist z; = d;;, also

Aej = Z Si(sij = 8;.
i=1
Wir zeigen nun, dass jede lineare Abbildung ¢: R™ — R™ von der Form

V= ¢a (32)

ist fiir eine Matrix A € R™*". Die Matrix A ist durch die Bedingung (32)
dann eindeutig festgelegt, nach 3.27 (c).

3.28 Esseip: R — R™ eine lineare Abbildung. Sinde, ..., e, die Standard-
Basisvektoren fiir R™, so setzen wir

a; = y(e;) € R™
firje{l,...,n} und A := (a; --- a,) € R™"™. Dann gilt = ¢4, wobei
oa: R" -5 R™, x — Ax die zu A gehorige lineare Abbildung ist.
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Begriindung: Fiir alle x = (z1,...,2,)" € R gilt wegen x ="

= g (ixj ej) = ia:jAej = ixja] Zx]w e;) <Zx] e]> = (x).
=1 j=1 j=1

Also ist ¥ = ¢4.

3.29 Ist eine lineare Abbildung 1 : V. — W zwischen Vektorrdumen V und W
invertierbar, so ist auch ~': W — V linear.

Zje€;j

Beweis. Fiir wy, wy € W sei vy := ¢~ (wy) und vy := ¢! (wy). Dann gilt
(Vi + va) = (vy) +1(va) = Wy + Wo.
Anwendung von ! liefert
Vi + Vo = Y (W + W),

wobei die linke Seite gleich ¥~ (wy) + ! (wy) ist. Gegeben w € W und
A€ R gilt

PWTH(w)) = AT (w)) = Aw.
Anwendung von ¢! liefert A1 (w) =1 (Aw).
Definition 3.30 Eine quadratische Matrix A € R™"™ heifit invertierbar,
wenn es eine Matrix B € R"*" derart gibt, dass

AB=BA=1,
die n x n-Einheitsmatrix ist. Dann ist B eindeutig festgelegt;” wir schreiben
A7l := B. Esist also AA™1 = A"14 =1,,.
Da 1,1, =1,, ist die Einheitsmatrix 1,, invertierbar.

Beispiel 3.31 Ist eine n xn-Matrix A invertierbar, so konnen Sie das lineare
Gleichungssystem

Ax=b (33)

fiir jedes b € R™ ganz einfach 16sen: Multiplikation mit A~! von links fiihrt
auf die notwendige Bedingung

x=A1Ax = A~ 'Db.

Diese ist auch hinreichend fiir (33), denn Multiplikation mit A von links fiihrt
zuriick zu (33).

"Ist auch AC =CA=1,, soist C =1,C = BAC = B1,, = B.
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3.32 (a) Ist eine Matriz A € R™™ invertierbar, so ist auch A~ invertierbar
mit (A7)~ = A.

[Denn fiir B := A gilt BA™' = A7'B =1,,.]

(b) Sind die Matrizen A € R™"™ und B € R™" beide invertierbar, so ist
auch die Matriz AB invertierbar und es ist (AB)™' = B~1A™L.

[Es gilt BT'A™'AB = B™'1,B = B™'B =1,, und analog ABB™*A~! =1,,.]

(c) Eine quadratische Matriz A € R"™™ ist genau dann invertierbar, wenn
die zugehdirige lineare Abbildung ¢4: R" — R™ invertierbar (also bijektiv)
18t.

[Ist A invertierbar, so ist ¢4-1 0 pa = ¢a-14 = ¢1, = idg» und analog
®a0@pa-1 = idgn, so dass ¢4 invertierbar ist. Sei umgekehrt ¢, invertierbar.
Nach 3.29 ist dann auch ¢,': R® — R™ linear. Nach 3.28 gibt es also eine
n x n-Matrix B mit (¢4)~' = ¢p. Aus

¢1, = idgn = (¢a) " 0 ¢4 = dp o Pa = Ppa
folgt 1,, = BA. Analog sieht man, dass 1,, = AB, so dass also A invertierbar
ist mit A~! = B.]

Beispiel 3.33 FEine Diagonalmatriz D = diag(Aq, ..., \,) € R™™ mit Diag-
onaleintragen Ay, . . ., \,) ist invertierbar, wenn alle Diagonaleintrdge Ay, ..., A,
von 0 verschieden sind.

Dann ist namlich

1 1
B :=di — e, —
la‘g ()\17 7 )\n)
eine n x n-Matrix derart, dass DB = diag()\ll\il, . ,)\nﬁ) = diag(1,...,1) =
1, und analog BD = 1,,.
Insbesondere ist fir ¢ € {1,...,n} und A € R\ {0} die Diagonalmatrix
D = diag(A1, ..., ) mit A; := A\, \j :=1flur j € {1,...,n}\{i} invertierbar.

Beispiel 3.34 Gegeben n € N und 4,5 € {1,...,n} mit i < j konnen wir
die lineare Abbildung ¢ : R* — R",

T T
(.fl'l, s 7xn) = (xlu s i1 Ty T 1y - v o5 L1y Ly L Ly - - - an)

betrachten, welche die ite und jte Komponente von z = (z1,...,2,)" ver-

tauscht und alle anderen festhalt. Dann ist offenbar v o v = idgn, also
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1 invertierbar. Nach 3.28 ist ¢ = ¢p fir eine n x n-Matrix P. Aus
¢p2 = ¢ppopp = Yo = idgn = ¢4, folgt Po P = 1,. Also ist P in-
vertierbar.

Beispiel 3.35 Fiir a € R betrachten wir die Matrix

s<a>:=(})§f);

die zugehorige lineare Abbildung ist dann eine Scherung parallel zur x-Achse.
Fir alle a,b € R ist

((D-(0r)

also S(a)S(b) = S(a +b). Insbesondere ist

fiir alle @ € R, also S(a) invertierbar mit S(a)™! = S(—a).

Beispiel 3.36 Analog zum vorigen Beispiel sieht man, dass fiir m > 2 die
Matrix

la 0 -0
Sa=[01 0 - 0
0 0 Lo

invertierbar ist fiir jedes a € R, mit S(a)™' = S(—a). Gegeben i # j in
{1,...,m} gilt Analoges gilt fiir die Matrix S(a) € R™*™, deren kte Spalte
e ist fir alle k € {1,...,m}\ {¢} und deren ite Spalte e; + a e; ist (mit den
Standard-Basisvektoren ey, .. ., e,, fir R™).

Die zugehorige lineare Abbildung ¢g): R™ — R™ halt dann also jeden der
Basisvektoren ey, ...,€;,_1,€;41,...,€, fest und bildet e; auf e; + ae; ab.

Fiir jede Matrix A € R™*" entsteht dann
S(a)A

aus A, indem man das a-fache der iten Zeile zur jten Zeile von A addiert.
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Gaufl-Jordan-Verfahren zur Berechnung inverser
Matrizen

In diesem Abschnitt lernen wir ein praktikables Verfahren zum Invertieren
von Matrizen kennen. Es basiert auf der folgenden Tatsache, die wir zuerst
begriinden:

3.37 Es sei A € R™*™ eine m x n-Matriz. Entsteht eine Matrix B € R™*™
aus A durch Anwendung einer oder mehrerer elementarer Zeilenoperationen,

so 1st
B=TA

mit einer invertierbaren Matrixz T € R™*™,

Seien Ay, Ay, Ao, ..., A, Matrizen mit Ay = A und A, = B, so dass fiir jedes
je{l,... k} die Matrix A; aus A;_; durch eine elementare Zeilenoperation
hervorgeht. Konnen wir zeigen, dass

Aj =TiAj
fiir eine invertierbare Matrix T; € R™*™, so ist B = T'A mit
T="1T,---T1.

Als Produkt invertierbarer Matrizen ist 7' nach 3.32(b) invertierbar. Es
geniigt also, den Fall zu diskutieren, in welchem B aus A durch eine einzelne
elementare Zeilenoperation hervorgeht. Alle drei Arten von elementaren
Zeilenoperationen lassen sich nach den Beispielen 3.33, 3.34 und 3.36 aber
durch Multiplikation von A mit einer invertierbaren Matrix 7" der Form D(\),
P oder S(a) von links realisieren.

3.38 (GauB-Jordan-Verfahren). Um die inverse Matrix A~! einer invertier-
baren n x n-Matrix A zu finden, schreiben wir A und die Einheitsmatrix 1,,
nebeneinander, betrachten also die n x (2n)-Matrix

(Al1n).

Man wendet auf diese Matrix nun elementare Zeilenoperationen an, wobei
wir A zuerst auf Zeilenstufenform bringen (also obere Dreiecksform) und
anschliefend auf die Form 1,,. Wir enden dann also bei einer n x (2n)-Matrix
der Form

(1.[B) (34)
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mit einer n X n-Matrix B. Wir werden sehen, dass dieses Vorgehen immer
moglich ist, und dass
B=A"

Wissen wir vorher noch nicht, dass A invertierbar ist, kommen aber nach
elementaren Zeilenumformungen an bei einer n x (2n)-Matrix der Form (34),
so ist A invertierbar und es ist wieder B = A~!.

Bevor wir dies theoretisch begriinden, schauen wir uns ein Beispiel an.

Beispiel 3.39 Fiihren Sie das Gaufs-Jordan-Verfahren durch fir die Matrix

1 -1
A=10 1
1 0

= N O

Zeigen Sie auf diesem Wege, dass A invertierbar ist und finden Sie AL

Losung: Wir fithren wie folgt elementare Zeilenumformungen durch:

100
010)}(1)
00 1

100
010
-1 0 1

-1

—_

(=1)

]
— N O = NO

|
|
|
|
| |
| d
0] 1 00
1 2] 0 10
0 -1 ] -1 -1 1

OO =R OO = O
—

(1)

|
—_ oo =1 o

SO R OO+ OO+
—



Also ist A invertierbar mit

-1 -1 2
At= -2 -1 2
1 1 -1

3.40 Begriindung des Verfahrens.

(i) Angenommen, wir kénnen (A|1,) durch Anwendung von k Stiick ele-
mentaren Zeilenoperationen auf die Form (1,|B) bringen. Sei (A;|B;) die
nach j der Zeilenoperationen erhaltene Matrix. Dann ist also

(Ao|Bo) = (A[1n) und  (Ag[Bi) = (1.|B).

Weiter gibt es nach 3.37 fiir jedes j € {1,...,k} eine invertierbare n X n-
Matrix 7T; derart, dass

Tj(Aj-1|Bj-1) = (4] B),
also A; =T;A;_y und B; = T;B;_;. Dann ist
]-n == Ak - Tk"'TQTlAO == TkTQTlA - TA

mit der Matrix T := Ty, - - - 15Ty, die nach 3.32 (b) invertierbar ist als Produkt
invertierbarer Matrizen. Also ist auch

A=T'TA=T7T"11,=T"

invertierbar, mit A=! = T'. Hierbeiist B = By, =T}, --- ToyT1 By =T}, - - - ToT11,, =
T, also A~' = B.

(ii) Nun sei A als invertierbar angenommen. Bringen wir A durch elementare
Zeilenoperationen auf Zeilen-Stufenform A’, so ist nach 3.37 A’ = T'A mit
einer invertierbaren n x n-Matrix 7. Nach 3.32 (b) ist dann auch A’ invertier-
bar, also ¢ : R™ — R”™ invertierbar, somit A’x = b stets eindeutig losbar
und folglich der Rang r von A’ gleich n. Also ist A’ eine obere Dreiecksmatrix
und alle Eintrage \q,...,\, auf der Diagonalen sind von Null verschieden.
Indem wir nacheinander fir j € {1,...,n} die jte Zeile von A’ mit )\j_l
multiplizieren, diirfen wir annehmen, dass A\; = 1 fiir alle j € {1,...,n}.
Ist A" = (aj;), so diirfen wir nach Subtraktion des a;,-fachen der nten Zeile
von A’ von der iten Zeile von A’ fiir i € {1,...,n — 1} annehmen, dass
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a;, = 0 fir alle ¢ € {1,...,n — 1}. Analog diirfen wir annehmen, dass fiir
j€{n—1,...,2} die jte Spalte von A" aufler a;; = 1 nur Nullen enthilt.
Also ist A’ = 1,,, somit

TA=A"=1,.

Multiplikation mit 7! von links liefert
A=T"
sodass also 7= A~!. Nun ist

T(A|1n) = (TAvTLL) = (A/|T) = (171|T)(1n|A_1)'

Isomorphismen zwischen Vektorraumen

Definition 3.41 Ein [somorphismus zwischen Vektorraumen V und W ist
eine bijektive lineare Abbildung ¢: V — W.

Nach 3.29 ist dann auch die bijektive Abbildung )~: W — V linear, somit
auch 1~ ein Isomorphismus.

3.42 FEs sei p: V. — W ein Isomorphismus zwischen Vektorraumen. Dann
qilt:

(a) Sind vy,...,v, €V linear unabhdingig, so sind ¥(vy),...,¥(v,) in W
linear unabhangig.

(b) Sind vy,...,v, eine Basis fir V, so ist {(vy),...,9¥(v,) eine Basis

fur W.
Beweis: Ist ") Aj9(v;) = 0 mit Ay,..., A, € R, so liefert Anwendung von
Y=t dass
R W
Da vy,...,v, linear unabhanglg sind, folgt )\1 =-... =)\, = 0. Also sind

auch ¥ (vy),...,1¥(v,) linear unabhéngig.

(b) Nach (a) sind die Vektoren ¥ (vy),...,%(v,) in W linear unabhéngig.
Fiir jedes w sind die Vektoren

Vi,... 7Vn71/]_1(w)
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in V linear abhangig, da die Basis vy, ..., v, maximal linear unabhangig ist.
Also gibt es Ay, ..., A\,, A € R, die nicht alle 0 sind, mit

AP (w) + ) A v; =0.
j=1
Anwendung von v liefert

AW+ Aj(vy) = 0.
j=1

Also sind ¥ (vy), ..., ¥(v,) maximal linear unabhéngig in W und somit eine
Basis fiir .

3.43 Es sei V' oein Vektorraum mit einer Basis by, ..., b,. Weiter set W ein
Vektorraum und wy,...,w, € W. Dann gilt:

(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung 1p: V — W derart, dass ¢(b;) =
w; fir alle j € {1,...,n}.

(b) Ist wy,...,w, eine Basis fir W, so ist 1 ein Isomorphismus.

Beweis. (a) Die lineare Abbildung v ist eindeutig wenn existent, denn jeder
Vektor x € V ist von der Form x = Z?:l Aj b; mit eindeutigen Ay,..., A, €
R und dann ist notwendig

Y(x) =1 (Z Aj bj) = Z)\j Y(by) = Z)‘j wj.

Um die Existenz von v zu zeigen, seien fiir x € V' die eindeutigen Ay, ..., A\,
wie zuvor; wir setzen

”Lp(X) = Z >‘j W;.

Fiir jedes A € R, ist Ax =>"7 | A\jb; = >7% | p;bj mit y1; = A\, somit

J=1

YAX) =D W= AW =AY A wy = Ag(x).
j=1 j=1 j=1
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Ist x' € V mit x' = Y77 N by, soist x +x" =77, (\; + \}) by, also

j=17""

Dx+x) =D X)W =D AW+ )XW, = d(x) + U (X)),
=1 j=1 j=1

Somit ist ¢ linear. Da b; = Y77, d;; b fiir i € {1,...,n}, ist weiter 1)(b;) =
Z?:l 51'jo = W;.

(b) Sei ¢ wie in (a) und #: W — V die eindeutige lineare Abbildung mit
6(w;) = b; fiir alle j € {1,...,n}. Dann ist fot: V — V die eindeutige
lineare Abbildung, die b; auf b; abbildet fiir alle j € {1,...,n}, also foy) =
idy. Analog ist ¢ 0 § = idy,. Also ist ¢ invertierbar mnit ¢! = 6, somit 1
ein Isomorphismus von Vektorraumen.

3.44 Hat ein Vektorraum W eine Basis by, ...,b,, mit m € N, so gilt:

(a) Fir jede Basis W1, ..., W, von W ist n =m.
(b) Sind wy,...,w, linear unabhdingige Vektoren in W, so gilt n < m. FEs
gilt genau dann n = m, wenn wq, ..., w, eine Basis fir W ist.

Beweis. Nach 3.43 gibt es einen Isomorphismus ¢: R™ — W von Vek-
torrdumen derart, dass ¢(e;) = b, fiiralle j € {1,...,n}; hierbeiistey,...,e,
die Standard-Basis fiir R". Wegen 3.42 folgen die Aussagen nun aus 3.19.

Bemerkung 3.45 Hat ein Vektorraum W eine endliche Basis, so lasst sich
ihm nach (a) eine wohldefinierte Dimension zuordnen, namlich die Zahl

dim(W) :=n
der Elemente einer (und dann auch jeder) endlichen Basis fiir W.

Die Dimension des trivialen Vektorraums {0} ist per Definition 0 und () eine
Basis.

Bemerkung 3.46 Ein Vektorraum W braucht keine endliche Basis zu be-
sitzen. Wir nennen ihn dann unendlich-dimensional.

65



4 Determinanten

Aus der Mathematik 1 kennen wir bereits die Determinante einer 2 x 2-Matrix
A= (aij) - ]RQXZ,

ailp aig
det = 11022 — G12021
a1 Q22

und die Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (a;;) € R¥*?,

aip Qa2 Qi3

det ag1 A2z A23 = 011022033+ 012023031 1013021032 —A13022031 —G11 023032 — Q12021 033,

ag1 asz g3

die nach der Sarrusschen Regel berechnet werden kann (sieche Tafel), also
grob gesagt
NN N T Y

wenn man die erste und zweite Spalte noch einmal rechts neben die Matrix
schreibt. In beiden Féllen haben wir gesehen, dass A genau dann invertierbar
ist, wenn det(A) # 0.

In diesem Kapitel wollen wir Determinanten fiir n x n-Matrizen einfiihren
und berechnen, die entsprechende Eigenschaften haben.

4.1 Wir definieren Determinanten von n x n-Matrizen A = (a;;) € R™"
induktiv wie folgt:

(i) Ist n = 1 und A = (aq1) eine 1 x 1-Matrix, so setzen wir
det(an) = a1

als den Eintrag der Matrix. Zum Beispiel ist also det(5) = 5.

(i) Im Falle n > 2 definieren wir die Determinante von A als®

det(A) := Xn:(—l)i+1ai1det(14i1)

= a1 det(All) — 921 det(Azl) + =+ (—1)n+1(1n1 det(Anl)

8In spéterer Sprechweise definineren wir det(A) also durch Entwickeln nach der ersten
Spalte. In der Vorlesung hatten wir stattdessen nach der ersten Zeile entwickelt, was
wegen 4.5 aber das gleiche Ergebnis liefert.
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Fiir i,j € {1,...,n} ist hierbei 4;; € R®=Vx(=1 die Matrix, die aus A
durch streichen der iten Zeile und jten Spalte entsteht.

Beispiel 4.2 Betrachten wir

2 0 -7
A=1|34 -3 ],
02 1

so ist z.B.

]
[\

3 4 2 =7
AlSI( >> A22:(O 1)-

Beispiel 4.3 (a) Fiir

1 2 -2 -1
21 -1 0
A= 34 0 =2
01 1 3
ist
1 -1 0 2 =2 -1 2 -2 -1
det(A) = 1det| 4 0 —2 | —2det| 4 0 —2 | +3det| 1 -1 0
1 1 3 1 1 3 1 1 3
= 1-16—-2-284+3-(—2) = —46.
(b) Ist
a1 0
A — 22
0 Qnp,

eine Diagonalmatrix, so ist einfach
det(A) = A11Q92 * * * Apn

das Produkt der Diagonaleintrage.

Dies zeigt man per Induktion nach n. Fir n = 1 ist die Aussage klar. Da
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ast, - -, an; = 0 gilt und Ay; = diag(ass, . . ., an,) diagonal ist mit det(A;) =
Q99+ * Apyp, 1St Weiter

det(A) = (—1)1+16L11 det(AH) +0= a11a929 * * * App -

Insbesondere gilt fiir die Einheitsmatrix 1 € R"*" dass

det(l)=1-...-1=1.
(c) Ist
ai *
A a22
0 nn
eine obere Dreiecksmatrix, also a;; = 0 fiir alle 7,7 € {1,...,n} mit i > j, so

gilt ebenfalls einfach
det(A) = a11492 * * * Upp -

Wiederum zeigt man dies per Induktion nach n, wobei die Aussage fiir n = 1
klar ist. Da

929 ES
33
Ay =
0 Ann
eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintragen ags, . . . , @y, ist, gilt det(Aq1) =
99+ * + Any Per Induktionsvoraussetzung. Da asoq, ..., a,; = 0, folgt

det(A) = (—1)1+1(111 det(AH) +0= a11a922 * * * App -

4.4 (Eigenschaften von Determinanten). Wir betrachten eine quadratische
Matrix A € R™*".

(a) Anderungen der Determinante bei elementaren Zeilen- bzw. Spaltenum-
formungen:

(i) Addiert man ein Vielfaches einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile
(bzw. Spalte) von A, so dndert sich der Wert der Determinante nicht.

2 3 2 3
det<4 _1>—det(0 _7),

hier wurde das doppelte der ersten Zeile von der zweiten abgezogen.

Beispiel:
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(ii) Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) mit einer reellen Zahl A verdndert
die Determinante um einen Faktor A. Sind etwa si,...,s, die Spal-
tenvektoren von A, so ist

det (sy --- sj_1 ASj Sj41 -+ 8,) = Adet(A).

40 10 4 1
det( 4 _1):10det(4 _1).

(iii) Das Vertauschen von zwei Zeilen (oder Spalten) &ndert das Vorzeichen
der Determinanten.

4 —1 3 2
det(3 2):—det(4 _1>.

(b) Symmetrie in Zeilen und Spalten: Fiir die transponierte Matrix gilt

Beispiel:

Beispiel:

det(A") = det(A).

(c) Invertierbarkeit: Eine Matrix A € R™*™ ist genau dann invertierbar, wenn

det(A) # 0.

Nachweis fiir (¢): Mit elementaren Zeilenoperationen lésst sich A in eine
obere Dreiecksmatrix A’ verwandeln (eine Matrix in Zeilenstufenform). Nach
4.4 (a) ist dann

det(A") = X det(A) (35)

mit einer reellen Zahl X # 0. Somit:

A invertierbar

& Ax = b ist fiir alle b € R" eindeutig losbar

< alle Diagonalelemente von A’ sind von 0 verschieden
< det(A’) # 0 (siehe Beispiel 4.3 (c));

< det(A) # 0 (siehe (35)).

Aus den obigen Eigenschaften folgt:

4.5 (Laplacescher Entwicklungssatz). Fiir alle A = (a;;) € R™" kann die
Determinante wie folgt berechnet werden:
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e Entwicklung nach der jten Spalte fir j € {1,...,n}:

n

det(A) = Z(— 1) a;; det(A;)

i=1
(dies folgt mit (iii) in 4.4 (a));
e Entwicklung nach der iten Zeile fiir i € {1,...,n}:

n

det(A) = (=1)"ay; det(Aj;)

=1

(dies folgt mit 4.4 (b) aus der Entwicklung nach der iten Spalte fiir
det(AT)).

Beispiel 4.6 Entwickeln nach der 3. Zeile liefert fiir

1 2 30

2 2 41

A=190 01

-1 3 -2 3

die Determinante

2 30 1 2 3
det(A) = —2det| 2 4 1 | —1det 2 2 4
3 -2 3 -1 3 =2

= —224+9+4—-18)—1(—4—-8+18+6+8—12) = —46.
4.7 (Multiplikationssatz) Fir alle n x n-Matrizen A und B ist
det(AB) = det(A) det(B).
4.8 (Folgerungen) Seien A, B € R™ ™.

(a) det(AB) = det(BA)
[Denn det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA) |.

(b) det(A*) = (det(A))* fiir alle k € N.
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(c) det(A™) = (det(A))™! = det;(m wenn A invertierbar ist.

[Denn 1 = det(1) = det(AA™!) = det(A) det(A™1).]
(d) det(C~'AC) = det(A) fiir jede invertierbare n x n-Matrix C.

Ergebnisse aus Kapitel 3 und 4 zusammenfassend, konnen wir nun festhalten:

4.9 Fir eine quadratische Matrix A € R™™ mit den Spalten sq,...,s, € R”
sind dquivalent:

(a) A ist invertierbar;

(b) Das LGS Ax = b ist fir jedes b € R™ eindeutig ldsbar;,

d

)

(¢c) Die Spaltenvektoren sy, ..., s, bilden eine Basis fiir R";

(d) Die Spaltenvektoren si,...,s, sind in R™ linear unabhdngig;
)

(e) det(A) #0.

Ubrigens liisst sich aus 4.4 (a) ein praktikables Verfahren zur Berechnung von
Determinanten herleiten.

4.10 (Determinanten berechnen mit Gaufiverfahren). Sei A € R™". Um
det(A) zu berechnen, bringen Sie A mit elementaren Zeilenoperationen auf
obere Dreiecksgestalt A’. (z.B. auf Zeilenstufenform). In jedem Schritt wis-
sen wir aus 4.4 (a), wie sich die Determinante andert. Die Determinante der
oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonaleintrige (siche 4.4 (c)).
Sie diirfen zusétzlich sogar auch elementare Spaltenoperationen benutzen.

Wir geben zur Erlauterung ein 3 x 3-Beispiel. Richtig lohnend ist das Ver-
fahren bei grofleren Matrizen, z.B. 10 x 10-Matrizen.

Beispiel 4.11 Es ist
1 01 J<_2) 1 01 10 1
det | 2 1 3 =det| 0 1 1 J(—AL) =det| 01 1
4 1 1 4 1 1 01 =3
1 0 1
=det| 01 1 |=-4
00 —4
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5 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Wir gehen noch einmal ausfiihrlicher auf Untervektorraume ein und lernen
neue Beispiele kennen: Den Kern und das Bild einer linearen Abbildung.
Deren Dimensionen sind verkniipft iiber die sogenannte Dimensionsformel.

Definition 5.1 Ein Vektorraum FE heifit endlich-dimensional, wenn er eine
endliche Basis by, ..., b,, besitzt.

Hier ist m € Ny (der Fall m = 0 entspricht dem trivialen Vektorraum {0}
mit () als Basis). Wir beobachten:

Bemerkung 5.2 Ist E/ endlich-dimensional, so auch jeder Untervektorraum
F CE. Esistdim(F) < dim(F). Ist F # E, so ist dim(F) < dim(E).

Ist m := dim(F), so sind alle linear unabhhénigen Vektoren by,..., b, € F

auch in E linear unabhéngig, also n < m. Somit kann n in {0,1,... ,m}
maximal gewéhlt werden und dann ist by,..., b, eine Basis von F. Ist
n = m, so bilden die linear unabhangigen Vektoren bq,...,b,, auch eine

Basis fiir £/ (wie wir gesehen haben), da ihre Anzahl gleich dim(F) ist; somit
ist F' = span{by,...,b,,} = E.

Definition 5.3 Ist ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorraumen,
so definieren wir ihren Kern als

ker(¢) :={v e V: ¢(v) =0}.

Dies ist eine Teilmenge von V. Wie fiir jede Abbildung ist das Bild von ¢
definiert als

o(V) :={p(v): veV}

Dies ist eine Teilmenge von W.
5.4 Es ist ker(¢) ein Untervektorraum von V.
Sind némlich vy, vy € ker(¢), so ist
O(Vi+v2) = ¢(v1) + ¢(v2) =0+ 0 =0,

also vi + v € ker(¢). Analog sieht man, dass tv € ker(¢) fiir alle ¢ € R und
v € ker(¢). AuBerdem ist offenbar der Nullvektor 0 € V' in ker(¢).
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5.5 Es ist (V) ein Untervektorraum von W.

Ist ndmlich w € ¢(V) und ¢ € R, so gibt es ein v € V mit ¢(v) = w. Dann
ist tv € V und

o(tv) = to(v) = tw,
also tw € ¢(V'). Analog ist wy + wo € ¢(V) fiir alle wy, wy € ¢(V'). Weiter
ist 0 = ¢(0) € ¢(V).

Beispiel 5.6 Der Losungsraum Ly eines homogenen linearen Gleichungssys-
tems Ax = 0 mit A € R™*" ist der Kern der linearen Abbildung

oa: R" - R™ x+— Ax

und somit ein Untervektorraum von R"™ (was wir schon wissen, und damals
per Hand nachrechnen konnten).

5.7 FEine lineare Abbildung ¢: V' — W ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) =

{0}

Ist ker(¢) # {0} mit dem Nullvektor 0 € V, so existiert ein v € V mit v # 0
und

¢(v) =0,

dem Nullvektor in W. Es ist aber auch ¢(0) = 0, also ¢ nicht injektiv.
Ist ker(¢) = {0} und sind vy, vy € V mit ¢(vy) = ¢(va), so ist

0 = o(v2) — d(vi) = ¢(va — v1)

und somit v — vy € ker(¢) = {0}, also vo — v = 0 und somit v; = vy. Also
ist ¢ injektiv.

5.8 (Dimensionsformel). Fir jede lineare Abbildung ¢: V — W zwischen
endlich-dimensionalen Vektorraumen V und W gilt

dim ker(¢) + dim ¢(V') = dim(V).

Zum Nachweis sei by, ..., by eine Basis von ker(¢). Wir ergénzen diese Basis
zu einer maximalen linear unabhéngigen Teilmenge by, ..., b, von V. Dies
ist moglich, da es in V' nicht mehr als dim(V') linear unabhéngige Vektoren
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gibt. Dann ist by,..., b, eine Basis von V und somit n = dim(V"). Setzen
wir S := span{by;1,...,b,}, so ist

bk+l>"'7bn

eine Basis fiir S, also dim(S) = n — k. Wir behaupten, dass ¢|s: S — (V)
bijektiv und somit ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Also ist

dimg(V)=dimS=n—k

und somit dim(V') = n = dim ¢(V')+k = dim ¢(V')+dim ker(¢), wie bendtigt.
Zum Beweis der Behauptung sei v € V. Dann v = Z?Zl t;b; mit geeigneten
ty,...,t, € R und

n k n n
P(v) = th¢(bj) = th o(b;)+ > t;o(b) = ¢ ( > tjbj> € ¢(S5),

also ¢(V') = ¢(S). Weiter ist
ker(¢]s) = ker(¢) N S = {0}, (36)

also ¢|s injektiv und somit ¢|g: S — ¢(S) = ¢(V) ein Isomorphismus von
Vektorrdumen. Zum Nachweis von (36) sei v =37 | t;b; € ker(¢) N S. da
v € ker(9), ist t; = 0 fiir alle j e {k+1,...,n}. Dav e S, ist ¢t; =0 fir
alle j € {1,...,k}. Also ist v=0.

Definition 5.9 Es sei V' ein Vektorraum. Lineare Abbildungen ¢: V — V
nennt man Endomorphismen von V.

Definitionsbereich und Wertebereich stimmen also beide mit V iiberein.

5.10 Es set V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und ¢: V — V ein
Endomorphismus. Dann sind daquivalent:

(a) ¢ ist bijektiv (also ein Isomorphismus);
(b) ¢ ist injektiv;

(c) ¢ ist surjektiv.
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Die Implikationen “(a)==(b)” und “(a)==(c)” sind trivial. Gilt (b), so ist
ker(¢) = {0}, nach der Dimensionsformel also

dim(V) = dim ¢(V') 4+ dim ker(¢) .
——

=0

Der Untervektorraum ¢(V') von V hat also Dimension dim(V'). Nach Be-
merkung 5.2 ist also ¢(V') =V, somit ¢ surjektiv und somit ¢ bijektiv.
Gilt (c), so ist ¢(V') =V, nach der Dimensionsformel also

dimker(¢) = dim(V) — dim ¢(V) = dim (V') — dim(V) = 0.
Somit ist ker(¢) = {0}, also ¢ injektiv und somit ¢ bijektiv.

Definition 5.11 Ist A € R™* " eine (m x n)-Matrix und ¢4: R" — R™,
x — Ax die zugehorige lineare Abbildung, so nennt man

rk(A) := dim(¢4(R")) = dim(AR"™)
den Rang der Matrix A.

5.12 Es ist tk(A) gleich der mazimalen Zahl linear unabhdngiger Spalten
von A.

Sind namlich by, ..., by linear unabhéangige Spalten und ist fiir jede weitere
Spalte s

bl, cey bk, S
linear abhéngig, so ist s eine Linearkombination von by,..., by, also s €

span{by,..., by} = 5. Fiir jedes j € {1,...,n} ist die jte Spalte s; also
in S und somit ist

6A(R") = spanfsi, ..., s,} C 5.

Aber S C span{sy,...,s,}, also herrscht Gleichheit: ¢4(R™) = span{sy,...s,} =
S. Per Konstruktion hat S die Vektoren by, ..., by als Basis. Also rk(A) =
dim ¢(R™) = dim S = k.

5.13 Konnen wir A € R™*"™ durch elementare Zeilenoperationen auf Zeilen-

stufenform A’ bringen, so ist tk(A) = rk(A’).
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Es gibt eine invertierbare Matrix 7' € R™*™ mit A’ = T'A. Fir die zugehorigen
linearen Abbildungen gilt dann

Ga = G0 P4,

wobei ¢r: R™ — R™ ein Isomorphismus ist. Es ist dann

P4 (R") = ¢r(pa(R")),
also
a:= ¢rlsa@n): Pa(R") = da(R")
surjektiv. Als Einschrankung der injektiven Abbildung ¢ ist die lineare
Abbildung « auch injektiv, also bijektiv und somit ein Isomorphismus. Also
ist
dim ¢4 (R™) = dim ¢ 4. (R")
und somit rk(A) = rk(A").
5.14 Ist A € R™*" eine Matriz in Zeilenstufenform, so ist tk(A) gleich der
Zahl r der von 0 verschiedenen Zeilen.

Fur
by

b= : e R™
b

mit b; =0 fiir j € {r+1,...,m} ist die Losbarkeitsbedingung erfiillt fiir das
inhomogene lineare Gleichungssystem
Ax=Db

Y

es ist also b = Ax fiir ein x € R” und somit b € ¢p4(R™). Sind e4,..., e, €
R™ die Standardeinheitsvektoren in R™ und

S = Span{el, .. ,er},

so ist also S C ¢4(R™). Umgekehrt ist jede der Spalten s; von A in S. Fiir
x € R" mit den Komponenten x; ist

gbA(X) = Zl’ij € S.
j=1
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Also ist ¢4(R™) C S und somit ¢4(R") = S. Da die Vektoren ey, ...

linear unabhéangig sind, bilden sie eine Basis fiir

span{ey,...,e.} =5 = pa(R").

Also ist tk(A) = dim ¢4 (R™) = 7.
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6 Diagonalisierbarkeit

Wir studieren Endomorphismen, die sich beziiglich einer geeigneten Basis
durch Diagonalmatrizen beschreiben lassen.

Definition 6.1 Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und ¢: V —
V' ein Endomorphismus.

(a) Ein Vektor
v#0

in V wird ein Eigenvektor fiir ¢ genannt, wenn er von ¢ auf ein Vielfaches
von sich selbst abgebildet wird:

¢(v) = Av  firein A € R.

Man nennt dann A den zugehorigen Eigenwert.

(b) Hat V eine Basis by,...,b, aus Eigenvektoren zu ¢, so wird ¢ ein
diagonalisierbarer Endomorphismus genannt.

In (a) wird die von v aufgespannte Ursprungsgerade Rv von ¢ also in sich
selbst abgebildet,
d(Rv) C Rv.

Beispiel 6.2 (a) Der zur Diagonalmatrix

-(39)

gehorige Endomorphismus ¢ 4: R? — R?,

(5)~ (%)

To T2

hat die Standard-Basisvektoren e; und e, in R? als Eigenvektoren, zu den
Eigenwerten 3 bzw. 7. Diese bilden eine Basis, ¢4 ist also diagonalisierbar.

(b) Der zur Matrix
3 1
1=(i7)
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gehorige Endomorphismus ¢4: R? — R?,

(Q?l)'_)(?)l'l—'—lé)
To T2

hat by := e; als Eigenvektor zum Eigenwert 3 und

- (1)

als Figenvektor zum Eigenwert 7, denn es ist

31 1Y 7T\ 7 1
07 4 ) \ 28 ) 4 )
Da b; und by eine Basis bilden, ist ¢4 diagonalisierbar.

Wie kommt man darauf? Wie kann man Eigenwerte und Eigenvektoren
berechnen?

6.3 Ist A € R™" gegeben und 1, € R™*" die Einheitsmatrix, so ist
p(A) :=det(A — A1,)

ein Polynom in A € R, genannt das charakteristische Polynom. Es hat den
Grad n.

Dann gilt:

6.4 Die Eigenwerte von ¢4 sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

Bevor wir dies nachweisen, schauen wir Beispiele an.

Beispiel 6.5 (a) In Beispiel 6.2 (a) lautet das charakteristische Polynom

p()\):det((g (7)>—A((1) ?)):det(?)g/\ 7E>\):(3—>\)(7—)\).

Es hat die Nullstellen 3 und 7, dies sind also die Eigenwerte von ¢4.
(b) In Beispiel 6.2 (a) lautet das charakteristische Polynom

p(A)zdet((g ;>—)\((1) ?)):det(?’gA 7i)\):(3—)\)(7—>\).

Es hat die Nullstellen 3 und 7, dies sind also die Eigenwerte von ¢ 4.
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Um 6.4 zu begriinden, stellen wir folgende Uberlegung an: Eine reelle Zahl A
ist genau dann ein Eigenwert des Endomorphismus ¢4: R" — R", x — Ax,
wenn ein Vektor v # 0 in R” existiert mit

Av = v,

also Av = A1,v, also (A — A1,)v = 0, also v € ker(¢g — Aidgn). Somit
ist A genau dann ein Eigenwert, wenn der Endomorphismus ¢4 — A idg» nicht
injektiv ist. Dies gilt nach 5.10 genau dann, wenn er nicht bijektiv ist, die
zugehorige Matrix A — A1,, also nicht invertierbar ist, also

det(A—A1,) =0
gilt (d.h. A ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms).

Definition 6.6 Eine Matrix A € R™ " heifit diagonalisierbar, wenn der
entsprechende Endomorphismus ¢4: R* — R", x — Ax diagonalisierbar
ist, es also eine Basis by, ..., b, von Eigenvektoren fiir ¢4 gibt.

Die Eigenvektoren von ¢4 nennen wir auch einfach Eigenvektoren fir A. Es
is v € R" ein Eigenvektor fiir A zum Eigenwert A\ € R genau dann, wenn

v # 0 und
Av = Av.

Wir werden sehen:

6.7 Eine Matriz A € R™"™ st genau dann diagonalisierbar, wenn eine in-
vertierbare Matriz S € R™™ existiert derart, dass D := S~'AS eine Dia-
gonalmatrix ist.

Dann ist also A = SDS™!.

Bemerkung 6.8 Ist A = SDS™!, so ist A¥ = SDFS~! fiir alle k € N, per
Induktion. Fiir £ = 1 ist dies die Ausgangsformel. Fir k£ > 2 ist unter
Benutzung der Induktionsannahme und des Induktionsanfangs

AF = AP 1A = SDF 18719 DS~ = SDFS T,

Fiir diagonalisierbare Matrizen konnen wir also z.B. Potenzen gut berechnen.
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Beispiel 6.9 Wir betrachten die Matrix A := SDS™! mit

(=10 (11 (1 =1
p=(39) s=(b1) mesm=(5 7).

Dann ist

also
B 4 (-1 2 1 -1\ (-13
A=35D5 _(0 2)(0 1)_(0 2)'

Was ist A7 Es ist
Dl()_ <_1)10 0 o 1 0
B 0 2©° /)70 1024 )
w_ (11 1 0 \ _ (1 1024
5D _(0 1 0 1024 )~ \ 0 1024
ist dann
10 amioa1 {1 1024 1 =1\ (1 1023
AT =5D5S _(0 1024 0 1 ) \0 1024 )°

Eine diagonalisierbare Matrix A ldsst sich mit dem folgenden Vorgehen auf
Diagonalgestalt bringen (was eine Hélfte von 6.7 zeigt).

Wegen

6.10 Sei A € R™" diagonalisierbar und by, ..., b, eine Basis fiir R"” aus
Eigenvektoren zu ¢ 4; es gibt also reelle Zahlen \q, ..., )\, derart, dass

Ab; = A,
fir alle j € {1,...,n}. Dann ist die Matrix
S—(by ... by) € R™"

mit den Spalten by, ..., b, invertierbar. Setzen wir D := diag(Ay,...,\,),
SO ist
S71AS = D. (37)
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Zum Nachweis benutzen wir die Standard-Basisvektoren ey, ..., e, fir R".
Fiir jedes j € {1,...,n} ist Se; = bj, die jte Spalte von S. Die jte Spalte
der linken Matrix in (37) ist also

SflASej = SilAbj = )\jsilbj = )\jej.
Dies stimmt tiberein mit der jten Spalte De; der Matrix D.

Beispiel 6.11 Zeigen Sie, dass die Matrix

(1)

diagonalisierbar ist. Finden Sie zudem eine invertierbare Matriz S € R**?
und eine Diagonalmatriz D € R**? derart, dass ST'AS = D.

Losung. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms,

o ((12)- (3 0))man(150 2, ) maoara

Es ist also 1 — A = 42, die Eigenwerte sind folglich Ay = —1, Ay = 3.

Wir suchen nun einen Eigenvektor zum Eigenwert —1 und einen zum Eigen-
wert 3. Wir werden sehen, dass die beiden linear unabhangig sind und somit
eine Basis von Eigenvektoren bilden.

Einen Eigenvektor by # 0 zum Eigenwert —1 setzen wir an in der Form

by = ( y ) .
)
Er hat Ab; = (—1)by zu erfiillen, also (A — (—1)12)by = 0, also
2 2 z\ (0
2 2 y /) L0 )’

also z +y = 0. Wir kénnen somit x = 1, y = —1 wahlen. Einen Eigenvektor
b, # 0 zum Eigenwert 3 setzen wir an in der Form

m:(g).
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Er hat (A — 312)by = 0 zu erfiillen, also

(2 2)()-(0)

also u — v = 0. Wir kénnen somit v = 1, v = 1 wahlen. Mit den Eigenvek-
toren

1 1 . 1 1
b1:<_1) und bgz(l) setzen wir SI:(b1b2)2<_1 1).

Wie in (37) gezeigt, ist dann
e [ -10
sias= (10

die Diagonalmatrix mit den zu by bzw. by gehorigen Eigenwerten auf der
Diagonalen.

6.12 Wir zeigen nun die verbleibende Aussage von 6.7: Ist A € R™"™ und
gibt es eine invertierbare Matrix S € R™*" derart, dass D := S7*AS eine
Diagonalmatrix ist, so ist A diagonalisierbar. Sei D = diag(Ay, ..., A,). Wir
zeigen zudem:

Die Spalten by, ...b, von S bilden eine Basis von Figenvektoren fir A. Die
zugehorigen Eigenwerte sind die Diagonaleintrage Ay, ..., \, von D.

Zum Nachweis multiplizieren wir S~'AS = D von links mit S und erhalten
AS = SD.

Anwenden der linken und rechten Seite auf den Standard-Einheitsvektor e;
liefert
Abj = ASej = SDej = )\jSej = )\jbj-

Also ist b; Eigenvektor zum Eigenwert A;. Da .S invertierbar ist, bilden
by, ..., b, eine Basis fiir R”. Also ist A diagonalisierbar.

Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar.

Beispiel 6.13 Wir zeigen, dass die Matrix

=(31)
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nicht diagonalisierbar ist. Das charakteristische Polynom ist

1—A 1
det(A—)\lg):det< 0 1_)\):(1—)\)2

mit der doppelten Nullstelle 1. Es ist also A = 1 der einzige Eigenwert. Ware
A diagonalisierbar, so gidbe es nach 6.7 eine invertierbare Matrix S € R?*?
und eine Diagonalmatrix D € R?**? derart, dass S™1AS = D. Nach 6.12 sind
alle Diagonaleintriage von D Eigenwerte von A, sie miissten also alle gleich 1
sein. Somit ware D = 1, und folglich

A=89DS 1 =51,8"1=55"=1,,
Widerspruch. Also kann A nicht diagonalisierbar sein.

Definition 6.14 Es sei F ein endlich-dimensionaler Vektorraum und
¢: F — F ein Endomorphismus. Fir A € R ist

Ex\(¢) :=ker(¢p — Nidg)

ein Untervektorraum von FE. Alle von Null verschiedenen Vektoren v € E,(¢)
sind dann Eigenvektoren fiir ¢ zum Eigenwert \. Also ist E)(¢) # {0} genau
dann, wenn A ein Eigenwert fiir ¢ ist. In diesem Fall nennen wir F)(¢) den
Eigenraum von ¢ zum Eigenwert \.

Ist E = R” und ¢ = ¢4 fiir eine Matrix A € R" ", schreiben wir einfach
E)\(A) statt E)\(gbA)

6.15 FEs sei A € R™™ und es seien \i,..., N\, die paarweise verschiedenen
reellen Figenwerte fiir A. Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn

Z dim Ej,(A4) = dim(R") = n.
j=1

Beispiel 6.16 Wir wollen klaren, ob die Matrix



diagonalisierbar ist. Hierzu berechen wir die Eigenwerte fiir A, die Eigenrdume
und ihre Dimensionen. Diagonalisierbarkeit liegt vor, wenn die Summe der
Dimensionen gleich 3 ist,

Das charakteristische Polynom ist

- 2 1
det(A—X13) = det 2 A —1 | =2-N(\=4) = —(A=2)*(A\+2),
0 0 2—2A\
wobei die Determinante nach der letzten Zeile entwickelt wurde. Wir haben
A1 = 2 als doppelte Nullstelle, Ay = —2 als einfache Nullstelle; dies sind
die Eigenwerte. Der Eigenraum zum Eigenwert \; = 2 besteht aus allen

Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems (A — 213)x = 0, also

-2 2 1 T
2 -2 -1 Y =0,
0 0 O z

mit den Komponenten z,y,z von x. Durch Addieren der ersten Zeile zur
zweiten bringen wir dies auf die Zeilenstufenform

-2 21 T
000 Y =0
000 z

und erhalten mit den freien Variablen z = s, y = t die Bedingung = =
Y+ z/2 =t+ s/2 und somit Eigenraum Fs(A) der Vektoren

t+s/2 1 1/2
=t¢t| 1 + s 0
S 0 1

Die zwei gezeigten Spaltenvektoren sind linear unabhangig, bilden also eine
Basis des Ey(A). Somit ist dim Ey(A) = 2. Fiir Ay = —2 besteht der Eigen-
raum E_5(A) aus allen Vektoren x mit (A + 213)x = 0, also

2 2 1 T
2 2 -1 y | =0.
0 0 4 z
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Subtrahieren der ersten Zeile von der zweiten fuhrt auf

2 2 1 T
0 0 =2 y | =0
0 0 4 z

und zweimaliges Addieren der zweiten zur dritten Zeile schliellich auf die
Zeilenstufenform

2 2 1 T
00 -2 y | =0.
00 0 z

Es ist also 2 = 0 und mit y = s als freier Variable haben wir die Losungen

—1
S 1
0

mit s € R, die einen eindimensionalen Eigenraum E_5(A) bilden. Da
ist A diagonalisierbar.

Beispiel 6.17 Zeige durch Berechnen der Eigenraume, dass die Matriz

o 1 1 2X2
A._<_1 3>ER

nicht diagonalisierbar ist.
Losung: Das charakteristische Polynom von A ist

1—A 1

det(A—A1y) = det ( 1 3

) = (1-A)(3=A)+1 = N> =4 +4 = (A\-2)*;

es hat die doppelte Nullstelle A = 2. Der Eigenraum FEy(A) zum Eigenwert
2 besteht aus allen Losungen
()
X =
Y
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des homogenen linearen Gleichungssystems (A — 215)x = 0, also

(S0)()=(0)

Durch Substrahieren der ersten von der zweiten Zeile lasst sich dieses auf die

Zeilenstufenform
-1 1 x\ (0
0 0 y ) \O

bringen. Mit y = s € R als freier Variablen haben wir x = y = s und somit
einen eindimensionalen Losungsraum (und Eigenraum) bestehend aus den

Vektoren
(1)

mit s € R. Die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume ist also 1 und
somit < 2 = dim(R?). Nach 6.15 ist A nicht diagonalisierbar.

Um 6.15 zu begriinden, nutzt uns:

6.18 Fir j € {1,...,m} sei bj1,...,b;, eine Basis fir Ex,(A). Dann
sind die Vektoren b;; fir j € {1,...,m} und i € {1,...,n;} in R" linear
unabhangig. Folglich ist

Z dim(E),(A)) = Z n; <n.

6.19 Begriindung fiir 6.18: Wir zeigen per Induktion nach k € {1,...,m},
dass die Vektoren b;; fir j € {1,...,k} und ¢ € {1,...,n;} linear un-
abhéngig sind (Aussage (*)). Fiir k£ = 1 ist das wahr, denn byy, ..., by, ist
eine Basis fiir £, (A4). Ist k € {2,...,m} und gilt die Aussage (*) fiir K — 1
an Stelle von k, so seien ¢;; € R mit

kK nj

j=1 i=1

Weiiren nicht alle t;; = 0, so muss ein t;; # 0 sein. Andernfalls ware namlich
Zf;ll S tiibji = 0 eine nicht-triviale Linearkombination mit Summe 0,
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im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der b;; mit j < k — 1. Setzen

WIr
nj
Wj = E tjibji
i=1

fir j € {1,...,k}, soist als wy, # 0. Nun ist w; € Ey (A) fiir j € {1,...,k},
somit

Andererseits ist wj, = — Zf;ll w;, also
k-1 k-1
Awy = —ZAWj = —Z)\jwj.
j=1 j=1

Wir kénnen (38) noch umschreiben zu;

k-1
AWk = — E )\kW]’.
J=1

Subtraktion der vorigen zwei Gleichungen liefert

k—1 k—1 nj
j=1 j=1 i=1

Da Ay — \; # 0, folgt t;; =0 fir alle j € {1,...,k — 1} und i € {1,...,n;}.
Somit wére wy = — Zf;ll S tibji = 0, Widerspruch.

6.20 Begrindung fiir 6.15: Ist Z;n:l dim Ej,;(A) = n, so wihlen wir fiir
jedes j € {1,...,m} eine Basis bji,...,b;,, fir £, (A). Dann ist also
n; = dim Ejy,(A). Nach 6.18 sind die Vektoren by fir j € {1,...,m}
und ¢ € {1,...,n;} linear unabhéngig. Ihre Anzahl ist per Voraussetzung
Z;nzl n; = n = dim(R"); die genannten linear unabhéngigen Vektoren bilden
somit eine Basis fiir R". Da jeder der Basisvektoren ein Eigenvektor fiir A
ist, ist A diagonalisierbar.

Ist A diagonalisierbar, so finden wir eine Basis fiir R” aus Eigenvektoren
fir A. Fiur j € {1,...,m} selen v;; mit i« € {1,...,¢;} diejenigen der
Basisvektoren, die Eigenvektor zum Eigenwert A; sind. Diese sind linear
unabhéngig und liegen in E),(A). Fiir ihre Anzahl gilt also

gj S dim E)\j (A)
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Wir folgern, dass
SRS ST NE
=1 =1

Da die rechte Seite nach 6.18 < n ist, muss Gleichheit herrschen: n =
Z;.”:l dim Ej, (A).

Diagonalisieren iiber C

In einem Vektorraum V tUber C kann man nicht nur mit reellen Skalaren
multiplizieren, sondern hat eine Multiplikation

CxV =V, (\v)—Av

gegeben. In den Axiomen fiir Vektorraume ersetze man einfach R durch C.
Zum Beispiel ist der Raum C" der Spaltenvektoren

21

Zn

mit z1,...,2, € C ein komplexer Vektorraum. Lineare Gleichungssysteme,
Matrizen A € C"™*"  komplex lineare Abbildungen, lineare Unabhéngigkeit,
Basen usw. definiert man im Komplexen wie im Reellen — wir ersetzen nur
iitberall R durch C. Ebenso kénnen wir von Endomorphismen eines endlich-
dimensionalen komplexen Vektorraums sprechen, von Eigenvektoren (wobei
nun Eigenwerte A\ € C erlaubt sind) und von Diagonalisierbarkeit. In allen
bisherigen Definitionen und Ergebnissen kann einfach R durch C ersetzt wer-
den.

Beispiel 6.21 Wir betrachten die Matrix A € R?*2,

(0.

Diese Matrix ist iiber R nicht diagonalisierbar, denn dass charakteristische
Polynom

det(A — A\1,) = det ( _)1\ _)1\ ) =\ +1
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hat keine reellen Nullstellen; es gibt somit keine reellen Eigenwerte und somit
in R? keine Eigenvektoren. Jedoch ist A iiber C diagonalisierbar: Es sind
A1 = ¢ und Ay = —i komplexe Nullstellen des charakteristischen Polynoms
und somit komplexe Eigenwerte. Eigenvektoren zum Eigenwert ¢ sind nicht-
verschwindende Losungen zu

(5 2)06)-0)

Mit dem komplexen Parameter s € C ist also 1z = y = s verlangt und somit
x = (1/i)s. Mit s = 1 erhalten wir einen Eigenvektor

(1)

Analog erhalten wir als einen Eigenvektor zum Eigenwert —¢

(1)

Da dieser und der vorige iiber C linear unabhangig sind, haben wir eine Basis
aus Eigenvektoren fiir C2. Also ist A iiber C diagonalisierbar.

Darstellungsmatrizen fiir lineare Abbildungen

Definition 6.22 Essei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen (reellen) Vektorrdumen. Ist B = (by,...,b,) eine Basis fiir
V und C = (cy,...,cy,) eine Basis fir W, so ist fiir jedes j € {1,...,n}

¢(b;) = aijc;
i=1
mit eindeutig festgelegten ayj, ..., am,; € R. Man nennt
Mcp(¢) = (a;;) € R™"
die darstellende Matriz fiir ¢ beziglich den Basen B von V und C' von W.
Beispiel 6.23 Es sei ¢: R" — R™ eine lineare Abbildung. Ist
A = (ay) == Mcp(9)
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die darstellende Matrix fiir ¢ beziiglich der Standard-Basis B := (eq,...,e,)
von R"™ und der entsprechenden Standard-Basis C' := (fy, ..., f,) von R™, so
ist fir jedes j € {1,...,m}

m QA1
dlej) = ayfi =
=1

amj

Die jte Spalte von A ist also gleich dem Bild ¢(e;) des jten Standard-
Einheitsvektors.

6.24 Es sei ¢: V. — V ein Endomorphsimus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Eine Basis B = (by,...,b,) von V besteht genau dann aus
Figenvektoren, wenn Mpg(¢) eine Diagonalmatriz ist.

Fiir jedes j € {1,...,n} ist

n

¢(b;) = aib;

=1

mit eindeutigen ayj,...,a,; € R. Genau dann ist ¢(b;) = A;b; fiir ein
A; € R, wenn a;; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} mit ¢ # j. Dies gilt genau dann
fir alle j (so dass B eine Basis aus Eigenvektoren ist), wenn A = (a;;) eine
Diagonalmatrix ist.

Mehr zu Darstellungsmatrizen™

Die folgenden Rechenregeln wurden am 20.5. fiir die Allgemeinbildung erwahnt.

6.25 Es seien U, V und W endlich-dimensionale Vektorraumen mit Basen

B = (by,...,b,), C=(cy,...,cy) bzw. D = (dy,...,dy). Dann gilt:
(a) Es ist Mpp(idy) = 1,,.
(b) Sind ¢: U =V und ¢: V. — W lineare Abbildungen, so ist
Mpp(tho¢) = Mpe()Mep(¢) (Produkt der Matrizen)

(c) Ist ¢: U — V ein Isomorphismus, so ist Mcg(p) € R™ ™ eine in-
vertierbare Matriz mit inverser Matriz

(Mcp(9))™" = Mpc(oh).
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Weiter gilt:
(d) Sei C' = (ey,...,e,) die Standardbasis fir R™ und B = (by,...,by,)
eine weitere Basis. Dann ist
Mep(idgn)
die Matriz mit den Spalten by, ..., b,.
(e) Sei A € R™"™ und ¢pa: R" — R™, x — Ax die zugehorige lineare

Abbildung. Fir die Standardbasis und B = (ey, ..., e,) von R™ und die
Standardbasis C' = (fy,...,£,) fir R™ gilt dann

MCB(QbA) = A.

Nachweis: (a) Es ist ldU(bJ) = b] = Z?:l awbl mit Aj; = 1, A5 = 0 fir
1 75 j Also ist MBB<idU = ((51]) = 1n'

(b) Sei Mcp(¢) = (bjk), Mpc(¢) = (a;;) und Mpp(¢ o ¢) = (ci). Fiir
ke{l,...,n}ist

d(br) =D bjrc;,
j=1

also

m L m
D((br)) = D but(c)) =D D aybids.
j=1 i=1 j=1
Somit ist cix = 7" aijbjk, also Mpg(y o ¢) = Mpe(¥) Mop ().
(c) Nach (a) und (b) ist
1, = Mpp(idy) = Mpp(¢™" 0 ¢) = Mpo(¢™") Mop().
Analog ist
1, = Mep(¢)Mpo(¢™).
Also ist die Matrix Mcp(¢) invertierbar mit Inverser Mo (¢p™!).
(d) Ist

SO ist lan(bJ) = bj = Z?:l ;5€; und somit MCB(ian) = (aij), mit jter
Spalte b;.
(e) Es ist qu(ej) = Aej = Z:il a,-jfj, also MC’B(¢A) = A.
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Beispiel 6.26 Sei A € R™" diagonalisierbar und B = (by,...,b,) eine
Basis aus Eigenvektoren mit den zugehorigen reellen Eigenwerten Ay, ..., \,.
Wegen

Ab; = \;b;

ist dann Mpp(A,) = diag(Ay,...,\,) =: D. Fiir die Standardbasis C' =
(e1,...,€,) von R" ist zudem Mco(¢pa) = A, nach 6.25(e). Schliefllich ist
nach 6.25 (d)

MCB(ian> = S

die Matrix mit den Spalten by,...,b,. Nach 6.25 (b) und (c) ist wegen
¢A = lan o) ¢A e} lan und ian = (ian)il nun

A= Mcoo(pa) = Mep(idpn) Mpp(dpa)Mpe(idgn) = SDS™,
bzw. D = S7'AS. Dies liefert eine neue Begriindung zu den oben disku-
tierten Formeln.

Skalarprodukt und Orthogonalitat

6.27 In Analogie zum in der Mathematik I diskutierten Skalarprodukt auf
R? und R? definieren wir fiir Spaltenvektoren

L1 Y1
X = : und y =

Tn Yn
in R™ ihr Skalarprodukt (inneres Produkt) als
Xy = ijyj e R.
j=1

Eine andere Notation ist (x,y) := x-y. Ist x-y = 0, nennen wir die Vektoren
x und y zueindander orthogonal.

6.28 Wir erinnern an die transponierte Matrix A7 € R"*™ einer Matrix A =
(aij) € R™": Esist AT = (aj;). Beispielsweise ist fiir einen Spaltenvektor

T
X = : e R"

Tn
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T=(

die transponierte Matrix der Zeilenvektor x Ty ... x,). Firalle x,y €

R”™ ist
x-y=x'y

im Sinne eines Matrixprodukts von Zeilenmatrix mal Spaltenmatrix.
6.29 Das Skalarprodukt von

X U1

in C" definieren wir als
<X7 Y> = ijyj € C
j=1

unter Benutzung der komplexen Konjugation.

6.30 Fiir eine Matrix A = (aj;) € C™*" definieren wir die hermitesch kon-
jugierte Matrix als
A* = (ag;) € C™™.

Wir bilden also die transponierte Matrix und ersetzen anschliefend jeden
Matrixeintrag durch die dazu komplex konjugierte Zahl. Fir alle x,y € C"
ist dann

(x,y) =x"y.

Besondere Arten von Matrizen

6.31 Eine Matrix A € R™" heifit orthogonale Matriz, wenn ATA = 1,,.
Wegen det(A)? = det(AT)det(A) = det(ATA) = det(1,) = 1 ist dann A
invertierbar und A=' = AT, Sind by, ..., b, die Spalten von A, so ist

ATA = (by b))y

gleich 1, = (%)}, genau dann, wenn b; - by = d; (Kronecker-Delta) fiir
alle j,k € {1,...,n}. Also gilt:

FEine Matrix A € R™"™ ist genau dann orthogonal, wenn thre Spalten eine
Orthonormalbasis von R™ bilden.
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6.32 Eine Matrix A € R™™ heifit symmetrische Matriz, wenn A = AT,

6.33 Es lasst sich zeigen, dass jede symmetrische Matrix A € R™*™ {iber R
diagonalisierbar ist und es eine Orthonormalbasis by, ..., b, von Eigenvek-
toren in R™ gibt. Die Matrix S mit den Spalten by,...,b, ist dann eine
orthogonale Matrix und es ist

STTAS = STAS = D
eine Diagonalmatrix mit reellen Diagonaleintragen.

Die entsprechenden Begriffe im Komplexen sind wie folgt:
6.34 Eine Matrix A € C™*" heifit unitare Matriz, wenn A*A = 1,,. Wegen
|det(A)|*> = det Adet A = det(A*)det(A) = det(A*A) = det(1,) = 1 ist
dann A invertierbar und A=' = A*. Sind by,...,b, die Spalten von A, so
ist

AA = ((bj, bg)) =
gleich 1,, = (d;3)7 -, genau dann, wenn (b;, by) = d;;. (Kronecker-Delta) fiir
alle j, k € {1,...,n}. Also gilt:

Eine Matrix A € C™" ist genau dann unitar, wenn ihre Spalten eine Or-
thonormalbasis von C™ bilden.

6.35 Eine Matrix A € C™*™ heifit hermitesche Matriz, wenn A = A*.

6.36 Es lasst sich zeigen, dass jede hermitesche Matrix A € C™™ {iber C

diagonalisierbar ist und es eine Orthonormalbasis by, ..., b, von Eigenvek-
toren in C" gibt. Alle Eigenwerte sind reell. Die Matrix S mit den Spalten
by,...,b, ist dann eine unitare Matrix und es ist

S™1AS = S*AS =: D
eine Diagonalmatrix mit reellen Diagonaleintragen.

Eine weitere Rechenregel ist manchmal niitzlich.

6.37 Sind A € R™ und B € R™*", so ist
(AB)T = BT AT,

wie man sofort nachrechnet.
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Daraus folgt:

6.38 Fiir alle A € R™" und x,y € R" ist
(Ax,y) = (x, A'y).
Es ist namlich
(Ax,y) = (Ax)"y =x' ATy = (x, A'y).

6.39 Analog gilt
(AB)" = B*A*

fiir alle A € C™>*™ und B € C™*". Man folgert analog zum Obigen, dass

(Ax,y) = (x, A"y)

fiir alle A € C™*™ und x,y € C".
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7 Abstande in R", konvergente Folgen und
stetige Funktionen

Im Folgenden schreiben wir einfach x statt x fiir Elemente von R", so dass

also
€
T = : =(z1 ... 7).

T

Wir schreiben auch einfach x = (xy,...,2,). Wann immer Matrizen und
Vektoren multipliziert werden, miissen wir prazise sein: Dann ist x als Spal-
tenvektor zu lesen und z7 der zugehorige Zeilenvektor.

Definition 7.1 Die Ldnge eines Vektors @ = (z1,...,x,) € R™ ist definiert

als
ol = )P+ ()

Es ist also
2 2 2
|z =2+ 4, =2,

das Skalarprodukt des Spaltenvektors x mit sich selbst.
Fiir den Nullvektor 0 € R™ ist [0] = 0. Weiter ist fiir alle t € R und z € R™

to] = \Jt2ad 4+ 222 = VEJal b b a2 =t 2. (39)

Insbesondere lasst sich jeder von Null verschiedene Vektor x € R™ normieren:
Der Vektor Eﬂm hat Lange

1
—
|

1

ist also ein Einheitsvektor.

7.2 Fur alle x,y € R" gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

lz - y| < || |yl

fir den Betrag des Skalarprodukts x -y = (x,y) der Spaltenvektoren x und y.
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Begriindung: Ist # = 0 oder y = 0, steht rechts und links Null und die
Ungleichung ist trivial. Sei nun x # 0 und y # 0. Teilen durch |z||y| zeigt,
dass die Ungleichung zu

1 1 ‘

—x-—y|l <1

[yl

aquivalent ist. Wir brauchen also nur den Fall zu behandeln, dass = und y

Einheitsvektoren sind, also |z| = |y| = 1. Fir allet € R ist wegen -y = y-x
nun

0 < (z+ty)-(z+ty)=x-z+x-ty+ (tz) -y+ (ty) - (ty)
= 2P +2x-y+yP=1+2tz y+t
= (t+z-y)P+1—(z-y)>

Das Minimum der letzten Zeile wird fiir ¢ = —z - y angenommen (dann ist
das erste Quadrat gleich Null) und hat den Wert 1 — (x - y)?. Es muss also

0<1—(z-y)?
sein, woraus (z - y)? < 1 folgt. Somit ist |z -y| < 1= |z]]y|.
7.3 Fiir alle x,y € R™ gilt die Dreiecksungleichung:
|z +y| < [z +yl.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist ndmlich |z - y| < |z|]|y|,
woraus
vy < lw-yl <[]yl

folgt. Somit ist

z+yf = (z+y)-(e+y)=z-s+z-y+y r+y-y
= |z +2x-y+y)* <|z>+ 2|z |y| + |y|?
= (l=[ +[y])*.

Da die Quadratwurzel eine monoton wachsende Funktion ist, bleibt die vorige
Ungleichung bestehen, wenn wir die Wurzel ziehen:

|z +y| < x|+ |yl
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Definition 7.4 Fiir x,y € R™ nennen wir |z — y| den Abstand von x und y.
Gegeben x € R"™ und eine reelle Zahl » > 0 nennen wir

Bi(z) :={y eR": [y — | <r}

die offene Kugel vom Radius v um den Mittelpunkt x. Wir nennen
B(x) = {y € R™: |y —a| <1}

die abgeschlossene Kugel vom Radius r um x.

Die abgeschlossene Kugel enthéalt also auch alle Punkte y mit Abstand
ly — x| = r von z, also den Rand der Kugel (die Sphire vom Radius r
um z. Die offene Kugel enthalt die Randpunkte nicht.

Definition 7.5 Wir sagen, eine Folge (zy)ren von Punkten z, € R"™ kon-
vergiert gegen ein x € R", wenn fiir jedes € > 0 ein N € N existiert derart,
dass fur alle k > N

|z — x| < e.
Wir schreiben dann
lim z, ==
k—o0

oder auch: z;, — z fir k — o0.

Wir im Falle von Folgen in R in der Mathematik 1 sieht man, dass Grenzwerte
von Folgen in R™ immer eindeutig sind.

7.6 Eine Folge (xy)ren von Elementen vy = (g1, ..., Tky) € R™ konvergiert
genau dann gegen y = (y1,...,yn) € R™, wenn jede der Komponenten kon-
vergiert, also

xjr —y; furk — oo

fir alle j € {1,...,n}.
Beispiel 7.7 z;, = (%,2 + k%) konvergiert in R? gegen (0,2) fiir k¥ — oo,

denn

1 1
E—>0 und 2+p—>2.
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Begriindung fiir 7.6: Sei € > 0. Gilt z; — y, so gibt es ein N € N derart,
dass |y — zx| < e fiir alle k£ > N. Fiir die jte Komponente haben wir fiir alle
k > N dann

=2kl =/ (Y5 — 215)? < \/(Z/l —Tp1)2+ A (Y — Thn)? = ly—ai] <,

also |y; — zx ;| < e. Somit gilt z ; — ;.

Konvergieren umgekehrt alle Komponenten, so gibt es fiir jedes j €
{1,...,n} ein N; € N derart, dass |y; — zx;| < ¢/n fir alle £k > N. Fiir
alle k > N := max{Ny,...,N,} ist dann

ly—ael = D (5 —ang)es| <D 1w —xwg)eil = Y lyj—wngl <nefn=¢
j=1 j=1 j=1
mit den Standard-Basisvektoren ey, ..., e, € R™. Also gilt z;, — .
Wir betrachten nun Funktionen f: U — R™ die auf einer Teilmenge U C R"
definiert sind. Jedem = = (z1,...,x,) € U wird also ein Spaltenvektor
fi(z)
flx) = :

in R™ zugeordnet. Die so erhaltenen reellwertigen Funktionen
fiooo s fm:U—R

werden die Komponenten von f genannt. Man schreibt auch
f=( 1oy fm)-

Der Funktionsgraph von f: U — R™ ist

graph(f) := {(z, f(z)): x € U} CR" x R™ = R"™™.
Beispiel 7.8 n =1, m = 2: Der Graph der Funktion
f:R—=R? x> (cosz,sinm)

ist eine Schraubenlinie um die z-Achse (also eine Kurve im Raum). Diese
sieht aus wie ein unendlich langer Korkenzieher.
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Das Bild von f ist der Einheitskreis
Sy := {(z1,72) € R?: 27 + 23 = 1},

also eine Kurve in der Ebene. Der Kreis wird von den Punkten f(x) wieder
und wieder durchlaufen.

Beispiel 7.9 n = 2, m = 1: Wir betrachten die abgeschlossene Einheits-
kreisscheibe o

U:=B1(0) = {(z,y) e R*: 2* +¢y*> < 1}
und die Funktion f: U — R, (z,y) — /1 —22 —y2 Fir jeden Punkt
(x,y, f(z,y)) im Graphen ist dann

|(93,y,f($,y))| = \/x2+y2+(1—$2—y2) = \/I: 1,
er liegt also auf der Einheitssphare
Sy i={(z,y,2) €ER*: 2 +¢* + 22 = 1}.

Da f(z,y) > 0, bekommen wir nur die obere Hélfte der Einheitssphére, die
obere Hemisphare. Der Graph von f ist also eine Flache im Raum.

Beispiel 7.10 n = m = 2: Wir betrachten die Funktion

f: R2 - R27 f(ﬂ:,g/) = (—y,l’).

Den Graphen graph(f) € R? konnen wir nicht mehr zeichnen! FErsatz:
Zeichne an der Stelle (x,y) den Vektor f(z,y). Zum Beispiel ist

F(1,0) = (0,1), f(0,1) = (=1,0) und f(v2/2,v2/2) = (—v2/2,v/2/2);

wir kénnen diese Vektoren jeweils an der Stelle (x,y) in der Zeichenebene
einzeichnen (siehe Vorlesung).

Beachten Sie, dass (—y,x) durch Drehen um 90 Grad aus (x,y) hervorgeht.

In diesem Beispiel haben wir f als ein sogenannte Vektorfeld interpretiert:
Jedem Punkt (z,y) der Ebene wird ein Vektor f(z,y) € R? zugeordnet.
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Beispiel 7.11 n = m: Auch bijektive Abbildungen sind interessant (etwa
beim Studium von Koordinatentransformationen beim Wechsel des Koordi-
natensystems), etwa bijektive Abbildungen

fiR™ - R,

Ein typisches Beispiel ist die zu einer invertierbaren Matrix A € R™*" gehorige
lineare Abbildung ¢4: R” — R", z +— Azx. Wir konnen z.B. die Matrix

A cosa —sino
sin «v CoS &

nehmen mit o € R; die lineare Abbildung ¢4: R? — R? ist dann eine
Drehung der Ebene um den Ursprung im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel a.

Nehmen wir
1l o
a=(0 %)

mit a € R, so ist ¢4: R? — R? (z,y) — (v + ay,y) eine Scherung der
Ebene lings der xz-Achse. Der Standard-Basisvektor e; und jeder Punkt auf
der x-Achse werden festgehalten. Fiir einen allgemeinen Punkt (z,y) € R?
bleibt die y-Komponente unverandert, die x-Komponente wird um ay, also
proportional zu y, abgeandert.

Eine Skizze wurde in der Vorlesung fiir « = 1 gegeben, so dass also f(z,y) =
(@ +y,9).

Die Beispiele zeigen, welche Objekte wir nun angehen wollen: Kurven, Vek-
torfelder, bijektive Transformationen und (in Mathematik 3) Flichen. Wir
wollen praxisrelevante Groflen berechnen wir die Lange einer Kurve oder
den Flacheninhalt einer Flache. Dies gelingt natiirlich nur fiir gentigend
schone Funktionen f. Typischerweise wird f mindestens differenzierbar sein
in einem geeignetem Sinn. Insbesondere ist f dann stetig und wir beginnen
mit einer Diskussion dieser Eigenschaft.

Definition 7.12 Eine Funktion f: U — R™ auf einer Teilmenge U C R"
heifit stetig an einer Stelle x € U, wenn

lim f(a) = f(2)
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fiir jede Folge (zx)ren von Punkten z), € U mit limyg_,, xx = x. Die Funktion
f heiflt stetig, wenn sie an jeder Stelle x € U stetig ist, also

f (Jim ) = Jim o)

—00

fiir jede Folge (x)ken in U, die gegen einen Punkt aus U konvergiert.
Beispiel 7.13 Fiir jedes j € {1,...,n} ist die Projektion
pr;: R" =R, (21,...,7,) — 5

auf die jte Komponente stetig. Ist ndmlich (zy)ren eine konvergente Folge
in R™ mit Limes y € R", so konvergiert nach 7.6 die jte Komponente von xy
fiir £ — oo gegen die jte Komponente von y, also

lim pr; (ax) = pr; (y).

k—o0

Also ist pr; stetig.
Beispiel 7.14 Sei U C R" eine Teilmenge. Dann ist die Inklusionsabbildung
frU—=>R" x—=x

stetig. Fir jede Folge (zy)ren in U, die gegen ein x € U konvergiert, kon-
vergiert ndmlich f(xy) = x) gegen x = f(x), es ist also f(x) = limg_,0o f (1)
erfiillt.

Wie im Falle von Funktionen einer reellen Variablen (in der Mathematik 1)
sind aus stetigen Funktionen zusammengesetzte Funktionen wieder stetig.
Insbesondere sind Verkniipfungen stetiger Funktionen stetig:

7.15 Es seien f: U — R™ und g: V. — R’ Funktionen auf Teilmengen
UCR" und VC R™ derart, dass f(U) C V. Also ist die Komposition

gof:U—=R, yeg(f(y)

definiert. Dann qilt: Ist f stetig an einer Stelle x € U und g stetig an der
Stelle f(x), so ist go f stetig an der Stelle x.
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Insbesondere gilt: Sind f und g stetig, so auch go f.

Beweis: Sei (zy)ren eine Folge in U mit 2 — z fiir k — oco. Da f an der
Stelle z stetig ist, folgt f(xx) — f(x) fir K — oo, wobei f(zy) € f(U) C V.
Da g an der Stelle f(z) stetig ist, folgt g(f(zx)) — g(f(x)).

Beispiel 7.16 Fiir jedes k € Ny und j € {1,...,n} ist das Monom
R SR, z=(1y,...,2,) = ()"

stetig, dann es ist f = g o pr; mit der stetigen Projektion pr;: R" — R auf
die jte Komponente und dem Monom g: R — R, ¢ + t* in einer Variablen.
Aus der Mathematik 1 wissen wir, dass g stetig ist.

Fir alle n,m € N gilt:
Beispiel 7.17 Jede lineare Abbildung ¢: R™ — R™ ist stetig.
Zum Beispiel ist die identische Abbildung

idgn: R" > R", z—ux

immer stetig (siehe auch 7.14).

Das folgende Hilfsmittel nutzt uns im Beweis und wird auch spater noch
wiederholt benutzt.

Definition 7.18 Die Operatornorm einer Matrix A € R™*" ist die reelle
Zahl
| Allop := sup{]Az|: x € R" mit |z| < 1}.

Man baechte, dass ||Allo, < 0o. Schreiben wir A = (a;;), so ist fiir jeden
Vektor z = (z1,...,2,) € R” mit |z| < 1 namlich |z;| < |z| < 1 fiir alle
j €{1,...,n}, somit unter Benutzung der Standard-Basisvektoren eq, ..., e,
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fur R™

m n
E E CLZ‘jZEjGi

i=1 j—1

ZZ |aijzje;| = ZZ |ai;z;| |€%

i=1 j=1 i=1 j=1

= ZZ\%‘H%‘!

i=1 j=1

< )Y ayl= M

i=1 j=1

[Ax| =

IN

Also ist ||Allop < M < 0.
7.19 Fir jedes Matrix A € R™™ und jeden Spaltenvektor x € R"™ gilt
|Az| < [[Alloplz]. (40)

Ist x = 0 so sind nédmlich beide Seiten 0 und somit gleich. Ist x # 0, so ist
l;l‘x ein Einheitsvektor, also gleich einem y € R™ mit |y| < 1. Folglich ist

1 .
A a| < sulul: y € R mit o] < 1) = 4L,
Die linke Seite ist nach 39 gleich ‘?1||Ax| Multiplikation beider Seiten mit ||
fihrt auf (40).

7.20 Beweis fiir 7.17. Jede lineare Abbildung ¢: R™ — R™ ist von der Form
¢ = ¢4 fpr eine Matrix A € R™*". Sei (z1)ren eine Folge in R”, die gegen
ein x € R™ konvergiert. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass fiir
alle naturlichen Zahlen & > N

€

|z — x| < ——.
[ Allop + 1
Fir alle £ > N ist dann

Al|op
[64(0)-aa0)| = 6a(o-20)] = |A(e=0)] < |Allpla=o] < A2 <

Also gilt ¢pa(zr) — ¢a(x) fir E — oo und die Stetigkeit ist bewiesen.
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7.21 Eine Funktion f = (f1,..., fm): U = R™ auf einer Teilmenge U C R™
ist genau dann stetig an einer Stelle x € U, wenn jede der Komponenten
fiy-- s fm: U — R an der Stelle x stetig ist. Insbesondere ist f genau dann
stetig, wenn jede der Komponenten stetig ist.

Ist ndmlich (z)ken eine Folge in U mit x, — x fiir k£ — oo, so gilt nach 7.6

flor) = (fler), - fm(@r) = (fu(2), - fn(2) = f(2)

genau dann fir & — oo, wenn f;(x;) — fj(x) fir alle j € {1,...,m}.
Ersteres bedeutet Stetigkeit von f an der Stelle z, letzteres Stetigkeit der
Komponenten fi,..., fi.

Dies hat eine niitzliche Anwendung.

7.22 Es sei U C R" eine Teilmenge und v € U. Jede der Funktionen
f:U—=>R" g:U— R™ und h: U — R sei stetig an der Stelle . Dann
sind auch die Funktionen

f+g:U—=R" y— fly) +9y)

und
hf:U—=R" y hy)f(y)
stetig an der Stelle x. Falls 0 & h(U), ist zudem

f

Uy L
-

h(y)

stetig an der Stelle x. Weiter ist jede konstante Funktion U — R™ stetig.

U—=R", y— f(y)

Bevor wir dies zeigen, geben wir eine Anwendung.

Definition 7.23 Eine Abbildung f: R" — R™ heifit affin-linear, wenn sie
von der Form f(z) = ¢(z) + ¢ ist mit einer linearen Abbildung ¢: R* — R™
und einer Konstanten ¢ € R™.

Beispiel 7.24 Jede affin-lineare Abbildung f: R™ — R™ ist stetig.
Es ist ndmlich f = ¢ + g mit einer linearen Abbildung ¢: R" — R™ (die

nach Beispiel 7.17 stetig ist) und einer konstanten Abbildung g: R" — R™
(die nach 7.22 stetig ist). Nach 7.22 ist f stetig.
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7.25 Beweis fiir 7.22. Nach 7.21 dirfen wir annehmen, dass m = 1 ist, also
alle Funktionen reellwertig sind. Sei (xy)gen eine Folge in U mit zj, — x fiir
k — oo. Wegen Stetigkeit an der Stelle z sind dann (f(z))ken, (9(Zk))ren
und (h(xy)ren konvergente Folgen in R mit Grenzwert f(z), g(z) bzw. h(x).
Somit gilt nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen aus der Math-
ematik 1:

flzx) + g(xg) = f(z) +g(z) fir k — oo,

h(zg)f(zg) — h(x)f(x) und im Falle 0 ¢ h(U) zudem

1
h(y)

1
— ——f(x).
Also sind f + g, hf und }il stetig an der Stelle x. Ist f konstant mit Funk-
tionswert ¢, so gilt f(zx) = ¢ — ¢ = f(x), was Stetigkeit an der Stelle x
zeigt.

Bevor wir inhaltlich fortfahren, schauen wir noch zwei Beispiele fiir affin-
lineare Abbildungen an.

Beispiel 7.26 Die Funktion f: R — R, =z — %:v + 1 ist affin-linear. Thr
Graph ist die Gerade y = 2 + 1. Diese lauft durch den Punkt (0,1) und
enthélt auch den Punkt (1,2), enthalt also alle Punkte mit Ortsvektor

0
(1) +(
Beispiel 7.27 Die Funktion f: R? = R, (z,y) — %x +y + 2 ist affin-linear.
Thr Graph ist die Ebene z = sz +y+ 2. Diese lauft durch den Punkt (0,0, 2)

und enthélt auch die Punkte (1,0, g) und (0,1, 3), enthélt also alle Punkte
mit Ortsvektor

) mit ¢t € R.

N =

0 1 0
0 |+s[ o |+t]1 mit s,t € R.
2 1 1

Definition 7.28 Sei n € N. Ein n-Tupel a = (aq,...,a,) € (Ny)" von
Zahlen oy, ..., qa, € Ny wird Multiindex genannt. Die Zahl

la :=a1 4+ + a, € Ny
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wird die Lange von o genannt.? Die Funktion
R" >R, z=(x1,...,2,) = %= (21)* -+ (2,)*"
ist das zugehorige Monom. Eine Funktion p: R” — R der Form
T Z Qo T
lal<k

mit k& € Ny und reellen Koeffizienten a, wird Polynom in n Variablen
genannt. Die Summation erfolgt dabei iiber alle Multiindizes a € (Nj)”
mit Lange |a| < k. Ist p nicht die konstante Nullfunktion, nennen wir das
minimal mogliche n den Grad des Polynoms p. Der Grad des Nullpolynoms
ist definiert als —oo.

Beispiel 7.29 Jedes Polynom p: R" - R, z ngk ao T 15t stetig.

Nach 7.22 brauchen wir nur zu zeigen, dass jeder der Summanden R” — R,
T — a, x” stetig ist. Da die konstante Funktion R” — R, = + a, stetig ist
(siche 7.22) und nach 7.16 jedes der Monome

Qj

x = ()

stetig ist fur j € {1,...,n}, ist

Qn
n

T a2 = a2t -
nach 7.22 stetig, als Produkt von n + 1 stetigen Funktionen.
Wir erwahnen weitere Multiindexnotation zur spateren Benutzung;:
Definition 7.30 Gegeben a = (o, ..., a,) € (Ny)" sei

al i=ay! !

das Produkt der Fakultdten. Gegeben «, 5 € (Ng)™ schreiben wir 5 < «,
wenn 3; < o fiir alle j € {1,...,n}. Ist § < «, so definieren wir den

Binomialkoeffizienten
( Q ) — ( 1 ) .o ( n )
ﬁ . bl ﬁn

als Produkt von gewohnlichen Binomialkoeffizienten, wie in der Mathematik 1.

9Vorsicht: Dies ist nicht die (euklidische) Linge /a2 + - -+ + a2 des Vektors mit den
Komponenten oy, ..., a,. Die Doppelung der Notation ist unschon, aber tiblich.
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Beispiel 7.31 Esist (3,1/2)*? = 3%(y/2)? = 81 -2 = 162. Weiter ist
1(2,4,1)|=2+4+1=T,

(4,2)! = 4121 = 24 -2 = 48 und

( Eg: ?,; ) = ( g ) ( ?) ) - 2!(661 2)! 3!(551 3)! = 6é5‘5é4 = 15-10 = 150.

Multiindizes in (Ng)? mit Lange < 3 sind

(3,0), (2,1), (1,2), (0,3) (mit Lange 3),

(2,0), (1,1), (0,2) mit Lénge 2
sowie (1,0) und (0,1) mit Lénge 1 und (0,0) mit Lénge 0. Die Multiindizes
B € (Ng)? mit 8 < (1,2) sind
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (0,2) und (1, 2).

Fir Monome in mehreren Variablen lasst sich der binomische Lehrsatz wie
folgt verallgemeinern.

7.32 Fir alle x,y € R™ und o € (Ng)™ gilt

(@+y)"=> ( g ) 2Py P, (41)

B

Beweis: Fiir jedes j € {1,...,n} ist (z; +y;)% = Zgjzo < gj )xij?j_ﬁj
J

nach dem binomischen Lehrsatz. Einsetzen fiir alle j und Ausmultiplizieren
liefert

(x+y)* = (v1+y)" (0 +yn)™

Qp

a1 [
al n - n=—Pn
= 22(6 )( )a:f1~-'xgyfl 51...y3 B
51:0 ﬂn:() ! ﬁ?’b

Umgeschrieben mit Multiindex-Notationen ist dies genau (41).

Wir erwahnen, dass sich Stetigkeit an einer Stelle z auch wie folgt umfor-
mulieren lasst.
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7.33 Ser U C R™. Eine Funktion f: U — R™ st genau dann stetig an einer
Stelle x € U, wenn fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert derart, dass

[f(y) = fl)] <e
fir alle y € U mit |y — x| < 9.

Nachweis: Ist die Bedingung erfiillt und (z)ren eine Folge in U mit z), — x
fir k — o0, so gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 derart, dass |f(y) — f(z)| < e
fir alle y € U mit |y — x| < J. Da z, — x, existiert ein N € N derart, dass
|z — x| < 9 fir alle £ > N und somit

|f(z) — f(xy)| <e fiiralle k> N.
Also gilt f(zx) — f(z) fiir E — oo und somit ist f stetig an der Stelle .

Ist die genannte Bedingung verletzt, so existiert ein ¢ > 0 derart, dass fiir
jedes 0 > 0 ein y € U existiert mit |y — x| < § und |f(z) — f(y)| > e. Fir
k € N wenden wir dies mit 6 = 1/k an und finden ein z; := y € U mit
|z, — x| < 1/k derart, dass | f(z) — f(zx)| > €. Dann gilt z;, —  aber f(xy)
konvergiert nicht gegen f(z); also ist f nicht stetig an der Stelle x.

Auch mittels 7.33 hatte man 7.24 begriinden kénnen:
Beispiel 7.34 Jede affin-lineare Abbildung f: R™ — R™ ist stetig.

Neuer Beweis: Es ist f(z) = Az + ¢ mit einer Matrix A € R™*" und einem
Vektor (einer Konstanten) ¢ € R™. Um Stetigkeit an einer Stelle z € R™ zu

zeigen, sei ¢ > 0. Wir setzen 0 := m. Fir alle y € R® mit |y — x| < 0
ist dann
|fy) = f@)] = |Ay+c— Az —cf = |[Ay — Az| = |A(y — 2)]
1Al
< | Alloply — 2| < M—ilf <e.
op

Nach 7.33 ist f also stetig an der Stelle x. Da z beliebig war, ist f stetig.

In der Mathematik 1 hatten wir besonders schone Resultate fiir Funktio-
nen f: Ja,b[ — R auf einem offenen Intervall und Funktionen f: [a,b] —
R auf einem beschrinkten, abgeschlossenen Intervall.'® Auch im Fall von
Funktionen mehrerer reeller Variablen wird der Definitionsbereich U C R"
einer Funktion f: U — R™ meist “schon” angenommen, z.B. offen oder
abgeschlossen. Diese Begriffe wollen wir nun kennenlernen.

0L etztere werden wir bald “kompakte Intervalle” nennen.
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Definition 7.35 Eine Teilmenge U C R"™ heifit offen, wenn sie um jeden
Punkt 2 € U eine ganze Kugel enthélt, also ein ¢ > 0 existiert mit B.(z) C U.

Um jeden Punkt x € U haben wir also “etwas Platz”.

Beispiel 7.36 Flir jedes y € R™ und r > 0 ist die Kugel B.(y) offen in R™.

Ist ndmlich x € B,(y), so ist |x —y| < r, also € := r—|x—y| > 0. Wir zeigen,
dass B.(x) C B,(y) (womit die Offenheit von B, (y) bewiesen ist). Fiir jedes
z € B.(x) ist

p—yl=l—rto—y<[z-a|l+|r—yl<etlor—yl=r
also z € B,(y). In der Tat ist also B.(z) C B,(y).

Beispiel 7.37 Die rechte Halbebene H = {(z1,75) € R*: xy > 0} ist offen.

Ist ndmlich = (x1,25) € H, so ist € :== x1 > 0. Ist y = (y1,42) € B:(z), so
ist |y — 1| < |y — x| < e =m, also

yi=z1+ (Y1 — 1) 221 — |y1 — 11| > 21 — 21 =0,
folglich y € H. Also ist B.(x) C H und somit Offenheit von H bewiesen.

Beispiel 7.38 Fiir y € R” und r > 0 ist B,(y) nicht offen.
Schreiben wir y = (1, ..., ¥n), S0 ist mit dem nten Standard-Basisvektor e,
y +ren € Bi(y),

da |y +re, —y| = |re,| = r. Wire B, (y) offen, so gibe es ein > 0 mit
B.(y +re,) € By(y). Dann wiére y + re, + 5e, € B.(y +re,) € B(y).
Jedoch ist

ly +re, + (e/2)e, —yl = |(e/2 +7)en| = (/2) + 1 > 1,

also y + re, + (¢/2)en, ¢ B,(y), Widerspruch. Die Annahme der Offenheit
von B, (y) muss also falsch sein.

Definition 7.39 Eine Teilmenge A C R"™ heiflt abgeschlossen, wenn sie unter
Grenzwerten abgeschlossen ist, d.h. fir jede Folge (zx)ren in A, die in R™
konvergiert, ist

lim xz, € A.

k—o00
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Beispiel 7.40 Fiir alle y € R™ und r > 0 ist die Kugel B,(y) abgeschlossen
in R™.

Sei namlich (zy)ren eine Folge in B, (y), die gegen ein z € R konvergiert.
Wir zeigen, dass z € B,.(y) (was den Beweis beendet), also |z — y| < r, also
|z — y|> < r?. Die Funktion f: R" — R,

z= (21, x0) = (T =)+t (T —yn)® = Zx?—Zijyj—l—Zy?
j=1 j=1 j=1
ist ein Polynom und somit stetig. Also ist
flz)=f <lim xk) = lim f(zy) <7
n—00 k—00 N~
<r?

und somit (wie zu zeigen) |z —y|* < r?. Hierbei wurde benutzt, dass f(zy) =
|zx — y|* < r? fiir alle k£ € N und Ungleichungen der Art < bei Grenzwerten
bestehen bleiben.

Wir halten zwei niitzliche Eigenschaften fest.

7.41 Vereinigungen offener Mengen sind offen: Ist J eine Menge und V; C
R" eine offene Teilmenge fiir alle j € J, so ist auch

V::U‘/}:{xER”:(E!jEJ):xEVj}

jet
eine offene Teilmenge von R™.

Fir x € V existiert namlich ein j € J mit « € V;. Da Vj offen ist, gibt es
ein € > 0 mit B.(z) C V;. Dann gilt auch B.(x) C V und somit ist V offen.

7.42 FEine Teilmenge A C R™ ist genau dann abgeschlossen in R™, wenn das
Komplement R™ \ A in R™ offen ist.

Sei R™ \ A offen und (xy)ren eine Folge in A, die in R™ gegen ein = € R"
konvergiert. Wire = ¢ A, so wére x in der offenen Menge R"\ A und es gébe
also ein ¢ > 0 derart, dass B.(x) C R"\ A. Da z — z, gibt es ein N € N
mit |z, — x| < € fur alle £ > N. Fir alle £ > N wire also z;, € B.(z) und
somit zx € R™\ A, im Widerspruch zu x; € A. Also muss doch = € A sein
und A ist abgeschlossen.
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Ist umgekehrt R™\ A nicht offen, so gibt es ein x € R™\ A derart, dass B.(x)
nicht in R™\ A enthalten ist fiir alle ¢ > 0, also B.(z) N A # ). Fiir k € N
wenden wir dies mit € = 1/k an und finden ein z, € By/x(x) N A. Dann gilt
xr € Aund xp — z fiir k — 0o. Da x ¢ A, ist A nicht abgeschlossen.

Definition 7.43 Eine Menge K C R™ heifit kompakt, wenn jede Folge () ren
in K eine Teilfolge hat, die gegen ein x € K konvergiert.

Eine Teilmenge M C R™ heifit beschrdinkt, wenn
sup{|z|: z € M} < oo,

also M in einer Kugel B,(0) enthalten ist fiir ein 7 > 0. Zum Beispiel ist
jede Kugel B, (x) beschrankt, denn fiir alle y € B,(x) ist

lyl=lz+y—2| <|z|+ |y — o < |zf +,
also B,(z) C EMH(O).

7.44 (Satz von Heine-Borel). Fine Teilmenge K von R" ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen ist und beschrankt.

Beispiel 7.45 Jede Kugel B,(x) C R" ist kompakt.

Nach 7.40 ist B,(z) nidmlich abgeschlossen und da B, () zudem beschrinkt
ist, ist B,(x) nach dem Satz von Heine-Borel kompakt.

Beispiel 7.46 Jeder Quader der Form
Q = [ay,b1] X -+ X [an, by]
mit a; < b; fir j € {1,...,n} ist kompakt.

Es gibt ndmlich ein r > 0 derart, dass [a;, b;] C [—r,r] fiir alle j € {1,...,n}.
Dann ist 23 < 72 fiir alle z; € [a;, b;] und somit

2P =]+ 422 <nr’

fir alle v = (zq,...,2,) € Q. Also ist () beschrankt. Ist (xy)ren eine Folge
in @, die gegen ein x € R" konvergiert, so gilt fiir jedes j € {1,...,n}

pr (@) = pr; (Jim ay ) = lim pr;(z) € [a;,0,),

da die Ungleichung a; < pr;(z;) < b; beim Grenziibergang k — oo bestehen
bleibt, also a; < pr;(x) < b; gilt fiir den Grenzwert pr;(r) = limy, o pr; (7).
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Der Vollstandigkeit finden Sie hier im Skript einen Beweis fiir den Satz
von Heine-Borel, der in der Vorlesung jedoch tiibersprungen wird. Die Aus-
sage lasst sich zuriickfiihren auf den Satz von Bolzano-Weierstrafl iiber die
Existenz konvergenter Teilfolgen in Intervallen der Form [a,b] (der aus der
Mathematik 1 bekannt ist).

7.47 Beweis des Satzes von Heine-Borel. Ist K C R"™ kompakt, so nimmt
die stetige Funktion

K—R, zwlz|=y/2?+ - +22

auf K ein Maximum r > 0 an (siehe 7.48). Also ist K beschrankt. Ist (zx)ren
eine Folge in K, die gegen ein x € R" konvergiert, so hat (xy)reny wegen der
Kompaktheit eine Teilfolge (xy, )ren, die gegen ein y € K konvergiert. Da sie
auch gegen = konvergiert und Grenzwerte eindeutig sind, folgt + =y € K.
Also ist K eine abgeschlossene Teilmenge von R™.

Sei umgekehrt K abgeschlossen in R™ und beschrankt. Es gibt dann also ein
r >0 mit K C B,.(0). Fiir jedes x € K und jedes j € {1,...,n} ist dann

|25 < || <r,

also x; € [—r,r]. Somit ist K C [—r,r]" = W. Koénnen wir zeigen, dass der
Wiirfel W kompakt ist, dann ist auch K kompakt. Ist ndmlich (xy)gen eine
Folge in K, so ist diese auch eine Folge in W und hat somit eine Teilfolge
(2K, )ren, die gegen ein € W konvergiert. Da K in R™ abgeschlossen ist und
xy, € K fir alle ¢, folgt x € K.

Wir zeigen nun per Induktion nach n € N, dass jeder Wiirfel W = [—r, r|"
kompakt ist. Im Falle n = 1 hat jede Folge in [—r,r]' = [—1, 1] eine konver-
gente Teilfolge nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (sieche Mathematik 1);
also ist [—7, 7] kompakt. Sei nun n > 2 und [—7,7|""! kompakt. Ist (x})ren
eine Folge in [—r,7]", so schreiben wir zx = (g1,...,%r,) in Komponen-
ten und setzen z} := (Tp1,...,Tkn1) € [—7,r]""'. Per Induktionsvoraus-
setzn hat (z})ren eine gegen ein y' = (y1,...,Yn_1) € [—7,7]""! konvergente
Teilfolge (zj,)een. Nach dem Induktionsanfang hat die Folge (xg,n)een in
[—7, 7] eine gegen ein y, € [—r,7] konvergente Teilfolge (2, n)men. Dann
ist (2k, )men eine Teilfolge von (zx)ren, die gegen (¥, yn) € [—r,7]" kon-
vergiert. Also ist [—r,r]"™ kompakt.

Wir geben eine typische Anwendung von Kompaktheit.
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7.48 (Der Satz vom Maximum). Jede stetige Funktion f: K — R auf einer
kompakten, nicht leeren Teilmenge K C R™ nimmt ein Maximum und ein
Minimum an.

Beweis. Sei s := sup f(K) € RU {oo0}. Es gibt eine Folge (zy)reny in K
derart, dass
flzg) — s

fir £ — oo. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xx,)reny von (zx)ren,
die fiir £ — oo gegen ein z € K konvergiert. Da f stetig ist, folgt

f(xr,) = f(x)

fiir £ — oco. Es gilt aber auch

f(og,) — s,

da (f(xk,))een eine Teilfolge von (f(zk))ken ist. Also ist s = f(x). Das
Supremum wird also angenommen (insbesondere ist s = f(x) < 00).

Drei weitere Grundbegriffe sollen einmal erwahnt werden. Wir brauchen sie
aber nur gelegentlich.

Definition 7.49 Es sei M C R” eine Teilmenge.

(a) Der Rand von M ist per Definition die Menge OM aller x € R™ derart,
dass fiir jedes € > 0 die Kugel B.(x) sowohl ein Element von M als
auch ein Element des Komplements R™ \ M enthélt.

(b) Der Abschluss von M ist definiert als die Menge M aller x € R" derart,
dass fiir jedes € > 0 die Kugel B.(x) ein Element von M enthilt.

(c) Das Innere von M ist per Definition die Menge M aller z € R" derart,
dass B.(x) C M fiir ein € > 0 (insbesondere ist also x € M).

Beispiel 7.50 Wir betrachten die offene Kreisscheibe B;(0) in R?. Dann ist
dB;(0) = S; der Einheitskreis, der Abschluss B;(0) gleich der abgeschlosse-
nen Kreisscheibe B;(0) und das Innere (B;(0))° gleich B;(0) (siehe Skizzen
aus der Vorlesung).
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Bemerkung 7.51 (a) Ist z € M?, so ist B.(;)(x) € M fiir ein e(z) > 0.
Fiir jedes y € B.(y)(x) enthélt B.)(x) (und somit M) nach Beispiel 7.36
eine ganze Kugel um y; also ist auch y € M° und somit B.(,(z) € M°. Wir
schlieffen, dass
MO = U Ba(x)(l’).
z€MO

Als Vereinigung offener Mengen ist M nach 7.41 offen. Es ist M° die groBte
offene Teilmenge von R", die in M enthalten ist (d.h. jede andere solche
offene Menge ist in M° enthalten).

(b) Das Komplement von M ist die Menge aller z € R" derart, dass ein ¢ > 0
existiert mit B.(z) N M = (), also B.(z) C R™\ M. Also ist

R"\ T = (R"\ M)°

gleich dem Inneren von R"™\ M und somit offen. Nach 7.42 ist M somit
abgeschlossen. Man kann zeigen, dass M die kleinste abgeschlossene Menge
ist, die M enthélt (also in jeder anderen enthalten).

(c) Es ist o
OM = M\ M°. (42)
Wenn das stimmt, so ist M = M N (R™\ M°) und folglich nach den de

Morganschen Regeln R™ \ M = (R™\ M) U MP°. Dies ist eine offene Menge,
folglich OM eine abgeschlossene Teilmenge von R™.

Nachweis von (42): Gegeben z € R" gilt € OM, wenn fiir jedes ¢ > 0

B.(x) N M # ) ist und B.(z) N (R™\ M) # 0. Ersteres ist zu x € M
dquivalent, zweiteres zu x ¢ M°, also x € R™ \ M°.

Wir erwéhnen noch eine weitere Anwendung von Kompaktheit, die uns zum
Beispiel beim Studium parameterabhéngiger Integrale nutzen wird. Uber
7.33 hinaus lasst sich zeigen:

7.52 FEs sei K CR" eine kompakte Teilmenge und f: K — R™ eine stetige
Funktion. Dann ist f gleichmaBig stetig im folgenden Sinn: Fur jedes e > 0
gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle x,y € K gilt:

lz—yl <o = |f(x)-fly)l<e

116



Andernfalls wiirde namlich der Verneinung der letzten Aussage gelten, also:
Es gibt ein € > 0 derart, dass fiir jedes 06 > 0 Elemente z,y € K existieren
derart, dass |x — y| < d aber |f(x) — f(y)| > e. Fir k € N wenden wir dies
mit 0 = + an und finden zy, y, € K derart, dass |z — yi| < % aber

[f (@) = fye)| = e (43)

Wegen der Kompaktheit von K gibt es eine Teilfolge (z,)ren von (zx)ren,
die gegen ein = € K konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f an der Stelle z
gibt es nach 7.33 ein 0 > 0 derart, dass

) = f@)l <5

fir alle y € K mit |y — z| < 6. Da x, — z, gibt es ein N € N derart, dass
o ..
|z — x| < 2 fir alle £ > N. (44)

Indem wir N notfalls vergrofiern, diirfen wir annehmen, dass zudem
1 )
- < -
N — 2

Fur alle ¢ > N ist k, > ¢ > N und somit

| | < L < ! < 0

Yk, — Tk, k‘g_N_Z'

Mit dieser Ungleichung und (44) folgt

()
o =y = o =, + 2, — g < o= |+ Lo — | < 5+ 5 =6
Somit ist
e €
[F(oe) = Flan)] < [F(ow) = F@|+1f (@) = flan)] < 5+ 5 =¢

fir alle ¢ > N. Aber |f(yk,) — f(xr,)| > € nach (43), Widerspruch. Die
Aussage muss also doch richtig sein.

Halten wir noch eine Fassung des Satzes von Pythagoras fest.
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7.53 Seien vy, ..., v, Vektoren in R™, welche paarweise orthogonal sind, also
vj - v =0 fir alle j,k € {1,...,m} mit j # k. Dann ist

T e i (01 i SRR o8 [

Es gilt namlich

m m

[v14+ - v * = (v Fog)- (v - ZZv]vk Z ~vj:Z\vj|2.

m
j=1 k=1 j=1 j=1
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8 Kurven, Bogenlange, Kurvenintegrale

In diesem Kapitel betrachten wir parametrisierte Kurven in R” und ordnen
ihnen eine Kurvenldnge zu. Anschliefend diskutieren wir zwei Arten von
Integralen langs Kurven, die z.B. in der Physik wichtig sind.

Kurven und Wege

8.1 Eine stetige Kurve (oder einfach: Kurve) in R™ ist eine stetige Abbildung
~v: I — R™ auf einem nicht entarteten Intervall I C R. Dann ist also

Y=V M)
mit den stetigen Komponenten ~y,...,7,: I — R. Ist jede der Komponen-
ten v1,...,7, sogar stetig differenzierbar,'* so nennen wir v eine stetig dif-

ferenzierbare Kurve (oder kurz: C'-Kurve). Kurven mit Definitionsbereich
I = [a, b] nennen wir auch Wege.

Ist 0 # ¢ € R und v € R", so schreiben wir ¥ := fv.

8.2 Ist v: I — R™ eine C'-Kurve, so existiert fiir jedes ¢t € I die Ableitung

) = iy 1))

und stimmt mit der komponentenweisen Ableitung (v (), ..., v, (t)) iiberein,
d.h. fiir jedes Folge von Zahlen s;, € I mit s, # t gilt

oysk) — (¢t
tim W= iy ),
—00 S — t
Der vorige Differenzenquotient ist namlich gleich
nlske) =) mlsk) = m)
Sk — t T Sk — t

und konvergiert nach 7.6 gegen das n-Tupel der Grenzwerte der Komponen-
ten. Nach 7.21 ist v/ = (v1,...,7,): I — R" stetig. Umgekehrt hétten wir
Existenz und Stetigkeit von 4’ als Definition einer C''-Kurve nehmen konnen.

"Eine Funktion f: I — R hatten wir in der Mathematik 1 stetig differenzierbar genannt
(kurz: C1), wenn f differenzierbar (also auch stetig) ist und f’: I — R stetig.
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Beispiel 8.3 Es ist
R — R? ¢+ (cos(t),2sin(t))

ein C'-Weg, der die Ellipse {(z,y): % + (y/2)* = 1} mit den Halbachsen 1
und 2 durchlauft.

Vektorwertige Integrale und Hauptsatz
8.4 Es seien I C R ein nicht entartetes Intervall,
Y=y, Yn): L = R

eine stetige Kurve und a,b € I. Wir definieren das Integral der Funktion v
von a bis b komponentenweise:

/abV(t) dt := </ab71(t) dt,---,/ab%(t)dt) c R".

8.5 (Eigenschaften vektorwertiger Integrale). FEs sei I C R ein nicht en-
tartetes Intervall und v,n: I — R™ stetige Kurven. Dann gilt:

(a) Fir alle r,s € R ist ry 4 sn: I — R" eine stetige Kurve und fiir alle
a,bel ist

b b b
/ (ry(t) + sn(t)) dt = r/ y(t) dt + s/ n(t) dt.
(b) (Intervalladditivitat). Fir alle a,b,c € I ist

/abv(t) dt = /ac y(t) dt + /cbv(t) dt. (45)

(¢) (Integralabschétzungen). Fira <b in I gilt

[0l < [Tl < ble-o (16

mit der “Supremumsnorm” ||v||e := sup{|y(t)|: t € [a,b]}.
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Nachweis: (a) und (b) sind uns fiir reellwertige Funktionen bekannt. Im
vektorwertigen Fall konnen wir (a) und (b) komponentenweise nachpriifen.

Zum Nachweis von (c¢) machen wir uns zunéchst klar, dass fiir jeden Vektor
v € R” mit v #0
v

v (47)

ol =
[l

gilt, weil |v| = ﬁ]v? = |(v v) = 57 - v. Zum Beweis von (c) sei

e

alsov = (vy,...,v,) mit v; = fabfyj(t) dt fir j € {1,...,n}. Ist v = 0, sind die

Abschétzungen in (c) ist trivial. Ist v # 0, erhalten wir mit ﬁ = (%, ce %l)
v "L [P
|U| = WU:Z’U‘ 7](t>dt

/a o 7(t)‘dt
< [|&|pna= [
—

=1

wobei beim Ubergang zur letzten Zeile die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
benutzt wurde. Da |y(t)] < ||7||o fur alle ¢ € [a,b], konnen wir das letzte

Integral (wegen der Monotonie des Riemann-Integrals) durch f; 7]l dt =
|7loc (b — @) weiter nach oben abschétzen.

Die folgende Fassung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
kann man komponentenweise nachrechnen.

8.6 Fiir jede C*-Kurve v: I — R™ und a,b € I gilt



Weglange

8.7 Wir definieren die Weglinge eines C'-Weges v: [a,b] — R" als

L) = [ W@ (48)

Die Weglange wird auch Bogenlange genannt oder Kurvenldnge. Im en-
tarteten Fall eines Intervalls [a, a] = {a} setzen wir L(y) := 0 fiir Funktionen
v: [a,al — R™.

Beispiel 8.8 Fiir a €10, 27| durchlauft der Weg
v:[0,a] — R?, > (cos(t),sin(t))

einmal im Gegenuhrzeigersinn den Kreisbogen des Einheitskreises von (1,0)
aus bis (cos(a),sin(«)). Da +/(t) = (—sin(t), cos(t)) fiir alle ¢ € [0, ] mit

[V (6)] = V/(=sin(t))? + (cos(t))? = 1,

ist die Weglange des Kreisbogens

L(y) = /Oa /()] dt = /Oaldt —a

Beispiel 8.9 Gegeben v, w € R" parametrisieren wir die Verbindungsstrecke
von v = (vy,...,v,) und w = (w, ..., w,) durch den Weg

v:[0,1] = R", t—=ov+t(w—v)= (v +t{wy —v1),...,0, + t(w, —v,)).

Dann ist v/(t) = (wy — vy, ..., w, —v,) = w — v fur alle ¢ € [0, 1] und somit

L(v)z/o Iv’(t)ldtz/o jw — v] dt = | — o]

Die Lange der Verbindungsstrecke stimmt also mit dem Abstand der Punkte
v und w iberein.

8.10 Machen wir uns noch plausibel, warum sich das Integral fab |7/ (t)| dt
wirklich anschaulich als Lénge des Weges 7: [a,b] — R" interpretieren lésst.
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Wir unterteilen das Intervall in Teilintervalle mit Zerlegungspunkten
a=ty<t;<---<t,=hb

Sind die Absténde ¢; — t;_; sehr klein, konnen wir v auf [t;_;,t;] kaum von
der Verbindungsstrecke von 7(¢;_1) und v(¢;) unterscheiden. Die Weglinge
von 7|t,_,.¢,;) sollte also etwa

[v(t5) — (1)

sein. Hierbei ist nach dem Hauptsatz

t
At) = tt) = [ @
ti—1
und dies ist ndherungsweise ftt’ Y () dt = (8 —tj-1)7 (tj-1), da o/ stetig
i
ist und sich ~/(¢) fiir ¢ € [t;_1,¢;] kaum von ~/(¢;_1) unterscheidet. Also ist
naherungsweise

L(V]ftyer50) = (8 — -1 [V (8-1)]
und somit ndherungsweise

m m

L(y) = 2 LOlaan) & Dt =t ) (t5-0)]- (49)

Jj=1

Der gemachte Fehler sollte umso kleiner sein, je feiner die gewahlte Zer-
legung ist. Nun steht aber auf der rechten Seite von (49) eine Riemannsche
Summe, wie wir sie zur Definition von Riemann-Integralen benutzt haben.
Betrachten wir eine Folge von Zerlegungen, deren Maschenweite gegen 0
geht konvergieren die Riemannschen Summen gegen das Riemann-Integral
f |7/ (t)| dt. Der Grenziibergang in (49) fiihrt also auf (48).
Umparametrisieren von Wegen

Beim Umparametrisieren andert sich die Lange von Wegen nicht:

8.11 Ist ¢: [c,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus (also bijektiv mit ¢ und
¢~ stetig differenzierbar), so ist

L(v) = L(y 0 ¢)
fiir jeden C'-Weg ~: [a,b] — R™.
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Schreiben wir v = (71, ...,9,), so hat ndmlich yo ¢ = (y10¢,...,7,0¢) die
komponentenweise gebildete Ableitung

(Vo) (t) = (M (e(1)' (1), - -, (D) () = ¢' (1) (6(1)) (50)

unter Benutzung der Kettenregel der Mathematik 1 fiir Funktionen einer
Variablen. Also ist

(Yo o) (B = &' (D] |7 (&)1

Erster Fall: Ist ¢ orientierungserhaltend, also streng monoton wachsend, so
ist ¢'(t) > 0 fiir alle ¢t € [, d]. Wir konnen die Betragsstriche weglassen und

erhalten
0= [Naeorola= [ oolsa= [ W)=

mit der Substitution s = ¢(t), ds = ¢'(t)dt, ¢(c) = a, ¢(d) = b. Ist ¢
orientierungsumkehrend, so ist ¢ streng monoton fallend und ¢'(¢) < 0 fiir
alle t € [e,d], also |¢/(t)] = —¢/(t). Die Substitution s = ¢(¢) mit ¢(c) = b
o(d) = a (1) ergibt

vros) = [lesrola=- [ Howldoa
— [ W= / 7(s)] ds = L(3).

8.12 Fiir einen C'-Weg~y: [a,b] — R™ sind folgende Eigenschaften dquivalent:
(a) |¥(t)| =1 fir alle t € |a,b];
(b) Fiir alle c € [a,b] ist L(7|jaq) = ¢ — a.

Wir nennen dann den Weg v auf Bogenlinge parametrisiert.

Gilt namlich (a), so ist fiir alle ¢ € [a, b

L(7|[a,c])=/ |’Y’(t)|dt:/ 1dt =c—a,

wie in (b) verlangt.
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Gilt (b), so betrachten wir die Funktion

f:]ab] = R, t|—>/t\’y'(s)]ds.

Da der Integrand stetig ist, ist f nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung (siehe Mathematik 1) eine stetig differenzierbare Funktion
mit Ableitung

(@) =1 @)
fiir alle ¢ € [a,b]. Per Voraussetzung (b) ist nun aber
flt)y=t—a
fir alle ¢ € [a,b] und somit f’(t) = 1. Also ist
Y@= f(t) =1
fir alle t € [a,b], d.h. (a) gilt.

8.13 Wir nennen eine C'-Kurve v: I — R™ reguldr, wenn ~/(t) # 0 fiir alle
tel.

Jeder regulare C'-Weg lisst sich auf Bogenlinge umparametrisieren:

8.14 Fiir jeden requliren C*-Weg ~y: [a,b] — R™ existiert ein C'-Diffeomor-
phismus ¢: [0, L(v)]— [a,b], so dass v o ¢ auf Bogenlinge parametrisiert ist.

Die Funktion f: [a,b] — [0, L(v)], t — fat |7/ (s)| ds ist stetig differenzierbar
mit
f'() =1 >0
fiir alle ¢ € [a,b]. Also ist f ein C'-Diffeomorphismus und
¢:= [ [0, L(v)] = la,

erfullt

¢'(t) = =
fir alle ¢ € [a,b]. Da

1

(Vo 9) (D) = 1 (60 ()] = [V (60 &' ()] = 1 (¢(1))] @)

= 1,
ist v o ¢ nach 8.12 (a) auf Bogenlédnge parametrisiert.
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Beispiel 8.15 Der Weg v: [0,a] — R? ¢ +— (cos(t),sin(¢)) aus Beispiel 8.8
ist auf Bogenlénge parametrisiert, denn wir haben dort gesehen, dass |y/(t)| =
1 fiir alle t € [0, af.

8.16 Wir nennen eine Kurve ~v: I — R" eine C?-Kurve, wenn v eine C'-

Kurve ist und die Ableitung 7/: I — R" eine C''-Kurve ist. Dann ist also
"

v = (7"): I — R" eine stetige Kurve.

Rekursiv nennen wir eine C'-Kurve v eine C**'-Kurve, wenn 7/ eine C*-

Kurve ist.

8.17 Ist ein C*-Weg ~y: [a,b] — R™ auf Bogenlinge parametrisiert, so ist
V()" (t) =0 furalle ¢ € [a,b],

die erste Ableitung v'(t) € R™ und zweite Ableitung ~"(t) € R™ stehen also

aufeinander senkrecht.

Schreiben wir y(t) = (y1(t), ..., (1)), so ist ndmlich

n

L=y P =+(t) () = Z%(t)%’-(t) = (1)

=1

fir alle ¢ € [a, b]. Dies ist eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen.
Ableiten mit der Produktregel der Mathamatik 1 liefert

0= Y290 =27/(1) - 7"(0).

Wegintegrale

Wir stellen nun zwei wichtige Arten von Wegintegralen vor, die auch in
physikalischen Anwendungen haufig gebraucht werden.

8.18 (Wegintegrale erster Art). Ist v: [a,b] — R" ein C''-Weg und
f:([a,0]) = R

stetig, so definieren wir!?

[r=[sas= ) o]

12Wir benutzen die selbe Notation auch, wenn f auf einer gréferen Teilmenge von R”
(z.B. auf ganz R™) definiert ist.
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Beispiel 8.19 Die Kurve

v =(711,72,7): [a,b] = R®

beschreibe einen Draht im Raum, welcher an der Stelle v(¢) = x die Massendichte
p(z) besitzt (im Sinne von Masse pro Weglénge).!® Dann ist

m:/pds
g

die Masse des Drahts. Sein Schwerpunkt ist
T = (71, 72, T3)
mit
wi= [ as= 1 [ pewpor o
= — r, ds = —
k= pr k m ). PYL) ) Ve L) Y
fir k € {1,2,3}. Ist p konstant, so ist m = p- L(y) und

T = ﬁ / (B ()] dt.

8.20 Wie im Beweis von 8.11 sieht man, das Wegintegrale 1. Art invariant
unter Umparametriserungen sind:

Ist v: [a,b] — R™ ein C'-Weg, f: v([a,b]) — R stetig (wie in 8.18) und
¢: [e,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus, so ist

Lo=1r

8.21 (Wegintegrale zweiter Art). Ist v: [a,b] — R" ein C''-Weg und
F:~([a,b]) - R"

stetig,! so definieren wir

A<F,d§> ;:LF- d5 = /:F(y(t))-y’(t)dt

13]st der Draht an verschiedenen Stellen unterschiedlich gezogen worden oder verrostet,
braucht p nicht konstant sein.

14Wir benutzen die selbe Notation auch, wenn F auf einer groBeren Teilmenge von R”
(z.B. auf ganz R™) definiert ist.
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unter Benutzung des Skalarprodukts
(x,y) =x-y:= Z:ijj
j=1

fir x = (x1,...,2,) und y = (y1,...,¥y,) in R™

Beispiel 8.22 Es sei F': R? — R? ein stetiges Kraftfeld, also F(z) € R? ein
Kraftvektor, der an der Stelle z € R? auf ein Teilchen wirkt. Sei v(t) € R?
die Position des Teilchens zur Zeit t. Die bei der Bewegung des Teilchens
lings einer C'-Kurve ~: [a,b] — R? aufgewandte Energie (geleistete Arbeit)

ist dann
E = —/F-d§.
Y

8.23 Sei vy: [a,b] — R" ein C*-Weg und F: v([a,b]) — R™ stetig. Weiter
sei ¢: [c,d] — [a,b] ein C-Diffeomorphismus. Ist ¢ orientierungserhaltend
(also streng monoton wachsend), so ist

/F-d§:/ F-ds.
ol Yo

Ist ¢ orientierungsumkehrend (also streng monoton fallend), so ist

/F-dé’z—/ F-ds.
v Yo

Nachweis: Ist ¢ streng monoton wachsend, so ist iiberall ¢'(¢) > 0. Weiter
ist ¢(c) = a, ¢(d) = b und die Substitution u = ¢(t) liefert

/ LBds) = / (F(v(6(8))), 7 (6(1))¢ (1)) dt



Ist v streng monoton fallend, so ist iiberall v(¢) < 0, weiter vy(c) = b und
v(d) = a. Wir erhalten

[ ras) = [ Fa@o)a 0w ) i
Yyog c

8.24 Ein Weg ~: [a,b] — R" heifit stickweise stetig differenzierbar (kurz:
stiickweise C'), wenn es einer Zerlegung

a=ty<ti1<---<t,=>b
des Intervalls [a, b] derart gibt, dass fiir alle j € {1,...,m} die Einschrankung
Nitjor17 [ti-1, 8] = R”
ein C1-Weg ist.
Beispiel 8.25 Zum Beispiel ist

(t—1,0) wenn ¢ € [0, 2]

. 2
wm@+ﬂ%R’tH{@Mpnmmvanwmanﬂ+ﬂ

ein stiickweiser C'-Weg zur Zerlegung to = 0, t; = 2, to = 2+ m. Dieser liuft
geradlinig von (—1,0) nach (1,0), dann durchlduft er den oberen Halbkreis
im Gegenuhrzeigersinn von (1,0) nach (—1,0).

Beispiel 8.26 Ein (parametrisierter) Polygonzug ist eine stetige Abbildung
v: [a,b] — R™, die fir eine Zerlegung

a=ty<ti1<---<t,=>b
des Intervalls auf jedem der Intervalle [t;_q,¢;] affin-linear ist. Fir alle j €
{1,....,m} und t € [t;_1,1;] ist also
t—t;
tj — tj,1

(v(t5) = v(tj-1)-

Jeder Polygonzug ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg.

Y(t) = (tj-1) +
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8.27 Sind ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg ~: [a, b] — R™ und die
Zerlegung a =ty < - -+ < t,,, = b wie in 8.24, so definieren wir die Bogenlange
von 7 als Summe der Bogenliangen der beteiligten stetig differenzierbaren

Teilwege:

L(y) =Y Lt,ra)-

J=1

Ist f: v([a,b]) — R stetig, so definieren wir

[ro=x ],

Ist F': vy([a,b]) — R™ stetig, so definieren wir

ras =3 [ saepla.

tj—1rt5]

m m

/WF-ds“:: Z/ F.ds = Z/ttjl Fly(#) - +/(8) dt.

j=1 7751t j=1 Ytj-

130



9 Differentialrechnung fiir reellwertige Funk-
tionen in mehreren Variablen

Wir betrachten zunachst reellwertige Funktionen f: U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R”. Im folgenden Kapitel wird dann auch Differentialrech-
nung fiir vektorwertige Funktionen f: U — R™ entwickelt.

9.1 Die Funktion f: U — R heiflt partiell differenzierbar an einer Stelle

x = (21,...,%,) € U, wenn die folgenden partiellen Ableitungen existieren:
8_f(x) — hmf(ert,m,...,xn)—f(xl,...,xn)
O t—0 ;
ﬁ(l’) = hmf(ml;xQ_"t;-.-;xn)_f(af]_,,,,’xn)
a$2 t—0 n
a_f(x) = 1imf(331,.’1?2,...,$n+t)—f(ml,...,xn)‘
Oy t—0 ;
Mit den Standard-Basisvektoren ey, ..., e, ist also
tes) —
ﬁ@) — lim f(x +tej) — f(x)
al’j t—0 t

fir j € {1,...,n}.

Beispiel 9.2 Wir betrachten f: R* = R, (21, 22) = o1 + 27. Dann ist

229 — 2
8f (ZE) — lim X1 +1t+ ) (ZE1 + ZL‘Q) —1
al’l t—0 t
und 0 2 2 2
0xo t—0 t

Effizienter sieht man dies wie folgt: Die partielle Ableitung %(m) erhalt man,
in dem man die zweite Variable x, festhalt und nach der ersten Variablen
ableitet wie in Mathematik 1. Wir betrachten also die Funktion

R%R, xlr—>f(:1:1,a:2):a:1+2x2
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der einen reellen Variablen z; und betrachten x, als Konstante. Ableiten
liefert 1.

Ebenso erhalten Sie g—zj;(x), indem Sie die erste Variable festhalten (als Kon-
stante betrachten) und nach der zweiten Variablen ableiten.

Beispiel 9.3 Wir betrachten f: R* — R, z = (z1, z2) > sin(z;) + (79)?. Es
ist
of

8_m1(x) =cos(r1), ——(z)=2m,.

of

5a; (x) sind u.a.

Bemerkung 9.4 Weitere Notationen fir

0
8_%f<x>7 Djf(x)7 fzj('r)

9.5 Sei f: U — R eine Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R". Ex-
istieren die partiellen Ableitungen %(m) fir alle j € {1,...,n} und z € U,
so nennen wir f partiell differenzierbar. Ist f partiell differenzierbare und
sind die Funktionen

of of
= R =
o, U — R, x|—>axj(x)

stetig, so nennt man f stetig differenzierbar (oder kurz: eine C*-Funktion).

Wir werden bald sehen (siehe 9.12), dass jede C'-Funktion insbesondere
stetig ist (also eine C°-Funktion).

Beispiel 9.6 Die Funktion f: R?* — R, = (z1, T2, 23) — 11 + 213 ist
stetig differenzierbar. Die partiellen Ableitungen

o 9
8371 81'2

of

duy

(x) =e™, (x) =2

(x) = z1€™ und

existieren namlich und sind stetige Funktionen von z = (zy, 9, 73) € R3.

9.7 Essei U C R” eine Teilmenge und f: U — R eine Funktion. Wir nennen
einen Punkt x € U eine lokale Minimalstelle von f, wenn es ein € > 0 gibt
derart, dass

f(z) < fly)



fir alle y € U mit |y — x| < e. Gibt es ein € > 0 derart, dass

f(z) > fy)

fiir alle y € U mit |y—z| < &, so nennt man x eine lokale Mazimalstelle von f.
Ist x eine lokale Minimalstelle oder eine lokale Maximalstelle, so nennt man x
eine lokale Extremstelle von f.

9.8 Essei f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C R™. Wir nennen x € U einen kritischen Punkt von f, wenn

0 0
a—i(x):---:ai(x)zo.

9.9 Ist U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar, so definieren wir
den Gradienten V f(z) € R"™ von f an der Stelle z € U als den Spaltenvektor
der dortigen partiellen Ableitungen:

Vi(z):=

Hierbei wir V “Nabla” ausgesprochen. Statt Vf(z) schreibt man auch
grad f(z).

Es ist also x € U genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn V f(x) = 0
der Nullvektor ist.

9.10 (Notwendige Bedingung fiir Extremstellen). Es sei f: U — R eine
partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™. Ist
x € U eine lokale Extremstelle von f, so ist Vf(x) =0, also x ein kritischer
Punkt von f.

Begriindung: Sei etwa x eine lokale Minimalstelle. Da U offen ist, gibt es ein
e > 0 mit B.(z) C U. Nach Verkleinern von ¢ diirfen wir annehmen, dass

f(x) < fly) fir alle y € B.(x).
Fir t €]—e, ¢ ist |te;] < ¢, also z + te; € B.(x) und somit

flz +tej) — f(x) > 0.
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Ist t € ]0,¢[, liefert Teilen durch ¢

fa+te) = f@)
: >

Mit ¢ N\, 0 folgt a‘%(x) > 0. Ist t € |—¢,0], liefert Teilen durch ¢

fa+te) = f@) _ .
t <

und mit ¢t 0 folgt %(x) < 0. Also ist %(x) = 0.
Beispiel 9.11 Die Funktion
f: ]—1,1[X}—— _|: _>R7 ({L‘7’y)l—>(1—l'2)COS<y)

ist stetig differenzierbar mit

—2x cosy
1 —2?)siny /)~

Fiir einen kritischen Punkt (z,y) muss
—2zcos(y) =0 und (1 — 2% sin(y) =0

gelten, also x = 0 und y = 0. Es ist also (0,0) der einzige kritische Punkt
von f; nur dort kann eine lokale Extremstelle vorliegen.

In der Tat f(0,0) = 1 das globale Maximum fiir f, denn fiir alle (z,y) im
Definitionsbereich ist 0 < (1 — %) < 1 und 0 < cos(y) < 1, somit

0 < (1—2%)cos(y) < 1.

Sei wieder U C R"™ eine offene Teilmenge. Im folgenden Kapitel werden wir
zeigen:

9.12 Jede stetig differenzierbare Funktion f: U — R st stetig.

Mit &hnlichen Argumenten werden wir zudem beweisen:
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9.13 Ist U C R"” offen und f: U — R stetig differenzierbar, so existiert fir
jedes x € U und jedes v € R™ der Grenzwert

(D, f)(x) = lim L&) = (@)

t—0 t

und es gilt
(Duf)(z) =V f(z) v
(Skalarprodukt).
Dann ist also (D, f)(z) = %‘ f(z 4 tv). Man nennt (D, f)(x) die Rich-
=0
tungsableitung von f an der Stelle x in der Richtung v.
Bevor wir 9.12 und 9.13 beweisen, schauen wir uns eine Anwendung an. Man
kann den Gradienten als die Richtung des steilsten Anstiegs interpretieren.

Befindet man sich an der Stelle z € U und bewegt sich in U in Richtung des
Gradienten, so wachst die Funktion f am schnellsten.

Ist etwa f(z,y) die Hohe der Bergoberfliche iiber dem Punkt (z,y) in der
Ebene, so kommen Sie am schnellsten bergauf, wenn Sie sich in Richtung
Vf(z,y) bewegen.

9.14 Sei f: U — R stetig differenzierbar und x € U. Ist V f(x) # 0, so wird
das Maximum
max{(D,f)(z): v € R" mit |v| =1}
genau fir
V()
[V f(z)]

v =
angenommen.

Analog ist —V f(x) die Richtung des steilsten Abstiegs.

Zum Nachweis brauchen wir Information dariiber, wann in der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung Gleichheit auftritt:

9.15 Sind u,v € R™ mit |v| =1 und ist
ju - o] = uf Jo] = Jul,

so ist u ein Vielfaches von v.
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Nachweis: Setzen wir u := (v -v)v und uy = u — |, so ist u = u| + u,.
Wegen

upruy = (u-v)voug = (u-v)(v-u)—(u-v)v- (u-v)o = |u-v]* —|u-v*v]* =0

sind die Vektoren | und w,. orthogonal. Ist u kein Vielfaches von v und
somit u; # 0, so gilt nach dem Satz des Pythagoras (siehe 7.53)

ol = [vy* + vl > [oy]*.
Wegen
VUuU=0-Uu VUL =0y
——
=0
folgt

v ul = |v-uy| < ol | = yy| < |ul.

Beweis fiir 9.14. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist fiir jedes
v e R"mit [v| =1

v V(@) <o Vi) < V)] = [V ()]

Die obere Schranke wird auch angenommen, denn mit v := ()] ist
1 1
u-Vf) = =——Vf(x) Vi) = =——|Vf(2)* = V()
(z) S2C] (z) - Vf(z) |Vf(x)|| (@)]" = |V f()]

Analog wird fiir —u das Minimum

(—u) - Vf(z) = =[V[f(z)|

angenommen. Ist v weder +u noch —u, so ist der Einheitsvektor v kein
Vielfaches des Einheitsvektors « und somit nach 9.15

lu-v| <1,
also u-Vf(z) <[u-Vf(x)] <|V[f(z).
Beispiel 9.16 Ein Kéfer befindet sich an der Stelle (1,0) auf der Herdplatte

{(z,y) € R*: 2% + ¢y* < 16}
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vom Radius 4 cm. Die Temperatur an der Stelle (z,y) sei

T(x,y) =40 — 2° — y°.
In welcher Richtung sollte er davonkrabbeln, damit es auf die Dauer nicht
zu heifl wird?

Antwort: In die Richtung —V7'(1,0) des steilsten Abstiegs. Esist VT'(x,y) =
(—2x,—2y), somit —VT'(1,0) = (2,0). Der Kéfer sollte sich also radial nach
auBen bewegen, langs der x-Achse.

Analog dazu, wie die Tangente eine differenzierbare Funktion f: R — R um
eine Stelle x € R approximiert, konnen wir partiell differenzierbare Funktio-
nen durch um eine Stelle x approximieren durch eine affin-lineare Funktion.

9.17 Ist U C R" eine offene Menge, f: U — R stetig differenzierbar und
r € U, so setzen wir

R(y) :== fy) — f(x) = (y —2) - Vf(2)

fury € U, so dass also

fly) = fl@)+Vf(x)- (y—)+ R(y)

Dann gilt

Den Nachweis fithren wir im folgenden Kapitel.

Beispiel 9.18 (Fehlerabschétzung bei Messfehlern). Es sei U C R"™ offen
und f: U — R stetig differenzierbar. Im Labor haben wir gewisse Messwerte
x1,...,T, erhalten. Diese konnen wegen der Messungenauigkeit abweichen
von der exakten Werten yi, ..., y,. Meist kennt man obere Schranken A; fiir
den Messfehler:

ly; — il < 4

fir j € {1,...,n}. Mit der affin-linearen Approximation
fly) = fl@)=>_ 5y Wi — i) + R(y)
j
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erhalt man als exakten Messfehler

3 g—iwyj _2)+ R@)

j=1

[f(y) = f(@)] =

Man vernachléssigt nun das Restglied R(y) und erhélt

56~ F@] = 3 2@ - o)
"1
<> a—jj(x) —
“ |
< Zl 8—92(33) A,

Néherungsweise gilt fiir den Fehler der aus den Messwerten berechneten
Grole f(x) im Vergleich zu f(y) also

10 Beweise fiir 9.12, 9.13 und 9.17

Die Beweise fiir die drei genannten Fakten sind sehr ahnlich und daher hier
gemeinsam dargestellt. In der Vorlesung behandeln wir an der Tafel nur den
Fall n = 2, U = R?, was die Notation einfacher macht. Der Vollstindigkeit
halber finden Sie hier dennoch die (etwas technischen) allgemeinen Beweise.

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Sei x = (x1,...,x,) € U und € > 0
derart, dass © +te; € U fiir alle t € ]—¢,¢[. Fiir jedes t € |—¢, ¢[ ist dann
of
flzy +txe, ... xn) — fz,. .., 20) = a—(g,xz, cey ) T (51)
X1
fiir ein £ zwischen x; und x; +t. Fiir ¢ = 0 sind namlich beide Seiten 0
mit £ := xy. Ist t # 0, betrachten wir xo,...,z, als Konstanten, so dass
also y — f(y,xs,...,x,) eine differenzierbare Funktion der reellen Variablen

y € [z1,21 +t] (bzw. y € [r1 — t,241]) ist. Nach dem Mittelwertsatz der
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Differentialrechnung (siehe Mathematik 1) ist die Sekantensteigung gleich
der Tangentensteigung an einer Zwischenstelle £ zwischen xy und x; + ¢, also

floy +t, 2o, ... xn) — f(21,.. ., 2p) of

t = axl(f,l’g,...7$n).
Multiplizieren mit ¢ liefert (51).
Setzen wir 7 := £ — x1, so ist £ = 1 + 7 und
13}
flz+te)) — f(z) = —f(m +7eq)t
8&71
fiir ein 7 zwischen 0 und ¢. Analog sehen wir, dass fir jedes j € {1,...,n}
und ¢ € ]—¢, ¢
flx+te;) — f(x) = a—x](m +Tej)t

fir ein 7 zwischen 0 und ¢, wenn x + se; € U fiir alle s € |—¢, ¢[.

Beweis fiir 9.12. In der Situation von 9.12 zeigen wir nun Stetigkeit von
f an der Stelle z = (z1,...,2,) € U. Da U offen ist, gibt es ein € > 0 mit
B, jm(z) € U. Dann ist

Joy —e, 21 +e[x - Xz, — 6,2, + [ C B, m(x) CU,

denn fiir jedes y = (y1,...,¥,) im linken offenen Quader gilt |y — z|*> =
> (yy —x)? < Y00 €2 < ne?. Weiter ist laut Voriiberlegung

fy) = fl@) = > <f <9€ + Z(yj - xj>€j> —f <9€ + i(yj - %‘)63'))
- > <f (90 + i(yj —z;)e; + (y — $k)€k> —f <33' + i(yj - %‘)%’))

n 5’f k-1
= Z 8—% T + (yj - SCj)@j + Tk (yk - xk) (52>

mit Zahlen 7, zwischen 0 und ¥y, — xy, so dass also 7, — 0 fir y — =.
Aufgrund der Stetigkeit der beteiligten Funktionen geht die rechte Seite von
(52) gegen

n 8f k—1
Z pr. (x + ) (x;—xj)e; + Oek> (xg — ) =0
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fir y — xz, also f(y) — f(z).
Beweis von 9.13. Es sei # € U und ¢ wie zuvor. Fiir v = (vy,...,v,) € R”
wahlen wir 6 > 0 so klein, dass d|v;| < ¢ fiir alle j € {1,...,n}. Fir alle
t € ]-4, 9] ist dann also

yi=x+tv€lry —e,x+e[x-xX|r, —€, 3, + €.

Zu y finden wir 71,...,7, wie oben mit 7; zwischen 0 und y; — x; = tv, so
dass also
73] <[] [v]

und insbesondere 7; — 0 fiir ¢ — 0. Fiir ¢ €]—6,6] \{0} liefert Teilen von
(52) durch ¢

T +tv)— f(x "0 -
flz+ t) f(x) _ Z&;Z;( ; )e]—i-Tkek)Uk-

k—
= Z T (:r; —i—thje] + Tk€k> Vg;

7=1

hierbei haben wir benutzt, dass yr — xx = vir. Wegen der Stetigkeit der
beteiligten Funktion folgt fiir ¢ — 0

r+tv) — f(x "0
fotm)=flo) , §0f

Es ist also D, f(z) =v -V f(x).

Beweis fiir 9.17. Gegeben x € U sei ¢ > 0 wie im Beweis von 9.12. Fiir
y €lxy —e,x1 + e[ X |z, — €, 2, + €[ ist nach (52) dann

fy)—f(@)=(y—=z)-Vf(z)= Z (a—xk <$ + Z i)e;+ Tk%) - %(@) (Yr—k)-

k=1
Somit gilt
‘f(y)—f(l’)—(y—x)'vf(iv)
ly — |
Sof (N Of | Iy — il
< It e _ k — <k
< ; e (:L'—i—j:l(y] x])eJ+Tkek> ka(x) o —0
~~ o <1
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fiir y — x und folglich % — 0.
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11 Hohere Ableitungen

In diesem Kapitel untersuchen wir hohere partielle Ableitungen einer Funk-
tion f: U — R auf einer offenen Teilmenge U C R".

11.1 Ist f partiell differenzierbar, so sind die partiellen Ableitungen von f
ebenfalls Funktionen
of

—U—=R
833]' -

auf der offenen Menge U. Sind all diese partiell differenzierbar, nennen wir f
zweimal partiell differenzierbar. Sind f: U — R stetig, die ersten partiellen
Ableitungen 6%: U — R stetig und die zweiten partiellen Ableitungen

#5000
8%8% o 8952 8xj

alle stetig, so nennt man f zweimal stetig differenzierbar (oder kurz: eine
C?-Funktion).

Statt 8325;_ schreibt man meist gi{.

k3

Beispiel 11.2 Die Funktion f: R? — R, x = (z1,22) — z;sin(z,) ist par-
tiell differenzierbar mit

of

oy

af

8—@($) = 11 cos(x3).

(x) = sin(zy) und
Diese partiellen Ableitungen sind ebenfalls wieder partiell differenzierbar.

Ableiten nach z; liefert

9% f

2
Oxy

0% f
8x16x2

() =0 und (x) = cos(xg).

Ableiten der ersten partiellen Ableitungen nach x liefert

o2 f

sl (x) = cos(zy) und 922

a$28$1 o

(x) = —zy sin(xy).

Da f, alle ersten partiellen Ableitungen und alle zweiten partiellen Ableitun-
gen stetig sind, ist f eine C2-Funktion.
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Beachten Sie, dass im vorigen Beispiel die gemischten zweiten Ableitungen

82 f 02 f

8x18x2 o 8{23'281’1

x)

gleich sind: beide sind cos(zz). Das ist kein Zufall; allgemein gilt:

11.3 (Satz von Schwarz). Ist f: U — R eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R", so gilt fir allei,j € {1,...,n}
02 f 0 f

50 = 5o

Ox;0x; Ox;0x;

().

11.4 Fiir jede C?-Funktion f: U — R auf U C R" ist fiir jedes z € U die
n x n-Matrix

>’f >’f >’f
6_:v%(x) 0x10x2 (I) Y 910wy, ((L’)
>’f >’f >f
H(x) := OF (z) ] = GO v A C B v rnd €
>’f >’f *f
Fenom (P) G (@) o gz (@)

der zweiten partiellen Ableitungen also eine symmetrische Matrix. Man
nennt H¢(z) € R™™ die Hesse-Matriz von f.

Beispiel 11.5 Im vorigen Beispiel ist

_ gix]%c () 89?12ng (z) B 0 cos(x)
Hy(z) = ( 02 f (z) a2f(I> ) - ( cos(ws) —ay sin(xs) ) .

Ox20x1 8_:5%

Bevor wir den Satz von Schwarz beweisen, geben wir eine Anwendung der
Hesse-Matrix: Diese liefert eine hinreichende Bedingung dafiir, dass ein kri-
tischer Punkt von f eine lokale Minimalstelle ist (und entsprechend fiir Max-
imalstellen).

11.6 Eine symmetrische Matrix A € R™™ heifit positiv definit, wenn all ihre
Eigenwerte > 0 sind. Sind alle Eigenwerte negativ, wird A negativ definit
genannt. Hat A sowohl einen positiven Eigenwert als auch einen negativen
Eigenwert, wird A indefinit genannt.
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11.7 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen). FEs sei U C R
eine offene Teilmenge, f: U — R eine C*-Funktion und x € U ein kritischer
Punkt von f, d.h. es ist Vf(x) =0. Dann gilt:

(a) Ist die Hesse-Matriz H¢(x) positiv definit, so ist x eine lokale Mini-
malstelle von f.

(b) Ist Hy(x) negativ definit, so ist x eine lokale Mazimalstelle von x.

(c) Ist Hy(z) indefinit, so ist x keine lokale Extremstelle von f.

Positive Definitheit erkennt man am besten mit dem Hurwitz-Kriterium aus
der linearen Algebra, das wir als Black Box benutzen.!®

11.8 (Hurwitz-Kriterium). FEine quadratische Matriz A = (a;;) € R™ ist
genau dann positiv definit, wenn

det : : >0

fir alle k € {1,2,...,n}.

Also ist eine symmetrische 2 x 2-Matrix

A — ( 11 A12 )
Q12  A22
genau dann positiv definit, wenn a1; = det(ay;) > 0 und det(A4) > 0.

Bemerkung 11.9 Eine n x n-Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn
—A positiv definit ist. Letzteres konnen Sie mit dem Hurwitz-Kriterium
nachrechnen.

Beispiel 11.10 Die Matrix

-(33)

ist positiv definit, denn es ist 2 > 0 und det(A) =4 —-1=3 > 0.

15FEinen Beweis finden Sie z.B. im Analysis 2-Skript auf der Homepage des Dozenten.
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Beispiel 11.11 Die Matrix Die Matrix

=(55)
=57

ist positiv definit nach dem Hurwitz-Kriterium, weil 2 > 0 und det(—A) =
10-9=1>0.

ist negativ definit, denn

Beispiel 11.12 Wir wissen aus Beispiel 9.11 dass die stetig differenzierbare
Funktion

[l x]-=, =] =R, (z,y)— (1 —2?)cos(y)

am kritischen Punkt (0, 0) ein lokales (und sogar globales) Maximum besitzt.
Dies konnen wir auch mittels der Hessematrix nachrechnen. Es ist

0 0

a—i(:c,y) = —2xcosy und a—i(w,y) = —(1—2%)siny.
Diese Funktionen stetig differenzierbar (also f eine C2?-Funktion). Berech-
nung der zweiten partiellen Ableitung liefert die Hesse-Matrix

oy — [ Y Eh ) ey 2w
s i (©9) Shy) 2usin(y) —(1—a*)cos(y) )

Oy?

Am kritischen Punkt (0,0) erhalten wir

H(0,0) = ( _02 _01 )

Dies ist eine Diagonalmatrix, die Diagonaleintrage —2 und —1 sind also die
Eigenwerte der Matrix. Da beide negativ sind, ist die Matrix negativ definit
und somit liegt am kritischen Punkt (0,0) von f eine lokale Maximalstelle
Vor.
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Unsere hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen beruht auf Taylor-
Entwicklung 2. Ordnung.

11.13 Es set U C R" eine offene Menge und f: U — R zweimal stetig
differenzierbar. Sei x € U. Fir das Restglied R(y) in

fly) = f(x) +(Vf(x),y —x) + %(y -z, Hy(z)(y —2)) + R(y)  (53)

gilt dann

lim R(y)

y=e |y — of?

= 0.

Fiir ein r > 0 enthélt U die Kugel B,(x). Fir y € B,(x) betrachten wir die
stetige Funktion

h:[0,1] = R, t— f(x+1tly—2x)).
Diese ist differenzierbar: Fiir jedes ¢ € [0, 1] ist
W(t) = Dy—of(x+ty — )

die Richtungsableitung von f an der Stelle x +¢(y — x) in der Richtung y — .
Nach 9.13 ist also

W)= (VI +tly—a),y—a) =) = —(z+tly—2)(y —z) (54)

Diese Funktion kann erneut nach ¢ abgeleitet werden; wir erhalten wieder
eine Richtungsableitung, namlich

W) = i <V (g—gi) (z+tly—x))y— :E> (y; — ;)

= 3 gty =)~ 50— ) (55)
=y -, Hyla + ty - )y — o)) (56)

der zweiten Zeile sehen wir an, dass h”(t) eine stetige Funktion von t ist.
Taylorapproximation zweiter Ordnung fiir h liefert

h(1) = h(0) + H'(0)(1 = 0) + %h"(o)(l —0)* + Ry(1) (57)
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mit dem Restglied

Ry(1) = / (1 — )(H"(t) — 1"(0)) dt, (58)

siche (22) in Kapitel 1. Nun ist ~A(0) = f(z) und h(1) = f(y). Setzen wir
dies in (57) ein sowie h'(0) aus (54) und A”(0) aus (56), so erhalten wir (53)
mit
1 n 62 82
R = o) = [ 10 2 (oot tly = o) = 50 (@) ) () ,)

0 ij=1

wobei (55) in (58) eingesetzt wurde mit dem gegebenen t sowie mit ¢ = 0
(so dass = + t(y — x) = x). Wir benutzen nun, dass die zweiten partiellen
Ableitungen stetig sind. Ist ¢ > 0 gegeben, finden wir also ein § € ]0,7]
derart, dass fiir alle z € Bs(z) CR" und 4,5 € {1,...,n}

0 f 0*f £
81‘1'(9%']' Z) B 8%8% <$>‘ < ﬁ

Fir alle y € Bs(z) ist 2z = x + t(y — x) € Bs(z) fiir alle t € [0,1]. Wir
schlieflen, dass

92 f
Rl < [ 1—t2\ ety =) = g )|l
<s‘/,n2
< D Sli—ally -l <Y Sly—al =cly—af,
i,j=1 4,j=1

wobei |y; — x;| < |y — z| benutzt wurde. Also ist

R
| (y)|2 < e firalley#zmit |y —z| <9
|y — =
und somit lim,_,, |R = 0 gezeigt.

Bevor wir 11.7 beweisen, schauen wir noch ein prototypisches Beispiel ein.
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Beispiel 11.14 Wir betrachten die Funktion

f:R* =R, (2,9)—y*— 22

Vi(zy) = ( o )

2y

e =53

Es ist also (0,0) der einzige kritische Punkt von f. Die Eingenwerte von
H¢(0,0) sind 2 und —2. Also ist Hf(0,0) indefinit. Folglich ist (0,0) weder
eine lokale Minimalstelle noch eine lokale Maximalstelle. Man kann den
Graphen von f (bzw. f|[_11)x[-1,1) leicht skizzieren; dieser ist eine sogenannte
Sattelfldche.

Diese ist C? mit

und

Dass kein lokales Extremum vorliegt, konnte man auch von Hand sehen: Fiir
alle t > 0 (die wir beliebig klein machen kénnen) ist

F(£,0) = —#2 < 0= £(0,0),

also (0,0) keine lokale Minimalstelle. Fiir alle ¢ > 0 ist weiter
F0,t) =" > 0= £(0,0),

also (0, 0) keine lokale Maximalstelle.

Beweis fiir 11.7. (a) Da die Hesse-Matrix H(z) positiv definit ist, sind all
ihre Eigenwerte positiv. Als symmetrische reelle Matrix ist Hy(x) diagona-
lisierbar; es existiert eine Orthonormalbasis vy, ..., v, fir R", bestehend aus
Eigenvektoren fiir H(z) (siehe 6.33). Sei

Hy(x)v; = \jv;

mit A; > 0. Schreiben wir w € R" als Linearkombination der Basisvektoren,

n
w = E t]' vy,
j=1
So 1st

n n
wi* =" Ll =38
j=1 j=1
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nach dem Satz des Pythagoras (siehe 7.53). Weiter ist Hy(v)w = Y7, t;\;v;
und somit

(w, Hy(z <Ztkwk,2t Aj wj> Z/\ttk wk,wj Z)\ >>\it?:)\|w|2
=1

7,k=1 5
mit A :=min{\;,... A\, }. Fiir jedes w € R" gilt also
(w, Hy(z)w) > A w|*, (59)

Da z ein kritischer Punkt von f ist, lautet die Taylorentwicklung zweiter
Ordnung

1
Fly) = f(2) + 5y — 2 Hy(2)(y — ) + R(y)- (60)
Da R(y)/|y — z|* — 0 fiir y — =, gibt es ein § > 0 derart, dass
1
R(y) !
|y — x|

fir alle y € U mit y # x und |y — x| < 6 (vgl. 7.33). Dann ist insbesondere
1
R(y) = =|R(y)| > 5Aly — «f” (61)

Schétzen wir das Skalarprodukt in (60) via (59) nach unten ab mit w =y —=z
und R(y) durch (61), so erhalten wir

Flu) > F) + Ny — ol = S\ly — o = f(z).

(b) Nach (a) ist = lokale Minimalstelle von —f, also lokale Maximalstelle
von f.

(c) Ist dhnlich zu (a) und wird daher in der Vorlesung iibersprungen. Der
Vollstandigkeit halber: Wir zeigen, dass x keine lokale Minimalstelle ist (ana-
log ist = keine lokale Maximalstelle). Es sei A ein negativer Eigenwert von
H¢(xz) und v ein zugehoriger Eigenvektor mit |v| = 1. Es gibt ein § > 0
derart, dass Bs(x) C U und

R(y)| 1
y—aff ~ 2"
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fir alle y € Bs(x) mit y # = und somit
1 2 1 2
R(y) < 5IAlly —al” = —SAly — 2.

Fiir jedes r €]0, 4] ist
yi=x+ gv € B.(z)
und
-

L)+ R()

fly) = f(if)—l-%<g>2(v,Hf(a:)v>+R(y):f(;p)+)\%<

< f(x)—l—/\%(

A\ 2

1 2
2) = Al —al? = f(@).

Also ist x keine lokale Minimalstelle.

Wir beweisen nun eine erste Fassung der Kettenregel.

11.15 (Kettenregel). FEs sei U C R™ eine offene Menge und f: U — R
eine C'-Funktion. Weiter sei I C R ein nicht-entartetes Intervall und ~ =
(Y1, -y Yn): I — R™ eine C*-Kurve mit v(I) C U. Dann ist foy: [ — R
stetig differenzierbar und

(f o)'(t) = VF(r(2) - 7' (2)

fur allet € I, also

Beispiel 11.16 Wir betrachten die C''-Funktion
f:R* =R, (2,9) (z—1)%+ 5y

und die C*-Kurve v: R — R? ¢ +— (cos(t),sin(t)). Finden Sie (f o 7)(t)
allein mit der Kettenregel (also, ohne vorher f(v(t)) explizit auszurechnen).

vien = "5," ).
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also
Weiter ist

Die Kettenregel liefert nun

2(cost — 1) — sin(¢)

(f o) (t) ZYUW@WV@:( 10sint >'(aﬂﬂ)

= 10 sintcost — 2(cost — 1) sint.

Beweis der Kettenregel. Seit € I und (t;)ren eine Folge in I\ {t}, die
gegen t konvergiert. Wir benutzen die affin-lineare Approximation

fly) = f(@) + V[(z) - (y — ) + R(y)
von f an der Stelle x = y(t). Mit y = y(¢;) erhalten wir
FOye) = F(v(#) = Vf () - (v(te) = 7(1)) + R(v (k)
Teilen durch ¢, — ¢ liefert

fOv(t)) = f(v(1) (k) — () | R(y(t))
e —1 Vi@t

Der Differenzenquotient hinter dem Gradienten konvergiert gegen ~/(t) fiir
k — oco. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass R(vy(tx))/(tx —t) — 0. Die gegen
|7/ (t)| konvergente Zahlenfolge

v(ts) — ()
tp — 1
ist beschrankt; es gibt also ein M > 0 derart, dass

’M' < M fir alle £k € N.
t, — ¢
Gegeben ¢ > 0 gibt es ein § > 0 derart, dass

RE) -
lz—z| — M+1
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fir alle z € U mit z # z und |z — x| < §. Es existiert ein N € N derart, dass
Y(te) —(B)] <6
fir alle £ > N. Fur diese k ist dann also

ROW) e b)) _ M
lth —t] — M+1 |ty—t] — M+1

Also gilt limy,_ % =0.

11.17 Ist f: [a,b] X [c,d] — R, (s,t) — f(s,t) eine stetige Funktion, so ist
auch

d
g: la,b] = R, sr—>/ f(s,t)dt
stetig.

Sei ¢ > 0. Da der Quader [a,b] x [c¢,d] kompakt und somit f nach 7.52
gleichméBig stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass fiir alle (s1,t1), (s9,t2)
in [a,b] X [c,d] gilt: Ist |(s2,t2) — (s1,t1)| < 6, so folgt

|f(s2,t2) = f(s1,t1)] < e.

Insbesondere gilt fiir jedes t € [c,d] und alle s, sy € [a,b] mit sy — 51| < 6,
dass

|f(s2,t) — f(s1,t)] <,

denn es ist |(s2,t) — (s1,t)] = |(s2 — s1,0)| = |52 — s1| < 0. Somit ist fiir alle
S1, 82 € [a,b] mit |sg — s1| < 4

d

(f(s2,t) = f(s1,t)) dt

/ ‘f 827 Sla )’ dt

< g(d—o).

l9(s2) —g(s1)] =

IN

Da e(d — ¢) beliebig klein gemacht werden kann, ist g an der Stelle s; stetig.
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Bemerkung 11.18 Analog ist

la1,b1] X -+ X [an,by] = R, s=(s1,...,$ »—)/fst

stetig fiir jede stetige Funktion f: [ay,b1] X -+ X [an,b,] X [¢,d] — R. Sie
brauchen nur [a, b] durch [aq, b1] X - - - X [an, b, zu ersetzen im vorigen Beweis.

11.19 (Differenzieren unter dem Integral) Die Funktion f: [a,b] X [c,d] — R,
(s,t) — f(s,t) sei stetig. Weiter existiere die partielle Ableitung

g—i: [a,b] X [c,d] = R

und seuv stetig. Dann st die Funktion

d
g: la,b] = R, 3|—>/ f(s,t)dt
stetig differenzierbar und fir jedes s € [a,b] ist

Tof

g'(s) = B

[

L e = [ L

Zum Nachweis sei s € [a,b]. Fiir r € [a,b] mit r # s ist

o) =gls) _ [T fs1)

- //Tai_s
_ // (s + u(r — 5), ) dudt; (62)

hierbei wurde fiir festes t der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung auf die Funktion s — f(s,t) angewandt und anschliefend die Substi-
tution 0 = s + u(r — s) mit u € [0, 1] und do = (r — s) du durchgefiihrt. Da
die Funktion

—(s,t)dt.

Es gilt also

[a,b] X [c,d] x [0,1] = R, (r,t,u)+— %(s—l—u(r —s),t)
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stetig ist, ist nach Bemerkung 11.18 die Funktion
1 af
hifa, b xe,d] 2 R, (nt) = [ —-(s+ulr —s)t)du
0
stetig. Wegen 11.17 ist dann auch
d

k:la,b] = R, r r—>/ h(r,t)dt

stetig. Einsetzen in (62) zeigt, dass fir r € [a, 0] \ {s}

9(r) —g(s) _ /dh(r, t)dt = k(r).

r—s

Fir r — s folgt wegen der Stetigkeit von k

9r) = 90) gy = /dh(s,t) dt, (63)

r—sSs

h(s,t):/o %(S—l—u(s—s),t)du:/ %(s,t)du:a—‘i(s,t).

0
Einsetzen in (63) liefert ¢'(s) = fcd 9 (s,t) dt.

Beispiel 11.20 Man berechne das Integral

1
1= / —ln(x +1) dx.
0

2+ 1
Losung. Wir betrachten

"n(tr +1)

dz.
2+ 1 v

ymuﬁng:A

Wegen In(1) = 0ist dann g(0) = 0. Weiter ist g(1) = I. Nach dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung ist

o) =90)+ [ s = [ 513
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Daher interessiert uns

, L0 In(tz +1) ! x
g(t)_/o Egﬂ—ﬂdx_/o IS

die Ableitung durfte wegen 11.19 unter das Integral gezogen werden. Wir
benutzen nun die Partialbruchzerlegung

x 1 t n x t
(tr+1)(z2+1) 2+1\22+1 22+1 tor+1

mit Stammfunktion
ha(2) = —— (tarctan(e) + = In(@®+ 1) — In(te + 1)
= — an\r — In(x — 1n
' 241 2 .

bzgl. x und folgern, dass

gt =)=, = tarctan(l) + % In(2) — In(t + 1))

12 (
1 |
= — 4+ —In(2) — .
t2+1(t4+2n() ln(t—i-l))
Also ist
! Ytr +21In(2) In(t +1)
I=¢g(1) = "(s)ds = —— 2 dt — —2dt.
g(1) /09(5) S /0 A2 +1) /0 241

Auflosen nach I liefert

t=1

1 [Ytr+2In(2 1
I — _/ tm+2In(2) dt = = [g In(t* + 1) + 21In(2) arctan(t)]
0

8 241 8 t=0
In(2 In(2
= 116 In(2) + nfl ) arctan(l) = %()
=m/4
Beweis des Satzes von Schwarz. Gegeben x = (z1,...,x,) € U existiert

ein 7 > 0 mit B, ;(z) € U. Dann ist

]1:1—7“,:(:1+7’[><"' X]J}n—T,LL’n—i—T[g Brﬁ($) cvU
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(vgl. 7.53). Seien i,5 € {1,...,n} mit i # j. Da beim partiellen Ableiten
nach z; und z; all die anderen Variablen festgehalten werden, geniigt es, den
Fall n = 2 zu diskutieren und eine C%-Funktion

fZ ]al,bl[X]ag,bg[% R

zu betrachten mit reellen a; < by und ag < be. Sei xo € |ag, by| und yo € Jag, by
mit yo # x9. Flir jedes xq € |ay, by[ ist dann

_ Y2 ﬁ €T ,S 1
Jrn ) =, 2) = / —812( L,9) ds = / ﬁ(l’bmz + t(y2 — 2)) dt.
Yo — T2 zo Y2 — T2 o O

(64)
Hierbei wurde bei festgehaltener erster Variable der Hauptsatz benutzt und
dann s = x9 + t(y2 — xa), ds = (y2 — x2) dt substituiert. Ableiten von (64)
nach z; liefert

Of (4 ) — oL L2
'Y 1 L1, T 0
Ay2 = 8$1< ! 2> 0 1( ! 2) = f (Il,l’g + t(yQ — .TQ)) dt. (65)

Y2 — T2 B 0 axlaxQ

Der Differenzenquotient in (65) ergibt sich dabei direkt aus dem in (64) durch
partielles Ableiten nach x;. Partielles Ableiten des rechten Integrals in (64)
liefert nach 11.19 das Integral in (65); die Ableitung darf ins Integral gezogen
werden. Betrachtung des Differenzenquotienten in (65) zeigt, dass

lim A, = l (21, T9). (66)

Y22 Y 81'28[171

Nun ist aber
82

82718332

h: Jag,bo[ X[0,1] = R, (ya,t) — (1,22 + t(y2 — x2))

eine stetige Funktion. Nach 11.17 ist somit!®

1
g: Jag, by = R, yQH/ h(yo, t) dt
0

16Genauer hat man Stetigkeit von g zunichst auf kleineren kompakten Intervallen der
Form [ag + £, by — €] mit einem £ > 0 (aber dann auch auf deren Vereinigung ]as, ba|).
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stetig. Man beachte, dass h(zy,t) = %(zl, x9) fiir alle ¢t € [0, 1] und somit

g(x9) = %(ml, x3). Die Integraldarstellung aus (65) liefert

1
Ay, =/ h(y2,t) dt = g(y2)
0

fir alle yy € |ag, bo[ mit yo # x9. Die Stetigkeit von g liefert

2
lim Ay, =g(z2) = o/

Y2 —T2 6’x18x2

(21, x2). (67)

Vergleich von (66) und (67) liefert die Gleichheit der gemischten zweiten
partiellen Ableitungen.

Bisher haben wir stetige Funktionen betrachtet, reellwertige einmal stetig
differenzierbare Funktionen und reellwertige zweimal stetig differenzierbare
Funktionen.

11.21 (Hohere Differenzierbarkeit). Ist k& € N U {co} und existieren die
partiellen Ableitungen
o f 0 0
8!Ei1 ce c%ij o (%2-1 8xij

f

fir alle j € Nmit j <k und alle ¢1,...,7; € {1,...,n}, so sagen wir, f sei k
mal partiell differenzierbar. Sind zudem f: U — R und die vorigen partiellen
Ableitungen
f '
a$i1 cee 8xij ’
stetige Funktionen, wird f eine k mal stetig differenzierbare Funktion (oder
kurz: eine C*-Funktion) genannt.

Bemerkung 11.22 Fiir £ € N mit £ > 2 ist eine Funktion f: U — R genau
dann C*, wenn f eine C'-Funktion ist und jede der partiellen Ableitungen

g—f, c 5)—f eine C*~1-Funktion.
1 Tn
11.23 Statt % e % (mit m Faktoren) schreiben wir auch a‘z::n.

7
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Beispiel 11.24 Jede konstante Funktion f: R" — R, x — ¢ ist C*°, also
C* fiir alle k € Ny. Dann f ist stetig, also C°. Sei k € N. Induktionsvoraus-
setzung: Jede konstante Funktion ist C*~1. Nun gilt

of
a&:i N

fir alle ¢ € {1,...,n}, d.h. alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f
sind wieder konstant (also stetig, so dass f eine C''-Funktion ist) und sogar
C*', per Induktionsvoraussetzung. Somit ist f eine C*-Funktion, nach
11.22.

0

Beispiel 11.25 Jede lineare Abbildung

RS R, (x1,...,2,) |—>Zaj:cj
j=1

mit ai,...,a; € Rist C°°. Denn es ist
of
a.ﬁlfj J
eine konstante (und somit stetige) Funktion fiir alle j € {1,...,n}, somit

f eine C'-Funktion. Fiir jedes k € N ist % als konstante Funktion eine
C*1.Funktion (sieche Beispiel 11.24), also f eine C*-Funktion nach 11.22.

11.26 (Partielle Ableitungen in Standard-Reihenfolge). Ist f: U — R eine
C*-Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™, so schreiben wir fiir jeden
Multiindex o = (ay, ..., a,) € (No)" mit |a] <k

olelf o o
ore = Ox(*  Oxon
11.27 Es seien U C R™ eine offene Menge, f: U — R eine C*-Funktion mit

keNundiy,...,ip€{l,....,n}. Firje{l,...,n} sei o, die Anzahl der
Ce{l,....k} mit

f.

0 =J.
Mit « = (aq, ..., qy) gilt dann
0 o , oy

or;,  Oxy, oxe’

wobei o] = k.
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Beispiel 11.28 Ist f: R? — R eine C3-Funktion, so ist

o
83718.T28$1

an a|a\

m($1, 9172) = —(5517 952)
1

o Oze

(z1,22) =

mit a = (2,1).

Nachweis fiir 11.27 (in der Vorlesung tbersprungen): Der Beweis ist per
Induktion nach k. Der Fall £ = 0 ist trivial, f null mal abgeleitet ist per
Definition f = %f mit a = (0,...,0).

Sei nun £ > 1. Wird nur nach der letzten Variable abgeleitet, i1, ..., 1, = n,
sind wir fertig. Andernfalls ist

J :=min{iy,..., i} <n.

Dann ist also a; > 1 aber a; = -+ = aj_; = 0. Sei £ € {1,...,n} mimimal
gewahlt mit iy = j. Ist £ > 1, so konnen wir in

0 0 o o0 0 0 (@)

LR ) a’;’
al'il 090”_2 0xiz_l 81‘,‘[ a{L'i“_l (?x%
—
mit dem Satz von Schwarz nacheinander
0 0
Oxe1 Oy,

mit a;?- vertauschen; wir erhalten

e

8”8f8(8._88“8f)7

8xi1 896% 8@-[ 8xi1 8132‘[71 8951-“1 8%

wobei z;, = ;. Per Induktionsvoraussetzung ist die Funktion in Klammern
gleich

ak—l aaj—l aaj+1 aan

Ox=¢ /= ax;‘j’l O, o Oxon

E
insgesamt erhalten wir also

aaj aaj+1 aan _ 8‘04

Ox’ Oz Y Owgn dre
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Aus der Mathematik 1 wissen wir fiir Funktionen f,g: I — R einer reellen
Variablen, dass

(f+9)=f+¢
und (rf) = rf’ fir r € R. Da wir beim partiellen Ableiten alle bis auf eine
Variable festhalten, folgt:

11.29 Es sei U C R” eine offene Menge und k£ € Ny. Dann ist fiir alle
Ck-Funktionen f,g: U — R auch f +¢g: U — R, 2 — f(x) + g(x) eine
Ck-Funktion und auch rf: U — R, z + rf(x) fiir jedes r € R. Es gilt

oIS +g) _ 0¥y al
oz - Ox@ ox™

und

o (rf) _ 0ol

Oz ox®

fur alle @ € (Ng)" mit |a| < k.

Beweis fiir f + ¢g per Induktion nach & (der Falle r f wird analog behandelt).
Induktionsanfang k£ = 0: Summen stetiger Funktionen sind stetig.

Induktionsschritt: Sei k& > 1 und gelte die Aussage fiir £ — 1 an Stelle von
k. Nach der Vortiberlegung existieren die ersten partiellen Ableitungen von

f + ¢ und sind gleich
of +g9) _ of N dg

Da die rechte Seite stetig ist, ist f eine C'-Funktion. Da die rechte Seite
per Induktionsvoraussetzung sogar C*~! ist, ist f eine C*-Funktion (siche

11.22). Jedes % macht aus einer Summe von Funktionen die Summe der

partielle Ableitungen, also auch die Komposition %.

11.30 (Leibniz-Regel) Es sei U C R” eine offene Menge und k € Ny. Dann
ist fiir alle C*-Funktionen f,g: U — R auch fg: U = R, z + f(z)g() eine
C*-Funktion. Es gilt

ol°l(fg) B a \ OFlfole=Flg
Dz _Z ( B ) OzP Oxo—h "

B<a

Beispiel 11.31 Jede Polynomfunktion p: R® — R ist C* fiir jedes k € N
und somit eine C'*°-Funktion.
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Dies ist klar, wenn p die Nullfunktion ist. Andernfalls hat p einen Grad

m > 0 und es ist
p(x) = Z Ao T

lo<m
mit gewissen Koeffizienten a, € R; summiert wird iiber alle Multiindizes
a € (Ng)™ mit |a| < m. Nach 11.29 wird p eine C*°-Funktion sein, wenn wir
dies fiir jedes Monom
R" - R, x+ z“

zeigen konnen. Dies erfolgt per Induktion nach |«|. Die Behauptung ist klar,
wenn |a] = 0 oder |a| = 1; dann ist das Monom konstant bzw. linear und
somit C'* nach Beispiel 11.24 bzw. Beispiel 11.25. Ist |o| > 2, so wéhle
jeA{l,...,n} mit o; > 1. Da 2*~% per Induktionsvoraussetzung schon C'*°
ist, ist

C* nach 11.30.

11.32 Wir zeigen zuniichst, dass fg eine C*-Funktion ist, per Induktion
nach k. Ist k = 0, so ist fg stetig, also eine C°-Funktion. Sei nun k& > 1 und
gelte die Aussage bereits fiir £ — 1 an Stelle von k. da partielle Ableitungen
nach z; gebildet werden, indem alle anderen Variablen festgehelten werden,
existiert nach der Produktregel der Mathematik 1 die partielle Ableitung
88%) und ist gegeben durch

= () o (o) o

Da diese Funktion stetig ist, ist fg eine C'-Funktion. Weiter sind %, g,
J

f und % alles C*~!-Funktionen; per Induktionsvoraussetzung sind daher
J

beide Summanden in 68 C*~!-Funktionen und somit auch die Summe, %,
J

nach 11.29. Also ist fg eine C*-Funktion, nach 11.22. Gegeben x € U ist
x €lay, by x -+ X]an, b, S U

mit geeigneten a; < b; (sieche oben). Halten wir (z4,...,2,_1) fest, liefert
die Leibnizregel der Mathematik 1 fiir x,, € |an, b, [

o (fg) _ §- ( @ ) 0 f 9Pn g

&E%” Bn oxrn” 890%"_6” '

Bn:()
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Fahren wir nun ebenso mit x,,_1, ..., fort, erhalten wir schliefSlich

0°l(fg) _ o o

Oz ox]" o Oxon
8571, 8041_51 aan_ﬁn

(f9)

- i...i(%)___(an)éﬁl“. ; )
B1=0 Brn=0 Bl Bn oxht oxhr 8:6(111761 8x$"*5”

o\ 08 f oleblg

N ﬁz ( i ) 2B Dzop

Wir beenden das Kapitel mit einer weiteren Fassung der Kettenregel.

11.33 FEs set U C R™ eine offene Menge, I C R ein nicht entartetes Inter-
vall, k € NgU {00}, f: U — R eine C*-Funktion und v = (v1,...,Vn): [ —
R™ eine C*-Kurve mit v(I) C U. Dann ist

foy:I =R, tw f(v(t))
eine C*-Funktion.

Es gentigt, £ € Ny zu betrachten. Der Beweis ist per Induktion nach k. Ist
k =0, so ist f o~ stetig und somit C°.

Sein nun k£ > 1 und gelte die Aussage bereits fiir £ — 1 an Stelle von k. Nach
11.15 ist dann f o v eine C''-Funktion und

(1020 =30 G050

fur alle t € I, also

Fiir jedes 7 € {1,...,n} sind % und v beide C*~!-Funktionen. Per In-
J
duktionsvoraussetzung ist % o7 also eine C*~!-Funktion. Da auch v; eine
J

C*k~1.Funktion ist, ist <§7f o fy) 7} eine C*~!-Funktion nach 11.30 und somit

J

" /0
(fov)’zz:(a—jov) vj

J=1

eine C*~'-Funktion, nach 11.29. Nach 11.22 ist also f o7 eine C*-Funktion.
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12 Potentialfunktionen

Ist U C R eine offene Teilmenge und ¢: U — R eine C*-Funktion, so ist

der Gradient
0
oxy ' Ox,

ein stetiges Vektorfeld auf U. Schreiben wir kiirzer D;¢ = % fir 5 €

Vo: U — R", a:r—>(

{1,...,n}, so ist also
Vo = (Di¢,...,Dno).
Beispiel 12.1 Fir ¢: R? = R, (21, 22) — (2] + 23) ist

2 2

Definition 12.2 Essei U C R" eine offene Teilmenge und F' = (Fy,... F,): U —
R” ein stetiges Vektorfeld. Eine C*'-Funktion ¢: U — R wird eine Potential-
funktion fir F' genannt, wenn

V¢($1,fl?2) = (1371, 1»”52) .

F =Vo,
also F; = % fir alle j € {1,...,n}.

Wozu sind Potentialfunktionen gut? Zum Beispiel ermoglichen sie uns, Wegin-
tegrale 2. Art sehr einfach auszurechnen:

12.3 Ist U C R” offen und ¢: U — R eine Potentialfunktion fir das stetige
Vektorfeld F = (Fy,..., F,): U = R"™, so gilt

/iﬂw=¢ww»—wﬂw> (69)

v
fiir jeden C'-Weg «y: [a,b] — U.
In der Tat ist

[Fas = [ Fam) v 0d =3 Fo@m@



hierbei wurde beim Uberganz zur letzten Zeile die Kettenregel in der Form 11.15
benutzt und dann der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.

Beispiel 12.4 Fiir das Vektorfeld F' = V¢: R? — R? aus Beispiel 12.1 und

v: [0, — R?  (cos(t),sin(t))

=0.

/F-ds:gb(m)—¢(—1,0):}1 i

v

Bemerkung 12.5 Formel (69) gilt ebenso, wenn v: [a,b] — U lediglich
stiickweise stetig differenzierbar ist.

Sei namlich a = t5 < t; < -+ < t,, = b eine Unterteilung des Intervalls
[a, b] derart, dass der Teilweg 7; := [jt,_, ;) stetig differenzierbar ist fiir all
j€{l,...,m}. Dann ist

[Fas = 30 [ Feds=>000) - oa(t)
= 6(3(tn) — 6(3(00) = S 0) — S00));

beim Ubergang zur letzten Zeile wurde benutzt, dass eine “Teleskopsumme”
vorliegt, in der Summanden mit positivem und negativen Vorzeichen vorkom-
men und sich ausloschen.

Bemerkung 12.6 Hat ein Vektorfeld F' eine Potentialfunktion ¢, so hangen
Wegintegrale fv F-ds nach (69) nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab, nicht vom Verlauf des Weges dazwischen. Insbesondere ist fiir jeden
(stiickweise) stetig differenzierbaren geschlossenen Weg!” ~v: [a,b] — U also

/F~ds:O.
v

Anwender schreiben fiir Wegintegrale tiber geschlossene Integrationswege gern
557 F - ds. In dieser Notation haben wir also stets fv Fds = 0, wenn F eine
Potentialfunktion besitzt.

"Ein Weg ~v: [a,b] — U heifit geschlossen, wenn sein Anfangs- und Endpunkt
ibereinstimmen, also y(a) = y(b).
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Beispiel 12.7 Ist F': R? — R3 ein Kraftfeld und F(zy, o, x3) die Kraft, die
auf einen Korper an der Stelle (x1,x9,23) wirkt, so ist die beim Bewegen
des Korpers von y(a) € R? nach v(b) € R3 liangs eines stiickweise stetig
differenzierbaren Weges v: [a, b] — R3

W:—/F-ds.
v

Besitzt F' eine Potentialfunktion ¢, so hangt die geleistete Arbeit also nur
vom Anfangspunkt und Endpunkt, nicht vom Weg zwischen den Endpositio-
nen ab.

Wann hat ein Vektorfeld eine Potentialfunktion? Eine einfache notwendige
Bedingung gibt es fiir stetig differenzierbare Vektorfelder.

Definition 12.8 Es sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Funktion
F = (F,...,F,): U — R" heifit stetig differenzierbares Vektorfeld, wenn
Fi, ... F,: U — R stetig differenzierbare Funktionen sind.

12.9 (Integrabilitdtsbedingung). Es sei U C R"™ eine offene Teilmenge und
F = (F,...,F,): U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Hat F
eine Potentialfunktion, so gilt

ory;  OF, . .
95 _ 9% v alle j ke {1.....n}
In der Tat: Ist I = V¢ mit einer C'*-Funktion ¢, so ist 887]_ = Fj stetig

diff’bar fiir alle j € {1,...,n} und somit ¢ eine C*-Funktion. Nach dem
Satz von Schwarz gilt somit

0F _ 0.0, 00, 0R
Oxy Oy Ox; Ox; 0z, Ox;

Beispiel 12.10 Hat das Vektorfeld F' = (F}, Fy): R? — R? (21,29) —
(—x9,21) eine Potentialfunktion?

Das Vektorfeld ist stetig differenzierbar. Da

oF, 0
Lo T (ay) =1
8302 833'2( x2)
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nicht mit

or, 0

ory O
tibereinstimmt, ist die Integrabilitdtsbedingung verletzt. Also kann F' keine
Potentialfunktion haben.

(z1) =1

Beispiel 12.11 Hat das Vektorfeld
F = (F, F): R* - R? (2,9) — (siny, 1 + zcosy)

eine Potentialfunktion?

Das Vektorfeld ist stetig differenzierbar. Da

oy W T g

ist die Integrabilitatsbedingung erfiillt. Es spricht also nichts gegen die Exis-
tenz einer Potentialfunktion und in der Tat konnen wir eine solche konstru-
ieren mit der Methode des sukzessiven Integrierens.

Wir starten hierzu mit einer C'-Funktion ¢: R? — R. Genau dann gilt

0 )
a—i(w,y) = Fi(x,y) =siny

fiir alle (x,y) € R?, wenn fiir jedes feste y € R

@(x ) = sin
ax ’y - y

erfullt ist, also
¢(z,y) = wsiny + C(y) (70)

ist mit einem C(y) € R. Hierbei wurde y festgehalten und auf die so erhal-
tene Funktion von x der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
angewandt. Dann ist

Cly) = ¢(x,y) — wsiny
eine C''-Funktion. Aus (70) folgt

¢ B )
a—y(x,y) =z cosy + C'(y).
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Also gilt

0
a—f(.ﬁﬁ,y) = Fy(x,y) =14 zcosy

genau dann, wenn

C'y) =1,
also C(y) = y + K mit einer Konstanten K € R. Also liefert
o(z,y) =zsiny+y+ K
eine Potentialfunktion fiir F.

Das beschriebene Vorgehen funktioniert stets fiir C'-Vektorfelder auf R”
oder auf einem offenen Quader ]aj, bi[ X --- X Ja,,b,[, welche die Integra-
bilitatsbedingung erfiillen. Somit:

12.12 Fin stetig differenzierbares Vektorfeld
F = (Fl,...,Fn)I ]al,bl[x X]an,bn[—>R"

hat genau dann eine Potentialfunktion, wenn F die Integrabilitatsbedingung
erfullt.

Im Falle von Vektorfeldern auf U C R? gibt es weitere niitzliche Notationen.

Definition 12.13 Es sei U C R? eine offene Teilmenge und
F=(F,F),F):U—R?

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren die Rotation von F' als
das stetige Vektorfeld

OF3;  0F>

Oxo Ox3

L OF1 _ OF3

rot F:= Frouill vy
oFy  0Fy

ox1 Oz

Eine andere Notation fiir rot(F) ist V x F', denn formal gerechnet liefert das

Vektorprodukt
)

Ox1 F
el

s X F2

0 F:

Oxs 3

die Rotation (wenn man den Operator immer vor die Funktion stellt). Im
Englischen nennt man die Rotation “curl” und schreibt auch curl(F).
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Beispiel 12.14 Fiir das Vektorfeld F = (Fy, Fy, F3): R® — R3,
(21, 29, x3) > (22, T13, COS(21))
ist mit = := (21, 29, x3)

0— I
rot F(z) = | 0+ sin(x)
T3 — 1

12.15 Ein C'-Vektorfeld F = (Fy, Fy, F3): U — R? erfiillt offenbar genau
dann die Integrabilitatsbedingung aus 12.9, wenn rot £ = 0.

12.16 Ein C'-Vektorfeld F' = (F, Fy, F3): U — R? auf einer offenen Teil-
menge U C R? heifit wirbelfrei, wenn rot F' = 0.

Beispiel 12.17 Das Gravitationsfeld F' = (Fy, Iy, F3): R?\ {0} — R3,

r = (T1,T9,T3) > ——% — — X1,To, T
1, 42,43 |£L'|3 (:p% _7;% x%)% 1, 42,43

ist wirbelfrei (Ubung).
Definition 12.18 Es sei U C R” eine offene Teilmenge und
F=(F,...,F,):U—=R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Die Funktion

div(F) : on | Ok

':8_5(:1 N

wird die Divergenz von F' genannt; diese ist also eine stetige Funktion U —
R. Eine andere Notation ist V - F' := div(F). Ein stetig differenzierbares
Vektorfeld F': U — R™ heiit quellenfrei, wenn div(F) = 0.

Beispiel 12.19 (a) Fir das stetig differenzierbare Vektorfeld
F = (F,Fy, Fs): R? > R®, (21,9, 23) > (21,22, T3)

berechnen wir

0 0 0
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Insbesondere ist F' nicht quellenfrei (anschaulich sieht man dies auch, wenn
man das Vektorfeld skizziert, siehe Vorlesung).

(b) Das Vektorfeld
F = (Fl,FQ)I RQ — R2, (Il,JJQ) —> (—ZL’Q,.Z’l)

aus Beispiel 12.10 ist quellenfrei, denn

0 0
div(F) = —(— — =0+0=0.
IV( ) 8951( 172) + 81‘2 (3?1) +
Die Thematik wird in der Mathematik 3 fortgesetzt. Insbesondere lernen
wir dann den Gauflschen Integralsatz kennen und den Stokesschen Integral-
satz. Es wird dann klar, was Wirbelfreiheit mit Wirbeln zu tun hat und
Quellenfreiheit mit Quellen.
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13 Differenzierbare vektorwertige Funktionen

Definition 13.1 Es sei U C R” eine offene Menge. Eine Funktion

fi(x)
f=0Ufm): U=>R™ o= (r1,...,2,) — :
()
wird stetig differenzierbar genannt (oder kurz: eine C''-Funktion), wenn alle
Komponenten fi,..., f,,: U — R stetig differenzierbar sind. Wir definieren

dann die Jacobi-Matrix J¢(z) € R™™ von f an der Stelle z € U als

g_ﬁ(x) 8%11(95)
Jy(x) = : :
@) e G

Ist k € Ng U {oo} und jeder der Komponenten fi, ..., f,, eine C*-Funktion,
so wird f eine C*-Funktion genannt.

Beispiel 13.2 Die Funktion

f= <f17f2): R® — RQ, r = (56'1,9527963) = < xlfzgwg )

X1 €

von drei reellen Variablen ist stetig differenzierbar, da ihre zwei Komponenten
es sind. Die Jacobi-Matrix an einer Stelle x lautet

a a )
s B B GO (w0 ).
a—ﬁ(x) 8—3{2(33) 6—3’2(:5) e¥2%3  xyws e¥2T3 xxy e*2T3

Schauen wir uns einige Spezialfille systematisch an.

Beispiel 13.3 (Der Fall n = 1). Ist I C R ein offenes Intervall und v =
(Y15 yYm): U — R™ eine C'-Kurve, so ist die Jacobi-Matrix J,(z) €
R™1 = R™ der Spaltenvektor

mit 7' (z) = (v1(x), -, 7 (7))
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Beispiel 13.4 (Der Fall m = 1). Ist U C R" offen und f: U — R eine
reellwertige C'-Funktion, so ist die Jacobi-Matrix

i) = (5@ - ) = s

die zum Gradienten transponierte Zeilenmatrix.

Beispiel 13.5 (Der Fall n = m). Stetig differenzierbare Vektorfelder
F=(F,...,F,): U—R"

auf einer offenen Menge U C R™ haben wir bereits im vorigen Kapitel ken-
nengelernt.

Beispiel 13.6 Jede konstante Funktion f = (fi,..., fm): R" = R z —
cmit ¢ = (¢1,...,¢n) € R™ ist stetig differenzierbar, mit Jacobi-Matrix
Jr(x) =0 € R™*" fiir alle z € R™.

Denn wir wissen, dass % = %ci =0 fir alle i € {1,...,m} und j €
J J

{1,...,m}.

Beispiel 13.7 Es sei A = (a;;) € R™*" eine m x n-Matrix und
oa: R" > R"™, x+— Ax

die zugehorige lineare Abbildung. Dann ist ¢4 stetig differenzierbar und fiir
jedes z € R™ ist die Jacobi-Matrix

J¢A (‘T ) =A
gleich der gegebenen Matrix.

Schreiben wir f = (f1,..., fim) := ¢4, so ist ndmlich

n

fz(x) = Z Ak Tk

k=1
fir x = (z1,...,z,) € R", also f; ein Polynom vom Grad < 1 und somit f;
stetig differenzierbar, fir jedes i € {1,...,m}. Weiter ist
af; " 0
axj (fﬂ) - Za’bk axj ($k> = Qi
k=1 ,

=0,k

fur alle j € {1,...,n}. Somit ist J¢(x) = (‘gg; (2)) = (a;5) = A.
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13.8 (Kettenregel) Es seien U C R™ und V. C R™ offene Teilmengen,
g = (91, s9m): U = R" & = (x1,...,2,) — g(z) eine C*-Funktion
mit g(U) CV und f = (fi,..., f0): V=R, y = (y1,...,ym) = f(y) eine
CY-Funktion. Dann ist fog: U — R', x — f(g(x)) stetig differenzierbar mit

Jacobi-Matrix

Jrog(@) = Jr(9(2)) J4(2)
an der Stelle x € U. Sind f und g beides C*-Abbildungen, so ist auch fog
eine CF-Abbildung.

Zum Nachweis betrachten wir fiir i € {1,...,¢} die ite Komponenten f; o g
von fog. Um die partielle Ableitung von f; o g nach der Variablen x; an der
Stelle x € U zu berechnen, betrachten wir fiir ein € > 0 die Hilfsfunktion

Y=V, Vm): |—c, e[ = U, t g(x+tey)

mit v;(t) = g;(z +tex) und somit v;(0) = %(m). Nach 11.15 ist f; oy stetig
differenzierbar mit Ableitung

8Z az
Z 4 Zaj; ().

also existiert (flog)( ) und ist gleich

afZ g;

Diese Zahl stimmt mit der iten Komponente von J¢(g(x))J,(z) iiberein.

Sind f und g beides C*-Funktionen, so ist nach dem Vorigen f; o g stetig
differenzierbar fiir alle i € {1,...,¢}. Da

d(fiog) df; 9g;
8xk Z (8% ) oxy,

per Induktionsvoraussetzung und 11.30 eine C*~!-Funktion ist, ist f; o g eine
C*-Funktion und somit f o ¢ eine C*-Funktion.
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13.9 (Mittelwertsatz in Integralform) Es sei U C R™ eine offene Menge und
f=(f1,- -, fm): U= R™ eine C'-Funktion. Sindx,y € U mit z+t(y—x) €
U fiir alle t € [0, 1], so ist

fly) — f(z) = /O Ji(z +t(y —2))(y — ) dt.

Es gentigt zu zeigen, dass auf beiden Seiten die iten Komponenten gleich
sind fiir alle i € {1,...,m}, also fi(y) — fi(x) = [; Jp,(z+t(y—2))(y— ) dt.
Wir diirfen daher annehmen, dass m = 1 ist. Wir betrachten also eine C'-
Funktion

f:U—=R.

Die Hilfsfunktion h: [0,1] — R, ¢ — f(x+t(y—x)) ist an jeder Stelle ¢ € [0, 1]
differenzierbar mit

W(t) = Dy of (x+t(y—2)) = Vf(z+t(y—2))-(y—z) = Jp(z+t(y—2))(y—2).

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist

F() — f(2) = h(1) - h(0) = / Wty dt = / Jp(x 4ty — )y — ) dt.
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14 Losen nicht-linearer Gleichungen

Zur Motivation betrachten wir fir ¢ € R die “Hohenlinie”

He = {(z,y) € R*: f(z,y) = c}
der Funktion f: R? — R, (z,y) — x® + y*. Wir stellen fest:

e Fir ¢ > 0 ist H. der Kreis {(z,y) € R*: 22 + y* = ¢} vom Radius
v/c um den Ursprung. Dieser ist lokal um jede Stelle (xq,y0) € H.
ein Graph einer C''-Funktion ¢(z)von z (namlich ¢(x) = v/c — 22 oder
¢(z) = —vc — 22) oder einer Funktion von y. Skizzen wurden in der
Vorlesung gegeben.

o Fiir ¢ =0 1ist Hy = {(0,0)} eine einpunktige Menge
o Fiir c < 0ist H, = 0.

An der entarteten Stelle (0,0) ist V£(0,0) = (0,0), also sowohl %(0, 0)=0
als auch 2—5(0, 0) = 0. Dies ist kein Zufall.

14.1 (Satz iiber implizite Funktionen). Es sei U C R? eine offene Menge
und f: U — R eine C*-Funktion. Es sei (zo,y0) € U ein Punkt derart, dass

f(zo,90) =0
und of
a—y(il?o,yo) # 0.

Dann gibt es eine offene Menge V- C R mit o € V und eine offene Menge
W C R mit yg € W derart, dass V x W C U und

{(z,y) € VX W: f(z,y) =0} = graph(¢) = {(z,¢(z)): z € V}
fiir eine C*-Punktion ¢: V — W.
Bemerkung 14.2 Man beachte, dass fiir ¢ € R
{(z.y) € U: f(z,y) =c} ={(z,y) € U: f(z,y) —c=0}.

Indem man f — ¢ statt f betrachtet, braucht man statt Hohenlinien also nur
Nullstellenmengen diskutieren.
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Beispiel 14.3 Im motivierenden Beispiel sei ¢ > 0 und (xg,y0) € H,, also
(o, yo) eine Nullstelle von g: R? — R, (z,y) — f(x,y) —c. Ist yo # 0, so ist

0 0
a—zg/(lﬂo,yo) = a—Jyt(l"o,yo) =2y, #0

und somit nach dem Satz tiber implizite Funktionen nahe (xg, yo) die Menge
H, der Graph einer Funktion von z (ndmlich v¢ — 22 wenn y, > 0, sonst
—ve—a?). Ist xy # 0, kdnnen wir den Satz mit vertauschten Rollen von
x und y anwenden und H,. nahe (xg, o) als Graph {(¢(y),y): y € V'} einer
Funktion von y schreiben.

Beispiel 14.4 Die Gleichung
rxe! +ye’ =0

ist erfallt fir (x,y) = (0,0). Zeigen Sie, dass fir alle x € R nahe 0 eine
Lésung der Form (x,¢(x)) existiert.

Die Funktion f: R? — R, (z,y) — xe¥ + ye” ist stetig differenzierbar. Es
ist f(xo,y0) = 0 mit (xo,y0) := (0,0) und

of oy
a—y(% y)=ze’ +e
fiir alle (z,y) € R?, also
of of
8y <x07y0> ay <O7O> 7£ 0

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es offene Mengen V. W C R
mit 0 € V und 0 € W und eine C'-Funktion ¢: V — W derart, dass

{(z,y) €V X W: f(z,y) =0} = {(v,¢(x)): z € V}.
Bemerkung 14.5 In der Situation von 14.1 gilt

2z, ¢(x))
) = — 2e\ 5 o))
Y= 0 o)

fiir alle v € V' mit g—fyc(x, () #0

(was aus Stetigkeitsgriinden fiir alle x € V nahe x, erfiillt ist).
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Anwendung der Kettenregel auf

liefert namlich of o
9 @ 90(@)) + 5 (@ 6(@))' () = 0.

Ist g—g(x, ¢(x)) # 0, konnen wir nach ¢'(x) auflésen.
Beispiel 14.6 In Beipiel 14.4 haben wir 3—5(0, 0) = 1 (siehe oben) und

0
a—i(x,y) =e+ye,

also %(0, 0) = 1. Mit Bemerkung 14.5 folgt

af
0=~

Y

Wir kénnen also ¢'(0) berechnen, obwohl wir ¢ nicht in geschlossener Form
hinschreiben koénnen !

Wir erwahnen noch eine allgemeinere Fassung des Satzes iiber implizite Funk-
tionen.

14.7 (Satz tiber implizite Funktionen). Es sei U C R"™ mit n > 2 eine offene
Menge und f: U — R, x = (x1,...,1,) — f(z) eine C'-Funktion. Es sei
(70,90) € U mit zg € R"* und yo € R ein Punkt derart, dass

f(zo,90) =0
und o/
a_xn(xo,yo) # 0.

Dann gibt es eine offene Menge V- C R" ™! mit xy € V und eine offene Menge
W C R mit yo € W derart, dass V x W C U und

{(x,y) €V x W: f(,y) = 0} = graph(¢) = {(z,6(x)): z € V}

fiir eine C*-Funktion ¢: V — W.
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Bemerkung 14.8 Es gibt auch Versionen des Satzes fiir vektorwertige Funk-
tionen (wir verweisen auf die Literatur).

Definition 14.9 Eine Abbildung ¢: U — V zwischen offenen Teilmengen
U C R" und V C R” heiBt C*-Diffeomorphismus, wenn 1 bijektiv ist und
sowohl 1) als auch 1~1: V — U stetig differenzierbar sind.

14.10 Istv: U — V ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen
U und V in R", so ist fir jedes x € U die Jacobi-Matriz Jy(z) € R™"
wnvertierbar. Fir jedes x € U qilt weiter

Ty (@) = (Jy(a)) ™

Die zur Einheitsmatrix 1 € R"*" gehorige lineare Abbildung ist ¢1: R" —
R", z +— 1z = x, also ¢1 = idg.. Wir schliefen, dass

Jiay (2) = Jg, (x) =1
fiir alle x € U. Anwendung der Kettenregel auf
oy =idy

liefert also

Sy (@) Jy(2) = Jiay () = 1.
Analog ist Jy(z) o Jy-1(¥(x)) = Jia, (¥(z)) = 1, somit die Matrix Jy(z)
invertierbar mit (Jy ()™t = Jy-1(¢(x)).

14.11 (Satz iiber die Umkehrfunktion/Umkehrabbildung) Es sei U C R™
eine offene Teilmenge, f: U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung und
xo € U derart, dass die Jacobi-Matriz J¢(zo) € R™" invertierbar ist. Dann
existiert eine offene Teilmenge V- C U mit xg € V derart, dass f(V) C R”
offen und flv: V — f(V) ein C'-Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 14.12 Dies ist ein Satz iiber das Auflosen von Gleichungen:
Fir alle y € f(V) existiert genau ein € V derart, dass f(x) = y (ndmlich

z = (flv)"'(y))-
Beispiel 14.13 Wir betrachten die Funktion

f=1(f1, f2): R2 5 R% = (x1,x9) — (21 + sin(x122), To + €"172)
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um die Stelle zy = (0,0). Es ist f(xg) = (0,1). Besitzt die Gleichung
flx1, 1) = (y1, y2) fir (yi,y2) € R? nahe (0,1) immer eine Losung (x1,22)?

Antwort: Ja, dies folgt mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion. Die Funktion
[ ist stetig differenzierbar und hat an der Stelle z = (1, z2) € R? die Jacobi-
Matrix

Ji(z) = ( 1+ xg cos(z122) @1 cos(z1x2) > ‘

Tg 7172 14z ™12

Jr(0,0) = ((1) (1))

die Einheitsmatrix und somit eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber
die Umkehrfunktion gibt es eine offene Teilmenge V' C R? mit (0,0) € V der-
art, dass f(V) offen in R? ist und f|y: V — f(V) ein C'-Diffeomorphismus.
Dann ist (0,1) = £(0,0) € f(V). Fiir y € R? nahe zu (0,1) in dem Sinne,
dass y € f(V), ist also y = f(x) fiir ein x € V (nadmlich fiir x := (f]y) " (y)).

Es ist also

Bemerkung 14.14 Sowohl der Satz iiber implizite Funktionen als auch der
Satz iiber die Umkehrfunktion sind Satze tiber das Losen nicht-linearer Glei-
chungen bzw. Gleichungssysteme.

e Im Falle des Satzes iiber implizite Funktionen haben wir eine Gleichung,
flxy, ..., xh_1,y) = 0, fiir y als Funktion von (xy,...,x,_1).

e Im Falle des Satzes iiber die Umkehrfunktion haben wir ein System von
n nicht-linearen Gleichungen fiir n Unbekannte (x1,. .., z,), ndmlich

fl(xh'"?'rn) = Y

folT1, .o yxn) = Yn
zu gegebenen (yi,...,y,) € R™ nahe f(xo).

14.15 Ist z € R™, so nennt man eine offene Teilmenge W C R™ mit x € W
itbrigens auch eine offene Umgebung von x. Eine Menge V' C R", die eine
offene Umgebung W von x enthélt (also W C V'), nennt man eine Umgebung
von .

Beispiel 14.16 Im Satz iiber die Umkehrfunktion ist V' eine offene x,-
Umgebung und f(V') eine offene Umgebung von f(zy).
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15 Extrema unter Nebenbedingungen

Sei U C R” eine offene Menge und f: U — R eine stetig differenzierbare
Funktion. In der Praxis hat man oft f(z1,...,x,) zu maximieren oder min-
imieren, allerdings nicht fiir beliebige = = (x1,...,x,) € U, sondern nur fiir
diejenigen x € U, die eine Nebenbedingung

g(x1,...,x,) =0

erfiillen mit einer stetig differenzierbaren Funktion g: U — R (oder mehrere
Nebenbedingungen, ¢;(z1,...,2,) = -+ = gm(x1,...,2,) = 0).

Beispiel 15.1 Maximiere f: R* — R, (z,y) — zy auf dem Einheitskreis
S C R?, also unter der Nebenbedingung 2% + y? — 1 = 0.

In diesem Kapitel lernen wir Techniken kennen, mit denen sich solche Ex-
tremwertprobleme unter Nebenbedingungen behandeln lassen. Auflerhalb
der Optimierung kommen die Methoden zum Beispiel auch in der Theore-
tischen Mechanik zum Einsatz.

Parametrisierungsmethode

Zum Beispiel im Falle von zwei Variablen: Wenn man eine Parameterdarstel-
lung x = z(t), y = y(t), t € I C R der Kurve g(z,y) = 0 finden kann, so
bestimmt man fiir die Funktion

F: I =R, tw f(z(t),yt))

mit den (in Kapitel 1 wiederholten) Methoden der Mathematik 1 die Ex-
tremstellen.

Extremalitét von F'(t) ist notwendig dafiir, dass f an der Stelle (z(t),y(t))
extremal ist unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0.

Beispiel 15.2 Im obigen Beispiel 15.1 nimmt die stetige Funktion f: R? —
R, (x,y) — xy auf der kompakten Menge S ein Maximum an. Wahlen wir
die Parametrisierung R — S, ¢ — (cos(t), sin(¢)) und definieren

F(t) := f(cos(t),sin(t)) = cos(t) sin(t),
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so ist F(t) = 3 sin(2t). Wir kénnten nun tiber Untersuchung von 0 = F'(t) =
cos(2t) und F” die Maximalstellen von F' finden. Aber wir wissen ja, wo der
Sinus seine Maximalstellen hat; F'(¢) wird maximal fiir

2t:g+27rk:

mit k € Z, also t = T+ k. Dann ist F(X +7k) = § sin(r /24 27k) = 5. Das
Maximum der Funktion f(z,y) = xy unter der Nebenbedingung g(z,y) =
2?2 +y? — 1 =0 ist also % Das Maximum wird genau an den Stellen

(cos( /4), sin(r/4)) = (%f , %\/ﬁ)
(mit £ =0) und

(cos( /4 + 7, sin(m/4 + 7)) = <—%f, —%\/5)

(mit k£ = 1) angenommen.'®

Explizite Methode

Man kann f(xy, ..., 2,) leicht minimieren oder maximieren unter der Nebenbe-
dingung g(z1,...,x,) = 0, wenn man die Bedingung g(z1,...,x,) = 0 nach
einer der Variablen auflésen kann, zum Beispiel nach z,,. Sei also

Ty =h(z1,. .., 20 1)
mit einer C''-Funktion h. Wir haben dann die Funktion
f(mla vy Tp—1, h(xlv s 7$n—1))

von n— 1 Variablen zu minimieren bzw. maximieren. Die Extremstellen kann
man finden mit der Methode aus Kapitel 11.

Beispiel 15.3 Sei T'(z,vy, 2) = xz — zy fiir (z,y, 2) € R3. Frage: Wo nimmt
T auf der Sphdre

K ={(z,y,2): 2 +y* + 2" = 1}

18 Andere Werte von k liefern die gleichen Punkte wegen der 27-Periodizitit von Sinus
und Cosinus.
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ein globales Mazximum an und wie grof$ ist dieses?

Losung: Weil T'(—z,—y,—2) = T(x,y,z), geniigt es, das globale Maxi-
mum auf der oberen Halbsphére {(z,y,z2) € K: z > 0} zu finden. Fiir
(x,y,2) = (z,y,0) im Aquator wird das Maximum nicht angenommen, denn
es ist T'(z,y,0) = 0 aber zum Beispiel 7'(3v/2,0,2+/2) = 2 > 0. Das Maxi-
mum wird also auf der Menge

M ={(z,y,z) € K: 2 >0}
angenommen, also auf
M = {(x,y, 1—x2—y2> - (z,y) € R? mit 2% + 3% < 1}.

Fiir (z,y) in der offenen Kreisscheibe D := {(z,y) € R*: 2*+y* < 1} konnen
wir nach z auflosen und haben

z=h(z,y) :=+1—a%—y?

wobei h: D — R eine C''-Funktion ist. Einsetzen in T liefert

F:D—R, (z,9)~ f(z,y,h(z,y) = (@ —y)V/1-22 -y

mit
VP = (Vi—e - A e ooy
Lma? =y Vieat =y

1

\/ﬁ((l—ﬁ—y%—(ﬂ?—y)% —(1 =2 —y*) = (z — y)y)
1
= —(1—2:p2—y2—|—xy, —1—|—x2+2y2—xy).

/T— 22 — 2

Somit ist (z,y) € D genau dann ein kritischer Punkt, wenn

1-22° 9y +a2y=0 (71)

und
1—2? =2y + 2y =0. (72)

Ziehen wir (72) von (71) ab, erhalten wir die notwendige Bedingung

_'xz +y2 = 07
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also 22 = y?. Somit ist z = y oder x = —y. Im Falle z = y ist jedoch

F(z,y) = F(y,y) = 0 und wir haben gesehen, dass 0 nicht das Maximum
von T ist. Also muss x = —y sein. Mit x = —y wird aus den Gleichungen
(71) und (72) jeweils

1—4¢y*=0.

Es ist also y = i% und wir erhalten als Kandidaten fiir lokale Maximalstellen

11
—=, = und l,—l .
272 27 2

F(1 —1):1\/5 und F(—1 1):—1 2.

Nun ist
27 2

Also ist %\/5 das globale Maximum von F' und somit auch von 7" unter der
Nebenbedingung 22 + y? + 22 — 1 = 0. Es wird von 7" angenommen an den

Stellen L1l
r=(7 3 37%)

373
und —p.

Methode der Lagrange-Multiplikatoren

15.4 Es set U C R™ offen; f: U — R und g: U — R seien stetig differen-
zierbar. Hat f an einer Stelle a € U ein Extremum unter der Nebenbedingung
g(x) =0 und ist Vg(a) # 0, so gilt

Vf(a) =AVy(a)
fur ein A € R.

Man nennt A einen Lagrange-Multiplikator.

Bemerkung 15.5 Um Extrema von f unter der Nebenbedingung g(z) =0
zu finden, berechne man alle a € U mit g(a) = 0, fiir welche

Vf(a) = AVg(a)

fir ein A € R. Wenn f ein Extremum unter der Nebenbedingung g(z) = 0
besitzt und Vg(x) # 0 fiir alle x € U mit g(x) = 0, so muss unter den
gefunden Punkten a die Extremstelle sein.
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Bemerkung 15.6 Fiir ein praktisches Verfahren betrachtet man die Hilfs-

funktion
L:UxR—=R, (xz,)\)~ f(x)— Ag(z)

mit x = (x1,...,2,). Extremstellen von f unter der Nebenbedingung g(z) =
0 konnen Punkte @ € U mit g(a) = 0 und Vg(a) = 0 sein; oder sie erfiillen
VL(a,\) =0 fiir ein A € R, sind also kritische Punkte von L. Um letzteres
einzusehen, schauen wir uns die partiellen Ableitungen von L an: Wir haben

0 0 19,
Ly = a—i@ 5@

o
oL | 0 0
PN = 2@ -2t
oL

an = —gla)

Die Bedingung V L(a, ) = 0 bedeutet also, dass die Nebenbedingung g(a) =
0 erfiillt ist und V f(a) = A Vg(a).

Beispiel 15.7 Finde die Scheitelpunkte (Punkte mit maximalem bzw. min-
imalem Abstand vom Ursprung) der Ellipse

E = {(z,y) € R*: 2* + xy +y* = 5}.
Wir suchen also Extrema der Funktion
f:R? 5 R, (x,y) e T

unter der Nebenbedingung g(z,y) := 22 +ay+y*—5 = 0. Da E kompakt ist,
nimmt f auf F ein globales Maximum an und auch ein globales Minimum. Da
(0,0) € E, konnen wir f und g als Funktionen R?\ {(0,0)} — R betrachten.
Dies hat den Vorteil, dass

Vy(r,y) = (2v +y,2y + ) = 2(2,1) + y(1,2) # (0,0)

fir alle (z,y) € R?\ {(0,0)} (da die Vektoren (2,1) und (1,2) linear un-
abhéngig sind). Wir betrachten nun die Hilfsfunktion
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L: (RQ\{(()’O)}) XR%R? (l‘,y,)\)'—>f($,y)—)\g<l',y)

=22+ P = AN(2? +ay+y? —5).
Dem gerade diskutierten Vorgehen folgend haben wir kritische Punkte von
L zu finden, berechnen also den Gradienten

VL(z,y,\) = (23: — 22 — My, 2y — Ax — N2y, — (2 + zy +9° — 5)) )

Fiir einen kritischen Punkt muss der Gradient (0, 0, 0) sein, also die folgenden
drei Bedingungen erfillt:

20 —N2x— Xy = 0 (73)
2u—Ar— X2y = 0 (74)
+ay+y* -5 = 0. (75)

Ziehen wir das z-fache von (74) vom y-fachen von (73) ab, erhalten wir die

notwendige Bedingung
A (1.2 - y2) = 07

so dass also A = 0 sein muss oder x = +y. Im Falle A = 0 folgt aus (73), dass
x = 0 und aus (74), dass y = 0 sein muss. Den Punkt (0,0), der nicht auf
der Ellipse liegt, haben wir aber schon ausgeschlossen. Im Fall x = y wird
aus (75) die Bedingung

y*+ y2 +y* =5,
so dass also y? = 2 und y = ++/5/3. Wir erhalten also zwei Kandidaten fiir
Extremstellen

(x1,11) <\/ /D > und (29, y2) = ( \V5/3,—/5 )
Im Fall x = —y wird aus (75) die Bedingung
v =y’ +yt =5,

so dass also y = +4/5. Wir erhalten somit zwei weitere Kandidaten fiir
Extremstellen,

(z3,3) = <—\/5= \/§> und  (74,ys) = (\/_,—\/5) .
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Einsetzen in f liefert

flx,) = f(re,92) = 1—;7 f(@s,y3) = f(x4,32) = 10.
Das Maximum von f unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0 ist also 10 und
es wird an den Stellen (z3,y3) und (x4, y4) angenommen. Das Minimum von
f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 ist 10/3 und dieses wird an den
Stellen (x1,y1) und (z2,y2) angenommen. Die Scheitelpunkte sind (z;,y;)
mit j € {1,2,3,4}.

Wir erwahnen, dass die Methode der Lagrange-Multiplikatoren in geeigneter
Form auch angewandt werden kann, wenn mehrere Nebenbedingungen vor-
liegen.

15.8 Es sei U C R” offen und es seien f: U — R sowie ¢1,...,9m: U = R
stetig differenzierbare Funktionen. Wir suchen Extrema von f unter den
Nebenbedingungen

gi(x) =+ = gm(z) =0, (76)

mit * = (x1,...,x,) € U. Praktisches Vorgehen: Man betrachtet die Hilfs-
funktion

L:UXR" R, (2,M,.. ) = fla) = D> Ng;().
j=1

Dann gilt: Die Extremstellen von f unter den Nebenbedingungen (76) sind
unter denjenigen a € U zu finden, fir welche

VL(a A\, .., ) = (0,...,0)

fiir gewisse A1, ..., A\ € R gilt; oder aber gi(a) = -+ = gn(a) = 0 ist und
die Vektoren Vgi(a),...,Vgmn(a) nicht linear unabhdingig sind.

Ein Beispiel lernen wir in der Ubung kennen.
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16 Iterationsverfahren

Ist f: A — R? eine Funktion auf einer Teilmenge A C R?, so nennen wir ein
a € A einenFizpunkt von f, wenn

f(a) = a.

In diesem Kapitel soll zunéchst erlautert werden, wie Fixpunkte naherungsweise
(etwa mit dem Computer) berechnet werden konnen. Anschlieflend wird
eine Methode zur approximativen Berechnung von Nullstellen vorgestellt (ein
vereinfachtes Newtonverfahren).

Approximative Berechnung von Fixpunkten

Definition 16.1 Es sei f: A — RY eine Abbildung derart, dass f(A4) C A
(eine sogenannte Selbstabbildung von A). Wir nennen f eine Kontraktion,
wenn ein L € [0, 1] existiert mit

lfly) = f(z)] < Ly — x| fir alle z,y € A.
Ein solches L wird eine Kontraktionskonstante fiir f genannt.

Ist f: A — A eine Selbstabbildung, so konnen wir f beliebig oft iterieren:
Fir x € A definieren wir

)=z, flz)=f(2), f2)=[f(f@), [(2)=[f(f(f(2))
und rekursiv f(z) := f(f"(z)) fir alle n € N.

16.2 (Banachscher Fixpunktsatz). FEs sei A # () eine abgeschlossene Teil-
menge von R und f: A — A eine Selbstabbildung von A, welche eine Kon-
traktion ist. Sei L € [0, 1] eine Kontraktionskonstante fir f. Dann gilt:

(a) f hat genau einen Fizpunkt a € A.
(b) Fiir jedes xo € A gilt lim,,_, f™(x0) = a.

(c) Es gilt folgende a priori-Abschitzung: Fiir alle n € Ny ist

1-L

|f"(x0) —a] <

| f (z0) — 2o
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Bevor wir den Satz beweisen, schauen wir ein Beispiel an.

Beispiel 16.3 Zeigen Sie, dass die Abbildung

1 1 1
f: [O, 5] — [0, 5] . T 3 cos(x)

genau einen Fz’xpunkt a besitzt. Finden Sie einen Ndaherungswert fir a, der
um weniger als W abweicht. Finden Sie auch eine Dezimalzahl mit zwei
Stellen hinter dem Komma, deren genannte Dezimalstellen mit denen von a
tbereinstimmen (so dass wir dann also a auf zwei Stellen hinter dem Komma
genau kennen).

Losung. Fir « € [0, 3] C [0,7/2] ist 0 < cos(z), also 1 cos(z) € [0, 3]. Somit
ist f eine Selbstabbildung von [0,1]. Fiir alle z,y € [0,3] mit z < y gilt

wegen f'(t) = —1 sin(¢) mit |f'(t)] = 3 sin(?)
dt' /|f )| dt = /%sin(t)dtS(y—x)Sh;i,

da sin |[07%] monoton wachsend ist. Mit L = 1sini = 0,2397127693 < 1 ist
also

[f(y) = f(2)] =

|f(y)—f(:c)!§L\y—:C\ fiir alle x7y€[17%]'

Wir haben gezeigt, dass f eine Kontraktion ist mit der Kontraktionskon-
stanten L. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f also genau einen
Fixpunkt a und es gilt

a= lim f"(xo)

n—o0

fir jedes zp € [0, %] Um a naherungsweise zu berechnen, starten wir mit
zo := 3 und berechnen z, = f"(z¢) = f(z,_1) fir kleine n € N. Im
Rahmen der Rechengenauigkeit des Taschenrechners ist

1 1
T1=35 coS 5= 0,43879128094,

also
|z1 — x| = 0,06120871906

in der a priori-Abschatzung




Um die erste Aufgabe zu l6sen, wollen wir die rechte Seite < machen,

was fur alle n > 2 der Fall ist, denn es ist

L
100

Lo L
— — 1
11 |z1 — x| = 0,08050736166, 11

|21 — 20| = 0, 01929864261,

L2
1-L

1
|21 — 20| = 0,00462613106 < —

B = 100°

Die Zahl 4
2= cos(z1) = 0,45263292166

1

100 ab. Genauer ist a im

weicht vom Fixpunkt a als bereits um weniger als
Intervall [z5 — Ag, 25 + As], also in

[0,4480067906, 0,45725905272].

Die zweite Nachkommastelle von a konnte also statt 5 vielleicht auch 4 sein,
dies konnen wir noch nicht ausschliefen. Und die nachste Approximation ist

1
13 = 5 cos(2) = 0,44964937621.

Jedoch ist ]
T4= g cos(x3) = 0,45029977813

und Ay := L% |z — 20| = 0,00026582772, also a im Intervall
[xg — Ay, xqy + Ay] = [0,45003395041, 0,45056560585 |.
Die zweite Nachkommastelle von a muss also 5 sein, es ist
a=0,45...

und sogar a = 0,450... mit weiteren uns noch nicht bekannten Nachkom-
mastellen.

Fiir ein etwas vollstandigeres Bild zur Konvergenzgeschwindigkeit zeigt Ih-
nen die folgende Tabelle die Zahlenwerte von z,, und A, := %Wl — x| fiir
n €40,...,10}, sodass also |a—z,| < A, aufgrund der a priori-Abschétzung.
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Ln

| A

0,5

0,08050736166

0,43879128094

0,01929864261

0,45263292166

0,00462613106

0,44964937621

0,00110894268

0,45029977813

0,00026582772

0,45015833437

0,00006372229

0,45018911053

0,00001527504

0,45018241484

0,00000366162

0,4501838716
0, 45018355466
0,45018362361

0,000000877738085
0,000000210405027
0,0000000504367717

|| g|o| o kx| w| |~ oS

—_
e}

Wir entnehmen der Tabelle, dass a = 0,450183. .., denn es ist
a € [z10 — Ayg, x10 + A10] = [0,45018357317, 0,45018367404 .

16.4 Beweis des Fixpunktsatzes. Es sei zo € A. Fiir n € N definieren wir
rekursiv

Ty = f(@n_1),

so dass also z,, = f"(zo). Wir zeigen zunéchst, dass

|z — x| < L™ |2y — o] fiir alle n € Ny.

(77)
Induktionsanfang: Es gilt |z1 — x| = 1|z — x| = L° |21 — 2o| < LY |21 — 20].
Gelte nun fiir ein n € Ny bereits |z, — z,| < L™ |z — x0|. Dann folgt

| Tnro—tni1| = [f(@n1) = f(2n)| < Llwn—an| < LL" |o1—| = L™ 2 —20],

wie benotigt.
Nun zeigen wir, dass

L’I”L
<
~1-L

|1 — x| fiir alle n,m € Ny.

(78)

Fir m = 0 ist die linke Seite 0, die Abschétzung somit trivial. Sei nun

189



m > n. Dann gilt

m—1 m—1
|Tntm — Tn| = (Tntja1 — Toag)| < Z |Tntjt1 — Tntsl

j=0 7=0
m—1 m—1

S Ln+j |.I'1 - (L’Q| = L" Z Lj |I‘1 - (L’()|
j=0 j=0
1—-Lm L

= Ln 1—L |$1—I’0| S 1_L|[L'1—ZL‘Q|,

wie benotigt. Hierbei wurde zunachst x,, ,,—x,, als Teleskopsumme geschrieben
und diese mit der Dreiecksungleichung abgeschitzt. Dann wurde (77) be-
nutzt zum Abschatzen der Summanden und anschlieBend die geometrische
Summenformel fiir Partialsummen der geometrischen Reihe benutzt.

Da lim,, ,o, L™ = 0, gibt es fiir jedes € > 0 ein N € N derart, dass

Ln
1-L

|zy — x| < e fiir alle n > N.

Fiir alle n > N und k£ > n gilt mit m := k — n also

n

1-L

|z — Zn| = |Tnim — Tn] < |z — o] < €.

Also ist (2,)nen eine Cauchyfolge in R? bzw. jede der Komponenten eine
Cauchyfolge in R, weswegen z,, gegen ein a € R? konvergiert. Da z,, € A fiir
alle n € Ny und A in R? abgeschlossen ist, folgt a = lim,_,o =, € A. Da f
stetig ist, folgt

fla)=f ( lim xn> = lim f(z,) = lim 2,41 = aq,
n—oo n—oo n—oo

da (Z,41)nen als Teilfolge von (z,,),en ebenfalls gegen a konvergiert. Also ist

a ein Fixpunkt von f. Mit m — oo folgt aus (78) die Ungleichung

LTL

la — z,| <

so dass also die a-priori-Abschéatzung gilt. Ist b € A ebenfalls ein Fixpunkt
von f, so gilt
la—b] =[f(a) = f(b)| < L|a—b,

190



also
(1—-L)|la—0b] <0.

Wiére a # b, so wire |a—b| > 0, wegen 1 — L > 0 also auch (1—-L) |a—b| > 0,
Widerspruch. Also muss a = b sein, der Fixpunkt von f ist also eindeutig.

Vorbereitende I"Jberlegungen

Ist F': U — R™ eine C'-Funktion auf einer offenen Menge U C R", liefert und
der Mittelwertsatz eine Integralformel fiir f(y)— f(x) fiir alle z,y € U, deren
Verbindungsstrecke in U enthalten ist. Es ist niitzlich, eine Bezeichnung fiir
Mengen zu haben, in denen diese Bedingung immer erfillt ist.

16.5 Eine Teilmenge U C R™ heifit konvex, wenn fiir alle z,y € U ihre
Verbindungsstrecke in U enthalten ist, also

r+tly—x) €U firalle ¢t €]0,1].

Beispiel 16.6 Fir alle xy € R™ und r > 0 ist die offene Kugel B,(xq) =
{z € R": |x — x| < 1} konver.

Sind némlich z,y € B,(xg), so ist |z — x¢| < r und |y — xo| < r. Fiir alle
t €10,1] ist xy = tzg + (1 — t)x, also
lz+tly—x)—zo| = [ty+ (1 —t)z —taxeg— (1 —1t)zo
<ty — o) + (1 =) (2 — o)
= tly—xo| + (1 —1) |z — o
< tr+(1—t)r=r.
Somit ist x + t(x — y) € B,(x).
Analog sieht man, dass abgeschlossene Kugeln B, () stets konvex sind.

Die Operatornorm einer Matrix A = (a;;) € R™*" ist sehr praktisch, da sie
uns fiir jeden Vektor x € R™ die Abschéatzung

|[Az| < [[Allop ||

ermOglicht. Fiir praktische Rechnungen wiirden wir aber gern || A||,, mit Hilfe
der Betrage |a;;| der Matrixeintrage nach oben abschétzen kénnen. Indem
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wir den Vektorraum R™*™ der m x n-Matrizen mit R™"” identifizieren, namlich

T mn
(@117“-7&171’&217-"a&2n7-"a&ml>-"aamn) ER )

konnen wir einer Matrix ihre euklidische Lange zuordnen,

Niitzlich ist auch das Maximum der Betrage der Matrixeintrage,
|Alloo := max{|a;;|: i=1,...,m; j=1,...,n}.

Fiir einen Spaltenvektor x = (z1,...,7,)T € R™ benutzt man entsprechend
manchmal seine sogenannte Maximum-Norm

|%]|co := max{|z1], ..., |xal}

Es gilt
17]loo < 2] < V|20 fiir alle z € R, (79)

denn fiir jedes j € {1,...,n} ist

75| = /o <y Jat+ o+ ap = af;

Bildung des Maximums iiber alle j liefert ||z|ls < |z|. Da 23 < (||#]|o)?, ist
umgekehrt

2l = \Je 4402 < VTl + o 2l < Vil

mit n Summanden in der Wurzel.

16.7 Fiir jede m x n-Matriz A = (a;;) gilt
[Allee < |A[ und  [A] < 7 [[A]. (80)

Weiter gilt
[Alloe < |Allop < nm [[A]lcc.
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Es ist (80) ein Spezialfall von (79). Fir alle (4,j5) € {1,...,m} x{1,...

ist wegen |e;| =1 <1

[Allop = |Ae;| =

m
E Qj €k
k=1

m
Zaij >/ a?j = |aij].
k=1

Ubergang zum Supremum in (4, j) liefert

[Alloo < | A]lop-
Ist 2 = (z1,...,2,)7 € R" mit |z| <1, s0 ist |x;| <1 fiir allei € {1,...
somit
m n m n
el = 13D ayajel <)) laye; el
i=1 j=1 i=1 j=1
m n
= > > layl
I A <
m n
< 33 Al = nm [|A]| e
i=1 j=1

Ubergang zum Supremum in z liefert ||Alop < nim || A oo

Approximative Berechnung von Nullstellen

;n}

Wir erlautern nun, wie sich unter geeigneten Voraussetzungen Nullstellen
approximativ berechnen lassen mit einem vereinfachten Newtonverfahren.
Zunachst geben wir eine grobe Idee des eigentlichen Newton-Verfahrens.

16.8 Im Falle differenzierbarer Funktionen f: R — R einer Variablen funk-
tioniert das Newton-Verfahren (das manche von Ihnen aus der Schule kennen)
wie folgt: Kennen wir bereits ein xy € R nahe einer Nullstelle a von f und

ist f'(zo) # 0, betrachten wir die Tangente
y = f(xo) + f'(z0)(x — o)

der Funktion f um die Stelle 2y und suchen deren Nullstelle 21 (in der Hoff-
nung, damit der Nullstelle @ néher zu kommen als mit xy). Wir haben also

0= f(xo) + f'(0) (w1 — 20)
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aufzulosen nach x; und erhalten

MU i (o)
(o)
Man macht nun so weiter, definiert also
oy = 1y — f(z1)
f'(z1)
und rekursiv z,,, = x, — % fir n € N. Unter geeigneten Vorausset-

zungen konvergieren dann die Punkte z,, gegen die Nullstelle a (und sogar
sehr schnell, im Falle einer C?-Funktion f hat man sogenannte “quadratis-
che Konvergenz”). Bei einem wvereinfachten Newtonverfahren arbeitet man
durchgehend mit f’(z¢) statt mit f'(x,), betrachtet stattdessen also

T )

Im allgemeinen ist die Konvergenz gegen a dann nicht ganz so schnell, das
Verfahren ist mathematisch aber viel einfacher zu behandeln (eine Konver-
genzuntersuchung des Newton-Verfahrens wire fiir uns recht anstrengend).
Im Falle eine Funktion f: R? — R? nimmt man entsprechend

Tn+l = Tp — Jf(xn)il(f@n))

im Falle des Newtonverfahrens und

Tpt1 = Tp — Jf(x(J)il(f(xn))

im Falle des vereinfachten Newtonverfahrens. Fiir das vereinfachte Verfahren
finden Sie im folgenden sowohl Beispiele als auch einen Konvergenzbeweis
unter geeigneten Voraussetzungen.

16.9 Es seizg € R, r >0 und f: B.(xg) — R eine stetige Abbildung, die
auf By (xg) stetig differenzierbar ist. Wir nehmen an, dass die n x n-Matriz
J(xo) invertierbar ist und

1

< ) T ®Y

o = sup {||Jf(:B) — Ji(0)||op: € Br(%)}
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also ist 0 .= m — o0 > 0. Dann gilt
Bo,(f(x0)) S f(Br(x0))-
Ist |f($0)| S 0T7

so0 ist 0 € By.(f(x0)) und somit hat f eine Nullstelle a. Diese lisst sich

berechnen als
a= lim g"(zo)
n—oo

mit g: B,(x0) = By(w0), x = x — Jp(z0) "1 (f ().

Beispiel 16.10 Zeigen Sie, dass die Funktion

11 1 1
f: {—5,5} — R, a:»—>x+gcos:c—ze‘”/2

eine Nullstelle hat und geben Sie eine Iterationsvorschrift an, mit der diese
approzimativ berechnet werden kann.

Fir z im Definitionsbereich ist

fl@)=1- % sin(z) — %69:/2’
also o
fO)=1-2=¢
und somit , i
IEORIEANE
Weiter gilt fir alle z € [—%, %]
|f'(x)=f'(0)| = % sin(z) — % (2 —1)| < %Jr%(emﬂ) < %%g _ 241-5035

unter Benutzung der Dreiecksungleichung und der Abschitzung e'/* = 1,2840254 ... <

%. Also ist

o = sup{|f'(x) = f(O)]: v € [-1. 1]} <

195



und somit

1 7 7T 1 3
0=—————0==-—02><-—=-=-_.
7O T8 T8 3 s
Mit r := % gilt nun
1 1 1 3
0)=|=—>|==<=<or
70) '5 4’ 20 =16~
Nach 16.9 hat f also eine Nullstelle a in [—3, 5] und es ist
a= lim ¢"(0)
n—oo

mit g: [<3.4] = [}, 4 o v @ — fG = 0 — (@)

Beispiel 16.11 Wir betrachten die Funktion
1 1
: R* —» R? = ( — = )
/ - ey = (w4 55 cos(y)y + 5 cos(a)

Wir wollen kliren, ob f in der abgeschlossenen Einheitskugel B;(0,0) C R?
eine Nullstelle besitzt. Es ist

Jf(xay):< L @ —%Siin(y) )

1 -
21 S1n

also J;(0,0) = 1 die Einheitsmatrix. Weiter gilt fiir alle (z,y) € R?

( isi(il(l‘) 2—1081011(3/) )

< 4 max{|sin(y)|/20,|sin(z)|/24} <

175 (2, y) = J5(0,0)]lop =

op

1
5 )
nach 16.7. Insbesondere ist

1 1
o = sup{[|J5(x,4) = J5(0,0)|lop: (z,y) € Bi(0,0)} < - < 1= —
d d P ' 5 17£(0,0)[|op

und 0 := m — 0 >4/5. Nun ist f(0,0) = (1/20,1/24), somit

1£(0,0)] = V/(1/20)2 + (1/24)2 < /(1/20)2 + (1/20)% = \/52-% <ot_ L

<
20 10 —

4
- <#6r
5
mit 7 := 1. Nach 16.9 hat f|g, ) eine Nullstelle a und diese ist

a= lim z,

n—oo

mit zg := (0,0) und z,41 := x, — f(x,) fiir n € N.
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16.12 Beweis fiir 16.9 (vlird in der Vorlesung iibersprungen). Wir kiirzen
A = Jg(x) ab. Fir y € By, (f(z0)) haben wir

y = f(wo) +6

mit § := y — f(zo), wobei § die Lénge |0| < Or hat. Wir betrachten die
Abbildung B
g: Bo(z) =R,z — AN f(2) —y).

Wir zeigen nun, dass g eine Selbstabbildung von B, () ist und zudem eine
Kontraktion.

Zunachst betrachten wir das Restglied

R(z) = f(z) — f(x0) — Az — 20) (82)
in der affin-linearen Approximation

f(@) = fzo) + Az — 20) + R(x).

Wir entnehmen der Formel (82), dass R stetig ist, R(xo) = 0 und zudem R
auf B,(xq) eine C'-Funktion ist mit Jacobi-Matrix

Jr(z) = Jp(z) — A
fir alle z € B,(xg), so dass also
[ TR(@)]lop < 0

Der Mittelwertsatz in Integralform zeigt nun, dass fiir alle x, z € B,(zg)

R(z) — R(2)| — A(h@+dx—@Xx—@dt

1
gl/Hh@+ﬂx—@NMx—dﬁ§UM—zL
0

Dann gilt
|R(z) — R(2)| < olz — 2| fiir alle z, z € B,(zy),

denn wéhlen wir eine Folge ¢,, € [0, 1[ mit ¢, — 1 fiir n — oo, so gilt so ist
Ty 1= xg + tp(x — x9) € By(mg) und z, := x¢ + t,(2 — x9) € B,(xg) fiir alle
n € N und es gilt

lim x, =2 und lim z, = z.
n—oo n—o0
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Da R stetig ist, ist also
R(z) = lim R(z,) und R(z)= lim R(z,).

n—oo n—oo

Nun gilt fiir jedes n € N
|R(z,)—R(z)| < 0 |xn—2,| = 0 |xo+t,(x—20)—20—t,(2—20)| = Oty |T—2].
Mit n — oo folgt, dass |R(z) — R(z)| < o |z — z|.
Da R(z) = 0, gilt insbesondere fiir alle z € B,.(x0)
|R(z)| = |R(x) = R(zo)| < 0|z — ol
Es ist g(B,(70)) C B,(x0): Fiir x € B,(z0) ist nidmlich
l9(z) — x| = |z — AT f(2)+ A7y — ]
= |A Ar — AN f(z) + A7 (o) + A6 — AT A

IA™ lop Az — f(2) + f(z0) + 8 — Aol
A lop (1 () = f(z0) — Az — z0)| +[9])
1A= lop (IR(2)] + [0])
A lop (o7 + 0r) =7 [A7 lop (0 +0) =7

~——

=1/1lA"lop

VAN VAN VAN VAN

unter Benutzung von |R(z)| < 0|z —xo| < o,

Man beachte, dass o < m nach (81). Multiplikation beider Seiten mit
| A=Y op liefert
L = ||[A Y opo < 1.

Wir zeigen nun, dass g eine Kontraktion ist mit Kontraktionskonstante L.
In der Tat gilt fiir alle x, z € B,(x)

9(z) —g(z)] = 2= AT (f(z) —y) —2z+ A7 (f(z) —y)|

2 =2 — AT (f(2) - f(2))]
[ AT (f(2) — Az — (f(2) — A2))|

< A lop [f(2) = Az — (f(2) — A2)|

= [JA  lop 1f (@) = f(z0) = Az — m0) — (f(2) — f(20) — Alz — 20))]|
= A7 lop |R(z) — R(2)]

< A epo |z +2| =Lz — 2|
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Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g genau einen Fixpunkt a. Man
beachte, dass fiir a € B,.(zg) dquivalent sind:

a=gla) & a=a-A(fa)-y) & fla)=y.
Also gibt es genau ein a € B, (1) (ndmlich den Fixpunkt von g) mit f(a) = v.

Bemerkung 16.13 Ist f = (f1,..., fa): B.(zo) — R? stetig auf B, (z¢) C
R? mit 7 > 0 und x5 € R? und zudem f stetig differenzierbar auf B, (zy), so
kann man fiir jedes € > 0 ein s €0, ] finden mit

sup{[| /'(z) — f'(zo)llop: = € Bs(wo)} < e.

Ist f'(zo) invertierbar, kénnen wir durch Verkleinern von r also immer erre-
ichen, dass

1
< TETTr
1/ (o)~ lop

wie in 16.9 benotigt. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen gibt es
namlich ein s €0, r] derart, dass

Ofi Ofi
817]' (x) B 81’]'

sup{||f'(z) — f'(zo)llop: = € B —r(x0)}

€
(z0)] < P2
fir alle 4,j € {1,...,d} und alle x € Bs(zp). Nach 16.7 gilt dann
£
175 () = Ty (xo)llop < & =5 =

fir alle z € Bg(xo).
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17 Gewohnliche Differentialgleichungen

Zeitabhangige Grofien lassen sich oft durch Differentialgleichungen beschreiben.
Diese werden in Natur- und Ingenieurswissenschaften standig benutzt.

Grundbegriffe und erste Beispiele
Beispiel 17.1 (Ein Populationsmodell/Exponentielles Wachstum).

Wir betrachten eine Population von Bakterien in einer Petrischale. Zu einer
festen Zeit to (zu der wir die Beobachtung beginnen) gebe es N(ty) = Ny > 0
Bakterien. Wie grof§ ist die Zahl N(¢) der Bakterien zu einer beliebigen
Zeit t? Wir modellieren das Problem wie folgt: Da N(t) sehr grof ist und
gezeichnet von einer Kurve nicht zu unterscheiden wére, machen wir die ver-
einfachende Annahme, dass N (t) eine stetig differenzierbare Funktion von ¢
ist.  Wir machen weiter die Annahme, dass die Anderungsrate/Ableitung
N'(t) zur Zeit t proportional zu N (t) ist (liegen z.B. doppelt so viele Bakterien
vor, erwarten wir die doppelte Zuwachsrate).'® Mit einer reellen Konstanten

a > 0 ist also
N'(t) = aN(t). (83)

Um die Gleichung zu l6sen, teilen wir duch N(¢) > 0 und erhalten

N d

Integrieren beider Seiten von ty bis ¢ liefert

N(1)

alt —tg) =In(N(t)) — In(N(tp)) = In Ny

Wir wenden die Exponentialfunktion auf beide Seiten an und 16sen nach N ()
auf, mit dem Ergebnis

N(t) = Nyet=to), (84)

Dann ist N(ty) = Noe® = Ny und in der Tat (unter Benutzung der Ketten-
regel)
N'(t) = aNge®t=t) = aN(t).

YDies ist verniinftig, so lange die Polulation nicht zu grof ist, so dass ausreichend
Néhrstoffe und Platz zur Verfiigung stehen.
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Die durch (84) gegebene Funktion N: R — R 16st also die Gleichung (83)
unter der Anfangsbedingung N (ty) = Ny und ist die einzige solche (stets pos-
itive) Funktion (da wir in jedem Schritt des Rechenwegs nur Schlussfolgerun-
gen gezogen haben). Nach (84) zeigt die Bakterienpopulation exponentielles
Wachstum. Da N(t) — oo fiir t — oo, ist die Losung fiir grofie t iibrigens
nicht realistisch und unsere Modellierung war zu schlecht (in eine Petrischale
passen nicht beliebig viele Bakterien).

Im vorigen Beispiel haben wir eine Differentialgleichung geldst (genauer: ein
Anfangswertproblem). Die Begriffe sind wie folgt:

Definition 17.2 Eine Differentialgleichung (erster Ordnung) in R™ ist eine
Gleichung der Form

y'(t) = f(ty(t)) (85)

(oder kurz: 3 = f(t,y)) mit einer gegebenen Funktion f: U — R™ auf einer
Teilmenge U C R x R™. Eine Ldsung der Differentialgleichung (85) ist eine
C'-Funktion ¢: I — R"™ auf einem nicht entarteten Intervall / C R derart,

dass
(t,p(t)) e U firalletel

und

&(t) = f(t,¢(t) firallet el

Definition 17.3 Gegeben f wie zuvor und (tg,y0) € U C R x R™ nennt
man eine Losung ¢: I — R™ der Differentialgleichung (85) eine Ldsung des

Anfangswertproblems
{ y = fty)
Y

(tO) - Yo,
wenn zudem ty € I und ¢(ty) = yo gilt.

Bemerkung 17.4 (a) Wir betrachten ausschliefllich explizite Differential-
gleichungen der Form (85), nicht implizite Differentialgleichungen der Form

(b) In der Literatur spricht man oft lediglich im Falle n = 1 von Differential-
gleichungen, im Falle n > 2 von Systemen von Differentialgleichungen.
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(c) Spéter betrachten wir auch Differentialgleichungen héherer Ordnung, der
Form

y ™ () = fty(0), 9 (0,5 (1), ...y V().

(d) Die von uns betrachteten Differentialgleichungen sind gewdéhnliche Differ-
entialgleichungen, wir suchen also Losungen ¢ — ¢(t), die Funktionen einer
reellen Variablen sind. Sucht man hingegen Funktionen ¢ mehrerer Variablen
und stellt Gleichungen unter Benutzung partieller Ableitungen auf, so spricht
man von einer partiellen Differentialgleichung; solche Gleichungen sind nicht
Gegenstand dieser Vorlesung. Ein Beispiel ist die Laplace-Gleichung

_ P 0%

0= 2%
8x2+8y2’

deren Losungen sogenannte harmonische Funktionen (x,y) — ¢(z,y) sind.

(e) Wir kiirzen “Differentialgleichung” mitunter als “DGL” ab und “An-
fangswertproblem” als “AWP.” Im Englischen kiirzt man “ordinary differen-
tial equation” als “ODE” ab, “partial differential equation” als “PDE”.

17.5 (Fortsetzung von Beispiel 17.1).
In Beispiel 17.1 haben wir also das Anfangswertproblem

{y’(t) = f(t,y(1)),
y(to) = No

gelost mit der durch f(t,y) = ay gegebenen Funktion. Was wir als Defi-
nitionsbereich U von f nehmen, haben wir nun zu prazisieren. Natiirliche
Wahlen sind U := R x R oder (weil die Losung iiberall positiv sein soll)
U := Rx]0,00[. Die Formulierung in Beispiel 17.1 war noch unprézise und
unvollstiandig, da der Definitionsbereich nicht angegeben wurde.

Beispiel 17.6 (Radioaktiver Zerfall). Wir betrachten eine Probe einer ra-
dioaktiv zerfallenden Substanz. Die Anzahl der Atome der Substanz zur
Zeit t sei N(t) > 0 (wobei wir wieder ndherungsweise N als stetig dfferen-
zierbare Funktion annehmen) und zu einer Anfangszeit to liegen Ny Atome
vor. Modellierung: Wir nehmen an, dass N’'(¢) proportional zu N (t) ist, mit
einer negativen reellen Proportonalitdtskonstanten —k (mit & > 0). Zu 16sen
haben wir also das Anfangswertproblem

N'(t) = —kN(t),
{N(to) = N().
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Der gleiche Rechenweg wie in Beispiel 17.1 zeigt, dass es auf R genau eine
iiberall positive Losung gibt,

N(t) = Nye kt=to),
Die Zahl der Atome nimmt also exponentiell ab.

Wir betrachten nun drei Arten von gewohnlichen Differentialgleichungen,
fiir welche elementare Losungsmethoden bekannt sind. Dies sind zum einen
homogene sowie inhomogene lineare Differentialgleichungen. Zum anderen
betrachten wir sogenannte Differentialgleichungen mit getrennten Variablen,
von der Form ¢/(t) = g(t)h(y(t)).

Homogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 17.7 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

Y (t) = a(t)y(t) + b(t),

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist und a: J — R sowie b: J — R
stetige Funktionen. Ist b(t) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

y'(t) = at)y(t),

so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heiflt die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist a eine
konstante Funktion, also einfach

y'(t) = ay(t) + (1),

so spricht man von einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung mat
konstanten Koeffizienten.

17.8 (Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung). Es sei J C R
ein nicht entartetes Intervall und a: J — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Fir jedes to € J und yo € R ist
¢o:J =R,
t— 1 elio als) ds (86)
eine auf ganz J definierte Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = a(t)y(t)

y(to) = o
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(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist [ C J ein nicht entartetes Intervall
mit tg € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems

aus (a), so gilt v = ¢|.

Beweis fiir (a): Es ist ¢(tg) = yoe® = yo und Ableiten mit der Kettenregel
zeigt, dass

t t t
&' (t) = yo e o 45) ds% / a(s)ds = yo e o 45) dsa(t) = a(t) ¢(t).
to

Also 16st ¢ die Differentialgleichung und auch das Anfangswertproblem.
(b): Nach (a) ist
Vi J =R, tey ehod®@ds

eine Losung der DGL (mit ¢ (tg) = 1); weiter ist ¢ = yp1). Beachten Sie,
dass ¢(t) # 0 fir alle t € J. Wir kénnen also die Funktion

. (1)
h: I — R, tHW

betrachten. Wir leiten mit der Quotientenregel ab; da v und 1 Losungen der
Differentialgleichung sind, ergibt sich fiir jedes t €

W) = (') = rOY'[R) _ a®)y@)y(E) = alt)y(D)(t)
»(t)? b(t)?

Die Funktion A ist also konstant, mit dem konstanten Funktionswert

= 0.

t
hito) = v (to) Yo
Also ist % = 7o und somit
V() = yo(t) = o(t).

Beispiel 17.1 und Beispiel 17.6 waren bereits Beispiele fiir homogene lineare
Differentialgleichungen, mit konstanten Koeffizienten. Schauen wir uns ein
Beispiel an, bei dem nicht konstante Koeffizienten vorliegen.
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Beispiel 17.9 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung ¢ des Anfangswert-

problems
{ y(t) = ty)
y(0) = 5
Loésung: Nach 17.8 (a) ist
o(t) = yo el "

mit to = 0, yo = 5 und a(s) = s, also

o(t) = 5elosds — 56t°/2

Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

17.10 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung). FEs seien
J C R ein nicht entartetes Intervall und a: J — R sowie b: J — R stetige
Funktionen. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Fir jedes ty € J und yo € R ist die
auf ganz J definierte Funktion ¢: J — R,

t t
gb(t) = (yO +/ b(T)e_ fto a(s)ds dT) efto a(s)ds
to

eine Losung des Anfangswertproblems

{710 = alino+40 -

y(to) = Yo

(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall
mit to € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems
aus (a), so gilt v = ¢|.

Beweis fiir (a): Wir suchen eine Losung der Form
¢(t) = c(t)n(?),

wobei n(t) = elio 9% gine Losung der zugehérigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung v/(t) = a(t)y(t) ist (diesen Ansatz nennt man auch “Varia-
tion der Konstanten.”) Dann ist ¢(tg) = yo und

¢'(t) = ¢ (t)n(t) + c(t)y' (t) = < (O)n(t) + c(t)a(t)n(t). (88)
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Wir setzen ¢/(t) aus (88) und ¢(t) = c(t)n(t) in (87) ein und erhalten die
Bedingung
c(t)n(t) + c(t)a(t)n(t) = a(t)c(t)n(t) + b(t),

also

also .
(1) = b(tmt) ™ = b(t)e 0@ fir alle t € J.

Aquivalent hierzu ist

t
c(t) =yo+ / b(r)e T fiir alle ¢ € J,

to

was den Beweis fiir (a) beendet.

(b): Wir betrachten h: I — R, t — y(t) — ¢(t). Dann ist h(ty) = yo—yo = 0.
Weiter gilt

() =+'(1)=¢'(t) = a(t) () +b(t) = (a(t)o(t)+b(t)) = a(t) (v()=¢(t)) = a(t) h(t).

{y'(t) = a(t)y(t)
y(to) = 0

und diese ist nach 17.8 h = 0. Also ist v = ¢|.

Bemerkung 17.11 (a) In der Situation von 17.10 sind die auf .J definierten
Losungen der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung v/ (t) =
a(t)y(t) von der Form
t
c efto a(s)ds

mit einer Konstanten ¢ € R (dem Anfangswert yo zur Zeit ¢y). Beim Ansatz
der “Variation der Konstanten” wird die Konstante ¢ durch eine Funktion
c(t) ersetzt.

(b) Es diirfte vielen leichter fallen, sich den Ansatz der Variation der Kon-
stanten zu merken und anzuwenden als die fertige Endformel aus 17.10 (die
sich aus dem Ansatz jederzeit wieder herleiten lésst).
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Beispiel 17.12 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten). Wir betrachten den Spezialfall einer linearen Dif-
ferentialgleichung der Form

y'(t) = ay(t) + b(t),

wobei b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten Intervall
J C R ist und a € R eine feste reelle Zahl. Gegeben t, € J und y, € R ist
die auf J definierte Losung des Anfangswertproblems

{ y(t) = ay(t)+0(t)
y(to) = Yo
dann die Funktion v: J — R,
¢
v(t) = (yo +/ b(r)e (Tto)a dT) elt=to)a,
to
Dies konnen wir (wenn gewiinscht) noch umformen zu

t
y(t) = eltto)ay, 4 / et =map(1) dr. (89)

to

Differentialgleichungen in getrennten Veranderlichen

17.13 Es seien J C R und K C R offene Intervalle, g: J — R eine stetige
Funktion und h: K — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) > 0 fiir alle
y € K oder h(y) < 0 fiur alle y € K. Gegeben tg € [ und yy € K wollen wir
das Anfangswertproblem

{y'(t) = g(t) h(y(t))
y(to) = Yo

l6sen.

17.14 Kochrezept. Man schreibe

dy

— =g(t)h

U — g1) hy),
gehe formal zu

dy

=2 = g(t)dt
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iiber und integriere beide Seiten:

v t
——dr = / qg(s)ds.
[ e = ) o

Man berechne die Integrale und l6se nach y(t) auf.

Eine mathematische Begriindung (die in der Vorlesung tibersprungen wird)
finden Sie in einem Anhang am Kapitelende. Unter der oben gemachten Vo-
raussetzung, dass h(y) stets positiv oder stets negativ ist, sind die Losungen
des Anfangswertproblems iibrigens wieder eindeutig.

Beispiel 17.15 Ldsen Sie das Anfangswertproblem

{y’(t) = ty(t)?
y(0) = 1

Losung. Wir schreiben

dy 2

L A—

dt 4
und stellen formal um zu

dy

Yy

Wir integrieren beide Seiten,

y(t) 1 t
/ - dr = / sds,
Yo z to
y(®) 1 t
/ — dr = / sds.
1 z 0

Ausrechnen der Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen liefert

R

also mit tp =0, yp =1

Tl
also
- _p /2.
y(t)
Auflésen nach y(t) ergibt X
vt) = Tns 2
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Anhang: Ein Beispiel ohne lokale Eindeutigkeit
Beispiel 17.16 Das Anfangswertproblem

{ y(t) = 3yt)?
0

y(0) =

hat die Losungen ¢: R — R, ¢ — 0 und ¢: R — R, ¢ — 3 (Nachrechnen!).
Es ist ¢ # 1 und sogar ¢||_. ;[ 7# V|j—c fiir jedes € > 0.

Anhang: Details zu DGLn in getrennten Veranderlichen
Der Abschnitt wird in der Vorlesung tibersprungen.

17.17 (Differentialgleichungen in getrennten Verdnderlichen - Details). Es
seien J C R und K C R nicht entartete Intervalle, g: J — R eine stetige
Funktion und h: K — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) > 0 fir alle
y € K oder h(y) < 0 fir alley € K. Gegeben ty € I und yy € K definieren
wir O'-Funktionen

G:J—=R, Gt):= /tg(s)ds

to

und

Y1
H: K — R, H(y)::/ ——dx.
v 1)

Dann ist H eine streng monotone Funktion, H(K) ein nicht entartetes In-

tervall und H: K — H(K) ein C*-Diffeomorphismus. Weiter gilt:

(a) Auf einem nicht entarteten Intervall I C J mit ty € I gibt es genau
dann eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems

{ y = g(t)h(y)
y(to) = Yo,

wenn G(I ) C H(K). Die Losung ist dann eindeutig und gegeben durch
v(t) = HY(G(t)) fir allet € I.

(b) Ist K C R ein offenes Intervall, so existiert ein in J offenes Intervall
I CJ mitty €l und eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems
aus (a).

209



Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist h(K) ein Intervall. Ist A(y) > 0
fir alle y € K, so ist wegen H' = 1/h die C'-Funktion H streng monoton
wachsend; im Fall A(K) C |—o0,0[ ist H streng fallend. Zudem wissen wir
aus der Mathematik 1, dass H ! stetig differenzierbar ist mit

(HY)(H(y))

= fiir alle y € K. 90
H(y) (50)

(a) Ist v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems, so ist I C J und
v(t) € K fiur alle t € I. Fiir alle t € I gilt weiter

7'(8) = g(®)h((1)),

also (0
v
= g(t). (91)
h(~(1))
Da (H o) (t) = H'(v(t))Y'(t) = %, ist H o7 eine Stammfunktion der
linken Seite von (91). Integration von ¢, bis t ergibt

[H o, = [Gliy,

also

H(v(t)) = G(t)
(wobei H(yy) = G(to) = 0 benutzt wurde). Insbesondere ist G(t) = H(y(t)) €
H(K) fir alle t € I, also G(I) C H(K) und die Losung ~ erfillt v(t) =
H Y (G(t)) fur alle t € 1.

Ist umgekehrt I C J ein nicht entartetes Intervall mit ¢ty € [ und G(I) C
H(K), so ist
v I =R, t— HG{))

eine C'-Funktion mit v(tg) = H ' (G(tg)) = H(0) = yo. Wegen (90) ist

V() = (H ) (G)G'(t) = (H1) (H((1))G'(t) = mg(t) = h(v(t)g(t)

und somit v eine Losung des Anfangswertproblems aus (a).

(b) Ist K offen in R, so auch H(K). Also ist H(K) eine offene 0-
Umgebung in R. Da G: J — R stetig ist und G(tg) = 0, ist G (H(K))
eine Umgebung von ¢; in J und enthalt als solche ein in J offenes Intervall 1
mit g € 1.
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18 Lineare Differentialgleichungssysteme
erster Ordnung

Uber Definition 17.7 hinaus betrachten wir nun auch lineare Differentialglei-
chungen fiir vektorwertige Funktionen.

Definition 18.1 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'(t) = A(t)y(t) +b(t), (92)

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist, A: J — R™*" & R™ eine
stetige matrixwertige Funktion und b: J — R”™ eine stetige vektorwertige
Funktion.?’ Ist b(t) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

y'(t) = A)y(t),

so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heiit die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist A(t)
eine konstante Funktion in ¢, also eine feste Matrix A, so nennt man (92)
eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Betrachtet wird also die Differentialgleichung
y'(t) = f(ty(t)
in R" mit f: J x R — R", (t,y) — A(t)y + b(t).
Ist n > 1, werden solche Differentialgleichungen traditionell auch Differential-
gleichungssysteme genannt. In diesem Kapitel beschranken wir uns auf den

Fall von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizien-
ten. Ein entscheidendes Hilfsmittel fiir uns ist die Matrizexponentialfunktion.

18.2 (Matrixexponentialfunktion). Fiir jede Matrix A € R™ ™ konvergiert
die Reihe

2 A

k=0

in R™". Wir definieren
o0 1
A k
e = E _k!A .
k=0

20Es ist also A(t) = (ai;(t))ij=1..n mit stetigen Funktionen a;;: J — R fiir 4,5 €
{1,...,n} und b = (by,...,b,) mit stetigen Funktionen by,...,b,: J — R.
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Konvergenz von Matrizen ist dabei wie folgt zu verstehen.

18.3 Identifizieren wir eine quadratische Matrix A = (a;;) € R™" mit dem
Spaltenvektor

T n?
(a11;~--aanhal?a---aan27"-aa1n7---aann) ER )
konnen wir den Vektorraum R™*™ aller n x n-Matrizen mit R™ identifizieren.

e Wir kénnen daher von Konvergenz einer Folge (Ay)gen, von n x n-
Matrizen gegen eine n x n-Matrix A = (a;;) sprechen: Verlangt ist
|A—A| — 0 fiir k — oo, oder dquivalent Konvergenz des (4, j)-Eintrags
(Ag)i; von Ay gegen a;; fiir k — oo, fiir alle 4,5 € {1,...,n}.

o Ist (Ag)ken, eine Folge von n xn-Matrizen, konnen wir die Anfangssum-
men S, ==Y -, Ax € R™™ betrachten fir m € Ny. Konvergiert die
Folge (Sy,)men, gegen eine Matrix A = (a;;) € R™", schreiben wir

k=0 mee k=0

Schreiben wir (Ag);; fir den (7, j)-Eintrag von Ay, bedeutet dies also
aij = > e o(Ap)i; fir alle i, j € {1,...,n}.

Die Identifizierung von R™*" mit R™ erlaubt uns zudem, von stetigen bzw.
stetig differenzierbaren Matrizen-wertigen Funktionen zu sprechen.

e Eine matrixwertige Funktion J — R™ ", t — A(t) = (a;;(t)) auf einem
nicht entarteten Intervall ist stetig genau dann, wenn jede Komponente
a;j: J — R stetig ist.

e Eine matrixwertige Funktion J — R™ " t — A(t) = (a;;(t)) auf einem
nicht entarteten Intervall ist genau dann stetig differenzierbar, wenn
jede Komponente a;;: J — R stetig differenzierbar ist; in diesem Fall
setzen wir A'(t) = (aj;(t)) € R™" fir t € J.

Die in 18.2 und gleich in 18.8 behaupteten Fakten benutzen wir zunéchst als
Black Box. Am Ende des Kapitels werden sie nachgewiesen.
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Beispiel 18.4 Fiir die 0-Matrix 0 € R™*" ist € = 1,, die Einheitsmatrix in
RTLX'IZ.

Es ist namlich 0° = 1,, per Definition und 0* = 0 fiir alle k € N. Also ist

NNgE
w|._
||
||
[t
3

fiir alle m € Ny, mit Limes 1,, fiir m — oo.

Beispiel 18.5 Fiir die Diagonalmatrix

. 2 0
D = diag(2,7) = ( 0 7)
. e? 0
—ding(e ) = ()
. et 0
= diag(e?*,e™) = ( 0 ot ) .
Es gilt ndmlich

zm:ki( 0 7t>k B i%<<25)k (72)'@)

ist

und fur t € R

fiir m — oo. Analog sieht man, dass
= diag(eM?, ... eM")
gilt fiir D = diag(Ay,...,\,) € R™™ fiir alle Ay,...,\, € Rund t € R.

Beispiel 18.6 Fiir die Matrix

- 0 1 2x2
N'_<0 O)GR

Ny (11 N (1t .
e —(0 1 und e’ = 01 fir alle t € R.
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Es ist namlich N? = 0, also auch N* = 0 fiir alle £ > 2 und somit

fur alle m > 1. Die rechte Seite ist von
gegen

fir m — oo.

Beispiel 18.7 Man nennt ein Matrix N € R™" nilpotent, wenn N* = 0 fiir
ein £ € N (die vorige 2 x 2-Matrix war also nilpotent mit ¢ = 2). Dann sind
die Komponenten von

einfach Polynome in ¢t vom Grad < /¢ — 1.

18.8 (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion) Fir A € R™*™ gilt:
(a) Fiir alle s,t € R ist esett = elstD4,
(b) Dien x n-Matriz e? ist invertierbar, mit inverser Matriz (e*)™! = e~4.

(c) Die Abbildung R — R™ " t s !4 ist stetig differenzierbar mit

d

o et =Ae = A furalle t € R.

(d) (Vertauschende Matrizen). Sind A, B € R™™ Matrizen derart, dass
AB = BA, so gilt eAT8 = e4eB.

Daraus folgt:

18.9 (Homogene lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten). Fir A € R"*" to € R und yo € R" gilt folgendes:
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(a) (Globale Existenz von Losungen). Die Funktion
p: R =R, ts ety
ist eine auf ganz R definierte Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = Ay(t)

y(to) = o

(b) (Eindeutigkeit). Ist J C R ein nicht entartetes Intervall mit ty € J
und auch v: J — R"™ eine Losung des Anfangswertproblems aus (a), so

gilt v = ¢|,.
Zum Nachweis benutzen wir folgende Tatsache.

18.10 (Produktregel fiir Matrix mal Vektor). Es sei J C R ein nicht ent-
artetes Intervall, J — R™" t — A(t) eine stetig differenzierbare Matriz-
wertige Funktion und J — R", t — v(t) = (vi(t),...,v,(t)) eine stetig
differenzierbare vektorwertige Funktion. Dann ist die vektorwertige Funktion

J =R t— A(t)v(t)

stetig differenzierbar und

% (A(t)u(t)) = A'(B)u(t) + At ().

Beweis: Sei A(t) = (a;;(t)). Die ite Komponente des Vektors A(t)v(t) € R™
ist

Z aij(t)v;(t).

Mit der Produktregel erhalten wir die Ableitung

D (el 05 ) + as((0) = 3 alyOus0) + D st )

Diese stimmt mit der iten Komponente von A’(t)v(t) + A(t)v'(t) tiberein.
Beweis von 18.9 (a): Nach 18.8 (¢) und 18.10 ist

p: R =R, t— ety
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stetig differenzierbar mit
¢(t) = Aelt=t 4y = Ap(t).

Da zudem ¢(ty) = €®yo = 1,90 = %o, ist ¢ eine Losung des vorgelegten
Anfangswertproblems.

(b) Wir betrachten die Hilfsfunktion
h:R =Rt e T4 1),
welche nach 18.10 stetig differenzierbar ist mit
h,(t) — _ef(tfto)A A’y(t) _i_ef(tfto)A f}/,(t) — O

——

=v'(t)
fiir alle ¢t € J. Also ist h konstant mit Funktionswert

h(to) = €®y(to) = ~(to) = vo-

Da e~(t—t)4 = (e(t=t0)A)=1 "liefert Multiplikation von h(t) = yo von links mit
(t—to)A
e

y(t) = el =04y,

Beispiel 18.11 Man finde die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

n(t) = ()
wolt) = 0

$3(0) = 12(0) = 1.
Losung: Wir suchen die Losung von

{y’(t) = Ay
y(O) = Y

= (33). w-(})

Nach 18.9 und Beispiel 18.6 ist die Losung

- (1) (D)-(1')

Das hétten wir natiirlich auch von Hand geschafft: Wegen y, = 0 ist s
konstant mit Wert 1. Aus y; = yo = 1 folgt dann y; () = y1(0) +t =1+ ¢.
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Auch das folgende Beispiel ist noch nicht so spannend, da man direkt die
DGLn fiir ¢, und y, l6sen konnte.

Beispiel 18.12 Man finde die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

Y1 (t) 2y1(1)
¥o(t) = —ua2(t)
yi(0) = 1
y2(0) = 3.

Losung: Wir suchen die Losung von

{y’(t) = Ay

y(0) = w

(3 %) -(2)

Nach 18.9 und Beispiel 18.5 ist die Losung

w-om=(7 2)()(57)

Der folgende Sachverhalt ermoglicht, schwierigere Systeme zu behandeln.
18.13 Ist B eine n X n-Matriz und S eine invertierbare n x n-Matriz, so ist
eSBS—l — SeBg—1.

Also ist e85 = SetBS-1 fir alle t € R.

Wir wissen namlich, dass jede lineare Abbildung R™ — R™ stetig ist. Die
Abbildung
R™"™ — R™" A~ SA

entspricht einer solchen, wenn wir R™*™ mit R™ identifizieren. Analog ist
die Abbildung R™" — R™" A s AS~! stetig. Also ist

Bgo-1 . k -1 . k -1
Se” S = S<hm kg()—}ﬂB)S = lim S(go—k!B>S

— : . 1 kgo—1 __ = 1 —I\k __ _SBS™!
— ngnOOZHSBS _ZH(SBS F=e :
k=0 k=0
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Hierbei wurde benutzt, dass
(SBS ) = (SBS ') (SBS™')---(SBS™')=SBB---BS = SB*S™!,
da sich im Inneren S~! und S stets kiirzen lassen, S™1S = 1,,.

Beispiel 18.14 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

KO = Bulh) ~ 20(0)
B = L) + ()
1(0) =

{y’(t) = Ay
y(O) = Y

5 =2 1
2 2

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren zeigt, dass A diagonalisierbar
ist; es ist

A=S8DS™!
mit 1\/_ 1\/_
V2 —24/2 3 0
_( 2 2 -
s=(1 72) e o=(3 7).
wobel

e (B2 1),
—3V2 3V2
Nach 18.9, 18.13 und Beispiel 18.5 ist die Losung

y(t) = ey =Sy = SetP 5y,
_ (V2 a2\ (e 0 3V2
NS VSR V5 0 € )\ -1v2
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18.15 Ist A € R™ " ecine diagonalisierbare Matrix, so ist A = SDS™!
mit einer invertierbaren n x n-Matrix S und einer Diagonalmatrix D =
diag(A1, ..., A,). Fiir t € R ist nach 18.13 und Beispiel 18.5 dann also

—1 _
6tA — eStDS — SetDS 17

wobei e = diag(eM?, ... eM?t).

Was passiert, wenn A nicht diagonalisierbar ist? Kann auch dann e im

Prinzip immer berechnet werden?

Dies ist in der Tat moglich, mit Hilfe der sogenannten Jordanschen Normal-
form von A. Wir iiberspringen den Sachverhalt in der Vorlesung und fahren
mit 18.17 fort.

Bemerkung 18.16 Ist A € R"*" beliebig (also nicht notwendig diagonali-
sierbar), so gibt es immer noch eine komplexe invertierbare Matrix S € C™*"
derart, dass

A=SJS !

mit einer gewissen Block-Diagonalmatrix J = diag(Jy,...,J,) (einer Ma-
trix J in “Jordanscher Normalform”). Hierbei ist

Mo 10 -+ 0
0 A 1 0
Jk — . .
A1
0 X

eine ny X ni-Matrix mit einem komplexen Eigenwert A\, von A auf der Diago-
nalen und Einsen auf der Parallelen zur Diagonalen (ein sogenanntes “Jordan-
Késtchen”). Es ist also

Je =M 1, + Ny,

mit

)
o O
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Die Matrix N, ist nilpotent mit (N, )™ = 0. Da die Matrizen t\z1,, und
tN,, miteinander vertauschen, ist dann

t2 tnk_l
1t 5o w
0o 1 ¢ 2
eth — et)\klnk+tN7Lk — etlnketNk — ez\kt
- y
0 1
Weiter ist
et = Sdiag(e, ... ) S
mit e*1, ... e"’m wie gerade berechnet.
Etwas mehr Details: Ist
0 1 0 0 0
0 0 1 0 --- 0
N = ., .. . .. .. c RZXZ
o --- 0 0 0 1
o --- 0 0 0 0

so rutscht in den Potenzen N’ die Nebendiagonale mit Einsen in jedem
Schritt eins weiter in die rechte obere Ecke; ist etwa ¢ = 4, so ist

0100 0010 00 01
10010 > | 00 01 3 | 0000
NﬁOOOl’NiooOO’Nit)OOO’
0000 0000 0000
und somit
1t t3/2 t3/6
w_ [ 01t )2
00 1 t
00 O 1
Fiir allgemeines ¢ € N ist analog
1t 22 36 - t"H/(—-1)
1 0 1 ¢t /2 - 72/ -2)!
tN _ L okark _ : . . .
N =3 L= S
3=0 0O -+ 0 0 1 t
0 0 0 0 1



Die Methode der “Variation der Konstanten” funktioniert in geeigneter Form
auch fiir Systeme linearer Differentialgleichungen.

18.17 (Inhomogene lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten). Es seien A eine n X n-Matriz, J C R ein nicht entartetes Inter-
vall, b: J — R™ eine stetige vektorwertige Funktion und ty € J, yo € R™.
Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Die auf ganz J definierte Funktion
¢: J — R,

¢
P(t) = et Ay, 4+ / e =94p(s) ds (93)

to

ist eine Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = Ay(t) +b(t),

y(to) = Yo-

(b) (Eindeutigkeit). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall mit ty € I und
auch v: I — R"™ eine Lisung des Anfangswertproblems aus (a), so ist

Y= ¢|I-

Nachweis: Fiir die Losung ¢: J — R™ des obigen Anfangswertproblems
machen wir den Ansatz
(t) = e (1)

mit einer C'-Funktion c¢: J — R" (und werden sehen, dass dies funktioniert!).
Die Anfangsbedingung ist aquivalent zu

Yo = ¢(to) = c(to)-

Nun ist

o' (t) = (%e(t_tom) c(t) + et (1) = AetT0OA (1) + eTIA (1),

Einsetzen in die inhomogene DGL fiihrt auf die aquivalente Bedingung
A=A (1) 4t A (1) = Aelt=10A ¢ (t) 4 b(t),

also
e (1) = b(t),

221



also
d(t) = e D4p(t).
Fir die Stammfunktion erfordert dies

t

t
c(t) = c(to) +/ et~ b(s) ds =y, +/ et=94p(s) ds.

to to

Also ist

t
¢(t) — e(tfto)A C(t) — e(tfto)A Yo + e(tto)A/ e(tofs)Ags) ds
to
t
Yo + ettt Agto=9)4 p(g) s
~———

to e(t—to+tg—s)A_g(t—s)A

— e(t—to)A

von der behaupteten Form.
(b) Die C*-Funktion h: I — R™, t + v(t) — ¢(t) erfillt
W(t) =7"(t)=¢'(t) = Ay(t)+b(t) — (A d(t)+b(t)) = A(v(t)—o(t)) = Ah(t),

da ¢ und v Lésungen der inhomogegen DGL /() = Ay(t) + b(t) sind. Da
h(to) = yo — yo = 0, ist h also eine Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = Ay(t)
y(to) = 0.

Nach 18.9 ist h = 0, also v = ¢|;.

Anhang: Beweise zur Matrixexponentialfunktion
Wir benutzen eine simple Tatsache.

18.18 (Submultiplikativitdt der Operatornorm). Sind A, B € R™*", so ist
| ABlop < || Allopll Bllop- Insbesondere gilt [|A¥||op < (|| Allop)¥ fiir alle k& € Ny.

Fiir jedes v € R” mit |v| <1 gilt ndmlich
|ABv| < [|Allop| Bv| < [|Allop|| Bllop-

Da die rechte Seite nicht von v abhéngt, liefert Ubergang zum Supremum
tiber alle v die gewiinschte Ungleichung, ||AB|op et sup,, |ABv| < || Allop || Blop-
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18.19 (Subadditivitét der Operatornorm / Dreiecksungleichung) Sind A, B €
R, s0 ist | A+ Bllop < [[Allop + || Bllop-

Fiir jedes v € R™ mit |v| <1 ist ndmlich

[(A+ B)v| = [Av + Bu| < |Av| + [Bv| < [[Alop + (| Bl|op-
Ubergang zum Supremum iiber v liefert ||A + Bllop et sup,, |(A + B)v| <
[Allop + 1| Bllop-

18.20 (Absolut konvergente Reihen von Matrizen). Ist (Ag)ken, €ine Folge
von Matrizen Ay, € R™ ™ derart, dass > 1o || Akllop < 00, so konvergiert die
Reihe Y 0 o Ay in R = R"™, d.h. es ezistiert der Limes

00 K

Fir i,j € {1,...,n} und eine Matrix B = (b;;) € R™ " schreiben wir im
Beweis auch B;; := b;;. Wir brauchen nur fir alle 7,5 € {1,...,n} die
Konvergenz des (i, j)-Matrixeintrags

(zAk) S (),

zu zeigen. Da [(Ay)ij| < || Akllop nach 16.7, folgt die absolute Konvergenz der
Reihe > 77 (Ay)i; mit dem Majorantenkriterium aus >~ || Axllop < 00.

18.21 (Konvergenz der Matrix-Exponentialreihe). Wir beweisen fiir A €
R™*™ die in 18.2 behauptete Konvergenz der Reihe

oo
k=0

Nach 18.20 brauchen wir nur zu zeigen, dass Y, || 5A*|lop < 00. Dies ist
erfiillt, denn nach 18.18 gilt

| —

AF.

o

!

e

1 1
SA| = A < (Al

op

wobei 220:0 %(HAHOP)k = elldllr < 0.
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18.22 (Cauchysche Produktformel fiir Reihen von Matrizen). Sind )", Ay
und Y2, By Reihen von n x n-Matrizen derart, dass >, || Axllop < 00 und
Y a0 I Bellop < 00, so gilt auch >~ _o [|Crnllop < 00 fiir

Cy = iAkBmk e R™™",

k=0
Es gilt

E4)(Ee)-Ze

Von der Cauchschen Produktformel fiir absolut konvergente Reihen von Zahlen
wissen wir zunachst, dass

Z Cm = <Z ||Ak||op> (Z ||B€”Op> < 00
m=0 k=0 =0

gilt fiir
cm = Y 1 Akllopl| Bt llop-
k=0

Nun gilt [|Cpyllop < ¢m; wegen 18.18 und 18.19 ist nédmlich

Z AkBm—k
k=0

Also ist > o [|[Crallop < D oe_oCm < 00, die Matrixreihe ) *°_ C,, nach
18.20 somit konvergent. Die noch zu zeigende Formel (94) gilt genau dann,

wenn - - ~
k=0 =0 m=0

m m
< Z ||AkBm—k||0p < Z ||Ak||0p||Bm—k||op = Cm-
k=0 k=0

op

also

N N N
0= lim ((Z Ak> <Z Bg) -> Cm> . (95)
k=0 =0 m=0
Fir N € N sei Ay die Menge aller (k,¢) € {0,...,N} x {0,..., N} derart,

dass k + ¢ > N. Die Matrix zu gegebenem N, die im Limes in (95) steht,
lasst sich schreiben als



Da ZZO:O HAkHOP ZZO ”BfHOp = Z;,.j:o Cm, gﬂt

0=lim 3" [ AxlopllBelo-
(k0)EAN
Da nach der Dreiecksungleichung
0< [Mnllop < D Akllopl Bellop:
(k,0)eAn

folgt mit dem Sandwichkriterium ||[My||op — 0 fiir N — o0, also My — 0.

18.23 (Beweis von 18.8).
(d) Nach 18.22 ist

mit

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde hierbei der binomische Lehrsatz fiir
(A+B)™ angewandt. Dieser ist hier giiltig (und kann wie fiir Zahlen bewiesen
werden), da AB = BA per Voraussetzung,.

(a) Ist ein Spezialfall von (d).

(b) Nach (a) ist
1n — 6O — €A+(_A) _ eAe—A‘
Analog ist e~4e? = 1,,, die Matrix e also invertierbar mit e=* als inverser.

(c) Fiir den (7, j)-Eintrag von e gilt
tA Lo L
()i = thA ZZE(A )i .
k=0 ij k=0 "
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Da wir konvergente Potenzreihen gliedweise ableiten diirfen, folgt

(A Rt = (k _1 ] (A%t

k=1

1
41 £ § £ pl+1
=0

4]

d
7 ()

NE
k‘|>_u

!

>
I
—

I
NE
=|

14

I
o

wobei £ := k—1, k = (+1 substituiert wurde. Alsoist 4 't = $7° LA =
Aett = et1 A, Da Linksmultiplikation mit A stetig ist und linear, kénnen
wir A némlich nach links aus der vorigen Summe herausziehen (ebenso nach
rechts). Somit ist ¢ — e*4 differenzierbar. Da Aef4 ebenso differenzierbar
ist mit Ableitung A% e'4, ist ¢t — Ae!4 insbesondere stetig, folglich ¢ — 4
stetig differenzierbar.
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19 Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
insb. lineare mit konstanten Koeffizienten

In diesem Kapitel fithren wir Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein.
Diese treten sehr natiirlich in der Physik auf. Nach dem zweiten Newton-
schen Gesetz tiber die Bewegung eines Korpers ist namlich die Anderung
des Impulses m 2/(t) gleich der auf den Kérper wirkenden Kraft F. Ist die
Masse m unabhéangig von ¢, so ist also

ma”(t) = F

mit der Beschleunigung x”(t). Die Kraft hingt haufig nur von der Zeit t,
der Position z(t) € R?® des Korpers und seiner Geschwindigkeit z/(¢) ab. In
diesem Fall erhalten wir die Differentialgleichung

ma"(t) = F(t, z(t),2'(t))

(wobei man in der Physik natiirlich #(¢) und #(¢) fiir erste und zweite Zeit-
ableitungen schreibt).

Wir beschranken uns auf Differentialgleichungen fiir reellwertige Funktionen.

Definition 19.1 Es sei f: U — R eine Funktion auf einer Teilmenge U C
R x R x R. Eine Differentialgleichung 2ter Ordnung mit rechter Seite f ist
eine Gleichung der Form

y'(t) = f(t,y®),y'(1). (96)
Eine Losung der Differentialgleichung (96) ist eine C?-Funktion ¢: I — R
auf einem nicht entarteten Intervall I C R derart, dass

(t,0(t),¢'(t)) e U furallet el

und

¢"(t) = f(t, (1), ¢'(1))-
Sind (g, Yo, vo) € U, so nennen wir eine Funktion ¢: I — R eine Ldsung des
Anfangswertproblems

y'(t) = ft,z(),y' (1)
y(to) = Yo
y'(to) = Yo,

wenn ¢ eine Losung der Differentialgleichung y”(¢) = f(t,y(t),y'(¢)) ist und
zudem ty € [ ist und die Bedingungen ¢(to) = yo und ¢'(ty) = vy erfiillt sind.
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Beispiel 19.2 Da sin’(t) = cos(t), sin”(t) = cos'(t) = —sin(¢), sin(0) = 0
und sin’(0) = cos(0) = 1, ist die Funktion sin: R — R eine Losung des
Anfangswertproblems

y'(t) = —y(t)
y(0) = 0
yo) = 1L

Im folgenden diskutieren wir ausschliefllich lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, eine besonders wichtige Klasse
von Differentialgleichungen.

Definition 19.3 Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten ist eine Differentialgleichung der Form

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

mit ag,a; € R und einer stetigen Funktion b: J — R auf einem nicht en-
tarteten Intervall J C R. Ist b = 0, so sprechen wir von einer homogenen
linearen Differentiagleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten;
andernfalls heifit die DGL inhomogen.

Wir betrachten also die Differentialgleichung

y'(t) = —aoy(t) —ary'(t) + b(t),
das heif3t
y'(t) = f(t,y(1). ¥ (1))
mit
[ IXRXxR—=R, (t,y,v)— —apgy —a; v+ b(t).

Im Falle homogener linearer DGLn konnen wir stets J = R wahlen.

19.4 (Globale Existenz von Losungen und Eindeutigkeit) Es seien ag,a; € R
reelle Zahlen und b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten
Intervall J C R. Fir alle ty € J und yo,vg € R gilt:

(a) Es existiert eine auf ganz J definierte Losung ¢: J — R des An-

fangswertproblems
y'(t) +ary'(t) +aoy(t) = b(t)
y(to) = wo
y'(to) = wo.
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(b) Ist I ein nicht entartetes Intervall mit to € I C J und p: I — R eine
Lésung des Anfangswertproblems aus (a), so ist 1 = ¢|;.

Beweis. (a) Nach 18.17 (a) gibt es eine Losung
(¢,m): J — R

des linearen Differentialgleichungssystems

()= =) C0)+CGy) o
mit (¢(to),n(to)) = (Yo, vo). Dann ist also ¢: J — R eine C'-Funktion mit
¢'(t) = n(t)
und 1: J — R eine C''-Funktion mit
1 (t) = —ao (t) — arn(t) + b(t).

Insbesondere ist ¢ eine C?-Funktion und Einsetzen von n = ¢, ' = ¢” in
die vorige Gleichung liefert

¢"(t) = —ao ¢(t) — a1 ¢'(t) + b(t).

Da zudem ¢(tg) = yo und ¢'(to) = n(to) = vo, ist ¢ eine Losung des An-
fangswertproblems in (a).

(b) Ist auch ¢: I — R eine Losung des Anfangswertproblems in (a), so ist
(1,1 eine Losung des Differentialgleichungssystems (97) mit (¢(to), ¥’ (to)) =
(Yo, o), also (1, ¢") = (¢, n)|; nach 18.17 (b) und somit insbesondere ¢ = ¢|;.

19.5 (Losungsmenge einer homogenen linearen DGL zweiter Ordnung). Es
seten J C R ewn nicht entartetes Intervall und ag,a; € R. Dann gilt:

(a) Die Menge Ly aller auf J definierten Ldsungen ¢: J — R der DGL
Yy’ + a1y’ + apy = 0 ist ein 2-dimensionaler Untervektorraum des Vek-
torraums RY aller reellwertigen Funktionen auf J.

(b) Es seity € J. Zwei Lisungen ¢1,¢o € Ly, der DGL bilden genau dann
eine Basis fur Ly, wenn die Vektoren

1(to) ) ( 2 (to) )
/ d /
( dito) )\ dhlto)
in R? linear unabhdingig (und somit eine Basis fir R?) sind.
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Bemerkung 19.6 Die in (b) angegebenen Vektoren bilden genau dann eine
Basis von R?, wenn die Matrix

(Gl o)

invertierbar ist, also die Determinante

W (1, d2)(to) := det ( 2/182; szgz; ) = ¢1(to)P5(to) — ¢ (to)Pa(to)

von Null verschieden ist. Man nennt W (g1, ¢2) (o) die Wronski-Determinante
von ¢ und ¢, zur Zeit t.

Nachweis fiir 19.5. (a) Sind ¢, ¢ € Ly, so ist

(O1+02)"+a1(d1+¢2) Fao(P1+62) = ¢1 + a16) + aody + ¢ + a1¢% + aod =0,

TV Vv
=0 =0

also ¢y + ¢ € Ly,. Ahnlich sieht man, dass A\¢ € L, fir alle ¢ € L;, und
A€ R.

Fiir ty € J ist die Abbildung
i Ln R, 6 ( Plto) )

linear. Da nach 19.4 fiir alle
( Yo ) c R2
Vo

v +ay +agy = 0
y(to) = %o
y'(to) = o

das Anfangswertproblem

eine Losung ¢ € Lj besitzt, ist ay, surjektiv. Da die Losung eindeutig
ist, ist oy, auch injektiv und somit ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
Insbesondere ist

dim(Ly,) = dimR? = 2.
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(b) Da ay, : L, — R? ein Isomorphismus von Vektorraumen ist, sind ¢y, ¢ €
Ly, genau dann linear unabhéngig (und somit eine Basis fiir Lj), wenn

ewlon = ( Gy ) wa ewton= ()

in R? linear unabhingig (und somit eine Basis) sind.

Definition 19.7 Bilden ¢, ¢ € Lj eine Basis fiir Ly, so nennt man das
Paar (¢1, ¢2) auch ein Ldsungsfundamentalsystem fir die homogene lineare
DGL y" + a1y + agy = 0.

Beispiel 19.8 (Harmonischer Oszillator). Fiir wy > 0 betrachten wir die
homogene lineare Differentialgleichung

y' +wiy=0

zweiter Ordnung, die sogenannte Schwingungsgleichung. Dann bilden die
durch

o1(t) :=sin(wot) und  @o(t) := cos(wpt)
gegebenen Funktionen ¢q, ¢o: R — R ein Losungsfundamentalsystem. We-
gen
¢\ (t) = wocos(wot), ¢](t) = —wisin(wot) = —wj ¢1(t)
ist ¢, eine Losung der Schwingungsgleichung. Da

By(t) = —wosin(wt) und  @h(t) = —wg cos(wot) = —wi Pa(t),

ist auch ¢y eine Losung der Schwingungsgleichung. Weil die Vektoren
9251(0)) <0> (qzﬁz(O)) (1>
= und =
( ¢, (0) wo 95(0) 0
linear unabhéngig sind, ist (¢1, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem.
Beliebige Linearkombinationen

o(t) = asin(wot) + B cos(wpt)

mit «, f € R sind dann ebenfalls Losungen der Schwingungsgleichung. All
diese sind iibrigens harmonische Schwingungen der Form

o(t) = v/ a2 + B2 sin(wpt + ¢)
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mit einem ¢ € R, als Konsequenz des (aus der Mathematik 1 bekannten)
Additionstheorems

cos(o) sin(7) + sin(o) cos(7) = sin(o + 1)
fir o,7 € R.

19.9 Fir alle a,b € R und wy > 0 gibt es ein ¢ € R derart, dass fir alle
teR
a sin(wot) + b cos(wot) = Va? + b2 sin(wopt + ¢).

Die Aussage ist trivial, wenn @ = b = 0. Seien nun nicht a und b beide 0,
also a® + b* > 0. Der Punkt

(e vee)
Vaz+ b2 Va2 + b2
liegt auf dem FEinheitskreis, ist also von der Form (cos(c),sin(c)) fiir ein

c € [0, 2x]. Folglich ist

a b
a sin(wgt) + b cos(wot) = \/a2+62<—sinwt, —Coswt>
( 0 ) ( 0 ) \/m ( 0 ) \/m ( 0 )
= Va?+ b%(cos(c) sin(wpt) + sin(c) cos(wpt))
= Va?+ b? sin(wet + ¢).
19.10 Wir betrachten eine homogene lineare Differentialgleichung
V' +ay +ay =0 (98)
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir bilden das Polynom
p(2) = 2>+ ayz + ag
mit z € C, das sogenannte charakteristische Polynom.

(a) Hat p zwei verschiedene reelle Nullstellen A, Ay € R, so bilden die
durch

$1(t) = eAlta Pa(t) = e

gegebenen Funktion ¢1,¢o: R — R ein Losungsfundamentalsystem fiir
die homogene lineare DGL (98).
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(b) Hat p eine doppelte reelle Nullstelle A € R, so bilden die durch

o1(t) = eMa Po(t) = te

gegebenen Funktion ¢1,¢o: R — R ein Losungsfundamentalsystem fiir
die homogene lineare DGL (98).

(¢) Hat p ein Paar nicht reeller, komplex konjugierter komplezer Null-
stellen o 1w mit o € R und 0 # w € R, so bilden die durch

¢1(t) = e sin(wt), @o(t) = e cos(wt)

gegebenen Funktion ¢1,¢2: R — R ein Liosungsfundamentalsystem fiir
die homogene lineare DGL (98).

Nachweis: (a) Fiir ¢(¢) = e mit j € {1,2} und ¢ € R ist
(1) = A€M =X;0;(t) und () = XjeM" = AT g;(1),
also
O (t) + ay ¢(t) 4+ a0 ¢5(t) = (A3 4 a1 Aj + ao) ¢;(t) = p(X;) ¢;(t) = 0.

Somit sind ¢ und ¢, Losungen der DGL ¢" + a1y’ + apy = 0. Da die

Vektoren
() =) = (50)=-()

linear unabhéngig sind (mit Wronski-Determinante Ay — Ay # 0), ist (¢1, ¢2)
ein Losungsfundamentalsystem.

(b) Wie im Beweis von (a) sieht man, dass

'1’+a1¢’1+a0g251 :p()\)¢120

Dap: R — R, t — (t — \)? die doppelte reelle Nullstelle A hat, ist p/(\) =
2(A — \) = 0. Andererseits ist p(t) = t? + a1 t + ao, also

p(t) =2t +ay,

also
0=p'(N\)=2X+ay.
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Nun ist
¢2( )= M4 taet

und
D) = et M i Zer =2 M At

also

g(t) —+ ay qblz(t) + Qo ng(t) = (2 A + t>\2 + a1 +aq tA + CL()) e”
22X+ a1+ (N +a A +ag) t) e
A,—/ . ~ J/
=p’(\)=0 =p(A\)=0
= 0.

Folglich ist auch ¢, eine Losung der homogenen DGL. Man beachte, dass
¢2(0) = 0 und ¢45(0) = 1. Also ist

(G )=(3) = (50)=(1)

mit Wronski-Determinante 1 # 0, somit (¢1, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem.
(c) Es ist
p(z) = —a—-iw)(z—a+iw) =22+ (—a —iw — a+iw)z + (a + iw)(a — iw)
= 22 —2az+|a+tiw]?=2*—-2az+ (a®+w?).
Vergleich mit
p(2) = 2% + a1z + ag

zeigt, dass
—2a=a; und o?+w?=a.

Fir ¢ (t) = e* sin(wt) und ¢o(t) = * cos(wt) gilt

& (t) = aesin(wt) + w e cos(wt),

dh(t) = ae® cos(wt) —we* sin(wt),
t) = a?e™ sm(wt) + aw e cos(wt) + aw e cos(wt) — w? e sin(wt),
a(t) = *t cos(wt) — aw e™ sin(wt) — aw e sin(wt) — w? e cos(wt).

Also ist ¢7(t) + a1 ¢ (t) + ap ¢1(t) gleich
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a? e sin(wt) + aw e cos(wt) + aw e cos(wt) — w? e sin(wt)

+ a1 (ae*sin(wt) +we*cos(wt)) + ag e sin(t) =0,
2 21,2
=—2«a =a*tw

somit ¢, eine Losung der DGL. Analog sieht man, dass auch ¢y die DGL
lost. Nun sind

¢1(0)>:(0) <¢z(0)):(1)
(i )= (2) we (%6) =
linear unabhéngig, mit Wronski-Determinante W (¢1, ¢2)(0) = —w # 0. Also

ist (¢1, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem.

Beispiel 19.11 Seien v,wy > 0. In der Physik beschreibt die homogene
lineare Differentalgleichung

V' +vy +wiy=0 (99)
einen gediampften Oszillator.?! Das charakteristische Polynom lautet
p(z) =22+ vz +w
und wir haben
0=p(z)=22+vz+w;=(2+1/2)*+wj—1*/4

genau dann, wenn
(z4+1v/2)? =12/4 — . (100)

1. Fall (Schwingfall): Ist v?/4 — w2 < 0, so konnen wir (100) schreiben als
(2 +v/2)" = —(wg — v*/4)

mit w2 + v2/4 > 0. Wir haben also ein Paar komplex konjugierter, nicht
reeller Nullstellen,

2= —v/2+ i\ Jwi =124, 2= -—v/2 —iy\Jwi —1v2/4

21Es handelt sich um sogenannte “lineare” Diampfung, die proportional zu y/(¢) ist. Bei
Gleitreibung oder Haftreibung eines Korpers auf einer Oberflache ist dies nicht (!) der
Fall.
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der Vielfachheit 1. Nach 19.10 (c) bilden also die Funktionen
t— e 2tsin(wt) und t— e 2 cos(wt)

mit w := \/wi — r?/4 ein Losungsfundamentalsystem.
2. Fall (Kriechfall). Ist /4 — w2 > 0, so hat p die zwei reellen Nullstellen

M =—v/2—/v2/4—wi und A= —v/2+/1?/4 — W}

der Vielfachheit 1. Offenbar ist Ay < 0 und es ist auch Ay < 0, weil
V124 — w2 < \/v2/4 =v/2. Nach 19.10 (a) bilden die Funktionen

t— e und  t e e

ein Losungsfundamentalsystem.

3. Fall (aperiodischer Grenzfall). Ist v?/4 — w2 = 0, so hat p die doppelte
Nullstelle
A=—v/2.

Nach 19.10 (b) bilden also die Funktionen

t t

trse 2t und trste 2

ein Losungsfundamentalsystem.

Bemerkung 19.12 Beachten Sie, dass ¢;(t) — 0 und ¢o(t) — 0 fiir t — oo.
Da jede Losung ¢ der DGL eine Linearkombination ¢ = a¢; + B¢ von ¢y
und ¢» ist, folgt ¢(t) — a0+ 50 =0 fiir t — oc.

Bemerkung 19.13 Betrachten wir im Kriechfall oder aperiodischen Grenz-
fall eine Losung ¢ der DGL mit ¢(tg) > 0. Drei Falle konnen auftreten
(Skizzen siehe Vorlesung!):

(a) Esist ¢/(to) > 0. Dann ist ¢ auf einem Intervall [¢y, 7] monoton wach-
send, ab 7" dann monoton fallend mit ¢(t) — 0 fiir ¢t — oc.

(b) Esist ¢'(to) < 0 und ¢ ist auf [ty, co[ monoton fallend mit ¢(t) — 0 fiir
t — oo.

(c) Esist ¢'(tp) < 0und ¢ ist auf einem Intervall [¢y, T'] monoton fallend mit
o(T) < 0, anschlieBend monoton wachsend mit ¢(t) — 0 fiir t — oo.
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Eine Linearkombination ¢ = a1+ 8¢y # 0 hat namlich hochstens eine lokale
Extremalstelle. In der Tat ist im Kriechfall

o(t) =aeM! + e
mit
¢’(t) = Oé)\l €>\1t + 6)\2 ez\zt — 6)\1t<a)\1 + B)\Z e()\g—/\l)t)’
also ¢/(t) = 0 genau dann, wenn
Brae2 M = —ay,

was flur hochstens ein ¢ > ¢, erfiillt ist. Im aperiodischen Grenzfall ist

p(t) =ae 2+ Bte 2t = (a+ ft)e 2!,

also
¢/(t> = BG_%t _ (O{ +ﬁt)z€_%t _ /6 . E _ %t e_gt.
2 2 2
v vo
—t = _
2 B 92’

was fiir hochstens ein ¢ € [tg, oo[ der Fall ist.

Inhomogene lineare DGLn zweiter Ordnung

19.14 FEs seien ag,a; € R, J C R ein nicht entartetes Intervall und b: J —
R ewne stetige Funktion. Es sei Ly die Menge aller Losungen ¢: J — R der
homogenen linearen DGL

v +ary +ay=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und L; die Menge aller Losungen
der inhomogenen linearen DGL

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ist ¢, € L; eine beliebige
Losung der inhomogenen DGL, so ist

Li=¢p+ Ly ={¢p+¢: ¢ € Ly}
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Bemerkung 19.15 Traditionell nennt man ¢, eine partikulare Losung der
inhomogenen linearen DGL und kann 19.14 dann wie folgt zusammenfassen:

“Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen DGL erhdlt man, in-
dem man zu einer partikularen Losung der inhomogenen DGL die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen linearen DGL addiert.”

Begriindung fiir 19.14: Fiir jedes ¢ € Lj, rechnet man sofort nach, dass ¢, +¢
die inhomogene lineare DGL erfiillt. Fiir jedes ¢ € L; rechnet man sofort
nach, dass ¢ — ¢, die zugehorige homogene DGL erfiillt, also ¢ — ¢, € Ly, ist
und somit

¢:¢p+(¢_¢p>€¢p+Lh~

Beispiel 19.16 (Getriebener Oszillator). Lésst man auf einen harmoni-
schen Oszillator zusatzlich eine auflere Kraft wirken, die eine harmonische
Schwingung mit Winkelfrequenz €2 ist, erhalt man eine inhomogene lineare
DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten von der Form

Y’ () + Wi y(t) = a sin(Qt + b). (101)

(a) Ist © # wy, so ist

(A)O -
eine partikuldre Losung, wie man durch Einsetzen von ¢,(¢) und
2

1/ afl :
¢p(t) = —W SlIl(Qt + b)

in die inhomogene lineare DGL (101) sofort verifiziert.

(b) (Resonanzkatastrophe). Ist 2 = wy, wird der Oszillator also mit seiner
Resonanzfrequenz angeregt, so ist

Pp(t) = —2;:)0 t cos(wot + b)
eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen DGL (101). Es ist
namlich

a a .
o (t) = “ron cos(wot + b) + 5t sin(wot + b).
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Durch Einsetzen von ¢,(t) und

op(t) = % sin(wot + b) + g sin(wot + b) + % t cos(wot + b)

= a sin(wet + b) + % t cos(wot + b)

in (101) verifiziert man sofort, dass ¢, die inhomogene lineare DGL
lost, also eine partikulare Losung ist.

Beachten Sie, dass fiir t = 222=% mit n € N

Cwo
=% (2 —b
Pp(t) = _2_(,03( m™n — b)
ist, was fiir n — oo bestimmt gegen —oo divergiert. Es gibt also beliebig
grofe Auslenkungen und gleiches gilt fir jede Losung ¢ + ¢, der inho-
mogenen DGL mit ¢ € L, da ¢ eine Linearkombination von sin(wyt)
und cos(wpt) und somit eine beschrinkte Funktion ist. Zwar wird die
Modellierung bei beliebig groflen Auslenkungen irgendwann unprazise;
dennoch muss man befiirchten, dass ein schwingendes Werkstiick dann
zerstort werden konnte.

Beispiel 19.17 Wir betrachten einen getriebenen gedampften Oszillator,
der durch die inhomogene lineare Differentialgleichung

y'(t) + vy (t) +wiy(t) = a sin(Qt + b) (102)

zweiter Ordnung beschrieben wird mit v > 0, wg # 0, a # 0, 2 # 0 und
b € R. Wir priifen nach, dass eine partikulare Losung gegeben ist durch

avf) a(? — w?) _
Op(t) = — (O~ e cos(Qt +b) — (O — 7 1 1208 sin(Qt + b).
Wir berechnen
av? , aQ2(Q? — w?)
¢, (t) = 2 2 A sin(Qt 4+ b) — (=) 1 o8 cos(Qt + b)
und
av? aQ?(Q% —wd) .
¢y (t) = (2 1 A8 cos(Qut + b) + sin(Qt + b).

(2 —wR)? + 1202
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Einsetzen in die linke Seite von (102) liefert

av§? af?(Q? — w?)
Qt +b .
(Q2 — W2)2 + 1202 cos (2t + ) + (2 — W2)2 + 1202

sin(Qt + b)

av?Q? avQ(? — wd)
in(Qf 4 b) — .
(22 — wi)? + 12Q2 sin(§2t +b) (22 — wd)? + 1202
2 20002 _ 2
avwi awg (§° — wp)
_ 0 _
(2 — W2)2 + 1202 cos (€2t +b) (2 — W2)2 + 1202

Summieren der Koeffizienten vor cos(Qt + b) liefert

+

cos(Qt +b)

sin(Q2t + b).

avQ?® — avQUQ? — wj) — avwiQ)

(QZ _ wg)Q + 20)2 0

Summieren der Koeffizienten vor sin(2¢ + b) liefert

Q2(Q? — wd) + 20% — wW2(Q? — wd) _

¢ (2 = w2)? + 202

Also erfiillt ¢, die inhomogene lineare DGL (102).
Mit 19.9 schlieen wir, dass
Pp(t) = A sin(Qt + ¢)

mit einem ¢ € R und

B \/a21/292 +a?(02 — wi)?

\/1/292 + (22 — wi)? |al
A= (Q2 — w2)? + 12022 -

(2 —wd)2+ 1202 V22 (2 —WR)?

= |al

Bemerkung 19.18 Die allgemeine Losung der DGL (102) ist von der Form

w:¢+¢p

mit ¢, wie zuvor und einer Losung ¢ der homogenen linearen DGL (99).
Da ¢(t) — 0 fir t — oo (siche Bemerkung 19.12), geht die Bewegung
des gedampften getriebenen Oszillators mehr und mehr in die harmonische
Schwingung ¢, mit der antreibenden Kreisfrequenz €2 iiber.
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Bemerkung 19.19 Wie grofl kann A werden als Funktion von 27
Wir beantworten diese Frage fiir einen nur leicht gedampften Oszillator, mit

1/2

2
- —>0.
w5
Dann gilt insbesondere
w2 — V—2 >0
0 4 ’

es liegt also der Schwingfall vor. Fiir 2 — 0 geht A — l%' Fir Q@ — oo

0
geht A — 0. Es wird A maximal, wenn der Nenner minimal wird, also sein

Quadrat

2 2 2
O+ (Q—wi)? = 202+ 2080 +w) = <Q2 + % — wé) +wj— (% — w2
minimal wird. Dies ist der Fall, wenn
2
02+ Z - wi =0,
2
also )
v
0% =w2— —.
Wo — 5
Die maximale Amplitude ist dann
al B a
v2 v2 v
N T (e R (R () [ (R C )
|al |a]
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