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Teil I: Gewohnliche Differentialgleichungen

1 Wiederholung von Beispielklassen aus der
Mathematik 2

Gewdhnliche Differentialgleichungen spielen in allen Naturwissenschaften eine
wichtige Rolle.

1.1 Differentialgleichungen erster Ordnung sind von der Form

y'(t) = f(ty(t)), (1)

wobei f: U — R™ eine Funktion auf einer Teilmenge U C R x R® = R**!
ist.! Eine Losung der DGL (Differentialgleichung) (1) ist eine stetig differen-
zierbare Funktion ¢: I — R™ auf einem nicht-entarteten? Intervall I C R, so
dass

(t,0(t)) e U firallet el

und ¢'(t) = f(t,¢(t)) fir alle t € I. Ist (to,y0) € U gegeben und gilt
zusatzlich tg € I und

d(to) = Yo,
so wird ¢ eine Ldsung des Anfangswertproblems (AWP)
y'(t) = fty(), ylto) = yo (2)

genannt.

Ist n > 2, spricht man traditionell auch von einem System von Differential-
gleichungen.

Beispiel 1.2 Gegeben k > 0 und gy, € R rechnet man sofort nach, dass
p:R—=R, trye
das Anfangswertproblem

y'(t) =ky(t), y(0)=uyo

'Wir betrachten nur Differentialgleichungen in expliziter Form, keine in impliziter Form

wie g(t,y(t),y'(t)) = 0.
2] hat also mehr als ein Element.




16st. Es ist namlich ¢(0) = y9e® = yo und nach der Kettenregel ¢/(t) =
kyoer =ko(t).

[Ausfiihrlicher notiert haben wir also das Anfangswertproblem

y'(t) = ft.y(®), v(0)=1yo
gelost mit

[TRxR—-R, (t,y)—=ky
und ¢ := 0.]

Allgemeiner 16st fiir beliebiges ¢ty € R die Funktion
p:R =R, syttt
das Anfangswertproblem y/'(t) = ky(t), y(to) = vo.

Bemerkung 1.3 Fiir £ > 0 und yo > 0 beschreibt vorige DGL z.B. das ex-
ponentielle Wachstum einer Bakterienpopulation (y(¢) = Zahl der Bakterien
zur Zeit t). Fiir £ < 0 und yo > 0 beschreibt die DGL z.B. den radioaktiven
Zerfall eines Stoffes (mit y(t) = Zahl der Atome des Stoffs/Isotops in der
betrachteten Probe).

Auch Differentialgleichungen héherer Ordnung sind relevant, insbesondere
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz
erfullt die Position z(t) € R? eines punktformigen Teilchens fester Masse
m > 0 im Raum namlich die Gleichung

ma"(t) = F,

die zeitliche Anderung des Impulses m 2/ (t) ist also gleich der auf das Teilchen
zur Zeit t wirkenden Kraft F'. Haufig ist F' eine Funktion von ¢, der Position
x(t) und der Geschwindigkeit z’(t), es liegt also eine Differentialgleichung

2'(t) = F(t,x(t), 2'(t))

zweiter Ordnung vor im Sinne der folgenden Definition.?

3Wobei Physiker und Physikerinnen natiirlich i(t) statt 2’(¢) fiir die Geschwindigkeit
zur Zeit ¢t und #(t) statt z’/(¢) fiir die Beschleunigung schreiben wiirden.



1.4 Seien n,m € N. Eine (explizite) Differentialgleichung mter Ordnung im
R™ ist eine Gleichung der Form

v ) = f(y ),y (1), ™I () (3)

mit einer Funktion f: U — R™ auf einer Teilmenge U C R x (R™)™. Eine
Lésung der DGL (3) ist eine C™-Funktion ¢: I — R™ auf einem nicht-
entarteten Intervall I C R, so dass*

(t,0(t),d't),...,0m V() eU firalletel

und ¢ (1) = f(t,o(t), ¢'(t),..., ™ D(¢)) fiir alle t € 1.
Ist (to, Yo, Y1, ---»Ym—1) € U gegeben und gilt zusétzlich ¢y € I und

o(to)) =y, o) =v1i, ..., " V(o) = Ym_1,
so wird ¢ eine Losung des Anfangswertproblems
ym) = flty),..y "),

y(to) = %o
YD) = s
genannt.
1.5 sin und cos sind Losungen der DGL 2. Ordnung
y'(t) = —y(t),
denn es ist sin”(t) = —sin(¢) und cos”(t) = —cos(t). Die Sinusfunktion

sin: R — R erfiillt sin(0) = 0 und sin’(0) = cos(0) = 1, 16st also das An-
fangswertproblem

y'(t) = —y(t),
y(0) = 0
y'(©0) = L
Da sin® = sin, ist der Sinus auerdem eine Losung der DGL vierter Ordnung

y () = y(t).
&’ ¢

4Wir schreiben ¢() oder 22 fiir die jte Ableitung einer Funktion ¢ von ¢.
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Zu den Lernergebnissen der Studierenden der Mathematik 2 gehort laut
Modulhandbuch:

“Sie konnen einfache gewohnliche Differenzialgleichungen bis einschliefllich
den Schwingungsgleichungen integrieren.”

Daher wurden Differentialgleichungen in Prof. Glockners Mathematik 2 im
SoSe 2022 bereits ein Stiick weit behandelt. Einige der in der Mathematik 2
bereits behandelten Beispielklassen und zugehorige Losungsformeln werden
nun wiederholt. Fir die Begriindung sei auf das Skript zur Mathematik 2
verwiesen, das in Panda (und auf Prof. Glockners Homepage) verfiigbar ist.

Homogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 1.6 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'(t) = a()y(t) + b(t),

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist und a: J — R sowie b: J — R
stetige Funktionen. Ist b(¢) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heifit die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist a eine
konstante Funktion, also einfach

y'(t) = ay(t) +b(0),

so spricht man von einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

In der Mathematik 2 haben wir gezeigt (siche 17.8):

1.7 (Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung). Es sei J C R ein
nicht entartetes Intervall und a: J — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Fir jedes tg € J und yo € R ist
¢:J =R,
t — Yo efto als) ds (5)
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eine auf ganz J definierte Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = a(t)y(t)

y(to) = o

(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall
mit tg € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems

aus (a), so gilt v = ¢|;.

Beispiel 1.8 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung ¢ des Anfangswert-
problems
{ y(t) = ty)
y) = 3
Losung: Nach 1.7 (a) ist
8(1) = o i

mit ¢y = 1, yo = 3 und a(s) = s?, also

Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

In der Mathematik 2 wurde gezeigt (siche 17.10):

1.9 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung). FEs seien
J C R ein nicht entartetes Intervall und a: J — R sowie b: J — R stetige
Funktionen. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Fiir jedes ty € J und yo € R ist die
auf ganz J definierte Funktion ¢: J — R,

K t
o(t) = (yo+ / b(r)e ™ Jio A e dT) i als)ds
to

eine Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = a(t)y(t) +b(t)

y(to) = o



(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist [ C J ein nicht entartetes Intervall
mit tg € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems

aus (a), so gilt v = ¢|.

Beispiel 1.10 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

y(t) =t yt)+¢*, y(1)=3.
Es liegt eine inhomogene lineare DGL erster Ordnung vor mit a(t) = ¢,
b(t) = t*, Anfangszeit t, = 1 und Anfangswert yo = 3. Laut 1.9 (a) ist die
Losung

o) = | + e Jpale) ds d7'> eftto als)ds

= (3 r2e s 2d8d7) eli st ds
de

B3 _1
e3 3

3+ 2 05

w\»-‘
w“
N——
w“*
\ w\*w
wlm
ISH
)
N——

denn es ist

t
[
1

unter Benutzung der Substitution v =

Wl

1
o ) 1
5 dr = — e du = [—e"]§
0

3

=, du = —72dr.

Bemerkung 1.11 Wir erinnern daran, dass sich die Losungsformel aus
1.9 (a) mit dem Ansatz der “Variation der Konstanten” gewinnen lésst.

Hierbei starten wir mit einer Losung 77: R — R der zugehorigen homogenen
linearen DGL
y'(t) = a(t)y(t). (7)

Nach 1.7 (a) kénnen wir 7(t) = eho )% ihlen und haben dann n(te) = 1.
Jede andere Losung der homogenen linearen DGL (7) ist von der Form

Cn(t)
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mit einer Konstanten C' (nédmlich C' = yo, dem Anfangswert zur Zeit t). Um
die gesuchte Losung ¢ der inhomogenen linearen DGL zu finden, ersetzen
wir die Konstante C' durch eine Funktion ¢(), machen also den Ansatz

Dann ist ¢(tg) = yo und

¢'(t) = (O)n(t) + c(t)y' (t) = ¢ (t)n(t) + c(t)a(t)n(?). (8)

Wir setzen ¢'(t) aus (8) und ¢(t) = c(t)n(t) in (6) ein und erhalten die
Bedingung
(1) + elt)alt)n(t) = a) eln(t) +h(),
—5/(t) =a(t

also

also .
() = b)) = b(t)e fo ¥ fiir alle t € J.

Aquivalent hierzu ist
t T
c(t) =yo + / b(r)e 0 e qr i alle t € J,
to
man erhélt also die Formel aus 1.9 (a).
Beispiel 1.12 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstan-

ten Koeffizienten). Wir betrachten den Spezialfall einer linearen Differential-
gleichung der Form

y'(t) = ay(t) + (1),
wobei b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten Intervall

J C R ist und a € R eine feste reelle Zahl. Gegeben t; € J und yy € R ist
die auf J definierte Losung des Anfangswertproblems

{ y'(t) = ay(t)+b(t)
y(to) = Yo
dann die Funktion v: J — R,

t
() = (yo +/ b(r)e (Tto)a dT) elt—toa,

to

7



Dies konnen wir (wenn gewiinscht) noch umformen zu

t
v(t) = elt=to)ay, +/ e'=ep(1) dr. (9)

to

Differentialgleichungen in getrennten Veranderlichen

1.13 Es seien J C R und K C R offene Intervalle, g: J — R eine stetige
Funktion und h: K — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) > 0 fiir alle
y € K oder h(y) <0 fiir alle y € K. Gegeben t; € I und yo € K wollen wir
das Anfangswertproblem

{y’(t) = g(t) h(y(t))
y(to) = Yo

l6sen.

1.14 Kochrezept. Man schreibe

dy

— =g(t)h
gehe formal zu

dy

h(y)
iiber und integriere beide Seiten:

v q t
—dr = / s)ds.
/yo ) ) g(s)

Man berechne die Integrale und 16se nach y(t) auf.

Eine mathematische Begriindung findet sich im Skript zur Mathematik 2
in 17.17. Unter der oben gemachten Voraussetzung, dass h(y) stets positiv
oder stets negativ ist, sind die Losungen des Anfangswertproblems iibrigens
wieder eindeutig.

Beispiel 1.15 Losen Sie das Anfangswertproblem

{y’(t) = sin(t) y(t)’
y(0) = L.



Losung. Wir schreiben

prili sin(t) 3
und stellen formal um zu p

Y .

" = sin(t) dt.

Wir integrieren beide Seiten und erhalten die Bedingung

y(®) q t
/ — dr = / sin(s) ds,
w L to
y(®) 1 t
/ — dr = / sin(s) ds.
1 7 0

Ausrechnen der Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen liefert

[_g} " cos)l,

also mit tp =0, yp =1

227,
also ] )
- — =1 —cos(?).
ERTTOE "
Auflésen nach y(t) ergibt
1
) = ——————.
u(t) 2 cos(t) — 1

Dies ist die gesuchte Losung des vorgelegten Anfangswertproblems.

Lineare DGLn 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 1.16 Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten ist eine Differentialgleichung der Form

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

mit ag,a; € R und einer stetigen Funktion b: J — R auf einem nicht ent-
arteten Intervall J C R. Ist b = 0, so sprechen wir von einer homogenen
linearen Differentiagleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten;
andernfalls heiffit die DGL inhomogen.

9



Wir betrachten also die Differentialgleichung

y'(t) = —aoy(t) — a1 y/'(t) + b(t),
das heif3t
y'(t) = f(t,y(t), ¥ (1))
mit
fiIXRxR—=R, (ty,v)— —agy—av+b(t).

Im Falle homogener linearer DGLn konnen wir stets J = R wahlen. In der
Mathematik 2 haben wir gesehen (siehe 19.4):

1.17 (Globale Existenz von Losungen und Eindeutigkeit) Es seien ag, a; € R
reelle Zahlen und b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten
Intervall J C R. Fir alle tg € J und yy,vg € R gilt:

(a) Es existiert eine auf ganz J definierte Losung ¢: J — R des An-
fangswertproblems

y'(t) +ary'(t) +aoy(t) = b(t)
y(to) = o
Y (to) = o

(b) Ist I ein nicht entartetes Intervall mitto € I C J und ¢: I — R eine
Lésung des Anfangswertproblems aus (a), so ist ¥ = ¢|;.

Auch haben wir in der Mathematik 2 gesehen (siche 19.5):

1.18 (Losungsmenge einer homogenen linearen DGL zweiter Ordnung). Es
seten J C R ewn nicht entartetes Intervall und ag,a; € R. Dann gilt:

(a) Die Menge Ly, aller auf J definierten Lésungen ¢: J — R der DGL
¥ +ay +ay =0 (10)

ist ein 2-dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums R” aller reell-
wertigen Funktionen auf J.

(b) Es seity € J. Zwei Lisungen ¢y, ¢o € Ly, der DGL bilden genau dann
eine Basis fur Ly, wenn die Vektoren

1(to) ) ( 2 (to) )
/ d /
( dito) ) T\ dhlto)
in R? linear unabhdingig (und somit eine Basis fir R?) sind.

10



Bemerkung 1.19 Die in (b) angegebenen Vektoren bilden genau dann eine
Basis von R?, wenn die Matrix

(Gl o)

invertierbar ist, also die Determinante

W on 6t i= det (G100 02000 ) 6 w)ohira) — o t)ontr

von Null verschieden ist. Man nennt W (¢1, ¢2) (o) die Wronski-Determinante
von ¢; und ¢y zur Zeit tg.

Definition 1.20 Bilden ¢; und ¢, eine Basis des Losungsraums Ly, so nennt
man ¢, ¢y ein Losungsfundamentalsystem fiir die homogene lineare Diffe-
rentialgleichung (10).

Wir erinnern an Beispiel 19.8 der Mathematik 2:

Beispiel 1.21 (Harmonischer Oszillator). Fiir wy > 0 betrachten wir die
homogene lineare Differentialgleichung

y' +wiy=0

zweiter Ordnung, die sogenannte Schwingungsgleichung. Dann bilden die
durch

¢1(t) :=sin(wpt) und @o(t) := cos(wot)

gegebenen Funktionen ¢q, ¢o: R — R ein Losungsfundamentalsystem.

Fiir homogene lineare DGLn zweiter Ordnung konnen Loésungsfundamental-
systeme stets angegeben werden (siehe 19.10 der Mathematik 2):

1.22 Wir betrachten eine homogene lineare Differentialgleichung
y'+ary +ay = 0 (11)
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir bilden das Polynom
p(z) =2* + a1z +ap

mit z € C, das sogenannte charakteristische Polynom.

11



(a) Hat p zwei verschiedene reelle Nullstellen A, Ay € R, so bilden die
durch
Pi(t) = e, Pa(t) = et

gegebenen Funktionen ¢1,¢2: R — R ein Lisungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (11).

(b) Hat p eine doppelte reelle Nullstelle X € R, so bilden die durch
or(t) =N, go(t) =t

gegebenen Funktionen ¢1,¢9: R — R ein Lisungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (11).

(¢) Hat p ein Paar nicht reeller, komplex konjugierter komplexer Null-
stellen o 1w mit o € R und 0 # w € R, so bilden die durch

P1(t) = e™ sin(wt), ¢a(t) = ™ cos(wt)

gegebenen Funktionen ¢1,¢o: R — R ein Lisungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (11).

Ganz wesentlich ist Beispiel 19.11 der Mathematik 2.

Beispiel 1.23 Seien v,wy > 0. In der Physik beschreibt die homogene line-
are Differentialgleichung

V' + vy +wiy=0 (12)
einen gedampften Oszillator.> Das charakteristische Polynom lautet
p(z) = 2 +vz+ud
und wir haben
0=pz)=22+ve+w=(z+v/2)*+wi—1*/4

genau dann, wenn
(z4+1v/2)? =12 /4 — . (13)

°Es handelt sich um sogenannte “lineare” Diampfung, die proportional zu y/(t) ist. Bei
Gleitreibung oder Haftreibung eines Korpers auf einer Oberflache ist dies nicht (!) der
Fall.
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1. Fall (Schwingfall): Tst v%/4 — w2 < 0, so konnen wir (13) schreiben als
(z+v/2)" = —(ws —v*/4)

mit w? + v*/4 > 0. Wir haben also ein Paar komplex konjugierter, nicht
reeller Nullstellen,

21 =—v/2+ i\ Jwi — V2[4, 2= -—v/2 —iy\Jwi — V2[4

der Vielfachheit 1. Nach 1.22 (c) bilden also die Funktionen

tsin(wt) und t— e 2! cos(wt)

mit w := \/wi — v?/4 ein Losungsfundamentalsystem.
2. Fall (Kriechfall). Ist v%/4 — w2 > 0, so hat p die zwei reellen Nullstellen

AN =—v/2—/v2/4—wi und X\ =—v/2+ /1?4 — Wi

der Vielfachheit 1. Offenbar ist Ay < 0 und es ist auch Ay < 0, weil
V124 — w2 < \/v2/4 =v/2. Nach 1.22 (a) bilden die Funktionen

trse 2

ts ™ und s e

ein Losungsfundamentalsystem.

3. Fall (aperiodischer Grenzfall). Ist v?/4 — w? = 0, so hat p die doppelte
Nullstelle
A= —v/2.

Nach 1.22 (b) bilden also die Funktionen

t t

trse 2t und trste 2

ein Losungsfundamentalsystem.

Inhomogene lineare DGLn zweiter Ordnung

In der Mathematik 2 haben wir in 19.14 gesehen:
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1.24 FEs seien ag,a; € R, J C R ein nicht entartetes Intervall und b: J — R
eine stetige Funktion. FEs sei L; die Menge aller Losungen ¢: J — R der
homogenen linearen DGL

Y +a1y +ay=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und L; die Menge aller Losungen
der inhomogenen linearen DGL

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ist ¢, € L; eine beliebige
Losung der inhomogenen DGL, so ist

Li:¢p+Lh:{¢p+¢3¢€Lh}-

Bemerkung 1.25 Traditionell nennt man ¢, eine partikulare Losung der
inhomogenen linearen DGL und kann 1.24 dann wie folgt zusammenfassen:

“Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen DGL erhdlt man, in-
dem man zu einer partikularen Losung der inhomogenen DGL die allgemeine
Losung der zugehorigen homogenen linearen DGL addiert.”

Prototypisch (und wichtig fiir die Allgemeinbildung) ist Beispiel 19.16 der
Mathematik 2:

Beispiel 1.26 (Getriebener Oszillator). Lésst man auf einen harmonischen
Ostzillator zusatzlich eine auflere Kraft wirken, die eine harmonische Schwingung
mit Winkelfrequenz 2 ist, erhdlt man eine inhomogene lineare DGL zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten von der Form

y'(t) +wi y(t) = a sin(Qt + b). (14)

(a) Ist Q # wy, so ist
a .
op(t) = R sin(Qt + b)

U.}O_

eine partikulare Losung.
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(b) (Resonanzkatastrophe). Ist 2 = wy, wird der Oszillator also mit seiner
Resonanzfrequenz angeregt, so ist
a

Pp(t) = S t cos(wot + b)

eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen DGL (14).

Beachten Sie, dass fiir t = 222=% mit n € N

wo
a

9.2 (2mn — b)

¢p(t) =
ist, was fiir n — oo bestimmt gegen —oo divergiert. Es gibt also beliebig
grofle Auslenkungen und gleiches gilt fiir jede Losung ¢ + ¢, der inho-
mogenen DGL mit ¢ € L, da ¢ eine Linearkombination von sin(wyt)
und cos(wpt) und somit eine beschrinkte Funktion ist. Zwar wird die
Modellierung bei beliebig groflen Auslenkungen irgendwann unprazise;
dennoch muss man befiirchten, dass ein schwingendes Werkstiick dann
zerstort werden konnte.

In der Mathematik 2 haben wir zudem einen getriebenen, geddampften Oszil-
lator diskutiert (siehe Beispiel 19.17).

Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Uber Definition 1.6 hinaus haben wir in der Mathematik 2 auch lineare
Differentialgleichungen fiir vektorwertige Funktionen betrachtet.

Definition 1.27 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'(t) = A(t)y(t) +b(t), (15)

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist, A: J — R™" & R™ eine
stetige matrixwertige Funktion und b: J — R" eine stetige vektorwertige
Funktion.® Tst b(¢) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

y'(t) = Ay (),

®Es ist also A(t) = (a;;(t))ij=1,..n mit stetigen Funktionen a;;: J — R fiir 4,5 €
{1,...,n} und b = (by,...,b,) mit stetigen Funktionen by,...,b,: J — R.
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so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heifit die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist A(t)
eine konstante Funktion in ¢, also eine feste Matrix A, so nennt man (15)
eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Betrachtet wird also die Differentialgleichung

y'(t) = f(ty(t)
in R" mit f: J xR" — R, (t,y) — A(t)y + b(t).

Ist n > 1, werden solche Differentialgleichungen traditionell auch Differential-
gleichungssysteme genannt. In diesem Kapitel beschranken wir uns auf den
Fall von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koeffizien-
ten. Ein entscheidendes Hilfsmittel fiir uns ist die Matrizexponentialfunktion.
In der Mathematik 2 wurde in 18.2 gezeigt:

1.28 (Matrixexponentialfunktion). Fiir jede Matrix A € R™ "™ konvergiert
die Reihe

Ak

NE

1
E!

b
Il

0

00
€A = E
k=0

Konvergenz von Matrizen ist dabei wie folgt zu verstehen.

in R™ "™ Wir definieren

| —

k
!A.

=

1.29 Identifizieren wir eine quadratische Matrix A = (a;;) € R™*" mit dem
Spaltenvektor

T n?
(allw"7an17a127‘"7an27"'7a1n7"'7ann) eR )
konnen wir den Vektorraum R™*"™ aller n x n-Matrizen mit R™" identifizieren.

e Wir kénnen daher von Konvergenz einer Folge (Ay)gen, von n x n-
Matrizen gegen eine n x n-Matrix A = (a;;) sprechen: Verlangt ist
|Ax—A| — 0 fiir k — oo, oder dquivalent Konvergenz des (i, j)-Eintrags
(Ag)i; von Ay gegen a;; fiir k — oo, fiir alle 4,5 € {1,...,n}.
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o Ist (Ag)ren, eine Folge von nxn-Matrizen, konnen wir die Anfangssum-
men S, := Y -, Ax € R™™ betrachten fir m € Ny. Konvergiert die
Folge (Sy,)men, gegen eine Matrix A = (a;;) € R™", schreiben wir

k=0 k=0

Schreiben wir (Ay);; fiir den (4, j)-Eintrag von Ay, bedeutet dies also
Q5 = Ezo:()(Ak)lj fir alle Z,j € {1, c. ,7’L}.

Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion kann man Losungen homogener An-
fangswertprobleme beschreiben (siehe 18.9 in Mathematik 2):

1.30 (Homogene lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten). Fir A € R"*" to € R und yo € R" gilt folgendes:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Die Funktion
p: R =R, ts ety
ist eine auf ganz R definierte Losung des Anfangswertproblems

{zﬂﬂ = Ay(t)

y(to) = o

(b) (Eindeutigkeit). Ist J C R ein nicht entartetes Intervall mit ty € J
und auch ~v: J — R"™ eine Losung des Anfangswertproblems aus (a), so

gilt v = ¢l

Die Methode der “Variation der Konstanten” funktioniert in geeigneter Form
auch fiir Systeme linearer Differentialgleichungen. Analog zu (9) erhdlt man
(siehe 18.17 in Mathematik 2):

1.31 (Inhomogene lineare Systeme erster Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten). FEs seien A eine n X n-Matriz, J C R ein nicht entartetes In-
tervall, b: J — R™ eine stetige vektorwertige Funktion und tg € J, yo € R™.
Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Die auf ganz J definierte Funktion
¢ J— R,

t
o(t) = el Ay, + / e =D4p(s) ds (16)

to
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ist eine Ldosung des Anfangswertproblems

{y’(t) = Ay(t) +0(1),

y(to) = Yo-

(b) (Eindeutigkeit). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall mit ty € I und
auch v: I — R™ eine Lisung des Anfangswertproblems aus (a), so ist

Y= (b‘l-

Die groBe Frage ist nun natiirlich, wie man e bzw. e=%)4 konkret berechnen
kann; und zudem mochten wir Beispiele sehen sowohl fiir homogene Systeme
als auch fiir inhomogene. Dem widmet sich das folgende Kapitel.

Wir halten vorher noch zwei niitzliche Tatsachen fest.

1.32 Fir A € R™" sei Ly, die Menge aller auf ganz R definierten Losungen
¢: R — R"™ des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

y'(t) = Ay(t)
erster Ordnung. Dann gilt:
(a) Ly, ist ein n-dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums alle Funk-

tionen ¢: R — R™.

(b) Gegeben ty € R bilden Lisungen ¢1,...,¢, € L genau dann eine
Basis fiir Ly, (ein sogenanntes Losungsfundamentalsystem), wenn die
Vektoren ¢1(to), . .., ¢n(to) eine Basis von R™ bilden, also die sogenan-
nte Wronski-Determinante

W(¢1,...,0n)(to) := det (¢1(t0), - - ., Pulto))
mit den Spaltenvektoren ¢1(to), ..., on(to) von Null verschieden ist.
Begriindung: Die Abbildung

€to: Ln = R™, ¢ — ¢(to)

ist linear, da (¢ + ¥)(to) = ¢(to) + ¥ (to) per Definition der Summe zweier
Funktionen ¢,v € L; und ebenso (r¢)(ty) = ro(to) fir r € R. Wegen der
Existenz und Eindeutigkeit von ¢ im Anfangswertproblem aus 1.30 ist &,
surjektiv und injektiv, also bijektiv. Somit ist €;,: L, — R"™ ein Isomor-
phismus von Vektorraumen, folglich dim(L;) = dim(R™) = n. Weiter bilden
®1,...,¢n € L, genau dann eine Basis von Ly, wenn e, (¢1), . . . , €, (¢n) €ine
Basis von R" bilden.
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Beispiel 1.33 (Exponentialansatz) Ist A € R™" diagonalisierbar und ist

v1,...,0, eine Basis des R™ bestehend aus Eigenvektoren fiir A zu reellen
Eigenwerten Ay, ..., \,, so bilden die durch
¢i(t) :==e bt Uj

definierten Funktionen ¢;: R — R" firj € {1,...,n} ein Losungsfundamental-
system fir y'(t) = Ay(t).
Es ist namlich

¢L(t) = eV = eNAv; = AeMltuy; = Ag;(t),

j
also jedes ¢; eine Losung der DGL. Weiter bilden die Vektoren

9;(0) = v;
eine Basis von R"™. Nach 1.32 (b) ist also ¢y, ..., ¢, ein Losungsfundamental-
System.

Seien e; = (1,0,...,0)T, ..., e, = (0,...,0,1)T die Standard-Basisvektoren
fiir R™.
Beispiel 1.34 Fiir jede Matriz A € R™" liefern die Spalten

¢;(t) = ¢’ ej
von et ein Losungsfundamentalsystem ¢y, ..., ¢ fir y'(t) = Ay(t).

Nach 1.30 ist némlich ¢; Losung der DGL (zum Anfangswertproblem mit
yo = e;). Weiter bilden die Vektoren ¢;(0) = e; eine Basis von R" fiir

je{l,...,n}.

1.35 Sei A € R™", J C R ein nicht-entartetes Intervall und b: J — R"”
stetig. Sei Ly, die Menge der Losungen ¢: J — R™ des homogenen linearen
Differentialgleichungssystems

y'(t) = Ay(t)
und L; die Menge aller Losungen des inhomogenen DGL-Systems y'(t) =
Ay(t) +b(t). Ist ¢, € L; eine partikulire Losung, so gilt
Li:¢p+Lh = {¢p+¢2 ngLh}.

Nachweis: Fiir ¢ € Ly, ist (¢p+0)'(t) = ¢,,(t)+¢'(t) = App(t)+b(t)+Ap(t) =
A(pp(t) + o(t)) + b(t), also ¢, + ¢ € L;. Ist ¢ € L;, so ist (¢ — ¢,))t) =
AG(1) + (t) — (Ady(t) + b(t)) = AW(E) — By(0)), also & — ¢, € Ly und
w:¢p+(w_¢p> epr“'Lh-
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2  Wie man ¢? berechnet fiir eine Matrix A

Beginnend mit Spezialfillen machen wir uns klar, wie e? := Ym0 %Ak im
Prinzip fiir jede Matrix A € R™*™ berechnet werden kann.

e? fiir Diagonalmatrizen und nilpotente Matrizen

Beispiel 2.1 Fiir die 0-Matrix 0 € R™" ist ¢ = 1,, die Einheitsmatrix in
Rnxn.

Es ist ndmlich 0° = 1,, per Definition und 0* = O fiir alle k¥ € N. Also ist

NgE
P?‘|,_.
||
||
p—t
3

fiir alle m € Ny, mit Limes 1,, fiir m — oo.

Beispiel 2.2 Fiir die Diagonalmatrix

. 2 0
D = diag(2,7) = < 0 7)
: e 0
—ding(e ) = ()

. et 0
= dlag<€2t7€7t> = ( 0 e7t ) .

ist
und firt € R

Es gilt namlich

zm:ki( 0 7t)k - ;%(Q?k (72)'@)

fiir m — oo. Analog sieht man, dass

= diag(eM’, ... eMf)

ey

gilt fiir D = diag(Ay,...,\,) € R™™ fiir alle A,...,\, € Rund t € R.
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Beispiel 2.3 Fiir die Matrix

R 0 1 2x2
N'_<0 O)GR

N 11 w (1t )
e —(01> und e —(01> fir alle t € R.

Es ist namlich N2 = 0, also auch N* = 0 fiir alle £ > 2 und somit

m m k 1 k
St > Eneey v (11

fiir alle m > 1. Die rechte Seite ist von m > 1 unabhéngig und konvergiert

gegen
1t
01

Beispiel 2.4 Man nennt ein Matrix N € R™*" nilpotent, wenn N* = 0 fiir
ein ¢ € N (die vorige 2 x 2-Matrix war also nilpotent mit ¢ = 2). Dann sind
die Komponenten von

gilt

fir m — oo.

einfach Polynome in t vom Grad < /¢ — 1.

Betrachten wir zwei einfache homogene lineare Differentialgleichungssysteme,
welche auf e fiir Matrizen der bisher behandelten Formen fiithren.

Beispiel 2.5 Man finde die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

n(t) = ()

wt) = 0

n(0) = 10) = 1.
Losung: Wir suchen die Losung von

{y’(t) = Ay

y(0) = w



- (85). w=(1)

Nach 1.30 und Beispiel 2.3 ist die Losung

y(t)zemyoz((l) i)(i)Z(lJ{t)

Das hétten wir natiirlich auch von Hand geschafft: Wegen ¢}, = 0 ist s
konstant mit Wert 1. Aus y] = yo = 1 folgt dann y;(t) = y1(0) +t =1+ ¢.

Auch das folgende Beispiel ist noch nicht so spannend, da man direkt die
DGLn fiir y; und y, l6sen konnte.

Beispiel 2.6 Man finde die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

v (t) 2y1(t)
¥o(t) = —u2(t)
yi(0) = 1
y2(0) = 3.

{y’(t) = Ay

y(0) = wo

(3 4) w-(3)

Nach 1.30 und Beispiel 2.2 ist die Losung

w-eme (3 ) () (:0)

e? fiir diagonalisierbare Matrizen

Wir erinnern an Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion, die in der
Mathematik 2 (in 18.8 und 18.13) nachgewiesen wurden. Teile (d) und (e)
werden uns die Berechnung von e fiir schwierigere Beispiele ermdglichen.
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2.7 (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion) Fir A € R™" gilt:
(a) Fiir alle s,t € R ist et = els+0)4,

A=l = oA,

(b) Die n x n-Matriz e? ist invertierbar, mit inverser Matriz (e
(¢) Die Abbildung R — R™ " t s !4 ist stetig differenzierbar mit

%@M = Aet = A fir alle t € R.

(d) (Vertauschende Matrizen). Sind A, B € R™ "™ Matrizen derart, dass
AB = BA, so gilt eAT8 = e4eB.

(e) Ist B eine n x n-Matriz und S eine invertierbare n x n-Matriz, so ist
e3P =GPt
Also ist e5B5™" = SetBS-1 fiir alle t € R.

Beispiel 2.8 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung des Anfangswert-
problems

KO = 5l - 2500
B = —2nlt) + ()
»(0) =

Losung: Wir suchen die Losung von

{y’(t) = Ay
?/(O> = Y

5 =2 1
A= ( 77 ) v Yo = < ) :
—3 3 2
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren zeigt, dass A diagonalisierbar

ist; es ist
A=SDS™!
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V2 —3V2 30
[ 2 2 —
s=(1vs ) mao=(07)
S1.= %\/5 %\/5 )
12 v
Nach 1.30, 2.7 und Beispiel 2.2 ist die Losung
y(t) = ety =Sy = SetP 5y,

_ %\/5 _% 2 et %\/5 %\/i 1 _ %63t_%67t
V2 L2 0 e —1v2 L2 2 23t 4 LTt

2.9 Ist A € R™ " eine diagonalisierbare Matrix, so ist A = SDS™! mit einer
invertierbaren nxn-Matrix S und einer Diagonalmatrix D = diag(Aq, ..., \,).
Fiir t € R ist nach 2.7 und Beispiel 2.2 dann also

1 _
etA — 6StDS — S@tDS 1,

wobel

wobei e'P = diag(e*?, ... eM?).

e? fiir Block-Diagonalmatrizen

Eine Matrix A € R™" heif3t Block-Diagonalmatriz mit Blocken der Grofle
Ny, ..., Ny € Nmit ny+---+n,, =n, wenn sie fir k € {1, ..., m} nacheinan-
der quadratische Matrizen A; € R™*" auf der Diagonalen besitzt und aufler-
halb nur Nullen. Wir schreiben dann auch

A =diag(Ay, ..., An).
Beispiel 2.10 Eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken der Grofe 1,2 ist

2.11 Da (diag(4, ... ,Am))j = diag(A],..., AJ) fiir alle j € N, ist
diag(Ar,.... Am) — diag(eAl, . ,eA’") (17)

und entsprechend e? di#8(A1An) — diag(etdr, .. etAm).

e
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e? allgemein mit Hilfe der Jordanschen Normalform

Was passiert, wenn A nicht diagonalisierbar ist? Kann auch dann e im

Prinzip immer berechnet werden?

Dies ist in der Tat moglich, mit Hilfe der sogenannten Jordanschen Normal-
form von A.

2.12 Ist A € R™" (oder A € C™*") beliebig (also nicht notwendig diagonali-
sierbar), so gibt es immer noch eine komplexe invertierbare Matrix S € C**"
derart, dass

A=S8Js7!
mit einer gewissen Block-Diagonalmatrix J = diag(Jy,...,J,) (einer Ma-
trix J in “Jordanscher Normalform”). Hierbei ist

Ao 10 -+ 0
0 M 1 0
Jk — . .
A1
0 X

eine ng X ni-Matrix mit einem komplexen Eigenwert Ay von A auf der Diago-
nalen und Einsen auf der Parallelen zur Diagonalen (ein sogenanntes “Jordan-
Késtchen”). Es ist also

Jp = )\k lnk + Nnk
mit

0

e}

1 0
0 1

@}

N,, = .
0 1

0
Die Matrix N, ist nilpotent mit (N,, )™ = 0. Da die Matrizen t\z1,, und
tN,, miteinander vertauschen, ist dann

t2 tnk71
"k~
0o 1 t (=)
6th — et)\klnk-‘rthk — €t1nk€tNk — 6)\kt
0 1
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Weiter ist
et = Sdiag(er, ..., em)Ss!
tJ1

mit e!t, ..., e"/m wie gerade berechnet.

Etwas mehr Details: Ist

0 1 0 0 0
o o0 1 0 --- 0
N = .. .. .. .. .. ERZXZ
o --- 0 0 0 1
o --- 0 0 0 0

so rutscht in den Potenzen N7 die Nebendiagonale mit Einsen in jedem
Schritt eins weiter in die rechte obere Ecke; ist etwa ¢ = 4, so ist

01 00 0010 0 0 01
0010 s | 0001 3 | 0000
N_()OOl’N_OOOO’N_OOOO’

00 0O 00 0O 00 0O
und somit

1t t3/2 t3/6
00 1 t
00 0 1
Fiir allgemeines ¢ € N ist analog
1Tt 22 /6 - t"H/(—-1)
1 0 1 t /2 - t72/(0-2)!
tN __ k ntk . . . . .
_Zk!tN B -
3=0 0 0 0 1 t
0 0 0 0
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3 Beispiele fiir Differentialgleichungssysteme

Wir diskutieren einige typische Beispiele von linearen Differentialgleichungssys-
temen erster und zweiter Ordnung.

Mischprozesse

Lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung treten etwa bei Misch-
prozessen auf. Wir betrachten ein hypothetisches Beispiel.

Beispiel 3.1 In einer Mischanlage, die aus zwei Tanks besteht, werden in
zwei Schritten Naturjoghurt, Zuckersirup und Erdbeerzubereitung zu einem
Erdbeerjoghurt verriihrt. Beide Tanks haben ein Fassungvermogen von je
W = 100 Litern und enthalten zur Zeit ¢, = 0 ausschlieSlich Naturjoghurt. In
beiden Tanks wird standig geriihrt, und wir gehen von sofortiger vollstandiger
Vermischung aus. In den ersten Tank werden kontinuierlich o = 8 Liter pro
Sekunde Naturjoghurt gepumpt und g = 1 Liter Zuckersirup. Aus Tank 1
werden v := «a + § = 9 Liter pro Sekunde der Mischung abgepumpt in
Tank 2. Diesem wird auflerdem g = 1 Liter pro Sekunde Erdbeerzuberei-
tung zugefithrt. Mit 0 := v + 8 = 10 Litern pro Sekunde wird der fertige
Fruchtjoghurt aus Tank 2 abgepumpt.

Es sei Vi(t) das Volumen an Zuckersirup in Tank 1 zur Zeit t. Es sei V,(t)
das Volumen an Zuckersirup in Tank 2 zur Zeit ¢t und V3(t) das Volumen an
Erdbeerzubereitung in Tank 2. Dann gilt

e = 29,15
Vi(t) = Vl‘ﬁt)fy—viﬁt)é und
e = W1

also erfiillt y(t) := (Vi(t), Va(t), V3(¢))T das inhomogene lineare Differential-
gleichungssystem

y'(t) = Ay(t) + b(t)
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten, mit der Matrix

9
00 @ 00
A=l v v 0= w ~w© O
0 o0 -2 0 0 -+
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und der konstanten vektorwertigen Funktion

I6] 1
bR—R} t—[ 0 ]=1]0
I6] 1
Die Anfangsbedingung ist
0
y(0)=1 0
0
Da A eine untere Dreiecksmatrix ist, stehen die Eigenwerte auf der Diago-
nalen; diese sind — 100 und zweifach —55. Zugehorige Eigenvektoren sind
1
9 ], e und es.
0
Sei S € R3*3 die Basis mit den genannten Eigenvektoren als Spalten, also
1 00
S=1910
00 1
Folglich ist
A=SDS™!
mit D = diag(— 100, %, —%). Da

(é?)_?(_é‘i)

1st
100 100
St=(9 10 -9 10 |.
00 1 001
Somit ist
100 e~ 9t/100 0 100
e = SetPSl=19 1 0 —t/lo 0 -9 1 0
00 1 e /10 00 1
e~ 9t/100 0
_ 9 e~ 9t/100 _ g o—t/10  —t/10 0 ) (18)
0 0 64/10
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Nach (16) lautet die Losung ¢(t) = y(t) = (Vi(t), Va(t), Vs(t)) des vorgelegten
Anfangswertproblems also

t
o(t) = e(ttO)AyO+/ e =4 p(s) ds

to

¢
= /e(t_s)Ab(s)ds
0

. 6—9(1&—5)/100 0 0 1
— / 9 e—9(t—s)/100 -9 6—(t—s)/10 e—(t—s)/lO 0 0 ds
0 0 0 e—(t—s)/lo 1
. £9(s—)/100
— / 9 e9(371‘/)/100 -9 6(sft)/lo ds
0 6(371‘/)/10

18_0 (1 _ 6—975/100)
= | 100 (1 —e™9/100) —90 (1 — /1)
10 (1 — et/10)

Fiir t — oo erhalten wir

100
9
tlim o(t)y=1 10 |;
—00
10

im fertig gemischten Joghurt befinden sich fiir grofle ¢ also naherungsweise
Va(t)/V =~ 10/100 = 0,1 = 10 Volumenprozent Zuckersirup und V3(t)/V =~
10/100 = 0,1 = 10 Volumenprozent Erdbeerzubereitung.

Lineare Differentialgleichungssysteme 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten: Gekoppelte Oszillatoren

3.2 Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in R" der Form

y'(t) = By(t) + Cy'(t) (19)

mit B, C' € R™" nennt man ein homogenes lineares Differentialgleichungssys-
tem 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

In der vorigen Situation sei L, die Menge aller auf ganz R definierten Losungen
¢: R — R" des Differentialgleichungssystems (19). Dann gilt:
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3.3 L, ist ein 2n-dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums aller Funk-
tionen ¢: R — R™. Gegeben ty € R bilden Funktionen ¢q, ..., ¢, € Ly genau
dann eine Basis fiir Ly, (ein sogenanntes Ldsungsfundamentalsystem), wenn

die Spaltenvektoren
( ¢;(to) )
¢ (to)

fir 5 € {1,...,2n} eine Basis fir R* bilden, also die sogenannte Wronski-
Determinate
¢1(to) - @anl(to) )
W (1, ..., 0Pom)(ty) = det 20
(1 920 (f0) ( Pi(to) .. da,(t0) (20)

von Null verschieden ist.

Begriindung. Der Beweis erfolgt durch Umschreiben als System 1. Ord-
nung. Es ist klar, dass L;, ein Vektorraum ist: Summen von Losungen und
Vielfache von Losungen sind Losungen. Gegeben ¢ € Lj, betrachten wir die

durch
o= () )

definierte Funktion ©(¢): R — R?"; diese ist stetig differenzierbar. Dann ist
©(¢) eine Losung des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

2'(t) = Az(t)

erster Ordnung in R?” mit der Blockmatrix

=(pn)
(&0 )=(5¢)(50)

Schreiben wir L; fiir den 2n-dimensionalen Vektorraum aller auf R definierten
Lésungen von 2/(t) = A z(t), so erhalten wir also eine Abbildung

denn es ist

@ZLh—)Ll, ¢l—)6(¢)

und diese ist offenbar linear. Da wir ¢ aus ©(¢) zuriickgewinnen kénnen (es
steht ¢ ja in den ersten n Komponenten), ist © injektiv. Ist schlieflich
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(D1, s Ony 1, ... y) € Ly, so ist ¢; = ¢ fiir j € {1,...,n} und wir
schlieBen, dass ¢ := (¢y,...,¢,) eine C*-Funktion und Losung des Systems
2. Ordnung ist. Somit is © auch surjektiv und somit ein Isomorphismus
von Vektorrdumen. Also ist dim(Lj,) = dim(L;) = 2n. Genau dann ist
@1, .., o € Ly, eine Basis fiir Ly, wenn O(¢y), . .., O(ps,) eine Basis fiir L;
ist, also

W(O(¢1), ..., 0(dm))(to) # 0

mit der Wronski-Determinante fiir Systeme 1. Ordnung wie in 1.32 (b).

Beispiel 3.4 (Gekoppelte Oszillatoren). Zwei Korper gleicher Masse m sind
auf einer Geraden/Koordinatenachse angeordnet und kénnen auf dieser hin-
und hergleiten. Zwischen ihnen ist eine Spiralfeder mit Federkonstante &
gespannt und beide sind nach auflen jeweils mit einer ebensolchen Feder
abgespannt. Die Auslenkung des Korpers aus seiner Ruhelage zur Zeit ¢
in Richtung der Koordinatenachse sei x1(t) bzw. z5(t) (Skizze siehe Vor-
lesung!) Wir erhalten ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung,

mz{(t) = —kxi(t) + k (z2(t) — 21(¢))
mxy(t) = —kaxa(t) +k(z1(t) — 22(¢)),
das wir mit wy := y/k/m noch umschreiben kénnen als
2(t) = —2wi w1 (t) + wi ao(t)
y(t) = wizi(t) — 2w zo(t).

Einsetzen zeigt, dass die gegenldufige Schwingung

é1(1) = sin(Q1) < . )

mit 2 > 0 genau dann eine Losung des Differentialgleichungssystems ist,
wenn Q = v/3wy. Ebenso 16st dann

ba(t) = cos() ( . )
das Differentialgleichungssystem. Zudem sind Schwingungen moglich, bei

denen die Massen synchron hin- und herschwingen (mit jeweils gleicher Aus-
lenkung in der gleichen Richtung). Einsetzen von

¢s(t) = sin(wt) ( } ) und  @4(t) = cos(wi) ( 1 >
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mit w > 0 in die DGL zeigt, dass genau dann Losungen vorliegen, wenn
w = wp (was wir im Folgenden annnehmen). Die Wronski-Determinante im
Sinne von 3.3 lautet fur ¢tg :=0

sin(Qto) cos(Qty) sin(wty)
B —sin(Qty)  — cos(Qtp) sin(wty)
W1, 02,93, 04)(to) = det Q cos(Qty) —Q sin(Qy) w cos(wty) —w sin
—Q cos(Qy) 4+ sin(Qtg) w cos(wtyp)
0 1 01 0 1 01
0 -1 0 1 0 -1 01
Sdl g w0 |T¥ o 0 wo
- 0 w 0 0 0 2w O
1 01 1 0 1
= Qdet{ =1 0 1 | =Qdet| O 0 2
0 2w 0 0 2w O

Also bilden ¢1, ¢, @3, ¢4 ein Losungsfundamentalsystem des homogenen li-
nearen Differentialgleichungssystems 2. Ordnung.

Kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage

Zur Motivation betrachten wir ein Fadenpendel.

Beispiel 3.5 An einem in einer Ebene schwingenden Faden ist eine punkt-
formige Masse m aufgehéngt (Skizze siche Vorlesung). Der Winkel zur Ver-
tikalen sei o und die Lange des Fadens gleich ¢. Dann gilt

mla (t) = —mygsin(a(t)),

also

" g /
a’(t) = 7 08 (a(t)).

An der Stelle oy = 0 liegt eine Ruhelage vor, es ist sin(0) = 0. Bei kleinen
Auslenkungen lassen wir das Restglied der Taylor-Approximation

cos(a) =1— %ocz + R(a)

des Cosinus um den Entwicklungspunkt 0 weg. Die Ableitung ist dann —«
und wir erhalten naherungsweise die DGL

() = —%a(t)
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des harmonischen Oszillators, deren Losungen harmonische Schwingungen
mit der Kreisfrequenz /g /¢ sind.

In hoher-dimensionalen Situationen wiirden wir gern entsprechend vorgehen.

Héufig lassen sich physikalische Systeme (etwa nach Reskalieren der Koordi-
natenachsen) auf die Form

2"(t) = =Vo(x(t))

bringen mit einer C?-Funktion ¢: R® — R und ihrem Gradienten V¢: R™ —
R"”. Wir nehmen an, dass der Ursprung eine Gleichgewichtslage ist, also
V¢(0) = 0. Die Gleichgewichtslage soll stabil sein, also ein lokales Minimum
von ¢ (ein “Potentialtopf”). Dann muss die Hessematrix

0? "
Ho0) = (joa(0)  eree

ij=1

positiv semidefinit sein, das heifit alle Eigenwerte der Hessematrix sind > 0.
Wir nehmen an, dass die Hessematrix sogar positiv definit ist, also alle Eigen-
werte > 0. Lenken wir das System nur wenig und mit kleiner Geschwindigkeit
aus der Ruhelage aus, wollen wir das Restglied R(z) in der Taylorentwicklung

1
Blw) = 5o Hy(0)z + R()
2. Ordnung vernachlassigen und betrachten also die vereinfachte Potential-

funktion

n

VR >R, Loy (0) L D i (0)
: T - =z TiTj :
’ 2 ¢ i1 ]8$i8xj

Die Produktregel liefert
0

a—xk(xl:vj) = 5ik$j + xiéjk

mit dem Kronecker-Delta. Somit ergibt sich die partielle Ableitung

n

D DA ()N SPSA ST S o ()

('9_95;.C 2 7 01,0z, ;02 — 1,0,
7j=1
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Es ist also
Vi(x) = Hy(0)x.

Es sei vy,...,v, € R™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren fiir H,(0)
mit den Eigenwerten Ay, ..., A, > 0. Die Matrix S mit den Spalten vy, ..., v,
ist dann invertierbar und es ist

H¢(0) - SDS_l

mit D = diag(\y,...,A\,). Ist z(t) eine Losung des vereinfachten DGL-
Systems

2"(t) = =Vip(x(t)) = —Hy(0)x(t) (21)
(welches ein homogenes lineares DGL-System zweiter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten ist), so hat

q(t) := S 'x(t)
die erste Ableitung ¢'(t) = S™12/(t) und zweite Ableitung ¢”(t) = S~™12"(t) =
ST H,(0)z(t) = STUSDS'x(t) = Dq(t), erfiillt also das homogene lineare
DGL-System

¢"(t) = Dq(t) (22)

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; und umgekehrt kommen wir
von einer Losung ¢ des selbigen zu einer Losung z(t) := Sq(t) von (21). Mit

q(t) = (1 (1), ..., qn(t)) wird aus (22)

Wir haben also je eine homogene lineare DGL 2. Ordnung vorliegen fiir ¢; mit
j €{1,...,n}. Anschaulich haben wir nun also n Stiick harmonische Oszilla-

toren, die unabhéngig voneinander schwingen — wir haben die Schwingungen
“entkoppelt.” Es ist nun

sin(y/ A1 t)ey, cos(v/ A1 t)er, sin(/ A t)eg, cos(v/ A1 t)ea, ... sin(y/ A, t)ey,, cos(v/ Ant)e,

ein Losungsfundamentalsystem fiir (22). Multiplikation mit S zeigt, dass

sin(/ Ay t)vy, cos(\/)\_lt)vl, sin(/ A1 t)ve, cos(\//\_lt)vg, o sin(V/ Ay v, cos(V Ay oy,

ein Losungsfundamentalsystem fiir (21) ist.

Mehr physikalischen Hintergrund und Verallgemeinerungen finden Sie ggf.
im Klassiker Herbert Goldstein, “Klassische Mechanik”, Kapitel X.

34



Beispiel 3.6 In einem achsenparallelen Quadrat mit Mittelpunkt (0,0) in
der Ebene befinde sich ein frei beweglicher punktformiger Korper der Masse m.
Dieser sei nach rechts und links mit je einer Spiralfeder der Federkonstanten
k abgespannt und nach oben und unten mit je einer Spiralfeder der Federkon-
stanten 4k. Die Position z(t) = (x1(t), z2(t)) des Korpers erfillt dann eine
Differentialgleichung der Form

ma'(t) = —Vo(a(t))

mit der Energie ¢(z), die zum Auslenken der Federn aus der entspannten
Lage in die Position x aufzubringen ist. Die Formel fiir ¢(z) wére langlich
und nicht allzu erhellend. Taylorentwicklung 2. Ordnung fithrt auf das ver-

einfachte Potential
U(zy, 1) = ka? 4 4ka?

mit Gradient

Vip(zy, x2) = (2k 21, 8k x9)

und das homogene lineare Differentialgleichungssystem

A = o)
xy(t) = —4%1’2(2&).

Mit w = ,/% bilden die durch

O1(t) = sin(wt)ey, @o(t) = cos(wt)er, ¢3(t) = sin(2wt)es, Py(t) = cos(2wt)eq

gegebenen Funktion ein Losungsfundamentalsystem. Linearkombinationen
ergeben interessante Bewegungsmuster. Zum Beispiel durchlauft

Pa(t) + ¢s(t) = ( Si?(zo:fg) )

eine Lissajous-Figur, die wie eine liegende 8 aussieht.
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4 Lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten

In 1.22 haben wir bereits Losungsfundamentalsysteme angegeben fiir homo-
gene lineare Differentialgleichungen

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) =0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Zudem haben wir Existenz
und Eindeutigkeit von Lésungen (auch fiir entsprechende inhomogene DGLn)
diskutiert. Analoge Ergebnisse werden nun vorgestellt fiir Differentialglei-
chungen nter Ordnung.

Definition 4.1 Eine Differentialgleichung der Form
YU () + Aoy ™I (E) + -+ ary (1) + agy(t) = b(1)

mit reellen Zahlen aq, ..., a,_; und einer stetigen Funktion b: J — R auf
einem nicht entarteten Intervall J C R heiflt lineare Differentialgleichung
mter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ist b die Nullfunktion, so heift
die lineare Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen.

4.2 Es seien J C R ein nicht entartetes Intervall, ag, ..., a,,_1 reelle Zahlen
und b: J — R eine stetige Funktion. Weiter sei L; die Menge aller auf J
definierten Losungen ¢: J — R der homogenen linearen Differentialgleichung

Y () + amo1y () + -+ ary/ (t) + agy(t) = 0. (23)
Dann gilt:

(a) Ly ist ein m-dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums aller
Funktionen ¢: J — R.

(b) Fir alle yo, ..., Ym-1 € R und ty € J hat das Anfangswertproblem
Y (@) + ey ™ V() 4+ @y (1) + agy(t) = b(2),
y(to) = yo, ¥'(to) = y1, -, Y7V (t0) = Yo

genau eine auf ganz J definierte Losung.
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Beweis. Es sei L = L (falls b = 0) oder L = L; die Menge aller auf J
definierten Losungen ¢: J — R der Differentialgleichung

Y () + @y - ay/ (1) + agy(t) = () (24)

und L die Menge der auf J definierten Losungen des linearen Differentialgle-
ichungssystems

ut) = ua(t)
Upn—1(t) = un(t)
u, (t) = —am_1um(t) — - — agui(t) + b(t)

erster Ordnung in R", also des Systems

0
U (t) = Ault) + O (25)
b(t)
mit der m x m-Matrix

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
A= (26)

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

—ay —aip - —Gm-3 —Op-2 —Up-1

Fir jedes ¢ € L ist die Funktion
O(¢) = (¢, ¢,...,0"" V) J - R™

eine Losung von (25). Umgekehrt ist fiir jede Losung ¢ = (¢1,..., %) J —
R™ von (25) die Funktion ¢, eine Lésung von (24). Also ist

O:L—1L
eine bijektive Abbildung mit O~ (1)1, ... 1) = 1.

37



Die in (b) behauptete Existenz und Eindeutigkeit folgt aus derjenigen fiir das
Differentialgleichungssystem (25), die in 1.30 und 1.31 festgehalten wurde.

Ist b = 0, so sind Summen und Vielfache von Losungen der homogenen
linearen DGL wieder Losungen, es ist also L = Lj ein Untervektorraum
des Vektorraums aller Funktionen ¢: J — R. Wir wissen, dass L ein m-
dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen ¢: J —
R™ ist (siehe 1.30). Die bijektive Abbildung © ist linear, also ein Isomor-
phismus von Vektorraumen. Folglich ist dim L;, = dim L=m.

4.3 Losungen ¢q, ..., ¢, € L, werden ein Losungsfundamentalsystem der
homogenen linearen Differentialgleichung (23) mter Ordnung genannt, wenn
o1, ...,0m eine Basis von L, ist.

Losungsfundamentalsysteme konnen wie folgt berechnet werden. Wir verzich-
ten auf den Beweis (der in Burg-Haf-Wille zu finden ist), da der wichtigste
Spezialfall m = 2 in der Mathematik 2 bereits bewiesen wurde.

4.4 Es seien m € N und ag,aq,...,a,—1 € R. Weiter seien
A, A ER
und
o+ 161, ..., ap+ 15y,
ay —if, ., ap —if

mit aq,...,ap0 € R und py,...,0; € R\ {0} die paarweise verschiedenen
Nullstellen des Polynoms

p:C—=C, pi)=z2"4+an 12"+ - +arz+ao. (27)

Es sein; die Vielfachheit der Nullstelle \; von p fir j € {1,...,k} und m;
die Vielfachheit der Nullstellen o; + if; sowie a; —if; fir j € {1,...,(}.
Dann bilden die folgenden reellwertigen Funktionen vont € R zusammen ein
Lésungsfundamentalsystem fir die homogene lineare Differentialgleichung

Y+ oy + o+ ary 4 agy = 0 (28)
mit konstanten Koeffizienten:

o toehit firje{l,....k} unda € {0,1,...,n; — 1},
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o ttetsin(pit)  firje{l,...,0} unda€{0,1,...,m; — 1}

o (%e%tcos(pt)  firje{l,...,0} unda€{0,1,...,m; —1}.

Das Polynom p aus (27) wird das charakteristische Polynom der homogenen
linearen Differentialgleichung (28) mit konstanten Koeffizienten genannt.

Beispiel 4.5 Die homogene lineare DGL
yW(t) = 16y(t) =0

vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat das charakteristische Poly-

nom
p(z) =2* — 16

mit den einfachen reellen Nullstellen \; = 2, Ay = —2 und dem Paar 27, —21
komplex konjugierter nicht-reeller komplexer Nullstellen der Vielfachheit 1.
Es ist +2¢ = a £+ i mit a = 0, = 2. Nach 4.4 bilden die durch

d1(t) = e*,  @o(t) =e 2, s(t) =sin(2t) und @4(t) = cos(2t)

gegebenen Funktionen ein Losungsfundamentalsystem.
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5 Laplace-Transformation und lineare
Differentialgleichungen

Wir lernen eine weitere Methode kennen zur Losung linearer Differentialglei-
chungen. Dies ist eine Integraltransformation, die sogenannte Laplacetrans-
formation. Sie ordnet einer Funktion f(¢) eine neue Funktion F(s) zu.

5.1 Wir betrachten eine Funktion f: [0,00[ — R (oder [0,00] — C). An-
nahme: f sei stickweise stetig, das heifit fiir alle R > 0 gebe es eine Zerlegung

O=to<ti <---<t,=R

des Intervalls [0, R] derart, dass fiir jedes j € {1,...,n} die Einschrénkung
flit;_14;[ eine stetige Fortsetzung auf das abgeschlossene Intervall [t;_1,1;]
besitzt, d.h. es existiert eine stetige Funktion g¢;: [t;_1,t;] = R (bzw. C) mit

f|]tj—1,tj[ = gjhtj—l,tj['
Aquivalent dazu ist, zu verlangen, dass die linksseitigen Grenzwerte

lim f (t)

fir alle j € {1,...,n} existieren und die rechtsseitigen Grenzwerte

Jim f (t)

fir alle j € {0,...,n — 1}. Auf [0, R] ist f also stetig bis auf endlich viele
Ausnahmestellen und dies sind hochstens Sprungstellen.

Beispiel 5.2 Stetige Funktionen auf [0,00[ sind insbesondere stiickweise
stetig. Eine Rechteckschwingung f: [0, 00[ — R wie

1 wenn km <t < (k+ 1)m fiir ein k € Ny;
f#):=< =1 wenn (k+ 1)7m <t < (k+ 2)r fiir ein k € Ny;
0 wenn t = k7 flir ein k € Ny

ist stiickweise stetig.
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5.3 Eine Funktion f wie in 5.1 heiflt Laplace-transformierbar, wenn ein sy €
R existiert mit

/oo|f(t)\65°t dt < oo.
0

Fiir alle s > sq ist e < e fiir alle ¢ € [0, oo[, nach dem Majorantenkri-
terium also auch

/OOO FOledt < oo

Die Menge D(f) aller s € R mit [~ |f(t)|e™* dt < oo ist dann also ein nach

rechts unbeschranktes Intervall, folglich von der Form
R, l[a,00[  oder  Ja,o0]

fir ein @ € R. Nach dem Majorantenkriterium existiert das uneigentliche

Integral
Fls) = / F(B)e— dt

fir alle s € D(f). Die so definierte (auch L(f) geschriebene) Funktion
F:D(f) =R (bzw. C)
wird die Laplace-Transformierte von f genannt.

Die Abbildung L, die einer Laplace-transformierbaren Funktion f ihre Laplace-
Transformierte £(f) zuordnet, wird Laplace- Transformation genannt.

Beispiel 5.4 Die konstante 1-Funktion 1: [0, 00] — R, t — 1 ist stetig, also
stiickweise stetig. Fiir s € |0,00[ und R > 0 gilt

R R _

1 t=R 1 1 1

/ 1] e " dt = / e dt = [——6_81 =-— e f 5 C

0 0 S t=0 S S S

flir R — oo, die 1-Funktion ist also Laplace-transformierbar mit
1
L(1)(s) = - fir alle s > 0

s

(wir kénnen so > 0 beliebig wéhlen). Nach dem Vorigen ist |0, 00[ C D(1).
In der Tat ist D(1) = ]0, 00|, da fiir sg :=0

/ \1|e_5°tdt:/ 1dt =
0 0

Analog ist £(C)(s) = € fiir 0 # C € C mit Definitionsbereich |0, co[ and
L£(0) = 0 mit Definitionsbereich R.
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Bemerkung 5.5 Ist f: [0,00[— C Laplace-transformierbar, so kann man
iibrigens auch die Funktion

D(f)+iR—C, z~— /Oof(t)etzdt
0

mit komplexem Argument betrachten (die Fourier-Laplace-Transformierte
von f), welche stetig und auf dem Inneren des Definitionsbereichs (komplex)
differenzierbar ist. Dies ist niitzlich fiir die tiefere Theorie, wir verzichten
hier aber darauf.

Betrachten wir weitere Beispiele. Fiir ¢ € C ist

a
dt

ct — Cect;

ist ¢ # 0, kénnen wir durch c teilen und sehen, dass % eine Stammfunktion
fiir e ist. Dies wird in den folgenden Beispielen benutzt.

Beispiel 5.6 Wir wollen die Laplace-Transformierte von e® berechnen fiir
a€R. FirseRist fir R >0

R R t=R (a—s)R
/ o5t Jt — / 6(a—s)t dt = [Le(a—s)t} _ e B 1
0 0

a—s =0 a—s a—s’

wenn s # a. Fiir s = a hat das zweite Integral einen konstanten Integranden
# 0, divergiert also fir R — oo. Fiir s < a divergiert die rechte Seite
bestimmt gegen oco. Fiir s > a konvergiert die rechte Seite gegen ﬁ Also

1

)
S—a

L(e")(s) =

S > a.

Beispiel 5.7 Fiir a € R finde die Laplace-Transformierte von sin(at).

Im Falle a = 0 ist dies die Nullfunktion, also auch die Laplace-Transformierte
gleich 0. Sei nun a # 0. Fiir alle s > 0 ist fiir alle t > 0

|sin(at)e ™| < e
mit fooo e 'dt < oo. Nach dem Majorantenkriterium existiert also das
uneigentliche Integral L(sin(at))(s) = [ sin(at)e ™ dt und es ist ]0, 00[ C
D(sin(at)). Fir s = 0 gilt
00 00 n2w/a 2r/a
/ |sin(at)|e™*" dt = / | sin(at)| dt > / | sin(at)| dt = n/ | sin(at)| dt — oo.
0 0 0 0

42



Also ist D(sin(at)) =10, 00[. Fiir s > 0 und R > 0 gilt nun

R R R
/ Sin(at)e_“ dt = Im (/ plat o —st dt) — Im (/ plia—s)t dt)
0 S 0 0

:Im(eiatefst)

e(za—s)t t=R e(za—s)R 1
} =Im | = —-
t=0 ma — S a — s
——

_ Im[

a— S
—0

s+1a a
= Im =

— Im — =
s —1a s24+a?2  s24a?

fiir R — oo. Hierbei haben wir benutzt, dass
6(ia—s)R _ eiaRe—sR mit e—sR 0.
Weiter haben wir am Ende den Bruch mit dem komplex Konjugierten s+ ia
erweitert. Nach dem Vorigen ist
a
L(sin(at))(s) = ——~, s> 0.
(sin(an)(s) = o

(Mit s € R gilt die Formel auch, wenn a = 0).

Beispiel 5.8 Analog folgern wir mit cos(at) = Re(e™), dass
L(cos(at))(s) = 2 s>

52 4+ qa?’

Die Laplace-Transformierte einer Funktion f bleibt unverandert, wenn wir f
an einzelnen Stellen abdndern. Davon abgesehen legt die Laplace-Transformierte
die Funktion fest und es geniigt sogar, £(f)(s) nur fiir grole s zu kennen:

5.9 (Eindeutigkeitssatz). Seien f: [0,00[— C und g: [0,00[— C Laplace
transformierbar. Gibt es ein sy € D(f) N D(g) mit

L(f)(s)=L(g)(s) fiir alle s > sy,

so ist f(t) = g(t) fir jede Stelle t € [0,00[, an der f und g stetig sind. Sind
f und g stetig, so folgt also f = g.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeitsaussagen sei auf die zitierte Lehrbuch-
literatur verwiesen.

43



5.10 (Notationen). Ist f bzw. f(¢) eine Laplace-transformierbare Funktion
auf [0, ool so schreiben wir L(f), F oder F(s) fiir ihre Laplace-Transformierte.
Man schreibt auch

f(t) o—e F(s),

wenn man sagen mochte, dass f und F' iiber die Laplace-Transformation
zueinander korrespondieren.

Eine Strategie zum Losen von Diffentialgleichungen benutzt folgende Beobach-
tung:

Bemerkung 5.11

(a) Damit zwei stetige Funktionen f: [0,00] — C und g: [0, 0] — C gleich
sind, brauchen Sie also nur L(f) = L(g) zu zeigen.

(b) Um zu sehen, dass eine Funktion y(¢) auf [0, co[ eine DGL
YD)+ auy ™) + -+ 0/ () + agu(t) = b(D)
erfiillt, brauchen wir also nur
L™ () + a1y V(@) + -+ ary'(8) +aoy(t))(s) = L(O(t))(s)
zu zeigen (und dies nur fiir grofe s).

Um weiter zu kommen, bendtigen Rechenregeln fiir Laplace-Transformierte.

5.12 (Linearitdt der Laplace-Transformation) Sind f: [0,00[ — C und die
Funktion ¢: [0,00[ — C Laplace-transformierbar und «a, 8 € C, so ist auch
af + Bg Laplace-transformierbar. Fiir alle s € D(f) N D(g) ist s im Defini-
tionsbereich der Laplace-Transformierten von af + Sg und es ist

Llaf + Bg)(s) = aL(f)(s) + BL(g)(s).

Nachweis. Sei s € D(f) N D(g). Fiir alle R > 0 ist wegen |af(t) + Bg(t)| <
o [F(®)] + 15 1g(2)]

R R R
/ af(t) + Bl dt < |af / F@le dt + 18] / g(6)]e* dt
0 0 0
o] / F@)letdt + |5] / g(t)]e™*" dt =: C
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und somit mit B — oo

/oo laf(t) + Bg(t)|e ™ dt < C < oo.

0

Also ist s € D(af 4+ Bg). Weiter gilt

/0 (af (t)+Bg(t))e " dt = a/O fl)e™ dt+6/0 g(t)e ™" dt — aL(f)(s)+BL(g)(s)

fuir R = oo.

5.13 (Ableitungssatz). Sei f: [0,00] — C Laplace-transformierbar und stetig
differenzierbar mit Laplace-transformierbarer Ableitung f'. Dann ist

L(f'(s)) = sL(f)(s) = £(0)
fir alle s € D(f) N D(f').

Nachweis: Sei s € D(f) N D(f’). Fiir R > 0 liefert partielle Integration mit

d e—st —3 €_St

/ Ft)e st dt = ‘St / F(t)(=s)e™*" dt = f(R)e™*"~f(0 / f(t)e™* dt.

Fiir R — oo konvergiert das Integral links gegen L(f')(s), das ganz rechts
gegen L(f)(s). Auflssen nach f(R)e % zeigt, dass der Ausdruck konvergiert.
Setzen wir

C(s) = lim f(R)e™*",

R—00
so ist also
L(f)(s) = C(s) + sL(f)(s) = [(0). (29)
Ist s > so mit s € D(f) N D(f"), so gilt
f(R)e™ = f( 3;( ) T% C(50)0 =0

fiir R — oo und somit C'(s) = 0. Aus (29) wird also wie gewiinscht L(f')(s) =
sL(f)(s) = £(0).

(Sollte D(f) N D(f’) = [a, 0] ein Minimum a haben, gilt die Formel aus
Stetigkeitsgriinden auch fir s = a).
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Bemerkung 5.14 Der Ableitungssatz gilt auch, wenn f Laplace-transformierbar
ist, auf jedem Intervall [0, R] stiickweise stetig differenzierbar ist” und f
Laplace-transformierbar ist.®

Per vollstandiger Induktion zeigt man:

5.15 (Differentiationssatz fiir héhere Ableitungen). FEs sei f: [0,00[ — C
eine Funktion derart, dass f, f', ..., f™ Laplace-transformierbar sind. Dann
gilt fiir alle s € D(f) N D(f") N ---N D(f™)

L) (s)=s"L(f)(s) =Y " FfB(0).

0

3
—

i

Beispiel 5.16 Zweimalige Benutzung des Ableitungssatzes zeigt, dass

L(f")(s) = sLf)(8)=f'(0) = s(sL(f)(s) = £(0))=f'(0) = s*L(f)(5)—5F(0)—f"(0).

5.17 Beweis fiir 5.15. Der Induktionsanfang n = 1 ist der Ableitungssatz.
Sei nun n > 1. Da

f(n) — (f(n—l))/7

ist nach dem Ableitungssatz und Induktionsvoraussetzung (dem Fall n — 1)
LF)(s) = sLF™D)(s) = £70)
n—2
= s <8”1£(f Js) =Y s (k)(0)> ~ f"(0)

k=0

[\

= SL(f)(s) = s E B 0) — f (),

0

3

i

wie gewiinscht.

Eine leicht zu erkennende Klasse von Funktionen ist immer Laplace-transformierbar.

"Also f stetig ist und eine Zerlegung 0 = ¢ty < t; < --- < t, = R der Intervalls
existiert, so dass f|,_, ¢,] stetig differenzierbar ist fiir alle j € {1,...,n}. Die rechts- und
linksseitigen Ableitungen von f an der Stelle ¢; brauchen jedoch nicht gleich zu sein fiir
je{l,...,n—1}

8Falls f’(t) nicht existiert an einer der Stellen t¢;, weise man f’(¢) dort einen beliebigen
Wert zu. Dann ist f’ stiickweise stetig.
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5.18 Sei f: [0,00] — C stiickweise stetig. Wir nennen f eine Funktion von
exponentiellem Typ (oder auch: von nur exponentiellem Wachstum), wenn
eine Konstante C' > 0 und ein a € R existiert derart, dass

|f(t)| < Ce™ fiir alle t > 0.
Dann ist f Laplace-transformierbar, denn fiir jedes sy > a ist
|f(t)|e " < Cete 0t = Clela—s0)t.
also e(®~%0)* eine integrierbare Majorante fiir [ |f(t)|e~* dt.

5.19 Alle Funktionen auf [0, 00| der Form e, sin(wt), cos(wt) sowie Poly-
nome p(t) sind von exponentiellem Typ (mit A € C, w € R). Produkte und
Linearkombinationen von Funktionen von exponentiellem Typ sind wiederum
von exponentiellem Typ.

Bemerkung 5.20 Fiir jede Matrix A € R™*" sind die Matrixeintriage von
e!4 Funktion von exponentiellem Typ in der Variablen ¢, denn die Berech-
nung der Matrixexponentialfunktion tiber die Jordansche Normalform (wie
in Kapitel 2) zeigt, dass diese aus Exponentialfunktionen und Polynomen
wie in (5.19) aufgebaut sind. Dies gilt dann auch fiir die Komponenten

d1(t), ..., Pu(t) der Losung
(1) = ey

des Anfangswertproblems
y'(t) = Ay(t), y(0) =y € R".

Ist b: [0,00[ — R™ eine stetige vektorwertige Funktion mit Komponenten
bi(t),...,bu(t) von exponentiellem Typ, so sind auch die Komponenten der
Losung

t
(1) = eyo + / =94 p(s) ds (30)
0
des Anfangswertproblems
Y (t) = Ay(t) + b(t), y(0) =yo €R"

(wie in (16) in 1.31) von exponentiellem Typ. Der Nachweis (den Sie gern
iberspringen konnen) erfordert etwas Rechnung. Fur 4,5 € {1,...,n} sei
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m;(t) der (i,j)-Eintrag der Matrix e, fiir ¢ € [0,00[. Es gibt C' > 0 und
a > 0 derart, dass |b;(t)| < Ce™ fur alle j € {1,...,n} and |m;;(t)] < Ce™
fir alle 4,5 € {1,...,n}. Fir alle t > 0 und s € [0, ¢] gilt dann

b;(s)] < Ce® < Ce™

und somit

[b(s)] = /bi(s)? + -+ + bu(s)? < V/n Ce™.
Weiter gilt

1624 op < n?max{|my;(t — s)|: 1 <i,j <n} < n?Ce9) < n’Ce™,

wobei die erste Ungleichung aus der letzten Abschitzung in 16.7 in Prof.
Glockners Vorlesungsskript zur Mathematik 2 folgt. Somit ist

¢
/ e =) 4p(s) ds
0

t t
< / =) Ap(s)| ds < / 194 o lb(s)] ds
0 0
t

< / n?Ce™\/nCe® ds < tnd2C? 2,

0

Die Komponenten von fot et=94p(s) ds sind also < tn®2C? e*** und somit
von exponentiellem Typ. Folglich sind auch die Komponenten ¢4, ..., ¢, der
durch (30) gegebenen vektorwertigen Funktion ¢ von exponentiellem Typ.

Durch Umschreiben als System 1. Ordnung wie im Beweis von 4.2 folgt:®

5.21 Seien ag,...,a,—1 € R und yo,...,yn—1 € R. Ist b: [0,00[ — R eine
stetige Funktion von exponentiellem Typ, so ist die Losung ¢: [0,00] — R
des Anfangswertproblems

Y (1) + any™ V) + -+ ary (£) + aoy(t) = b(t),

y(0) =y, -, 4" 7(0) =y s
von exponentiellem Typ und auch die Ableitungen ¢/, ..., ¢,

Eine exemplarische Anwendung auf ein Anfangswertproblem ist wie folgt.

9Man bekommt die Schlussfolgerung fiir ¢, ¢/, ..., ¢ Y. Fiir (™ bekommt man sie
durch anschlieBendes Auflésen der DGL nach 3.
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Beispiel 5.22 Sei w # 0. Losen Sie das Anfangswertproblem

y'(t) +?y(t) =1, y(0)=4'(0)=0
fiir £ > 0 mittels Laplace-Transformation.

Wir wissen aus 5.21, dass die Losung y sowie ¢ und 3” von exponentiellem
Typ und somit Laplace-transformierbar sind. Sei Y(s) := L(y)(s). Gefordert
ist nun

Ly +w’y) = L(1),

was sich wegen der Linearitit der Laplace-Transformation umschreiben lasst
zu

L(y") +w® L(y) = L(1). (31)
Nach dem Differentiationssatz fiir hohere Ableitungen ist
L(y")(s) = s*Y (s) — sy(0) = ¢/(0) = s Y (s),

wobei wir gleich die Anfangsbedingungen eingesetzt haben. Weiter ist nach
Beispiel 5.4
L(1)(s) =

Einsetzen in (31) fiihrt auf die dquivalente Bedingung

1
5

S2Y(s) +w?rY(s) = 1,

5
also ]
(2 +wH)Y(s) = -
s
beziehungsweise
1
Y(s) = —. 32
() s(s? + w?) (32)

Fiir die rechte Seite fithren wir nun eine Partialbruchzerlegung durch. Mul-
tiplizieren wir den Ansatz

1 A B+CCs
s(s2+w?) s 824 w?

mit dem linken Nenner, bekommen wir die Bedingung

1=A(s*+w?) +(B+C0s)s = (A+ C)s* + Bs + Aw?,
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so dass also B = 0 sein muss, A = 2 und €' = —A = — %, Aus (32) wird
nun

L)) =v(= L s, (i e cos(ww) (5),

w?  w?

unter Benutzung der Beispiele 5.4 und 5.8. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt

nun . .
y(t) = R cos(wt).

Zur Ubung schauen wir uns zudem an, wie sich ein wohlbekanntes Beispiel
(die Differentialgleichung fiir radioaktiven Zerfall bzw. exponentielles Wachs-
tum) mit der neuen Methode 16sen lésst.

Beispiel 5.23 Losen Sie fir k € R und yo € R das Anfangswertproblem

y(t) = ky(t), y(0)=1yo
firt > 0 unter Benutzung der Laplace-Transformation.

Losung. Anwendung der Laplace-Transformation auf beide Seiten der Dif-
ferentialgleichung liefert die Bedingung

L(y)(s) = L{ky)(s)- (33)
Nach dem Ableitungssatz ist die linke Seite

L(y)(s) = sL(y)(s) —y(0) = sY(s) — v,

wobei wir Y (s) := L(y)(s) abgekiirzt und die Anfangsbedingung eingesetzt
haben. Wegen der Linearitat der Laplace-Transformation ist die rechte Seite

L(ky)(s) = kL(y)(s) = kY (s).

Aus (33) wird also
SY(s) —yo = kY (s),

was sich umschreiben laasst als
(s = k)Y(s) = yo.

Fir s > k konnen wir durch s — & teilen und erhalten

1
Yi(s) =
() =wo -

k?
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also
L(y(t))(s) = L(yoe™)(s)
unter Benutzung von Beispiel 5.6. Der Eindeutigkeitssatz liefert nun

y(t) = yo e fiir t > 0.

5.24 Wollen wir fiir ag, ...,a,_1 € Rund yg,...,y,_1 € R sowie eine stetige
Funktion b: [0,00[ — R von exponentiellem Typ die Losung y: [0,00] — R
des Anfangswertproblems

Y (1) + any™ V) + -+ ary (£) + aoy(t) = b(b),

y(O) =Yo; -+ y(nil)(o) = Yn-1
finden, konnen wir nach dem Vorigen wie folgt vorgehen:

AWP fir y — Gleichung fir Y = L(y)
L auf beide Seiten
der DGL anwenden

16se nach Y'(s) auf

Losung y +— Y (s)
des AWP transformiere mit

Tabelle zuriick, d.h.

finde y mit L(y) =Y

Eine geeignete Tabelle von Laplace-Transformierten finden Sie in Burg-Haf-
Wille, Band 3.

Lassen Sie uns einige Beobachtungen anstellen zur neuen Losungsmethode.

Bemerkung 5.25 Nach 5.21 sind die Losung y des Anfangswertproblems
sowie die Ableitungen v/, v, ..., y™ Laplace-transformierbar.

Bemerkung 5.26 Die Methode liefert Losungen y(¢) nur fir ¢ > 0; wir
erfahren nicht, wie die Losung fiir ¢ < 0 aussieht (falls b(¢) fiir t € R gegeben
ist). Manchmal ist die Losungsformel auch fiir ¢ < 0 sinnvoll und man kann
durch Einsetzen in die DGL nachpriifen, dass sie auch dort eine Losung
liefert.

Beispielsweise siecht man in Beispiel 5.23 sofort, dass y(t) := yo e** nicht nur
fiir t > 0, sondern fiir alle ¢ € R die DGL /(t) = ky(t) 16st.
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Bemerkung 5.27 Die Methode der Laplace-Transformation liefert nicht
nur Losungen der vorgelegten linearen Differentialgleichung nter Ordnung,
sondern automatisch Losungen des vorgelegten Anfangswertproblems, mit
den gewiinschten Anfangswerten fiir y(0),y'(0),...,y™Y(0).

Bemerkung 5.28 Die Methode der Laplace-Transformation kann auch be-
nutzt werden, um lineare Differentialgleichungen zu 16sen, deren Inhomogeni-
tat b nicht notwendig stetig, sondern nur stiickweise stetig ist.

Solche rechten Seiten ergeben sich sehr natiirlich in den Anwendungen, etwa
wenn ein Gerat iiber einen Schalter gesteuert wird.

Weitere Rechenregeln sind niitzlich beim Umgang mit Laplace-Transformierten.

5.29 (Dampfungssatz). Sei f: [0,00[ — C Laplace-transformierbar und
F = L(f) die Laplace-Transformierte. Dann ist fir jedes a € R auch die
Funktion e™ f(t) Laplace-transformierbar, mit Laplace- Transformierter

L(e"f(t))(s) =F(s —a).
Also e™ f(t)o—e F(s —a).

Beweis. Es ist

L f(t))(s) = /00 e f(t)e St dt = /000 ft)e =t qt = F(s — a).

0

Die néchste Regel ist der Rechtsverschiebungssatz (kurz: Verschiebungssatz).
Man betrachtet eine Funktion, deren Graph aus dem von f durch Rechts-
Verschieben hervorgeht (wobei links Funktionswerte 0 ergénzt werden).

5.30 (Verschiebungssatz). FEs sei f: [0,00[ — C Laplace-transformierbar
und a > 0. Definiere

. f(t—a) wemn t>a
g:[0,00[ = C, t'_>{ 0 wenn t € [0, al.

Dann ist g Laplace-transformierbar mit Laplace-Transformierter

G(s) = e “F(s).
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Beweis. Es ist
G(s) = / g(t)e tdt = / flt—a)e " dt = / flu) e ) gt = e3¢ F'(5)
0 a 0

da g(t) = 0 fiir ¢t € [0,a[, musste nur {iber ¢ > a integriert werden. An-
schlielend wurde v = t — a, du = dt, t = u + a substituiert und e™** aus

g—s(uta) sue=5% yor das Integral gezogen.

= e_
Beim Strecken des Graphen andert sich die Laplace-Transformierte wie folgt.

5.31 (Ahnlichkeitssatz). Sei f: [0,00] — C Laplace-transformierbar. Fiir
a > 0 betrachten wir die Funktion g: [0,00[ — C, g(t) := f(at) mit dem um
den Faktor 1/a gestreckten Graphen. Dann ist

G(s) = 1F <§> ,

also f(at) o—e LF(£).

Beweis: Die Substitution x = at, dz = adt, t = x/a liefert

Gls) — / (e dt = /0 " Flat)e dt

0
o 1 o 1
= f(x)e /9% Z dy = a/ f(z)e= /D dp = ZF(s/a).
0 a 0 a

5.32 (Laplace-Transformierte periodischer Funktionen).  Eine Funktion
f:1]0,00] = C sei stickweise stetig und periodisch mit Periode a > 0, d.h.
fir alle x € [0, 00[ gelte f(z+a) = f(z). Dann existiert F(s) := L(f)(s) fiir
alle s > 0 und es gilt

F(s) = 1_16_% /0 F(t)e dt.

Beweis: Fiir alle n € N ist

(n+1)a (n+1)a a
/ fe*tdt = e“"s/ f(t)est=em gt = e‘ms/ f(z+an)e™** dx

a na 0

_ e—ans/ f(x)e—sx dx
0
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unter Benutzung der Substitution ¢t = z+an, dt = dx, wobei f(z+an) = f(x)
wegen der Periodizitat. Es folgt

Oof(t)e‘“dt < [ et = [ e e
0 1—e"

—as)n
wobei die Summenformel fiir die geometrische Reihe benutzt wurde.

Beispiel 5.33 (Laplace-Transformierte einer Rechteckschwingung mit Peri-
ode a > 0). Wir betrachten die Funktion f: [0,00] — R mit Periode a,
welche festgelegt ist durch

floa2r =1, flajz2 = -1
Man berechne die Laplace-Transformierte F' von f.

Losung: Nach 5.32 ist

]' ¢ —st
F(s)—m/o F(t)e" dt.

—_
=1

Hierbei ist
I = / (t)e—stdt+ f(t) e dt

1 =1

t=a/2 a
el
§ t=0 s t=a/2

1 1 1
— —as/2 + 4 e _ _e—as/2
8 S S

1

— _(1 . 26—@5/2 + 6as)
s
1

- (1 - —as/2 2
(11— e

Folglich ist
1 1 1 11— e 98/2
Ja _ I = (1 — —as/22:_
() a— e s 1 —e—ass( ° ) 51+ e-as/2’

wobei benutzt wurde, dass 1 — e~ =1 — (e7%/2)2 = (1 4 e %/2)(1 — e725/2)
nach der dritten binomischen Formel.
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Examplarisch losen wir noch eine lineare Differentialgleichung, deren Inho-
mogenitat nur stiickweise stetig ist.

Beispiel 5.34 Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(t) —y(t) =b(t),  y(0)=1

wobei b = 1 ;2 [0,00[ — R die charakteristische Funktion (Indikatorfunk-
tion) des Intervalls [1,3[ ist, also b(t) = 1 fiir ¢ € [1,3[, sonst b(t) = 0.
Beachten Sie, dass

Die erste Funktion entsteht aus der konstanten 1-Funktion durch Verschieben
des Graphen um 1 nach rechts (mit Funktionswert 0 links davon); die zweite
Indikatorfunktion entsteht durch Verschieben um 3. Da

1

lo—e —
S

liefert der Verschiebungssatz

1
Lfsoo O—® €.
S

1
1[1,00[ o—e 675_7
S

Es gilt also

—s —3s

(& (&

S S

L(b)(s) = L1000 (8) = L3000 (8) =
Anwenden von £ auf die vorgelegte Differentialgleichung liefert

L(y)(s) = L{y)(s) = L(b)(s).

Mit Y(s) := L(y)(s) ist L(¥')(s) = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1. Aus voriger
Gleichung wird also

e s — 6—38
sY(s) —1—=Y(s) = L(b)(s) = ———,
s
was wir zu
e s — 6—33
(s—1)Y(s) = —+1
s
umschreiben. Teilen durch s — 1 fithrt auf
1 1

Y(s) = (e™* —e %) (34)

5(5—1)4—3—1'
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Wir benotigen noch die Partialbruchzerlegung des ersten Bruchs; Ansatz:

1 A B

s(s—1) P

Multiplikation mit s(s — 1) fithrt auf die Bedingung
1=A(s—1)+ Bs.

Einsetzen von s = 0 liefert A = —1. Einsetzen von s = 1 liefert B = 1. Aus
(34) wird also

1 1
Y —  _(p—5 _ p,735\_ -s _ _—3s
(5) = (=) e eI —

(1LY, 1
s s—1 s—1"

Den letzten Summanden kennen wir: Es ist

. 1
e Oo—e .
s—1

Erster Summand: Wir wissen, dass

1 1

s—1 s

et—1o—e

Nach dem Verschiebungssatz miissen wir den Graphen der linken Funktion
um 1 nach rechts schieben, um eine Funktion f mit Laplace-Transformierter

zu bekommen, es ist also

B 0 wenn ¢ € [0, 1[;
ft) = { e 1 —1 wenn t > 1.
Entsprechend ist

t 1
l—e¢o0o—e——
S s—1

56



und der zweite Summand nach dem Verschiebungssatz die Laplace-Transformierte
der Funktion g, die durch

(t) = 0 wenn t € [0, 3];
I =Y 1-¢e3 wenn t >3

gegeben ist. Es folgt
e’ wenn ¢ € [0, 1];

y(t) = f(t) +g(t) + e = et —1+¢ wenn t € [1,3];
el —14+1—e3+¢e' wenn t> 3.
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6 Differentialgleichungen losen durch Potenz-
reihenansatz

Das folgende Resultat (das wir nicht beweisen) ist manchmal niitzlich: Es
liefert Losungen von Differentialgleichungen in Form einer konvergenten Potenz-
reihe.

6.1 Seien yo,...,yn—1 € R. Sind ag(t),...,a,—1(t) und b(t) fir t nahe 0
durch konvergente Potenzrethen gegeben, so ist furt nahe 0 auch die Losung
y(t) des Anfangswertproblems

Yy () + a1 Oy (@E) + -+ ar(D)Y (F) + ao(t)y(t) = b(t),
¥(0) = yo, ¥'(0) =y, .., ¥ (0) =y s

durch eine konvergente Potenzreihe gegeben, also

y(t) = Z cpt®
k=0

mit Koeffizienten cg, cq, ... in R.

Beispiel 6.2 Lassen Sie uns durch einen Potenzreihenansatz nahe 0 die
Losung finden fir das uns wohlbekannte Anfangswertproblem

Y (t) = Ay(t), y(0)=uyo
mit A € R und yo € R.

Wir setzen an y(t) = >, cxt® mit noch zu bestimmenden Koeffizienten
o, C1, - .. in R. Laut Anfangsbedingung muss

Co = y(O) = %Yo

sein. Da konvergente Potenzreihen gliedweise abgeleitet werden diirfen, ist

V() =D cnkt™ = e (04 1)t
k=1 (=0

mit ¢ := k — 1. Schreiben wir wieder k statt ¢, so ist also
y'(t) = Z Crp1 (b + 1)t*.
k=0
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Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so wird also

f:ckH k‘+1 _/\chtk f:Athk
k=0 k=0

verlangt. Dies ist (genau) dann erfiillt, wenn die Koeffizienten vor ¢* rechts
und links gleich sind, also fiir jedes k € Ny

Ck+1(l€ -+ 1) = )\Ck

gilt, d.h.
Ck;
A
Es ist also
= —)\ = Yo
¢y = C—lA =y
2 2
(&) Yo \3
T3 T
und per Induktion
_ @)\k
TR

fiir alle k£ € Ny, somit

Bemerkung 6.3 (a) Die Koeffizienten ¢, der Potenzreihe y(t) = > cxt®
konnen stets rekursiv berechnet werden. Hierbei nutzt folgende Beobachtung:
Sind Funktionen

= Z fitt und g(t) = ngtk
k=0 k=0

durch Potenzreihen gegeben, so ist wegen der Cauchyschen Produktformel
fiir Produkte absolut konvergenter Reihen

t) = i dyt*
k=0
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mit

k
dk = Z fk,ggg fur alle k£ € NQ.
=0

Dies wenden wir auf a;(t)y") () an fiir j € {0,1,...,n — 1}.

(b) Berechnet man die Koeffizienten ¢, nur fir £ € {0,1,...,n}, so ist
> n_o ckt” immerhin eine Niaherungslosung fiir die Differentialgleichung fiir ¢
nahe tq5 = 0.
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Teil II: Mehrdimensionale Integralrechnung

7 Integration in R"

Wir wollen Funktionen in mehreren Variablen integrieren und Volumina von
Korpern berechnen (etwa das Volumen einer Kugel mit Radius r).
Mehrdimensionale Integrale werden in Situationen wie den folgenden bendétigt:
Beispiel 7.1 Ein Korper (Werkstiick) fiille die Menge M im Raum R? aus.

Die Massendichte (in Gramm /Meter?) an der Stelle (z,y, z) € M sei p(z, y, 2).
Dann ist

[ oty dGev.)
M
die Gesamtmasse des Werkstiicks (in Gramm).

Beispiel 7.2 Es sei Q := [a1,b1] X [ag,bo] X [as, bs] ein Quader im Raum
und p(x1, z9, x3) die elektrische Ladungsdichte an der Stelle (xy, z2,23) € Q.
Dann ist

//)(371,5527133)61(5517372,%3)
Q
die Gesamtladung im Quader.

7.3 Wie bekommen wir anschaulich die Gesamtladung in Beispiel 7.2, wenn
wir die Ladungsdichte kennen?!® Wir unterteilen den Quader @ in kleine

Quader Qq,...,Qy, die so klein sind, dass p auf jedem ), naherungsweise
konstant ist, & pg. Die in @)} enthaltene Ladung ist dann naherungsweise
P v3(Qr)

mit dem dreidimensionalen Volumen v3(Qy) des Quaders @y (dem Produkt
der Seitenldngen); die Gesamtladung ist ndherungsweise

N
> ok vs(Qr).
k=1

10Und diese stetig ist.
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Dann ist die Gesamtladung naherungsweise

Z Pk U3(Qk)
k=1

und somit wollen wir ein Integral so bauen, dass
N
/ p(1, T2, x3) d(T1, 02, 73) = Zpk 03(Qr)-
Q k=1

Notationen fiir Quader

Folgende Notationen sind niitzlich. Seien a = (as,...,a,) € R* und b =

(bl,...,bn) € R".
7.4 Wir schreiben a < b, wenn a; < by, fiir alle k € {1,...,n}, also
a; < by, ap < by, ... und a, <b,.

Wir schreiben a < b, wenn a;, < by fur alle k € {1,...,n}.

Zum Beispiel ist (1,3) < (1,7) und (1,3) < (2,7). Fiir a := (1,2) und
b:=(2,1) gilt weder a < b noch b < a.

7.5 Fiir a,b € R" wie oben mit a < b definieren wir den zugehorigen Quader
als
Q = [a,b] . ={zx e R": a <z < b}.

Dieser besteht aus allen x = (x1,...,x,) € R" derart, dass a; < xp < by fiir
alle k € {1,...,n}, d.h. zy € [ag, b]. Es ist also

[a,b] = [a1,b1] X -+ X [an, by).

Ausfiihrlicher nennen wir @ = [a, b] auch einen abgeschlossenen Quader. Der
zugehorige offene Quader ist definiert als

Q" :={zeR": a<x<bl=]ay,bi[ XX ]an,bul.

Ist zwar a < b aber nicht a < b, so ist |a,b[ = (). Es gibt dann nédmlich ein &
mit ay = b, und a; < xp < by ist folglich nicht erfiillbar.
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7.6 Wir definieren das n-dimensionale Volumen eines Quaders @ := [a, 0]
mit a < b als das Produkt der Seitenlangen,

vn([a,b]) == (by — a1)(by — ag) - - (b, — ay).
Ist a < b, so ist v,(Q) > 0. Ist ar = by, fiir ein k, so ist v,(Q) = 0.

7.7 Der Durchmesser diam(Q) eines Quaders @ := [a,b] mit a < b ist
definiert als die Lange der Diagonalen,

diam([a, b]) := /(b1 — a1)? + - + (b, — an)2.

Bemerkung 7.8 Ist n = 1, so sind Quader einfach abgeschlossene, beschrankte
Intervalle [a, b] mit reellen Zahlen a < b; die zugehérigen offenen Quader sind
offene Intervalle Ja,b[. Das 1-dimensionale Volumen des Intervalls [a, b] ist
seine Lénge b — a. Der Durchmesser diam([a,b]) des Intervalls ist ebenfalls

b— a.

Ist n = 2, so sind Quader achsenparallele Rechtecke. Das 2-dimensionale
Volumen eines Rechtecks ist sein Flacheninhalt.

Beispiel 7.9 Fiir a = (1,2), b = (4,3) ist a < b (denn 1 < 4 und 2 < 3).
Der Quader @ := [a, b] ist das Rechteck

[1,4] x [2,3]
mit dem Flacheninhalt
1(@)=4-1)(3-2)=3

und dem Durchmesser

diam(Q) = /(4 — 1)2 + (3 — 2)2 = V10.

Es ist a = (1,2) die linke untere Ecke des Rechtecks, b = (4, 3) seine rechte
obere Ecke.

7.10 Es sei @ = [a,b] ein Quader in R™. Eine Zerlegung von @ ist eine
Menge Z von Quadern @)1, ...,Qy derart, dass

(1) Qla"'aQNgQ;

63



(i) @ U---UQN = Qs
(i) Fiir alle j # k ist QYN QR = 0.
Beispiel 7.11 Ein Beispiel mit n = 2, N = 3: Die Quader
[1,2] x [1,2], [1,2] x[2,3] und [2,4] x [1,3]
bilden eine Zerlegung des Quaders [1,4] x [1, 3].

Definition des Integrals

Wir betrachten einen Quader @ = [a, b] in R™ mit a < b und eine beschréankte
Funktion f: @ — R (es gibt also ein C' > 0 mit |f(z)| < C fiir alle z € Q).

7.12 Fiir jede Zerlegung Z = {Q1, ..., Qn} von @ definieren wir die zugehorige
Obersumme als
N

OS5(f) ==Y sup f(Qk) va(Qs) € R;

k=1

ist f stetig, so ist hierbei sup f(Qy) der grofite Funktionswert (Maximum)
von f auf der kompakten (beschréankten und abgeschlossenen) Menge @y,
welches nach dem Satz vom Maximum der Mathematik 2 existiert.!! Es ist
also sup f(Qx) = f(x*) fiir ein geeignetes x* € Q) (das von k abhéngt). Die
entsprechende Untersumme ist

N

USz(f) =) inf f(Qr) va(Qu)-

k=1

Ist f stetig, so ist fiir jedes k € {1,..., N} wieder inf(Qy) der kleinste Funk-
tionswert von f auf Qy, also inf(Qy) = f(z,) fir ein z, € Q.

7.13 Das Oberintegral von f ist definiert als
/ flxe, ... zn)d(zy, ..., x,) :=1Inf{OSz(f): Z Zerlegung von Q},
Q

es ist also das Infimum aller moglichen Obersummen. Das Unterintegral
von f ist das Supremum aller Untersummen, also

*/ flxy, ..., xn)d(zy, ..., x,) :=sup{USz(f): Z Zerlegung von Q}.
Q

Giche 7.48 im damaligen Skript; die Kompaktheit von Quadern war Beispiel 7.46.
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7.14 FEine beschrankte Funktion f: Q — R auf einem Quader ) C R"™ heifit
integrierbar, wenn

/thu, V(e /thn, (21, 2.

Wir lassen dann die Sternchen weg und nennen den gemeinsamen Wert

/thn, A2y, l/thu, V(o)

/thu, d(zy, . o)

das Integral von f tber Q).

Bemerkung 7.15 (a) Ist n = 1, so stimmt die aktuelle Definition von Inte-
grierbarkeit mit derjenigen der Mathematik 1 iiberein und es ist

b
z)dr = x) dx
1@ / f(@)

(b) Man kann zeigen, dass jede stetige Funktion f: @@ — R auf einem Quader
) C R” integrierbar ist.

wie in Mathematik 1.

(Interessierte finden die nicht priifungsrelevante Erklarung in 7.29).

Der Satz von Fubini zur Integralberechnung

7.16 Satz von Fubini (n = 2). Es sei Q = [a1,b1] X [ag,bs] und f: Q — R
integrierbar (z.B. f stetig).

(a) Euxistiert F(x f f(z,y)dy fir alle x € [ay,b], so ist die Funktion
F:ay,b] — ]R zntegmerbar und

/frcy (2,y) /h(ajzf(x,y)dy)dw-

Die Existenz von F(x) ist automatisch, wenn f stetig ist.'?

L2F{ir jedes x € [ay, by] ist dann [ag, bo] — R, y — f(x,y) stetig und somit integrierbar.
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(b) Ezistiert G(y) := fabll f(z,y)dx fir alle y € [ag,bs], so ist die Funktion
G: [ag, by] — R integrierbar und

[ ey = [ ( Fw) d:c) dy

Die Ezistenz von G(y) ist automatisch, wenn f stetig ist.

Wir lassen meist die Klammern weg und schreiben einfach

b1 bo b1 b
/ f(z,y)dydx :=/ ( f(%y)dy)dm;

entsprechend bei der umgekehrten Integrationsreihenfolge.

Beispiel 7.17 Auf dem Rechteck @ := [1,2] %[5, 9] betrachten wir die stetige
Funktion (z,y) — x. Mit dem Satz von Fubini erhalten wir

2 9 2
/a;d(:c,y):/ / zdy dx:/ drdr = [42°/2)2_, =2(4—1) = 6.
Q z=1 Jy=b z=1

fralf_s=t

Auch die andere Integrationsreihenfolge liefert

9 2 9
/:L'd(:v,y):/ / xdz dy:/ 3/2dy=(9-5)-3/2=6.
@ v=b LoZl y=5

=[22/2)3_,=3/2

Auch hoherdimensionale Integrale lassen sich als iterierte Integrale berech-
nen, also auf gewohnliche Integrale zuriickfiihren.

7.18 Satz von Fubini. FEs sei Q = [a,b] ein Quader in R™ und f: Q — R
integrierbar. Fxistiert das iterierte Integral

b1 bn,
/ f(xh“_,xn)dl'n...dxl,
al a

so stimmt es mit fQ flxy, ... xy)d(zq, ..., x,) tberein.

Allgemeiner gilt:
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Ist m eine Permutation der Zahlen 1,...,n (also eine bijektive Abbildung
m:{l,...,n} = {1,...,n}) und exzstzert das iterierte Integral

(1) Tr(n)
/ / .1'1, ce ,xn) dl}r(n) cee dmﬂ(l),
Az (1)

A7 (n)
so ist es gleich fQ flzr, .o xn)d(zy, ... xy).

Bemerkung 7.19 Ist f stetig, so existieren die iterierten Integrale in 7.18
automatisch.

Der Satz iiber die Stetigkeit parameterabhéngiger Integrale (Bemerkung 11.18
im Skript Mathematik 2) zeigt ndmlich, dass die Funktion

bn
[a17b1] X e X [an_l,bn_l] —>R, (xl,...,xn_l) — f(Z‘l,...,(L’n) dl’n

an

stetig (und somit integrierbar) ist. Per Induktion ist ebenso die Funktion
[Gl,bl] X oo X [ak,bk] — R,

bk+1 bn,
(‘%17"'751716)'_> f(xla"'amn)dxn"'d$k+l

Ar41 Qn

stetig (und somit integrierbar) fir alle k € {n — 1,n —2,...,2}.

Mehr technischer Hintergrund

Wir geben mehr Hintergrund zum Integralbegriff. Fiir praktische Rech-
nungen bendtigen wir diesen Abschnitt nicht.

7.20 Es seien @ = [a, b] ein Quader in R™ und sowohl Z = {Q1,...,Qn} als
auch 7/ = {Q},..., Q% } Zerlegungen von ). Wir nennen 7’ feiner als Z,
wenn jedes ; aus Z' in einem @}, aus Z enthalten ist.

Beispiel 7.21 Die Mengen
Q1:=1[1,2] x [3,5] und @ :=[2,3] x [3,5]
bilden eine Zerlegung Z des Rechtecks @ := [1, 3] x [3,5]. Die Mengen
Qr:i=[12]x[3,4], @5:=[1,2] x[4,5] und Qf:=[2,3]x[3,5]

bilden eine Zerlegung Z’ von (). Die Zerlegung Z’ ist feiner als @), denn es
gilt
QCQ, Q5CQ;, Q3CQs
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Bemerkung 7.22 Ist Z = {Q1,...,Qn} eine Zerlegung des Quaders ) =
[a,b] C R" und Q° # 0 (also a < b bzw. v,(Q) > 0), so bilden auch die
Qr mit QY # 0 eine Zerlegung. Die anderen Quader haben Volumen 0 und
spielen flir Ober- und Untersummen keinen Beitrag. Wir brauchen dann also
nur Zerlegungen anzuschauen aus Quadern mit positivem Volumen.

[Details: Es sei A die Vereinigung der Q; mit QY # () und B die Vereinigung
der verbleibenden Quader, bei denen eine der Seitenlangen 0 ist. Dann ist A
eine abgeschlossene Teilmenge von R™ und

Q=AUB.

Sei € B. Die Menge B kann nicht die ganze offene Kugel By x(z) € R
vom Radius 1/k um z enthalten oder auch nur By (x) N @, es gibt daher
ein z, € AN By(x). Dann gilt

Jim = @
Da alle z;, in A sind und A abgeschlossen ist, folgt z € A, also B C A, also
Q=AUB=A.]

Bemerkung 7.23 Esseien Z = {Q1,...,@Qn} und 2/ = {Q),..., Q) } Zer-
legungen des Quaders @), welche beide nur aus Quadern positiven Volumens
bestehen. Ist Z’ feiner als Z, so ist jedes Q) aus Z gleich der Vereinigung A

der @} mit Q' C Q.

[Details: Jedes x € QY ist in einem Q) enthalten. Da Z’ feiner ist als Z, ist
Q) in einem Q) enthalten. Fiir ein ¢ > 0 enthilt QY eine e-Kugel um z und
diese enthélt ein Element z’ aus (Q;)O, da jeder Punkt im abgeschlossenen
Quader Grenzwert einer Folge von Punkten im offenen Quader ist. Dann ist
e QVNQY, also £ = k und somit (Q;)O C Q. Da Q) abgeschlossen ist,
folgt @} C Q). Somit ist Q) € A. Da A abgeschlossen ist, folgt Qr C A.]

7.24 Es sei Q = [a,b] C R"™ ein Quader mit @ < b. Dann gibt es zu je
zwei Zerlegungen Z = {Q1,...,Qn} und 2" = {Q},..., Q) } von Q eine
gemeinsame Verfeinerung, also eine Zerlegung Z” von (), welche feiner als Z
ist und feiner als Z’. Diese kann als Gitter-Zerlegung gewéhlt werden, d.h.
es gibt Zahlen

a; = ti71 < ti72 < < ti,Ni = b
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fir i € {1,...,n} derart, dass Z” aus den Quadern

[trgi—1stig] X [t g1, o
besteht mit natiirlichen Zahlen 1 < j; < N, firi € {1,...,n}.

Ist némlich Q. = [ay, 8] und Q; = [}, B7], so sei K; die Menge aller auftre-
tenden i-Komponenten der Punkte ay, Bk, o und 3} aus R". Die Menge K;
besteht aus Zahlen

a; =tig <tin <. <tyn, =0
und diese leisten das Gewitinschte.

(Wir legen also ein Gitternetz iiber die gegebenen Zerlegungen).

7.25 Ist Q = [a,b] ein Quader in R™ und Z eine Zerlegung von @, bestehend
aus den Quadern Qq,...,Qn, So ist

(@) =Y va(Qs). (35)

N
k=1

Wenn gewtinscht finden Sie hier den rechnerischen Nachweis: Die Formel ist
klar, wenn v, (@) = 0, also eine Seitenldnge von () (und somit eine von jedem
Q) gleich 0 ist. Sei nun v,(Q) > 0.

Spezialfall: Wir nehmen zuerst an, dass Z eine Gitterzerlegung von @) ist,
also aus Quadern

Qjrynin = -1, t1] X X [, —15 tnji, |

besteht mit a; = t;0 < --- < t; 5, = b; fiir i € {1,...,n}. Unter Benutzung
von Teleskopsummen ist dann

0, (Q) = (b1 —ar) - (bp —an) = (trn, —t10)+* (tnN, — tno)

= <Z(t1,jl - tl,jll)) (i(tn,jn - tn,jn1)>

Ji=1 Jn=1
N1 Np

= Z e Z (trg = ti-1) - (g —tnja—1)

Jji=1 Jn=1
N1 Ny,

= Z ce Z Un(le,---,jn)

Jji=1 Jn=1
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die Summe der Volumina der Teilquader, wie behauptet.

Allgemein: Die Quader in Z von positivem Volumen bilden eine Zerlegung
von () und die Summe der Volumina ist unverandert. Wir diirfen daher
annehmen, dass jeder Quader in Z positives Volumen hat. Wir wahlen eine
Gitterzerlegung 7', die feiner als Z ist. Nach dem Vorigen ist dann v,(Q)
gleich der Summe der Volumina der Teilquader der Gitterzerlegung. Fiir
jeden Quader Q) aus Z bilden aber die in ()} enthaltenen Quader P aus Z’
eine Gitterzerlegung. Somit ist

n

vn(Q) = Z v (P) = Z Z vn(P) = Zvn(Qk)

Pez’ k=1 PeZ', PCQy k=1
Dies beendet den Nachweis von (35).
7.26 Es seien Q = [a,b] C R™ mit a < b ein Quader, f: Q — R eine
beschrankte Funktion und sowohl Z als auch Z' Zerleqgungen von Q). Dann
qilt:
(a) USz(f) < OSz(f).
(b) Ist Z' feiner als Z, so ist

OSy(f) < OSy(f) wnd USy(f) > USy(f).
(c) Es gilt USz(f) < OSz(f).

Beweis. (a) Sei Z = {Q1,...,Qn}. Da inf f(Qr) < sup f(Qy) fiir alle
ke{l,...,N},ist

N

N
USz(f) = Zlnff(Qk ) U (Qr) < Z sup f(Qr) va(Qr) = OSz(f).

k=1 k=1

(b) Wir beweisen die erste Ungleichung (die zweite zeigt man analog). Ist
v, (Q) = 0, so sind Obersummen 0 und die Ungleichung gilt. Sei nun v,(Q) >
0. Nach Weglassen von Teilquader vom Volumen 0 (was die Obersummen
nicht &ndert) diirfen wir annehmen, dass jeder Teilquader aus Z’ positives
Volumen hat und ebenso jeder aus Z. Sei Z = {Q1,...,Qn} und Z' =
{QL,...,Q}. Firjedes k € {1,..., N} ist dann

—{PeZ:PCQ
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eine Zerlegung von @y und jedes P € Z’ kommt nur in einer solchen Menge
vor, also Z; N Z, = () fir k # £. Also ist

N
0S5(f) = Zsupf Qk) vn(Qi) =D Y sup f(Qx) va(P)
k=1 PeZ;
> Y Y sup f(P)va(P) = OSz(f);
k=1 PeZ!

fiir das zweite Gleichheitszeichen wurde hier (7.25) benutzt. Da @ 2 P wenn
P e Z,,ist f(Qr) > sup f(P); dies begriindet die anschlieBende Ungleichung.

(c) Sei Z" eine gemeinsame Verfeinerung fiir Z und Z’. Nach (a) und (b) ist
dann

USz(f) SUSz(f) < OSzu(f) < OSz(f).

Wir halten noch eine Charakterisierung integrierbarer Funktionen fest.

7.27 Fur eine beschrdankte Funktion f: QQ — R auf einem Quader ) C R"
sind dquivalent:

(a) f ist integrierbar.

(b) Fir jedes € > 0 gibt es Zerlegungen Z und Z' von Q derart, dass
OSZ(f) — USZ/(f) <eE.

(c) Fiir jedes € > 0 gibt es eine Zerlequng Z von Q derart, dass OSz(f) —
USZ(f> <€

Begriindung: (a)=-(b): Ist f integrierbar, so sind Ober- und Unterintegral
gleich. Per Definition des Oberintegrals als Infimum gibt es zu € > 0 eine
Zerlegung Z von () derart, dass

€

/fxl,..., (%1,... )+§>OSZ(f)
Analog finden wir eine Zerlegung Z’ von () mit
€

/fxb..., (xl,...a:)—§<USZ/(f).

Dann ist USz (f) > OSz(f) —

71



(b)=-(c): Gegeben ¢ > 0 seien Z und Z’ wie in (b). Ist Z” eine gemeinsame
Verfeinerung von Z und Z’, so gilt nach 7.26

OSzn(f) = USzn(f) <OSz(f) —USz(f) <e.

(c)=(a) Sei S := fc; flzy,...,x,)d(zy,. .., x,) das Oberintegral und s :=
. fQ flz, .. xn)d(zy, ..., x,). Fir jede Zerlegung Z' von @ gilt fiir jede

Zerlegung Z von @
USz(f) < 08z(f);

Ubergang zum Infimum in Z liefert
USZ/<f) S S

Ubergang zum Supremum in Z’ liefert s < S, so dass also immer

*/Qf(:cl,...,mn))d(xl,...,xn)S/Q*f(xl,...,xn)d(xl,...,xn).

Gegeben ¢ > 0 sei Z wie in (c¢). Dann gilt
OSz(f) 28 >s52>USz(f) > 0Sz(f) — ¢,
also 0 < .S — s <e. Da e > 0 beliebig war, folgt S = s.

7.28 Essei @ C R” ein Quader. Die Maschenweite mesh(Z) einer Zerlegung
Z ={Q1,...,Qn} von Q ist definiert als das Maximum der vorkommenden
Durchmesser diam(Q1), ..., diam(Qy).

7.29 Begriindung fiir Bemerkung 7.15 (b), die Integrierbarkeit einer stetigen
Funktion f: @ — R auf einem Quader Q = [a,b] € R" mit a < b. Da Q
beschrankt und abgeschlossen und somit kompakt ist (siehe Beispiel 7..46
im Mathematik 2-Skript), ist die stetige Funktion f: ¢ — R nach 7.52 im
Mathematik 2-Skript gleichméfig stetig. Gegeben ¢ > 0 gibt es also ein ¢ > 0
derart, dass |f(y) — f(x)] < e fir alle z,y € Q mit |z — y| < 6. Wahlen wir
eine Zerlegung Z = {Q1,...,Qn} von ) mit Maschenweite < §, so ist fiir
alle z,y € Qy, der Abstand |xr — y| < § und somit |f(z) — f(y)| < e, woraus

sup f(Qr) +inf f(Qr) < ¢
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folgt. Somit ist

0S4(f) = Zsup £@Q) vn(@i) 2 ) inf F(Qu)va(Qu) 2 > val(Qu)
<int flany+e k=l
= USz(f) +eva(Q)

und folglich OSZ(f) —USz(f) < ev,(Q), was beliebig klein gemacht werden
kann. Nach 7.27 (¢) ist f also integrierbar.

Eigenschaften des Integrals iiber Quader

Ahnlich wie fiir Funktionen einer reellen Variablen zeigt man die folgenden
Eigenschaften des Integrals. Statt fQ X1, ..., Ty)d(xq,. .., 2,) schreiben

wir im Folgenden auch kwrz [, f o [(@)dw.

7.30 (Eigenschaften). FEs sei Q@ = [a,b] ein Quader in R™ und es seien
f:Q — R und g: Q — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:

(a) (Linearitat des Integrals) Fir alle o, € R ist die Funktion af +
Bg: Q — R integrierbar und es ist

/Q af(x) + Bglx) dz = o /Q f()da+ 8 /Q g(z) da

(b) (Monototonie) Ist f(x) < g(x) fir alle x € Q, so ist fQ x)dr <

fQ g(x) dx

(c¢) (Integralabschétzung) Es ist |f|: Q@ — R, x — |f(x)| integrierbar und

\ [ swas| < [ )i

(d) (Produkte) Auch fg: Q — R, x> f(x)g(x) ist integrierbar.

Riemannsche Summen

Fiir die Allgemeinbildung erwahnen wir eine weitere Sichtweise auf Integrale.
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7.31 Es sei Q C R” ein Quader und f: Q — R eine beschrankte Funktion.
Weiter sei Z = {Q1,...,Qn} eine Zerlegung von @ in Quader Q # () und
es sei ein Punkt 2, € Qy gewahlt fir £ € {1,...,N}. Wir nennen dann
B = (z1,...,xy) eine zur Zerlegung gehorige Belegung und

Sza(f) =) fzr) va(Qr)

die zugehorige Riemannsche Summe.

Statt des Supremums oder Infimums von f(Q)y) wie in der Ober- bzw. Unter-
summe benutzen wir also einen beliebigen Funktionswert f(zx) von f auf Q.
Wir erwahnen ohne Beweis:

7.32 Eine beschrankte Funktion f: (Q — R auf einem Quader Q) C R™ ist
genaw dann integrierbar, wenn fir jede Folge (Z,,)men von Zerleqgungen Z,,
von Q) mit Maschenweite mesh(Z,,) — 0 fiir m — oo und jede Folge (By,)men
von Belequngen B,, zu Z,, der Grenzwert

lim EZm,Bm (f)

m—o0

existiert. In diesem Fuall ist

m—0o0

/ flxe, ..., xn)d(zy, ... ,x,) = lim Xz g, (f)
Q
fir jede solche Folge (Z, Bm)men-

Jordan-messbare Mengen und ihr Volumen

Wir fiihren nun Mengen ein, denen sich ein n-dimensionales Volumen zuord-
nen lasst.

7.33 Es sei M C R” eine beschriankte Menge und ) C R" ein Quader mit
M C Q. Wir nennen die Menge M Jordan-messbar, wenn ihre charakteris-
tische Funktion

1 wenn z € M;
b Q= R, xH{O wenn z € Q \ M
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integrierbar ist. In diesem Fall nennen wir

vol, (M) ::/ lo(z) dx
Q
das n-dimensionale Volumen von M.

Bemerkung 7.34 Es lasst sich zeigen, dass die Eigenschaft der Jordan-
Messbarkeit von M (und auch der Zahlenwert von vol,(M)) unabhéngig
sind von der Wahl des Quaders Q).

Beispiel 7.35 Wir betrachten einen Quader M := [a,b] C R™, wobei a =
(a1,...,a,) € R" und b= (by,...,b,) € R" mit @ < b. Dann ist

n

vol, (M) = v, (M) = [ [ (b — ).

=1

Wir konnen namlich @) := M nehmen in 7.33. Dann ist 1;; = 1 die konstante
1-Funktion auf () = M und mit dem Satz von Fubini

by bn
VOln(M) :/ 1d(l’1,...,$n>:/ / 1dl’nd1'1 :(bl—al)---(bn—an).
[a,b] x Tn=an

1=a1

Beispiel 7.36 Da 13 = 0, ist die leere Menge Jordan-messbar mit vol,, () =
0.

7.37 (Eigenschaften des n-dimensionalen Volumens). Sind My und My Jordan-
messbare Teilmengen von R™, so sind auch

MyN My, MyUM, und M\ M,
Jordan-messbar und es gilt
vol, (M U Msy) = vol,,(M;y) + vol,,(Ms) — vol,,(My N My). (36)
Ist vol,,(M; N My) =0, so gilt also
vol, (M; U My) = vol,,(My) + vol,,(Ms). (37)

Nach (7.36) gilt (37) insbesondere immer, wenn die Jordan-messbaren Men-
gen My und My disjunkt sind (also My N My = ().
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Beweis: Wir wahlen einen Quader ¢ C R™ mit M; C ¢ und M, C ). Fir
die charakteristischen Funktionen auf ) gilt dann

1M10M2 - 1M1 ]-M27

denn 1y, (z)1pg () ist 1 fiir € M; N M, und sonst 0. Als Produkt integrier-
barer Funktionen ist 1y7,nps, integrierbar nach 7.30(d). Also ist M; N M;
Jordan-messbar. Da

1M1\M2 = 1M1 - ]-MlﬂMQ

nach 7.30 (a) integrierbar ist, ist M; \ My Jordan-messbar. Schlieflich ist
nach 7.30 (a)

Iavnune, = 1an + I, — 1annng,

integrierbar mit Integral
/ Tas () d:zc+/ Lo, () dx—/ Lasans, () dx = vol, (My)+vol, (My)—vol, (MiNM,),
Q Q Q

also M; U M, integrierbar mit dem durch (36) gegebenem Volumen.
Bemerkung 7.38 In 7.33sei Z = {Q1,...,Qn} eine Zerlegung von M. Fiir
ke{l,...,N}ist
[ 1 wenn QpN M # 0;
sup 1y (Qr) = { 0 wenn QN M = 0.

Folglich ist

OSZ<1M) = Zsup 1M(Qk)”n(@k) = Z Un(Qk:)-
k=1

QrNM#D
Fir k € {1,..., N} ist weiter

1 wenn Q. C M,
0 sonst.

inf 1,(Qr) = {

Folglich ist

N

USy(1n) =Y inf 1 (Qe)on(@r) = Y 0a(Qu)-

k=1 QrEM

Die Differenz von OSz(M) und USz(M) ist die Summe der v, (Qy) fiir alle
ke {1,...,N} derart, dass Q, N M # () aber @} nicht in M enthalten ist,

also Q. N (Q\ M) # 0.
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7.39 Nach 7.27 ist M C @) genau dann Jordan-messbar, wenn es zu jedem
e > 0 eine Zerlegung Z = {Q1,...,Qn} von Q gibt derart, dass

g > OSZ(lM) — USZ(lM) = Z Un(Qk)
QrNM#AD A QrN(Q\M)#D

Eine niitzlichere Charakterisierung von Jordan-Messbarkeit nutzt den folgen-
den Begriff.

7.40 Eine Teilmenge M C R" heifit Jordan-Nullmenge, wenn fiir jedes € > 0
Quader Q1, ..., Qy existieren derart, dass

N N
M C U Qr und Zvn(Qk) < €.
k=1 k=1

Man konnte dies auch wie folgt umformulieren: M ist Jordan-messbar mit
vol, (M) = 0. Die obige Formulierung ist aber niitzlicher.

Wir erinnern an den Begriff des Randes einer Teilmenge von R™ (siehe Defi-
nition 7.49 im Mathematik 2-Skript von Prof. Glockner):

7.41 Der Rand einer Teilmenge M C R ist die Menge OM aller z € R”
derart, dass fiir jedes ¢ > 0 die Kugel B.(x) um x sowohl ein Element aus M
als auch ein Element des Komplements R™ \ M enthélt.

Die Charakterisierung von Jordan-Messbarkeit lautet nun wie folgt:

7.42 FEine beschrankte Menge M von R™ ist genau dann eine Jordan-Nullmenge,
wenn thr Rand OM eine Jordan-Nullmenge ist.

Wir werden sehen, dass sich diese Bedingung oft leicht nachpriifen lasst.
Dabei nutzt es, Beispiele von Jordan-Nullmengen zu kennen. Uns nutzt:

7.43 (Neue Jordan-messbare Mengen aus gegebenen).

(a) Ist M C R™ eine Jordan-Nullmenge, so ist auch jede Teilmenge L C M
eine Jordan-Nullmenge.

[Gegeben & > 0 gibt es Quader Qq,...,Qy mit Gesamtvolumen < ¢,
so dass M C U]k,\[:1 Q@ und somit erst recht L C U]k\[:1 Qy, ist. |
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(b) Sind M, ..., My endlich viele Jordan-Nullmengen in R", so ist auch
thre Vereinigung My U --- U My, eine Jordan-Nullmenge.

[Fir & = 2 folgt dies wegen (a) aus (37). Fiir hohere k£ bekommt man
die Aussage durch Induktion. |

(c) Ist M C R™ eine Jordan-Nullmenge und w: R" — R", x = (21, ...,x,) —
m(x) die Abbildung, welche zwei gegebene Komponenten vertauscht (z.B.
x1 und x3), so ist auch w(M) eine Jordan-Nullmenge.

Ist M C Uiy Qr mit Y00, va(Qr) < &, so ist w(M) € Uy, w(Qu).
Hier ist m(Qy) ein Quader mit den gleichen Seitenldngen wie Q) (nur in

anderer Reihenfolge), also v, (7(Qr)) = v, (Qr), also S n_ v, (7(Q1)) <&.]
Grundbeispiele sind nun wie folgt:

Beispiel 7.44 Ist M C R" eine Jordan-Nullmenge und B C R™ eine beschrankte
Menge, so ist M x B eine Jordan-Nullmenge in R" ™™,

[Es ist B C [-R, R]™ =: W fiir ein R > 0. Gegeben ¢ > 0 gibt es Quader
Q1,...,Qyx in R" mit M C U,]{Y:l Qr und chvzl U (Qr) < e. Fiir jedes k €
{1,..., N} ist dann Q) x W ein Quader in R™*™ mit

Unam(Qr X W) = (2R)" v, (Qk)-

Ist ndmlich Qf = [a,b], so ist ja Qp X W = [a1,b1] X - -+ X [an, by] X [-R, R|™
mit (n 4+ m)-dimensionalem Volumen

(b —a1) -+~ (by — an)(2R)™ = vol,,(Qx) (2R)™.

Weiter ist M x B € M x W C (U]kvzl Qk> x W = Un_,(Qr x W) und

S Unim(Qr X W) = 0 0,(Qr)(2R)™ < £(2R)™, was beliebig klein
gemacht werden kann.

]
Beispiel 7.45 Fur jeden Quader Q C R™ und jede stetige Funktion f: () —
R st der Graph

graph(f) := {(z, f(z)): z € Q}

eine Jordan-Nullmenge in R"+1,

Allgemeiner:
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Beispiel 7.46 Ist M C R" eine Jordan-messbare Menge und f: M — R
eine stetige, beschrdnkte Funktion, so ist graph(f) eine Jordan-Nullmenge
in R

Wir iiberspringen den Nachweis.

[Sei @ C R™ ein Quader, der M enthélt. Nach VergroBern diirfen wir an-
nehmen, dass v,(Q) > 0. Es ist |f(x)] < C fir alle x € M, mit C > 0.
Gegeben € > 0 finden wir eine Zerlegung Z von () mit

OSZ<1M) — USZ(lM) < %
Seien (1, ..., Q. diejenigen Quader aus 7, die ganz in M enthalten sind. Da
jeder dieser beschrankt und abgeschlossen ist, ist auch K := Q1 U---U @y
beschriankt und abgeschlossen, also kompakt. Auf der kompakten Menge K
ist die stetige Funktion f gleichméfig stetig. Es gibt daher ein § > 0 derart,
dass |f(y) — f(x)] < @) = ¢’ fiir alle z,y € K mit |x —y| < . Nach
Zerlegen der Quader @)q,...,Q, in endlich viele kleinere Quader diirfen wir

annehmen, dass diam(Q);) < ¢ fiir alle j € {1,..., ¢}, somit

F(Q5) € [f (), fla) + €]
mit min f(Q;) = f(z;). Dann ist

V4
graph(f) C | JP x [-C,C] U U Q; x [f(z;), f(z;) + €,

wobei P die Menge der Quader aus Z mit PN M # ) und M N(Q\ M) # ()
durchlauft. Es ist

XP:U,LH(P x [~C,0)) = 20;%(13) = 20(0S5(1a) — USy(1a1)) < g
und
Zvnﬂ(@j X [f(z;), f(z;) +€]) = Zvn(Qj)a’ < 0,(Q)e' = %.

Also ist graph(f) in einer Vereinigung von Quadern enthalten, deren Volu-
mina in der Summe < ¢ sind. |
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7.47 Folgerung. Ist M C R™ beschrankt und OM eine Vereinigung von
endlich vielen Mengen, die Graphen stetiger reellwertiger Funktionen auf
Quadern oder Jordan-messbaren Mengen sind (oder durch Vertauschen von
Koordinaten aus solchen Graphen hervorgehen), so ist M Jordan-messbar.

Beispiel 7.48 Wir betrachten die Ellipse
M = {(z,y) € R%: a? + (y/2)? < 1}
mit den Halbachsen 1 und 2. Diese ist enthalten im Quader
Q:=[-1,1] x [-2,2],
also beschrankt. Weiter ist
OM = {(z,2V/1—22): z € [-1,1]} U{(z, —2v1 — 22): z € [-1,1]}

die Vereinigung von zwei Graphen stetiger Funktionen, also eine Jordan-
Nullmenge. Die Ellipse M ist also eine Jordan-messbare Teilmenge von R2,
Wir wollen ihr 2-dimensionales Volumen berechnen (also ihren Flacheninhalt).
Es ist

vola(M) = /[11] 221 m(w,y)d(z,y)

]
= / / (x,y) dy dx
—1Jy=—2
Vi—z?
= / / 1dyd$
=1

1
= / 41 — 22 du;
r=—1

wir haben hierbei den Satz von Fubini angewandt und dann ausgenutzt,
dass fiir festes z € [—1,1] nur dann 1y(x,y) # 0, wenn —2v1 —22 <y <
2\/1 — 2% in diesem Fall ist 1y(x,y) = 1. Die Substitution z = sin(¢) mit
€ [-7/2,7/2], dx = cos(t) dt liefert nun
/2

volo(M) = / 4 1 — sin®t costdt = 4 cos’ t dt
/2 —cos2t /2 _(1)2)(14-cos(2t)

/2
= 27T+2/ cos 2t =
\771'/2

-

=0
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Bemerkung 7.49 Wir haben in der Mathematik 2 gesehen (in Bemerkung
7.51 (c)), dass der Rand OM einer Teilmenge M C R™ immer eine abgeschlos-
sene Teilmenge von R” ist (und OM = M \ M gilt mit dem Abschluss M
und dem Inneren M?). Ist M beschrinkt, so auch OM; als abgeschlossene,
beschrankte Menge ist OM dann also kompakt (nach Satz 7.44 im Mathe-
matik 2-Skript).

Integrale iber Jordan-messbare Mengen

Definition 7.50 Es sei M C R” eine Jordan-messbare Menge und f: M —
R eine Funktion. Wir wéhlen einen Quader ) € R™ mit M C () und
betrachten die Funktion

‘ f(z) wenn z € M,
Jo: @ =R, a:»—){ 0 wenn z€Q\M,

die aus f durch Fortsetzen mit dem Funktionswert 0 entsteht. Ist fg inte-
grierbar, so nennen wir f integrierbar und setzen

/Mf(x)da: :z/QfQ(x)dg;.

7.51 Ist Q@ C R"™ ein Quader und f: Q) — R integrierbar (2.B. f stetig), so
ist auch f|nr integrierbar fir jede Jordan-messbare Teilmenge M C Q.

Die durch Fortsetzen mit dem Funktionswert 0 aus f|; entstehende Funktion
(flm)o: @ — R ist ndmlich gleich 1, f mit der charakteristischen Funktion
1a: @ — R von M. Nach 7.30(d) ist dieses Produkt integrierbarer Funktio-
nen ebenfalls integrierbar.

Ahnlich sehen wir:

7.52 Sind M und N Jordan-messbare Teilmengen von R™ mit N C M und
ist f: M — R integrierbar, so ist auch f|y integrierbar. Weiter gilt

[ f@yar= [ faniea
N M
mit der charakteristischen Funktion 13/: M — R von N,

s 1 wenn z € N;
v 0 wenn z € M\ N.
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[Da f|lxy = (fo)|n, ist f|x nach 7.51 integrierbar. Da (f|n)o = (f14)g, ist
Sy F@)de = [o(flx)e(x)de = [(f1N) (@) dz = [}, f(2)1¥ (z) dz.]

Definition 7.53 Ist M C R" eine Jordan-messbare Teilmenge mit vol,,(M) >
0, so definiert man

_ 1
Ij = W/ijd(l‘l,,l’n)
und nennt T := (Ty, . .., T,) den Schwerpunkt von M (bei konstanter Massendichte).

Allgemeiner:

Definition 7.54 Ist M C R™ Jordan-messbar und p: M — [0, 00| eine in-
tegrierbare Funktion mit m := [, p(z)dz > 0, so definiert man den Schwer-
punkt von M zur Massendichte p als T = (Zy,...,T,) mit

1
Tj = E/]\/[xjp<xl"'"I")d(xl’”"xn)

fur j € {1,...,n}.
Beispiel 7.55 Man berechne den Schwerpunkt 7 = (7, T5) des Viertelkreises
M= {(z1,25) €ER*: 22 + 223 <1, 2, >0, 25 >0}

(bei konstanter Massendichte).

Es ist voly(M) gleich einem Viertel des Fliacheninhalts des Einheitskreises,
also voly(M) = 3w (was man &hnlich wie im Beispiel 7.48 explizit nachrech-
nen kénnte). Wir berechnen

1
T = d )
T VOIQ(M)/]wxl (5E1,$2)

Es ist M im Wirfel [0,1]* enthalten. Weiter ist M Jordan-messbar, denn
der Rand von M ist die Vereinigung von drei Jordan-Nullmengen, namlich
dem Graphen von [0,1] — R, 1 +— /1 — 27 sowie der Strecke [0,1] x {0},
die Graph der 0-Funktion auf [0, 1] ist und der Strecke {0} x [0, 1], die daraus
durch Vertauschen von z; und zs hervorgeht. Die Funktion pr;: @ — R,

82



(x1,29) — x; ist stetig, somit integrierbar. Also ist auch pry |y integrierbar.
Mit dem Satz von Fubini erhalten wir

/Ild($1,$2) = / $11M($17$2)d($17$2 / / $11M($1,$2)d$2d%
M 01 x1=0 J29=0

= / / a:l dre dr, = / 1 —22dxy
x1=0 Jx2=0

1

= [—5(1—%)3/2} :5.

x1=0

Fiir das dritte Gleichheitszeichen haben wir ausgenutzt dass flir gegebenes x;

der Funktionswert 1,/(z1, z2) nur fir 0 < x5 < y/1 — 22 von Null verschieden
(und dann = 1) ist. Es ist also

_ 1/3 4
T =—— = —.
w/4 37
Die gleiche Rechnung liefert 7o = %.

Eigenschaften des Integrals iiber Jordan-messbare Teil-
mengen

Die Eigenschaften in 7.30 (a)—(d) gelten unveréndert, wenn man den dortigen
Quader () durch eine Jordan-messbare Teilmenge M C () ersetzt.

7.56 Zum Beispiel ist auch das Integral iiber M linear: Sind f: M — R
und g: M — R integrierbar und o, 8 reelle Zahlen, so ist af + Sg: M — R
integrierbar und

/M of () + Bgla) d = a /M F(a)da+ 8 /M g(x) da

[Es ist ndmlich (af + Bg)q = afg + Bgq integrierbar nach 7.30 (a) (also
af + Bg integrierbar) mit

/Q (afo(@) + Bgo(x)) dz = a /Q Jolz)dz + 8 /Q golz) dz

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich [,, af(x) + Bg(x)dz, die rechte
gleich « [, f(z)dx+ 3 [,, g(x) dx.]
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Von Integralen fiir Funktionen f: [a,b] — R einer reellen Variablen kennen
wir die wichtige Formel

/abf(:c)dq::/acf(a:)d:c+/cbf(:z:)dx

fiir ¢ € [a,b]. Ahnlich haben wir fiir Mehrfachintegrale:
7.57 Sind My, My C R™ Jordan-messbare Mengen und ist f: My U My — R

integrierbar, so st

/ f@ydr= [ f@do+ [ flo)de— / f(e)de.
M{UMs M, Mo MiNMa

Ist My N My =0 oder M, N My eine Jordan-Nullmenge, so ist
/ f(x)dx = f(z)dx + f(z)dx
M1UMso M,y Mo

[Begriindung: Nach 7.37 sind M := M; U My und M; N M, Jordan-messbar.
Nach 7.52 sind flas, fla, und flannag, integrierbar. Mit auf M definierten
charakteristischen Funktionen gilt 1 = 137 + 137, — 137, und somit

/MUM flz)de = /Mf(x)(lﬁl(x)HM() 13 o (@) d

= /]Wf(g;)1%1(x)d:c+/Mf(m d:r—/ F (@)1t o, (@) d

~ [ty Mf(x)dx—/MmM f(x) de

Hierbei wurde die Linearitit des Integrals benutzt und anschliefiend 7.52. |

Abandern von Funktionen auf Nullmengen

Man darf Funktionen auf Jordan-Nullmengen abéndern, ohne Integrierbarkeit
und den Wert des Integrals zu andern.

7.58 FEs sei M C R" ein Jordan-messbare Teilmenge und f: M — R eine
Jordan-messbare Funktion. Weiter sei g: M — R eine beschrankte Funktion
derart, dass glann = flan\n fiir eme Jordan- Nullmenge N C M. Dann st
auch g integrierbar und es gilt [,, g(x)dz = [,, h(x) dz.
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Dies zeigt man wie folgt (wobei der Nachweis in der Vorlesung tibersprungen
wurde): Da g = f + (9 — f), brauchen wir nur die Integrierbarkeit der
Funktion h := g — f zeigen und [, h(x)dx = 0 (sieche 7.56). Hierbei ist
hlany = (g — f)lany = 0 und h ist beschrankt:'® Es gibt eine reelle Zahl
C > 0 derart, dass |h(z)| < C fiir alle x € M. Es sei @ C R" ein Quader mit
M C Q. Da N eine Jordan-Nullmenge ist, ist die charakteristische Funktion
1x: @ — R integrierbar mit Integral 0. Also ist auch C'1y integrierbar mit
Integral 0. Das Oberintegral ist somit Null und folglich gibt es fiir jedes ¢ > 0
eine Zerlegung Z von () derart, dass

OSZ<01M) S E.
Aus 0 < hg < C'1y folgt
0 S USZ(]ZQ) S OSZ(hQ) S OSZ(C 1N) S g,

so dass also
0 < / ho() de g/ ho(z) dz < 0Sy(ho) < =
Q Q
fiir jedes € > 0 und somit
0 = */ hg(x) dx = / ho(x) dz.
Q Q

Es ist also hg tiber @ integrierbar mit | o ho(x) dz =0 und somit A iiber M
integrierbar mit [, h(z)dz = fQ hg(x)dr =0. O

Integrale iiber Normalbereiche

7.59 Eine Teilmenge M C R"™ heifit x-y-Normalbereich, wenn sie von der
Form

M = {(z,y) e R*: z € [a,0], g1(z) <y < go(x)}

ist mit reellen Zahlen a < b und stetigen Funktionen gy, g2: [a,b] — R derart,
dass g1(z) < go(x) fiir alle x € [a, b].

BEs ist [h(z)| < |f(2)] + |9(z)] < || flloc + l|9]loo, unabhéingig von x € M. Wir kénnen
also C := || f]leo + |l¢]|cc nehmen, die Summe der Supremumsnormen.
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Bemerkung 7.60 Jeder z-y-Normalbereich M ist Jordan-messbar, denn
der Rand von M ist die Vereinigung der Graphen von ¢g; und g, sowie der
Strecken {a}x[g1(a), g2(a)] und {b} x[g1(b), g2(b)], welche Jordan-Nullmengen
sind.

Jeder x-y-Normalbereich M st kompakt.

(Er ist beschrinkt, weil er in [a,b] X [min g;([a, b]), max g2([a, b])] enthalten
ist. Er ist zudem in R? abgeschlossen: Ist namlich eine Folge (zx,yx) € M
konvergent gegen ein (z,y) € R?, so folgt a < x < b. Aus gi(x;) <y <
g2(zy,) folgt fiir & — oo weiter

gi(x) = lim gi(zx) <y < lim go(wy) = ga().]

7.61 Ist M C R? ein z-y-Normalbereich (wie oben), so ist jede stetige Funk-
tion f: M — R integrierbar. Weiter existiert das folgende iterierte Integral

und es ist , @
g2(x
| tewiew= [ [ty (33)
M z=a J y=gi(z)

Wir wihlen einen Quader @) = [a,b] x [¢,d] € R® mit M C Q. Mit Argu-
menten wie 7.29 und 7.46 kann man zeigen, dass fg integrierbar ist. Fiir
festes x € [a,b] ist fo(x,y) =0 wenn y < g;(z) oder y > go(x), somit

d g2(z) g2(x)
Jy)dy = ) dy = ,Y) dy;
/C folx,y)dy /g folz,y)dy / fz,y)dy

1(z) g1(z)

letzteres Integral existiert, da y — f(x,y) auf [g1(x), g2(x)] stetig ist. Der
Satz von Fubini liefert also

/M f(,y)d@,y) = /Q fole,y) d(z,y) = / b /cdfw,y)dydx

b prga(x)
= / / f(z,y)dydz.
a g1(x)

Beispiel 7.62 Der Viertelkreis aus Beispiel 7.55 ist ein z-y-Normalbereich

mit [a,b] = [0,1] und g1(z) =0, g2(x) = V1 — 22.

Beispiel 7.63 Die Kreisscheibe {(z,y) € R?*: 2? + y* < r?} um den Ur-
sprung mit Radius r > 0 ist ein z-y-Normalbereich mit [a,b] = [—r, 7] und

—Vr? =2 <P < Vr2—a? fir e [-r, 7).
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Beispiel 7.64 Der Achtelkreis
M:={(z,y) €eR*: 2 €[0,1],0<y <z, 2> +9* <1}

ist ein z-y-Normalbereich; fiir € [0, 1] ist ndmlich 0 <y < g(x) mit

T wenn x < f,
g(x) =

vV1—22 wenn z > %

Wir benutzen hierbei, dass x +— x monoton wéchst, x +— /1 — 22 monoton
fallt. Die beiden Funktionen sind gleich bei x = f, verlangt ist 0 <y <=z

und 0 <y < /1 — 22, also
0 <y <min{z, V1 —2?} = g(z).

Wir wollen nun die z-Koordinate z des Schwerpunkts von M berechen. Der
Flacheninhalt von M ist ein Achtel des Flacheninhalts der Einheitskreiss-

cheibe, also
voly(M) = g

(was wir auch nachrechnen kénnten, voly(M) = [,, 1d(z,y).] Nun ist

1 ] g(x)
T = m/xd(w y) = /xdxy // xdy dx
V2/2 Vi—z?
= / /xdydx—i— / / xdy dz
\f/2
[zy

[:vy]‘1 =
g [V2/2 8 [
= —/ xzdx+—/ V1 —22 dx
e T
0 V2/2 PR
8 V2/2 8
= [/ S (1/3)(1 - 2% g
_81V2 812
- w3 4 T3 4
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7.65 Ein y-z-Normalbereich ist eine Teilmenge M C R? der Form

M ={(z,y): y € [a,b], g1(y) <z < gs(y)}

mit reellen Zahlen a < b und stetigen Funktionen ¢, g2: [a,b] — R derart,
dass g1(y) < go(y) fiir alle y € [a,b]. Fir stetige Funktionen f: M — R ist

dann )
g2 y
/ flx,y) d(z,y) = / / F(z,y) da dy. (39)
M y=a Jz=g1(y)

Beispiel 7.66 Wir wissen schon, dass die Einheitskreischeibe
M = {(z,) € R%: a4 ¢* < 1}
ein z-y-Normalbereich ist. Sie ist auch ein y-z-Normalbereich, denn es ist
M = {(z,y) € R*: y € [-1,1], —V1-2 <z <1-2
Fiir die stetige Funktion
f: M —R, (x,y)+— sin(z ey2)

wollen wir nun [, f(z,y) d(z,y) berechnen. Betrachtet man M als z-y-
Normalbereich, so erhalt man

Vi—z?
/ sin(z e?”) d(z, y) / / sin(z e’ dy da
=—1 — 1 —x2

nicht elementar berechenbar

und kommt nicht weiter. Betrachtet man M als y-z-Normalbereich, erhalt
man

/sin(xeyQ)d(x,y) = / / sm (ze’") dx dy
M -1 Jz=

_ /y | [-eos(e ) e VI gy

z=—1/1-y2
1
= / —cos(v/T—y2e”’) /e’ + cos(—/1—y2e’’) /e’ dy = 0;
yzfl\ ~~ -
=0

hierbei wurde benutzt, dass der Cosinus eine gerade Funktion ist, also cos(—t) =
cos(t) gilt fir alle ¢t € R.
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Bemerkung 7.67 Manchmal ist eine Teilmenge M C R? also sowohl ein
x-y-Normalbereich als auch ein y-z-Normalbereich, aber eine der Integra-
tionsreihenfolgen macht die Rechnung leichter oder erst moglich.

Auch in drei (oder mehr) Dimensionen kann man von Normalbereichen sprechen.

Definition 7.68 Eine Menge M C R? heifit z-y-z-Normalbereich, wenn M
von der Form

M = {(z,y,2): v € [a,0], g1(x) <y < o), hi(z,y) < 2 < ho(w,y)}

ist mit reellen Zahlen a < b, stetigen Funktionen ¢y, go: [a,b] — R derart,
dass g1(z) < go() fiir alle x € [a,b] und stetigen Funktionen

hl, hQI N —R
auf dem z-y-Normalbereich

N :={(z,y): z € [a,b], g1(z) <y < g2(2)}

derart, dass hy(z,y) < ho(x,y) fiir alle (z,y) € N. Wie im Fall von (z,y)-
Normalbereichen sieht man, dass M Jordan-messbar und kompakt ist; weiter
ist jede stetige Funktion f: M — R integrierbar und es ist*

(z,y)
/ flz,y,2)d(z,y, 2 / / / f(z,y,2)dzdydx.
r=a Jy=g1(z) J z=h1(z,y)

Bemerkung 7.69 Fiir andere Reihenfolgen der Variablen z, y und z definiert
man Normalbereiche entsprechend mit vertauschten Rollen der Variablen.

Bemerkung 7.70 Rekursiv definiert man einen -, .. ., - x,,-Normalbereich
in R™ also eine Menge der Form

M = {(xl,. .. ,xn): (513'1, Ce ,l'nfl) € N, h1<$1, RN ,$n,1) S Tn S hg(l’l,. .. ,.Tn,l)},

wobei N ein zi-, ..., - ,_1-Normalbereich in R*! ist und hy,hy: N — R
stetige Funktionen sind mit der Eigenschaft, dass

hi(z1, ... xn—1) < ho(xy, ..., 2p_q) furall (z1,...,2,-1) € N.

14Da M kompakt ist, ist die stetige Funktion f beschrinkt. Als stetige beschrinkte
Funktion ist f iiber M integrierbar. Fiir jedes feste € [a,b] ist die Menge M, :=
{(y,2): y € [g1(x),92(x)], hi(z,y) < z < hao(x,y)} ein y-z-Normalbereich. Das Inte-

gral me f(x,y,2)d(y, z) existiert also und stimmt mit fgzz)(;) fzhz}(z(zi o 1@y, 2)dzdy

iiberein. Der Satz von Fubini ist somit auf [, f(x,y,z)d(z,y, z) anwendbar und liefert
die Integralformel.
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Beispiel 7.71 Jeder Quader [a,b] X [c,d] X [e, f] in R (mit reellen Zahlen
a<b, c<dund e < f) ist ein z-y-z-Normalbereich mit ¢, (z) := ¢, go(z) :=
d, hi(x,y) := e und he(z,y) := f.

Beispiel 7.72 Die Einheitskugel M := {(z,y,2) € R3: 22 +¢y>+ 23 < 1} ist
ein z-y-2-Normalbereich, denn sie ist die Menge aller (z,y,2) € R® mit z €

1,1, —vV1—22<y<v1—z?2und —/1 —22 —y?2 <z < /1 —a%—y%

Beispiel 7.73 Wir zeigen, dass das Volumen der Einheitskugel volz(M) =
%7? ist. Wir fassen hierzu M als z-y-z-Normalbereich auf wie in Beispiel 7.72.
Es ist

Vi—z? V1i—z2—22
volg(M) = /1dxy, / / / S 21dzdydx
-1 —xc—y
= / / V1—22—22dzdydr.
—1Jy=—v1—22

Fir festes « € [—1,1] liefert die Substitution y = /1 — 22 sin(u), dy =
V1 — 22 cos(u) du mit u € [-F, 7]

1 w/2
volg(M) = 2/ / \/1 — 22 — (1 — 22) sin®(u) V1 — 22 cos(u) du dx
—1J—7/2

w/2
= / / (1 —2?) /1 — sin®(u) cos(u) du
=1

7—7r/2

TV
=cos? u= % (14+cos(2u))

1 1 /2 1
- / (1—2?) {u t3 sin(2u)} dr = 7r/ 1 —2%dx
r=—1 r=—1

—7/2

1 1 1
= ’/T[.%—g.%g]glc__l:’ﬂ(l—g—l—l—g)

4
= -.
3

Zerlegen in Integrale iiber Normalbereiche

Manche fiir die Praxis relevante Mengen in der Ebene oder im Raum sind
leider keine Normalbereiche. Oft lassen sie sich aber in Normalbereiche zer-
legen, die nur in Nullmengen iiberlappen. Als einen Spezialfall von 7.57
haben wir:
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7.74 Ist M C R? von der Form M = M;U---UM, mit Mengen M; C R2, die
x-y oder y-z-Normalbereiche sind, und ist M; N M}, eine Jordan-Nullmenge
fiir alle j # k, so ist fiir jede stetige Funktion f: M — R

/Mf(x,y)d(x,y) :i/Mj [l y)d(z,y),

wobei die Integrale auf der rechten Seite wie in (38) bzw. (39) berechnet
werden konnen. Analoges gilt in hoheren Dimensionen.

Beispiel 7.75 Wir betrachten einen Kreisring
M ={(r,y) e R*: 1 < 2> +y* < 4}

in der Ebene mit Innenradius 1 und Auflenradius 2. Dieser ist kein Normal-
bereich (weder ein x-y-Normalbereich noch ein y-z-Normalbereich). Jedoch
sind

M, ={(x,y) e M:y >0} und My:={(z,y) e M:y <0}
x-y-Normalbereiche mit M = M; U M5 und es ist
M, N My = ([-2,—-1]U[1,2]) x {0}

eine Jordan-Nullmenge. Also ist

/M fagday) = [ faa)dey)+ [ fgday)

Mo

fiir jede stetige Funktion f: M — R und insbesondere
V012(M> = VOlQ(Ml) + V012(M2). (40)

Bemerkung 7.76 Wir kénnten (40) benutzen zur Berechnung des Flacheninhalts
von M. Leichter ist es jedoch, die Kreisscheibe

D :={(z,y) € R*: 2% +¢* < 4}
vom Radius 2 zu schreiben als

D=MUK
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mit der Kreisscheibe K := {(z,y) € R?: 2* + y?> < 1} und dem vorigen
Kreisring M. Da M und K Jordan-messbare Mengen sind und

MNK=S
die Einheitskreislinie S = {(z,y) € R?: 22 + y* = 1}, die eine Jordan-
Nullmenge ist (als Vereinigung zweier Graphen), ist nach 7.57
voly(D) = vola(M) + voly(K),
also 722 = voly(M) + 7 und somit voly(M) = 3.

Die Transformationsformel

Aus Mathematik 1 und 2 kennen wir die Substitutionsregel, eines der entschei-
denden Hilfsmittel zur Integralberechnung fiir Funktionen einer reellen Vari-
ablen. Wir lernen nun eine Verallgemeinerung fiir mehrdimensionale Inte-
grale kennen, die sogenannte Transformationsformel. Die Transformations-
formel ist von ahnlich grofler Niitzlichkeit wie der Satz von Fubini.

Wir erinnern an den Begriff der Jacobi-Matrix.

7.77 Esseienn,m € N, U C R" eine offene Teilmenge und f = (f1,..., fm): U —
R™ x +— (fi(x),..., fm(x)) eine stetig differenzierbare Abbildung. Fiir
x € U wird die m x n-Matrix

g—,ﬁ(f) ngi(x)
Jp(z) = : :
Forlr) o i)

die Jacobi-Matriz von f an der Stelle x genannt. Dies ist also die Matrix der
partiellen Ableitungen der Komponenten von f. Ist n = m, so nennen wir
det J;(z) die Jacobi-Determinante.

Eine Grundfassung der Transformationsformel lautet wie folgt:

7.78 (Transformationsformel) Es sei U C R™ eine offene Menge und ¢: U —
R™ eine stetig differenzierbare, injektive Abbildung derart, dass det ¢'(x) # 0
fur alle x € U. Fir jede Jordan-messbare, kompakte Teilmenge M C U ist
dann ¢(M) C R™ Jordan messbar und fiir jede stetige Funktion f: ¢(M) — R
qilt

fwm:/fwwmwmmm. (41)
d(M) M
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Wir substituieren also u = ¢(x) und verfahren nach folgender Merkregel:
7.79 (a) u wird durch ¢(z) ersetzt.

(b) du wird durch |det Jy(x)| ersetzt.

(c¢) ¢(M) wird durch M ersetzt.

Im Eindimensionalen ist die Transformationsformel eine Umformulierung der
Substitutionsregel.

Bemerkung 7.80 Ist n = 1, M = [a,b] und ¢ streng monoton wachsend,
also det J,(z) = ¢'(x) > 0, so ist ¢([a,b]) = [¢(a), #(b)] und aus der Trans-

formationsformel wird

/ fwdu= [ f(6(@)d()de,
[¢(a),o(D)] [a,b]

was sich als die iibliche Substitutionsregel

o(b) b
f(a) du = / F(6(2) &' (2) du (42)
) a

b(a

umschreiben lésst. Ist ¢ streng monoton fallend, so ist ¢([a, b]) = [#(D), ¢(a)]
und |det Jy(z)| = |¢'(z)] = —¢'(x), da ¢'(x) < 0. Hier lésst sich die Trans-

formationsformel

/ fwydu=— [ f(é(x) #(x) da
[6(b),0(a)]

[a,b]

lesen als

¢(a) b
w)du = — ) &' (z) dz.
[b f(w) /af(¢())¢()

(b)
Vertauschen der Integrationsgrenzen im linken Integral liefert ein Minusze-
ichen, so dass also auch hier (42) gilt.

Beispiel 7.81 Gegeben b € R™ und eine Basis wq, ..., w, des Vektorraums
R™ betrachten wir das Parallelogramm

P:={x+tjwy + -+ t,w,} CR™
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Es sei A € R™" die Matrix mit den Spalten wq, ..., w,. Dann ist die
affin-lineare Abbildung

o:R" - R" z+— Ax+10
stetig differenzierbar (mit Jy(x) = A) und bijektiv, mit

¢ '(y) = Ay —b).

Mit dem Wiirfel M := [0,1]™ ist P = ¢(M) und nach der Transformations-
formel das Volumen des Parallelogramms

vol,(P) = /P ldy = /¢>(M) ldy = /M 1 |det Jy(z)| do = |det(A)]. (43)
=|det A|

Bemerkung 7.82 In Ebene und Raum haben wir die Formel (43) in der
Mathematik 1 kennengelernt mit anschaulicher Begriindung. In hoheren
Dimensionen macht man sich (??) zunéchst fiir Matrizen A klar, die ele-
mentaren Zeilenoperationen des Gauflalgorithmus entsprechen. Allgemeine
Matrizen sind Produkte von solchen. Man kann die Formel dann benutzen
im Beweis der Transformationsformel.

Bemerkung 7.83 Wir konnen uns die Transformationsformel wie folgt plau-
sibel machen, wenn M ein Quader ist, etwa fir n = 2. Wir wahlen eine
Zerlegung Z = {Q1,...,Qn} von Q. Fiir ein festes j € {1,... N} sei z; die
linke untere Ecke des Rechtecks @);. Dann ist @); — x; ein Rechteck der Form
[0,a] x [0,b]. Lassen wir in der linearen Approximation

o(x) = ¢(z;) + Js(z;)(x — x;) + R(x)

das Restglied weg, sehen wir, dass ¢(Q;) ndherungsweise das Parallelogramm

Pj = ¢(wo) + Jy(2;)(Q; — x)

ist mit Flécheninhalt | det Js(x;)| ab = | det J,(z;)| v2(Q;). Ist die Zerlegung
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fein, ist f auf ¢(Q);) ndherungsweise gleich f(z;), also

N N
de = dr ~ ) d
/¢>(Q) ) de ]2_; /¢(Qg‘) ) de jz_; /¢>(Qj) Fles)dr

=~y / ) de =Y F ;) vola(P,)

= > flay) | det Jy ()] v2(Q;).
j=1
Die letzte Summe ist eine Riemannsche Summe fiir das Integral

/ F(6(x)) | det Jy()]| da
Q

und konvergiert gegen dieses, wenn die Maschenweite der Zerlegung Z gegen
0 geht.

Mochte man auf Kompaktheit von M verzichten, ist die folgende Variante
der Transformationsformel oft niitzlich.

7.84 (Transformationsformel) Es sei U C R offen und ¢: U — R™ eine
stetig differenzierbare, injektive Abbildung derart, dass det ¢'(x) # 0 fir alle
x € U. FEssei M C U eine Jordan-messbare Menge derart, dass ¢p(M) C
R™ Jordan messbar ist. Weiter sei f: ¢(M) — R eine stetige beschrinkte
Funktion und auch M — R, x — f(¢(z)) | det Jy(z)| beschrinkt. Dann gilt

£(u) du = / F(6(a)) | det Jy ()| da. (44)
d(M) M

Wichtige Koordinatentransformationen

Ebene Polarkoordinaten. Aus der Mathematik 1 und Mathematik 2 kennen
wir Polarkoordinaten: Ein Punkt P = (z,y) in der Ebene ist festgelegt, wenn
wir seinen Abstand r vom Ursprung O kennen und den Winkel ¢, der von
der positiven z-Achse und dem Vektor oP eingeschlossen wird; es ist dann

(z,y) = (r cos,r sinp).
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Im Falle » = 0 ist ¢ beliebig.
Wir betrachten nun die Abbildung
¢:[0,00[ x[0,27] = R?, (1, ) > (r cos @, r sin ). (45)

7.85 (Integralberechnung in Polarkoordinaten). Es sei M C [0, co] x[0, 27]
eine Jordan-messbare Teilmenge, so dass ¢(M) C R? Jordan-messbar ist und
f:d(M) — R eine stetige beschrankte Funktion. Dann ist

flz,y)d(x,y) = / f(r cos p,r sinp)rd(r,p).
#(M) M

Bemerkung 7.86 Beim Umschreiben von Integralen in ebenen Polarkoor-
dinaten gehen wir also wie folgt vor:

(a) Ersetze = durch r cos(y) und y durch r sin(yp);

(b) Ersetze den Integrationsbereich ¢(M) fiir (z,y) durch den Integrations-
bereiche M fiir (r, p);

(c) Ersetze d(x,y) durch r d(r, ¢) (wichtig: dasr vor d(r, ¢) nicht vergessen!)
Beispiel 7.87 Fiir den Viertelkreis
M = {(z,y) €ER*: 2 >0, y >0, 2* +9* <1}

berechne man das Integral fﬁxd(z,y) unter Benutzung von Polarkoordi-
naten.

Setzen wir M := [0, 1] x [0,7/2], so ist M = ¢(M) mit ¢ wie in (45), also

/~xd(a:,y) = /MT cos(p) rd(r,p)

M
1 pr/2
= // r? cos pdy dr
o Jo
1 1
= /O[rQSinw]z/jO:/o r? dr

= [7’3/ 3]&:0

W

Hierbei wurde 7.85 benutzt, dann der Satz von Fubini.
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7.88 (Flicheninhalt unter einer Glockenkurve). Wir zeigen, dass

/ e~ dt = /7.

—00

Hierfur ist

0 2 R 2
= e ¥ dr= lim e v dx

_ R—oo | _p

—_——

:ZIR

o0

zu berechnen. Der Trick ist, zum Quadrat iiberzugehen und dieses als ein
zweidimensionales Integral aufzufassen:

R R
(Ig)? = ]R/ e_x2dx:/ IRe_$2dx
-R -R
R (R , R R
= / / eV dye ™ dx :/ / e Ve dydx
~RJ-R —-RJ—-R

R R 2 2 2 2
= / / e~ @) dy dy = / e~ @) d(x, y).
~rJ-R [~ R,R]?

I = 1%1—{20 [~R,R]2 e d(a,y).

Fiir die Kreisscheibe Dy := {(z,y) € R?*: /22 4+ y* < R} gilt

Es ist also

[~R/vV2,R/V2]* C Dp C [-R, R]?

und somit

e~ (@ +?) d(z,y) < /

Dg

6—(12+y2) d(x,y) < / 6_(g32+y2) d(x,y)

/['R/\/ZR/\/EQ [7R7R]2

Da hier die rechte und linke Seite gegen I? konvergieren fiir R — oo, gilt dies
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auch fiir die Integrale in der Mitte:

I’ = lim e~ @) 4z, y)
R—o0 Dr
= lim ey d(r, o)

R=00 J10, R]x[0,27]

R 27 )
= lim/ / e " rdodr
R—oo [/ 0
R

. 2
= lim me " 2rdr
R—o0 0

~

:[—Tre*T2 E,

. _p2
= lim —7we ® + 7 = 7.

R—o0

Also ist I = /m. Beim zweiten Gleichheitszeichen sind wir hierbei zu zu
Polarkoordinaten tiibergegangen: Um die Punkte der Kreisscheibe Br zu
durchlaufen, wird r € [0, R] benétigt und ¢ € [0, 27|, es ist also

Dp = ¢([Oa R] X [Oa 27T])
mit ¢ wie in (45). Anschliefend wurde der Satz von Fubini benutzt.

7.89 Begriindung fiir 7.85. Als Abbildung von M’ := ]0, oo[ x ]0, 27r[ nach
R2\ ([0, 00[ x{0}) ist ¢ bijektiv und zudem stetig differenzierbar mit Jacobi-

Matrix .
_( cosp —rsing
Jo(r ) = ( sing 1 cosy )

und Jacobi-Determinante det Jy(r, ¢) = 7 (cos® p + sin® ) = r. Da M als
Jordan-messbare Menge beschrinkt ist, ist r beschrankt (etwa durch R) fiir
(r, ) € M und somit auch f(r cos g, rsin @) r beschréankt. Esist M\ M’ eine
Jordan-Nullmenge, denn M \ M’ ist enthalten in der Vereinigung der drei
Jordan-Nullmengen {0} x [0, 27] sowie [0, R] x {0} und [0, R] x {27}. Ebenso
ist o(M)\¢p(M') eine Jordan-Nullmenge als Teilmenge von [0, R] x{0}. Unter
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Benutzung von 7.84 ist also
fagdey) = [ faw)dey)
B(M) P(M')
= [ 600 |det dyfr )] )

= f(r cosp,rsing)rd(r,¢)
M/

— / f(r cose,rsine)r(r, ).
M

7.85 und der Beweis bleiben mit simplen Anpassungen giiltig, wenn man
0, 27] durch [¢g, po + 27| ersetzt mit einem beliebigen ¢ € R.

Zylinderkoordinaten

Ein Punkt P = (x,y,2) im Raum ist festgelegt durch die Kenntnis der z-
Koordinate z und der Projektion (z,y) des Punkts in die z-y-Ebene, die wir
in ebenen Polarkoordinaten beschreiben konnen:

(x,y) = (rcosp,rsing).

Man nennt (r,p, z) die Zylinderkoordinaten des Punkts P = (z,y,z). Ist
(x,y) = 0, so ist wieder ¢ beliebig.

Wir betrachten nun die Abbildung
¢:[0,00[ x[0,27] x R = R?®,  (r,¢,2) > (rcose,rsing, 2). (46)

7.90(Integralberechnung in Zylinderkoordinaten). Sei M C [0, oo[ X [0, 27] xR
eine Jordan-messbare Teilmenge und ¢(M) C R3 Jordan-messbar. Fiir jede
stetige beschrdnkte Funktion f: ¢(M) — R ist dann

/ MMdW&dz/ﬂm%wﬂw@MWw)
¢(M) M

Bemerkung 7.91 Beim Umschreiben von Integralen in Zylinderkoordinaten
gehen wir also wie folgt vor:

(a) Ersetze x durch r cos(¢) und y durch r sin(p);
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(b) Ersetze den Integrationsbereich ¢(M) fiir (x,y, z) durch den Integra-
tionsbereiche M fiir (r, ¢, 2);

(c) Ersetze d(x,y,z) durch rd(r,p, z) (wichtig: das r vor d(r, p, z) nicht
vergessen !)

Beispiel 7.92 Gesucht ist das Volumen der Menge

—~

M :={(z,y,2) eR*: 2’ +9* <1, 0<2<1—z}.

Innerhalb des Zylinders aller (z,y, z) mit z* + y? < 1 sind dies die zwischen
der z-y-Ebene (mit z = 0) und der Ebene z = 1 — = gelegenen Punkte. Fiir
¢ wie in (46) ist dann

—

M = (M)

mit dem r-¢-z-Normalbereich
M ={(r,p,2) €[0,1] x [0,27] x R: 0 < 2 < 1—rcosp}.

Nach 7.90 ist somit

M

= / Lrd(r, ¢, z)
M

2m 1—rcos¢p

1
= / rdzdpdr
r=0 Jp=0 J 2=0

1 27
= / / (1 —rcose)rdr
r=0 J p=0

1
= / 2mr — r? [sin )72, dr
r=0 —
=0

vols (M) = / 1d(z,y, 2)

= [, =m
Als ein weiteres Beispiel betrachten wir das Volumen eines Rotationskorpers.

7.93 Es seien a < b reelle Zahlen und s,t: [a,b] — R stetige Funktionen
derart, dass
0<s(z) <t(z) firalle z € [a,b].
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Wir wollen das Volumen des zugehérigen Rotationskdrpers (Drehkorpers)

—~

M:={(z,y,2) e R*: a <z <b, s(2) < a2 +y? <t(2)}
bestimmen, der durch Drehen der in der z-z-Ebene gelegenen Menge
{(2,0,2): z € [a,b], s(z) <x<t(2)}
um die z-Achse entsteht. Mit ¢ wie in (46) ist
M = ¢(M)
mit dem z-@-r-Normalbereich
M :={(r,p,2) € R x [0,27] x [a,b]: s(z) <7 <t(2)}.

Nach 7.90 ist also

voly(M) = /M Ld(z, y, 2)

= /Mrd(r, ©, %)

b 2w t(z)
= / / / rdr dpdz
z=a J p=0 Jr=s(z)
~—

=[r2/2);¢)

r=s(z)

_ /Zb /% (H(2)2 — 5(2)2)/2dyp d=

- ﬂth(;Z — s(2)2dz.

Das gesuchte Volumen ist somit

—~

volg(M) = 7r/ t(2)* — s(2)*dz. (47)

Ein ausgefiillter Torus (mit der Form eines Donuts) ist ein Spezialfall eines
Rotationskorpers.
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Beispiel 7.94 Fiir 0 < r < R betrachten wir den Torus M , der durch
Drehen der Kreisscheibe

{(2,0,2): (z — R)2 +22< 7"2}
um die z-Achse entsteht. Diese lasst sich als z-z-Normalbereich beschreiben:
{(.1',0,2)1 z € [—7“,7“], S(Z> <o < t(Z)}

mit s(z) ;= R — V12 — 22, t(2) :== R+ v/r?2 — 2z2. Es ist somit M der Rota-
tionskorper

M={(z,y,2) € R®: z € [—r,r]: s(2)> < 2>+ y* < 1(2)?}.

Dieser hat nach (47) das Volumen

voly(MT) = = / " H) = ()2 d

= 7T/ (R+ V12— 222 — (R—Vr? —22)* dz
- =4R:/FW

= 47TR/ Vr2 —22dz
) /2
= 47 R 7‘2/ V 1 — sin? U CoS U du
77-‘-/2 "~

=cos2 u=1 (1+cos(2u))

= 2712 R7?,

wobei z = r sinu mit v € [~F, 7], dz = rcosudu substituiert wurde und

dann ausgenutzt, dass f:/r 32 cos(2u) du = 0.

Wir geben noch eine Begriindung fiir 7.90.

7.95 Auf der offenen Menge U :=]0, 0o[ x |0, 27 xR ist ¢ injektiv, mit Bild
¢(U) =R*\ ([0,00[ x{0} x R).

Die Jacobimatrix ist

cosep —rsing 0
Jo(r,p,z) = | sing rcosp O
0 0 1
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mit Determinante
det Jy(r, v, 2) =r.

Es ist

[0,00[x[0,27] x R\ U = {0} x R**UR x {0} x RUR x {7} x R.
Setzen wir M’ := M N U, so ist M \ M’ die Vereinigung der drei Mengen
(M\M")N{0} xR?, (M\M")NRx{0} xR und (M\M")NRx{27} xR.

Diese sind beschrankte Teilmengen von Ebenen und somit Jordan-Nullmengen.
Weiter ist

P(M)\ (M)
eine beschrankte Teilmenge der z-z-Ebene und somit eine Jordan-Nullmenge
in R3. Mit (7.84) erhalten wir

f(y,2)d(z,y.2) = / f(y,2) d(z,y, 2)
d(M) o(M')

- w f(¢(T,QO,Z)) ldet J¢(T’,Q0,Z)J| d(r7§07 Z)

v~
=T

= /M F(@(r, e, 2)) rd(r, ¢, 2)

= / f(rcosg,rsing, z)rd(r, ¢, z).
M

Kugelkoordinaten (sphérische Polarkoordinaten).

Wir kénnen einen Punkt P = (z,y, z) im Raum festlegen durch die Kenntnis
seines Abstands r € [0, oo[ zum Ursprung O, den Winkel 6 € [0, 7] zwischen
der positiven z-Achse und dem Vektor OP (der im Falle » = 0 beliebig
ist) und den Winkel ¢ zwischen der positiven x-Achse und OP' mit der
Projektion P’ := (x,y,0) von O auf die z-y-Ebene (der im Falle P' = O
beliebig ist). Da
|P'| = r sin6,

sind dann also (rsinf, ¢) die ebenen Polarkoordinaten des Punkts P’ in der
x-y-Ebene und es ist

P = (z,y,z) = (rsinf cos p, rsinfsin ¢, r cos ).
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Man nennt (r, 0, p) die Kugelkoordinaten des Punkts P.
Wir betrachten nun die Abbildung ¢: [0, co[ x[0, 7] x [0, 27] — R3,
o(r,0, ) = (rsinf cos @, rsin 0 sin p, r cosh). (48)

7.96 (Integralberechnung in Kugelkoordinaten). Sei M eine Jordan-messbare
Teilmenge von [0, 0o x[0, 7] X [0, 27] und ¢(M) C R3 Jordan-messbar. Fiir
jede stetige beschrinkte Funktion f: ¢(M) — R ist dann

[y, 2)d(x,y, 2)
o(M)
= / f(r sinfcos o, r sinfsinp,rcosd) r* sinfd(r,0,p).
M
Bemerkung 7.97 Beim Umschreiben von Integralen in Kugelkoordinaten

gehen wir also wie folgt vor:

(a) Ersetze x durch r sin 6 cos(¢) und y durch r sin @ sin(yp); sowie z durch
r cosf;

(b) Ersetze den Integrationsbereich ¢(M) fir (z,y, z) durch den Integra-
tionsbereiche M fir (r,0, ¢);

(c) Ersetze d(x,y, z) durch 72 sinfd(r, 0, @) (wichtig: das r? sind vor d(r,0, )
nicht vergessen!)

Beispiel 7.98 Wir zeigen, dass fiir jedes R > 0 das Volumen der Kugel

M = {(2,y,2) € R*: 2 + 3 + 2> < B}

vom Radius R gegeben ist durch

~ 4
volg(M) = §7TR3,
unter Benutzung von Kugelkoordinaten. Mit ¢ wie in (48) ist

M = ([0, R] x [0, 7] x [0,27]).
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Mit 7.96 erhalten wir

volg(M) = wvolg(¢(M)) = /¢)(M) ld(x,y,2)

= /1r28in9d(r,9,g0)
M

R s 27
= / / r? sin 0 dy df dr
r=0 J0=0 J ©=0

J/

vV
=27 r? sinf

R
= 27r/ r? [~ cos0]_, dr
- —_——

=0
=2

4 1" 4
= |- = 7R3
|:3/r:|7‘0 37T

Wir skizzieren noch die Begriindung fiir 7.96.

7.99 Auf der offenen Menge U :=|0, co[ x |0, 7[ x ]0, 27[ ist die Abbildung ¢
aus (48) injektiv mit Bild

¢(U) = R*\ ([0,00[x{0} x R),
Sie ist dort zudem stetig differenzierbar mit der Jacobi-Matrix

sinflcosp rcosfcosp —rsinfsing
Jp(r,0,¢) = | sinflsinp rcosfsing rsinfcose
cos 6 —rsin 6 0

Mit der Sarrusschen Regel erhalten wir als Jacobi-Determinante

det Jy(r,0,¢) = 0+ rcosfcosprsinbcospcost + rsinfsin psinfsin @ rsinf
+sinfcosprsinfcosprsind + 0+ rsinfsin ¢ rcosd sin ¢ cos 6
7% sin 0(cos? 6 cos® o + sin® @ sin? ¢ + sin? # cos® ¢ + cos? § sin? )
= 7r2sinf(cos? O(cos® ¢ + sin? @) + sin® (sin® ¢ + cos? ¥))

= r?siné.

Setzen wir M’ := M N U, so sind M \ M' und ¢(M) \ ¢(M') Jordan-
Nullmengen mit anlichen Argumenten wie bei Zylinderkoordinaten. Mit
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(7.84) erhalten wir

/ f(z,y,2)d(x,y,2) = L(Ml)f(w,y,z)d(w,y,z)
= ] J6r0,9)) |det Jo(r, 6. )| d(r, 0, ¢)

=r2sinf

B /Mf<<z><r,e,so»r?sin@d(ﬂ@vw)

= / f(rsinf cos o, rsin@sin,rcosd) r*sind d(r, 0, o).
M
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8 Kurven, Bogenlange, Kurvenintegrale

In diesem Kapitel betrachten wir parametrisierte Kurven in R” und ordnen
ihnen eine Kurvenldnge zu. Anschliefend diskutieren wir zwei Arten von
Integralen langs Kurven, die z.B. in der Physik wichtig sind. Das Kapitel
ist eine gekiirzte Fassung von Kapitel 8 der Mathematik 2 (fiir die meisten
Horerinnen und Hérer also bekannt).

Kurven und Wege

8.1 Eine stetige Kurve (oder einfach: Kurve) in R™ ist eine stetige Abbildung
~v: I — R"™ auf einem nicht entarteten Intervall I C R. Dann ist also

Y= (717"'777L)
mit den stetigen Komponenten ~y,...,7v,: I — R. Ist jede der Komponen-
ten 71, ...,7, sogar stetig differenzierbar,'® so nennen wir ~y eine stetig dif-

ferenzierbare Kurve (oder kurz: C'-Kurve). Kurven mit Definitionsbereich
I = [a, b] nennen wir auch Wege.

Ist 0 # ¢t € R und v € R", so schreiben wir 7 := %v.

8.2 Ist v: I — R" eine C'-Kurve, so existiert fiir jedes ¢ € I die Ableitung

V(1) = lim v(s) = ()

st s —1
und stimmt mit der komponentenweisen Ableitung (v (¢),...,~,(t)) iiberein.
Beispiel 8.3 Es ist
R — R?, > (cos(t),2sin(t))

ein C'-Weg, der die Ellipse {(z,y): % + (y/2)* = 1} mit den Halbachsen 1
und 2 durchléauft.

Vektorwertige Integrale und Hauptsatz

15Eine Funktion f: I — R hatten wir in der Mathematik 1 stetig differenzierbar genannt
(kurz: C1), wenn f differenzierbar (also auch stetig) ist und f’: I — R stetig.
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8.4 Es seien I C R ein nicht entartetes Intervall,

Y=y, Yn): L = R

eine stetige Kurve und a,b € I. Wir definieren das Integral der Funktion v
von a bis b komponentenweise:

/abV(t) dt := </ab71(t) dt,...,/ab%(t)dt) c R".

8.5 (Eigenschaften vektorwertiger Integrale). FEs sei I C R ein nicht en-
tartetes Intervall und v,n: I — R™ stetige Kurven. Dann gilt:

(a) Fir alle r,s € R ist ry 4+ sn: I — R" eine stetige Kurve und fir alle
a,bel ist

b b b
/ (ry(t) + sn(t)) dt = r/ ~(t) dt + s/ n(t) dt.
(b) (Intervalladditivitat). Fir alle a,b,c € I ist

/a bv(t) dt = / ) di+ / bv(t) dt. (49)

(c) (Integralabschétzungen). Fiir a <b in I gilt

b b
/ v(t)dt‘ < [ b0l < et a) (50)

mit der “Supremumsnorm” ||v||e := sup{|y(t)|: t € [a,b]}.

Nachweis (siche Mathematik 2): (a) und (b) sind uns fiir reellwertige Funk-
tionen bekannt. Im vektorwertigen Fall konnen wir (a) und (b) komponen-
tenweise nachpriifen.

Zum Nachweis von (c¢) machen wir uns zunéchst klar, dass fiir jeden Vektor

ve R mitv#0
v
lv|=—"v (51)
[l
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(v-v) = 57 - v. Zum Beweis von (c) sei

v = /ab’y(t) dt,

alsov = (vy,...,v,) mitv; = fab’yj(t) dt fir j € {1,...,n}. Ist v = 0, sind die

gilt, weil |v] = ‘71||v|2 = |i

v

Abschétzungen in (c) ist trivial. Ist v # 0, erhalten wir mit ﬁ = (%, ce ﬁ—ﬁ)
v v [P
| = —-v= Ly (t) dt
o T 2Tl )
b b
Uj v
= —7»(t)dt—/ — - y(t)dt
[ = [
b
v
< — ’y(t)‘ dt
/a [v]
by b
< [ |- [hoa.
a a

wobei beim Ubergang zur letzten Zeile die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
benutzt wurde. Da [y(t)| < ||7]| fiir alle ¢ € [a,b], kdnnen wir das letzte

Integral (wegen der Monotonie des Integrals) durch ff 7]l dt = ||7]|c0(b—a)
weiter nach oben abschéatzen.

Die folgende Fassung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
kann man komponentenweise nachrechnen.

8.6 Fiir jede C*-Kurve v: I — R™ und a,b € I gilt

Weglange

8.7 Wir definieren die Weglinge eines C'-Weges v: [a,b] — R" als
b
L) = [ W@ (52)
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Die Weglange wird auch Bogenlinge genannt oder Kurvenlange. Im entar-
teten Fall eines Intervalls [a,a] = {a} setzen wir L(vy) := 0 fiir Funktionen
v: [a,a] — R™

Beispiel 8.8 Fiir a €0, 27| durchlduft der Weg
v: [0,a] = R?  t+> (cos(t),sin(t))

einmal im Gegenuhrzeigersinn den Kreisbogen des Einheitskreises von (1,0)
aus bis (cos(a),sin(«)). Da +/(t) = (—sin(t), cos(t)) fiir alle ¢ € [0, ] mit

[7'(1)] = V/(=sin(t))? + (cos(t))? = 1,

ist die Weglange des Kreishogens

:/ |7’(t)|dt:/ ldt = a.
0 0

Beispiel 8.9 Gegeben v, w € R" parametrisieren wir die Verbindungsstrecke
von v = (vy,...,v,) und w = (w, ..., w,) durch den Weg

v:[0,1] = R", t—ov+t(w—v)= (v +t{wy —v1),...,0, + t(w, —v,)).

Dann ist +/(t) = (wy — v1,...,w, —v,) = w — v fiir alle ¢t € [0, 1] und somit

/|'y )| dt = /|w—v|dt lw — v].

Die Lange der Verbindungsstrecke stimmt also mit dem Abstand der Punkte
v und w uberein.

8.10 Machen wir uns noch plausibel, warum sich das Integral fab 17/ (t)] dt
wirklich anschaulich als Lénge des Weges ~: [a, b] — R™ interpretieren lasst.

Wir unterteilen das Intervall in Teilintervalle mit Zerlegungspunkten
a=ty<t;<---<t,=h

Sind die Absténde ¢; — ¢;_; sehr klein, kénnen wir v auf [t;_1, ;] kaum von
der Verbindungsstrecke von v(¢;_1) und v(¢;) unterscheiden. Die Weglénge
von 7li;_,.,) sollte also etwa

v (t5) — (1)

110



sein. Hierbei ist nach dem Hauptsatz

t) = () = / Sy de

j—

und dies ist ndherungsweise ftt’ Y (o) dt = (t; —tj-1)7'(tj-1), da ' stetig
i

ist und sich +/(¢) fiir t € [t;_1,t;] kaum von +/(¢;_1) unterscheidet. Also ist

naherungsweise

L(Y]fyo1,50) = (85 — -1 7 (¢5-1))]
und somit naherungsweise

m m

L(v) = Z L(]it;_1t,]) = Z(tj — i)Y (1)l (53)

J=1 J=1

Der gemachte Fehler sollte umso kleiner sein, je feiner die gewéhlte Zerlegung
ist. Nun steht aber auf der rechten Seite von (53) eine Riemannsche Summe,
wie wir sie zur Definition von Riemann-Integralen benutzt haben. Betra-
chten wir eine Folge von Zerlegungen, deren Maschenweite gegen 0 geht,
konvergieren die Riemannschen Summen gegen das Integral f; |7/ (t)| dt. Der
Grenziibergang in (53) fithrt also auf (52).

Umparametrisieren von Wegen

Beim Umparametrisieren andert sich die Lange von Wegen nicht:

8.11 Ist ¢: [c,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus (also bijektiv mit ¢ und
¢~ stetig differenzierbar), so ist

L(v) = L(yo ¢)
fiir jeden C'-Weg ~: [a,b] — R™.

Dies ist ein Spezialfall von 8.14 (angewandt mit der konstanten Funktion
f =1) und wird vorher nicht benutzt.

Wegintegrale erster Art.

8.12 (Wegintegrale erster Art). Ist v: [a,b] — R" ein C''-Weg und
f:([a,b]) = R
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stetig, so definieren wir'6

[1=[sas= ) o]

Beispiel 8.13 Die Kurve

Y= (71772773): [CL?b] - R3

beschreibe einen Draht im Raum, welcher an der Stelle v(¢) = x die Massendichte
p(z) > 0 besitzt (im Sinne von Masse pro Weglinge).!'” Dann ist

m:/pds
g

die Masse des Drahts. Ist m > 0, so definiert man seinen Schwerpunkt als
T = (71, 72, T3)
mit
wi= L [opras= L [onamopola
Tp = — r, ds = —
k= vpp k m /. PYL))YRU) 1Y
fir k € {1,2,3}. Ist p konstant, so ist m = p- L(7) und

b
= ﬁ / (B (8)] dt.

8.14 Wegintegrale 1. Art sind invariant unter Umparametriserungen:

Ist v: [a,b] — R™ ein C*'-Weg, f: v([a,b]) — R stetig (wie in 8.12) und
¢: [e,d] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus, so ist

[r=]r

16Wir benutzen die selbe Notation auch, wenn f auf einer grofieren Teilmenge von R™
(z.B. auf ganz R™) definiert ist.

17Ist der Draht an verschiedenen Stellen unterschiedlich gezogen worden oder verrostet,
braucht p nicht konstant sein.
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Schreiben wir v = (71,...,7,), so hat ndmlich yo ¢ = (730 ¢,...,7, © @)
nach der Kettenregel die Ableitung

(vo @) (t) = (n(e)d' (1), .7 (d(1)¢ (1) = ¢' ()7 (8(1)). (54)
Also ist

[(y 0 0) ()] = 16" (1)] [V (6())]-
Erster Fall: Ist ¢ orientierungserhaltend, also streng monoton wachsend, so

ist ¢'(t) > 0 fiir alle ¢t € [, d]. Wir kénnen die Betragsstriche weglassen und
erhalten

[ - [ saeonieosrola= [ saemreadoa
=/rf DI (o rdu—/f

mit der Substitution u = ¢(t), du = ¢'(t)dt, ¢(c) = a, ¢(d) = b. Ist ¢
orientierungsumkehrend, so ist ¢ streng monoton fallend und ¢'(¢) < 0 fiir
alle t € [c,d], also |¢/(t)| = —¢'(t). Die Substitution u = ¢(t) mit ¢(c) = b,
¢(d) = a ergibt

/Wf _ /df(v(cb(t)))l( (1)) dt = /f (6(1)] ¢/(2) dt
= /f N (u IdU—/Iv )| du.

Wegintegrale zweiter Art
8.15 (Wegintegrale zweiter Art). Ist v: [a,b] — R" ein C''-Weg und
F: ~([a,b]) = R"

stetig,'® so definieren wir

/7<F, d3) == LF ds = /abF(ﬁy(t)) (1) dt

18Wir benutzen die selbe Notation auch, wenn F auf einer groferen Teilmenge von R”™
(z.B. auf ganz R™) definiert ist.
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unter Benutzung des Skalarprodukts
(x,y) =x-y:= ijyj
j=1

fir x = (x1,...,2,) und y = (y1,...,yn) in R™. Statt ds schreiben wir auch

ds.

Beispiel 8.16 Es sei F': R? — R? ein stetiges Kraftfeld, also F(z) € R? ein
Kraftvektor, der an der Stelle z € R? auf ein Teilchen wirkt. Sei v(t) € R?
die Position des Teilchens zur Zeit t. Die bei der Bewegung des Teilchens
lings einer C'-Kurve 7: [a, b] — R? geleistete Arbeit ist dann

E:—/F-d§.
gl

8.17 Sei vy: [a,b] — R" ein C*-Weg und F: v([a,b]) — R™ stetig. Weiter
sei ¢: [c,d] — [a,b] ein Cr-Diffeomorphismus. Ist ¢ orientierungserhaltend
(also streng monoton wachsend), so ist

/F-d§:/ F - ds.
Y Yoo

Ist ¢ orientierungsumkehrend (also streng monoton fallend), so ist

/F-d§:—/ F -ds.
ol Yo

Nachweis: Ist ¢ streng monoton wachsend, so ist iiberall ¢'(¢) > 0. Weiter
ist ¢(c) = a, ¢(d) = b und die Substitution u = ¢(t) liefert

d
/ (R} = / (F(H(6(1))), 7 (6(8)6 (1)) de
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Ist v streng monoton fallend, so ist iiberall v(¢) < 0, weiter vy(c) = b und
v(d) = a. Wir erhalten

[ ras) = [ Fa@o)a 0w ) i
Yyog c

8.18 Ein Weg ~: [a,b] — R™ heifit stickweise stetig differenzierbar (kurz:
stiickweise C'), wenn es einer Zerlegung

a=ty<ti1<---<t,=>b
des Intervalls [a, b] derart gibt, dass fiir alle j € {1,...,m} die Einschrankung
Nitjor17 [ti-1, 8] = R”
ein C1-Weg ist.
Beispiel 8.19 Zum Beispiel ist

(t—1,0) wenn ¢ € [0, 2]

. 2
wm@+ﬂ%R’tH{@Mpnmmvanwmanﬂ+ﬂ

ein stiickweiser C'-Weg zur Zerlegung to = 0, t; = 2, to = 2+ m. Dieser liuft
geradlinig von (—1,0) nach (1,0), dann durchlduft er den oberen Halbkreis
im Gegenuhrzeigersinn von (1,0) nach (—1,0).

Beispiel 8.20 Ein (parametrisierter) Polygonzug ist eine stetige Abbildung
v: [a,b] — R™, die fir eine Zerlegung

a=ty<ti1<---<t,=>b
des Intervalls auf jedem der Intervalle [t;_q,¢;] affin-linear ist. Fir alle j €
{1,....,m} und t € [t;_1,1;] ist also
t—t;
tj — tj,1

(v(t5) = v(tj-1)-

Jeder Polygonzug ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg.

Y(t) = (tj-1) +
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8.21 Sind ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg v: [a, b] — R™ und die
Zerlegung a =ty < - -+ < t,,, = b wie in 8.18, so definieren wir die Bogenlange
von 7 als Summe der Bogenliangen der beteiligten stetig differenzierbaren

Teilwege:

L(y) =Y Lt,ra)-

J=1

Ist f: v([a,b]) — R stetig, so definieren wir

[ro=x ],

Ist F': vy([a,b]) — R™ stetig, so definieren wir

fds =3 / " ) ()] dt
I j=17tj—1

Lj—10t

m m

lF-dgzzz/ F-dgzz:/tj Fly(#) - +/(8) dt.

=1 Y ij .51 j=1 Jti-1
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9 Existenz von Potentialfunktionen

Fiir die Physik und weitere Anwendungen ist es wichtig, diejenigen Vektor-
felder erkennen zu konnen, die Gradient einer skalarwertigen Funktion sind.
Dieser Frage gehen wir nun nach.

Zunachst wiederholen wir Kapitel 12 der Mathematik 2, in dem die Fragestel-
lung schon angerissen wurde. Anschliefend betrachten wir zwei erganzende
Resultate (9.19 und 9.20).

Ist U C R" eine offene Teilmenge und ¢: U — R eine C'-Funktion, so ist

der Gradient
0¢ 0¢ )

_7 e s 0y
8x1 (%n

Vo: U —-R", =+ (
ein stetiges Vektorfeld auf U.

Beispiel 9.1 Fiir ¢: R? = R, (21, 22) > 1(2] + 23) ist

1 1
v¢<$1,$2> = (51’1, 51’2) .

Definition 9.2 Sei U C R" offen und F' = (F},... F,): U — R" ein stetiges
Vektorfeld. Eine C'-Funktion ¢: U — R wird eine Potentialfunktion fiir F
genannt, wenn

F =Vo,
also F; = %; fir alle j € {1,...,n}.

Wozu sind Potentialfunktionen gut? Zum Beispiel ermoglichen sie uns, Wegin-
tegrale zweiter Art sehr einfach auszurechnen:

9.3 Ist U C R" offen und ¢: U — R eine Potentialfunktion fir das stetige
Vektorfeld F = (Fy,..., F,): U — R", so gilt

/ F - ds = 6(+(b)) — 6(1(a)) (55)

Y

fiir jeden C'-Weg ~y: [a,b] — U.
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In der Tat ist

[Fds = [ Fam) v ©d =3 Fo@m@d

hierbei wurde beim Uberganz zur letzten Zeile die Kettenregel benutzt, dann
der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung.

Beispiel 9.4 Fiir das Vektorfeld F' = V¢: R? — R? aus Beispiel 9.1 und
v: [0, — R?  (cos(t),sin(t))

st
= 0.

/F-ds:ng(l,O)—ng(—l,O) :}l i

~

Bemerkung 9.5 Formel (55) gilt ebenso, wenn 7: [a,b] — U lediglich stickweise
stetig differenzierbar ist.

Sei namlich a = t5 < t; < --- < t,, = b eine Unterteilung des Intervalls
[a, b] derart, dass der Teilweg 7; := [j,_, ;) stetig differenzierbar ist fiir all
j€{l,...,m}. Dann ist

/ Fods = ) / Feds =Y (601(t) — 61 (t51)
= ¢(v(tm)) — o(v(t0)) = o(7(b)) — ¢(v(a));

beim Ubergang zur letzten Zeile wurde benutzt, dass eine “Teleskopsumme”
vorliegt, in der Summanden mit positivem und negativen Vorzeichen vorkom-
men und sich ausloschen.

Bemerkung 9.6 Hat ein Vektorfeld I’ eine Potentialfunktion ¢, so hangen
Wegintegrale f7 F-ds nach (55) nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
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ab, nicht vom Verlauf des Weges dazwischen. Insbesondere ist fiir jeden
(stiickweise) stetig differenzierbaren geschlossenen Weg!® ~: [a,b] — U also

/F~ds:().
Y

Anwender schreiben fiir Wegintegrale tiber geschlossene Integrationswege gern
fv F -ds. In dieser Notation haben wir also stets fv Fds = 0, wenn F' eine
Potentialfunktion besitzt.

Beispiel 9.7 Ist F': R? — R3 ein Kraftfeld und F(zy, 2o, x3) die Kraft, die
auf einen Korper an der Stelle (z1,xs,z3) wirkt, so ist die beim Bewegen
des Korpers von y(a) € R? nach v(b) € R? langs eines stiickweise stetig
differenzierbaren Weges 7: [a, b] — R? geleistete Arbeit

W:—/F‘ds.
Y

Besitzt F' eine Potentialfunktion ¢, so hangt die geleistete Arbeit also nur
vom Anfangspunkt und Endpunkt, nicht vom Weg zwischen den Endpositio-
nen ab.

Wann hat ein Vektorfeld eine Potentialfunktion? Eine einfache notwendige
Bedingung gibt es fiir stetig differenzierbare Vektorfelder.

Definition 9.8 Es sei U C R"” eine offene Teilmenge. Eine Funktion F' =
(F1,...,F,): U — R" heifit stetig differenzierbares Vektorfeld, wenn seine
Komponenten Fi,..., F,: U — R stetig differenzierbare Funktionen sind.

9.9 (Integrabilitdtsbedingung). Es sei U C R™ eine offene Teilmenge und
F = (F,...,F,): U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Hat F
eine Potentialfunktion, so gilt

oF;, O0F, .. .
— = —f 11 k 1,... )
Oy ij ur alle 7,k € { ) ,Tl}
In der Tat: Ist F = V¢ mit einer C''-Funktion ¢, so ist % = Fj stetig

differenzierbar fiir alle j € {1,...,n} und somit ¢ eine C*-Funktion. Nach
dem Satz von Schwarz gilt somit
oOF, 0 0 0 o , 0F
Ore Oy 8xj¢ - Oxy 8xk¢ Oy
YEin Weg ~v: [a,b] — U heifit geschlossen, wenn sein Anfangs- und Endpunkt
iibereinstimmen, also v(a) = v(b).

119



Beispiel 9.10 Hat das Vektorfeld F' = (Fy, Fy): R? — R? (z1,7)
(—x9,21) eine Potentialfunktion?

Das Vektorfeld ist stetig differenzierbar. Da

0F; 0
_— | — — —1
(9.252 8.1'2( xQ)
nicht mit OF 9
2
—_— = 1
8561 8271 (xl)

iibereinstimmt, ist die Integrabilitdtsbedingung verletzt. Also kann F' keine
Potentialfunktion haben.

Beispiel 9.11 Hat das Vektorfeld
F=(F,F):R* = R? (z,y) — (siny, 1 +zcosy)
eine Potentialfunktion?
Das Vektorfeld ist stetig differenzierbar. Da
0F;
Ty cos(y) = =

ist die Integrabilitatsbedingung erfiillt. Es spricht also nichts gegen die Exis-
tenz einer Potentialfunktion und in der Tat konnen wir eine solche konstru-
ieren mit der Methode des sukzessiven Integrierens.

Wir starten hierzu mit einer C'-Funktion ¢: R? — R. Genau dann gilt

0 .
a—f(x,y) = Fi(z,y) = siny

fir alle (z,y) € R?, wenn fiir jedes feste y € R

) = 5
o r,Yy)=smny

erfiillt ist, also
¢(z,y) = zsiny + C(y) (56)

ist mit einem C(y) € R. Hierbei wurde y festgehalten und auf die so erhal-
tene Funktion von x der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
angewandt. Dann ist

C(y) = ¢(x,y) — wsiny
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eine C''-Funktion. Aus (56) folgt

99 _ :
g, DY) =weosy+C'(y).

Also gilt
99

a—y(w,y) = Fy(z,y) =1+ xcosy

genau dann, wenn

C'(y) =1,
also C(y) = y + K mit einer Konstanten K € R. Also liefert
¢(r,y) = xsiny +y+ K
eine Potentialfunktion fir F.

Das beschriebene Vorgehen funktioniert stets fir C!-Vektorfelder auf R"
oder auf einem offenen Quader ]aj, bi[ X --- X Jay, b,[, welche die Integra-
bilitatsbedingung erfiillen.?’ Somit:

9.12 Fin stetig differenzierbares Vektorfeld
F = (Fl,...,Fn)Z ]al,bl[x X]an,bn[—}Rn

hat genau dann eine Potentialfunktion, wenn F die Integrabilitatsbedingung
erfullt.

Im Falle von Vektorfeldern auf U C R? gibt es weitere niitzliche Notationen.

Definition 9.13 Es sei U C R3 eine offene Teilmenge und
F=(F,FF):U—R?

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren die Rotation von F' als
das stetige Vektorfeld

oFy _ OF
(91?2 (93?3
— om _ OFs
rot [':= | 5o~ oa
oy _ 0F
oz Oxo
20F{ir jedes j ist auch a; = —oc0 bzw. b; = oo erlaubt.
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Eine andere Notation fiir rot(F) ist V x F', denn formal gerechnet liefert das
Vektorprodukt

el
oz Fl
Js)
s X F2
o F
Oxs 3

die Rotation (wenn man den Operator immer vor die Funktion stellt). Im
Englischen nennt man die Rotation “curl” und schreibt auch curl(F).

Beispiel 9.14 Fiir das Vektorfeld F' = (Fy, Fy, F3): R3 — R3,
(21, 29, x3) — (T2, T123, cOS(T1))
ist mit = := (21, 29, x3)

0-— al
rot F'(z) = [ 0+ sin(zy)
xr3 — 1

9.15 Ein C'-Vektorfeld F = (Fy, Fy, F3): U — R3 erfiillt offenbar genau
dann die Integrabilitatsbedingung aus 9.9, wenn rot F' = 0.

9.16 Eine Teilmenge U C R™ heifit sternformig, wenn ein z € U existiert
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes x € U die Verbindungsstrecke von z und
x in U enthalten ist, also z + t(x — z) € U fur alle ¢ € [0, 1].

9.17 Eine Teilmenge U C R" heifit konvexr, wenn fir alle z,y € U ihre
Verbindungsstrecke in U enthalten ist, also z+t(y —x) € U fur alle t € [0, 1].

Offenbar ist jede konvexe, nicht leere Teilmenge U C R"™ konvex: Jedes z € U
erfiillt dann die in 9.16 geforderte Bedingung.

Beispiel 9.18 In R" ist fiir alle z € R” und r > 0 die offene Kugel B, (z) :=
{y € R": |y — z|] < r} konvex. Seien namlich z,y € B,(z) und t € [0, 1]. Ist
t=0,s0ist e+t(y—z) =2 € B.(2). Istt =1,s0ist c+t(y—z) =y € B,(2).
Ist t €10, 1], so ist

lc+tly—z)—2z = [ty+ (1 -tz —z|=|ty+ (1 —t)x+tz+ (1 —1)z|
< tly—z+Q—-t)r—zl<tr+(1—-t)r=r,

also x + t(y — =) € B,(z).
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Im folgenden Beweis schreiben wir kurz D; statt %.
J

9.19 (Potentialfunktionen auf sternférmigen Mengen) Ist U C R™ offen und
sternformig, so erfiillt ein C'-Vektorfeld F' = (F},..., F,): U — R" genau
dann die Integrabilitatsbedingung, wenn F' eine Potentialfunktion besitzt.

Beweis. Wir wissen schon, dass die Integrabilitatsbedingung notwendig ist
fiir die Existenz einer Potentialfunktion. Da U sternférmig angenommen ist,
ist sie auch hinreichend. Erfiille namlich F' die Integrabilitdtsbedingung. Es
sei z € U ein Punkt derart, dass v,(t) := z+t(x — z) € U fir alle x € U und
alle t € [0,1]. dann ist 7, ein C'-Weg von z nach x in U, mit 7(t) = = — z.
Wir definieren mit selbigem

o(x) ::/ (F, ds) :/0 (F(z+t(m—z),a:—z>dt:/0 Zﬂ(zq%(m—z))(xj—zj).

Da der Integrand eine C''-Funktion von (z,t) ist, ist ¢ stetig differenzierbar
und wir kénnen die partiellen Ableitungen ins Integral ziehen.?! Dies ergibt

gi(x) - /o;aii(ﬂ(”t(fﬂ—@)(:cj—zj))

afﬂi

=61

— /0 Z (t(DiFy)(z + t(x — 2))(xj — 2;) + Fi(z + t(z — 2))

_ /0 Fi(ett( — ) + £ S (D)= + 1 — 2))a; — ) dt

Jj=1

-~

— 2 (tFi(s+ta—2)))

= [tF(z+t(z —2);5, = F(2),

N

wie benotigt. Beachten Sie, das fiir das dritte Gleichheitszeichen die Integra-
bilitatsbedingung D;F; = D;F; benutzt wurde.

9.20 (Hauptsatz iiber Gradientenfelder). Fir ein stetiges Vektorfeld F =
(F1,...,F,): U — R" auf einer offenen, nicht-leeren Menge U C R™ sind
die folgenden drei Bedingungen dquivalent:

21Djes folgt aus dem Satz iiber die Differenzierbarkeit parameterabhéngiger Integrale,
11.19 im Mathematik 2-Skript, und der Stetigkeit parameterabhéngiger Integrale in der
dortigen Bemerkung 11.18.

123

I(z; — z)

) dt



(a) F ist ein Gradientenvektorfeld, d.h. es gibt eine C*-Funktion ¢: U — R
mit F' =V ¢.

(b) Alle Wegintegrale tiber F ldngs geschlossenen Wegen verschwinden.
Genauer: Fir jeden Weg~y: [a,b] — U, der geschlossen und stiickweise

Ct ist, gilt
/(F, ds) = 0.
vy

(c¢) Wegintegrale iiber F' hingen nur vom Anfangs- und Endpunkt ab. Ge-
nauver: Sind v: [a,b] — U and n: [c,d] — U stickweise C'-Wege mit
v(a) =n(c) und v(b) = n(d), so ist

/7<F, ds) = /n<F7 ds).

Beweis. (a)=(b): Ist F' = V¢ und 7: [a,b] — U ein geschlossener Weg, der
stiickweise C* ist, so ist [ (F\ds) = 0 nach Bemerkung 9.6.

(b)=-(c) Sind v und n wie in (b) beschrieben, so erhalten wir einen geschlosse-
nen stiickweise stetig differenzierbaren Weg 6, indem wir zuerst v durchlaufen
und dann 7 riicckwérts. In Formeln definieren wir den Weg 0: [a, b+d—c] — U

via . (t) wenn t € [a,b];
0(t) := { n(d j(t —b)) wenn t € [b,b+ (d—c)].

Dann gilt

0= /0 (F, ds) = /9 LK /0 LR /7 (F, ds) — /n (F, ds).

wobei fiir die letzte Gleichheit Satz 8.17 benutzt wurde. Die zwei fraglichen
Wegintegrale sind also gleich.

(c)=-(a). Wir nehmen fiir den Nachweis an, dass sich je zwei Punkte in U
durch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg verbinden lassen. Man
kann zeigen, dass sich der allgemeine Fall auf diese Situation zuriickfithren
lasst. Ist U konvex oder sternformig, so ist die Bedingung erfiillt.

Wir halten einen Punkt z € U fest und definieren
ow)i= [ (F.as)
Yz
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wobei v, ein Weg von z nach z in U ist. Wir zeigen nun, dass g—i fiir alle
i€ {l,...,n} existiert und mit F; ibereinstimmt (insb. also stetig ist). Dann
ist ¢ eine C'-Funktion und nach dem Vorigen ist V¢ = F. Gegeben i wie
zuvor und x € U existiert ein € > 0 derart, dass

y(t) ==z +te; € U fiiralle t € [—¢,¢].

Sei 7, : [a,b] — U ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg von z nach x.
Fiir jedes t wie zuvor ist dann

_ v:(0) wenn 6 € [a, b];
W @b+ 1 = U 0 { x+ (0 —b)te; wenn 0 € [b,b+ 1]
ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg in U von z nach y(t) = = + te;
und somit

o(x +te;) = /
Vy(t)

1
= ¢(x)+t/0 Fi(x + tte;) dT,

N J/
-~

=:h(t)

(F,ds) = / (F,ds) + /bb+1<F(x + (0 — b)te;), te;) do

wobei 7 := 6§ — 1 substituiert wurde. Fiir ¢ wie zuvor mit ¢ #£ 0 ist also

¢(x + te;) — ¢(x)
t

= h(1),

wobei h: [—¢,e] — R nach dem Satz tiber die Stetigkeit parameterabhéngiger
Integrale (siehe 11.17 in der Mathematik 2) stetig ist, so dass

= limh(t) = h(0) = /1 F;(x+70¢;) dr = Fj(x)

ox; t—0 t t—0
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10 Flachen im Raum, Flacheninhalt und In-

tegrale uiber Flachen

In diesem Kapitel betrachten wir parametrisierte Flachenstiicke und zusam-
mengesetzte Flachen, die aus endlich vielen parametrisierten Flachenstiicken
aufgebaut sind. Wir weisen solchen Flachen einen Flacheninhalt zu und be-
trachten Integrale iiber solche Flachen, sowohl fiir skalarwertige Integranden
(Flachenintegrale erster Art) als auch fiir vektorwertige Funktionen (Flachen-
integrale zweiter Art, Flussintegrale).

Parametrisierte Flachenstucke

In der Mathematik 2 und 3 haben wir wiederholt mit einem stetig differen-
zierbaren Weg 7: [a,b] — R? gearbeitet und nicht einfach mit seinem Bild
v([a,b]) (einer eindimensionalen Teilmenge des Raums). Ganz &hnlich ist es
sinnvoll zur Beschreibung zweidimensionaler Objekte, geeignete Abbildungen

f:D—-R3

mit D C R? als Fliachen zu betrachten, nicht nur die Teilmenge f(D) von R3.
Die Parametriserung f der Menge f(D) soll also zunéchst fest vorgegeben
sein.

Die Definitionsbereiche D diirfen nicht zu kompliziert sein.

10.1 Wir verlangen stets, dass der Definitionsbereich D C R? kompakt ist
(also beschrankt und abgeschlossen) und D gleich dem Abschluss seines In-

neren DY ist, also o
D = D0,

Weiter verlangen wir, dass der Rand 9D eine Jordan-Nullmenge von R? ist.

Bemerkung 10.2 (a) Das Innere D° ist die Menge aller 2 € D, so dass
eine ganze Kreisscheibe mit Mittelpunkt z in D enthalten ist (siehe
Definition 7.49 (¢) im Mathematik 2-Skript).

(b) Die Bedingung D = DY bedeutet, dass fiir jedes z € D und jedes
e > 0 ein w € DY existiert mit |z — w| < & (vgl. Definition 7.49 (b) und
Bemerkung 7.51 (b) aus der Mathematik 2).
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(c) Da D abgeschlossen ist, ist 9D = D\ D° (vgl. Bemerkung 7.52 (c) aus
der Mathematik 2). Es besteht 0D also aus allen z € D, die nicht im
Inneren von D sind.

Beispiel 10.3 Ein Normalbereich D := {(z,y) € R*: z € [a,b], g1(x) <
y < go(z)} mit a < b erfiillt die in 10.1 formulierten Bedingungen, wenn
g1(z) < g2(x) fiir alle z € [a,b] (oder bis auf hochstens endlich viele Ausnah-
men). Es ist dann

D° = {(x,y) € R*: 2 €]a,b], g1(x) <y < go(x)}

und 9D die Vereinigung der Mengen {a} X [g1(a), g2(a)], {b} X [g1(D), g2(b)]
und der endlichen Menge {(z,¢1(x)): = € [a,b] mit g;(z) = g2(x)}.

10.4 Fiir D wie zuvor nennen wir eine Abbildung f: D — R3 stetig dif-
ferenzierbar, wenn f = g|p fiir eine stetig differenzierbare Funktion auf einer

offenen Teilmenge U C R? mit D C U. Wir schreiben % = 899& |p und

of ._ 0 oo
o] .— 99
oy 3y|D'

10.5 Ein parametrisiertes Flichenstiick in R? ist eine stetig differenzierbare
Abbildung f: D — R3 mit D wie in 10.1 derart, dass f|po injektiv ist und
fiir alle z = (x,y) € D° die Vektoren

of
ox

of

(z) und o

(2)

linear unabhéngig sind. Wir nennen f(D) das zugehorige Flachenstiick und
f eine Parametrisierung.

Beispiel 10.6 Fiir jede Menge D C R? wie in 10.1 und stetig differenzier-
bare Abbildung h: D — R ist der Graph

graph(h) = {(z,y,h(z,y)): (z,y) € D}
ein Flachenstiick mit Parametrisierung
[iD=R (2,y) = (2,9, h(z,y)).

Die Funktion f ist sogar auf ganz D injektiv (da wir (x,y) durch Weglassen
der dritten Komponente aus (z,y, h(x,y)) zuriickgewinnen konnen). Weiter
sind die Vektoren

of oh

%(%y) = (1,07%(%9))
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und of oh
a4y = 07 17 .\ )

5,0 = (01,5, (9)
sogar fiir alle (x,y) € D linear unabhéngig, denn ihr Vektorprodukt (wenn
man sie als Spaltenvektoren betrachtet) ist

of, - of i
%(iﬁ,y) X a_y<x7y) = _B_Z(xvy> (57>

1
und somit nicht der Nullvektor.
Beispiel 10.7 Fiir jedes r > 0 ist die Sphéare
{(z1, 79, 73) € R®: 2] + 25 + 235 = r?}
ein Flachenstiick mit der Parametrisierung f: [0, 7] X [0, 27] — R?,

r sin @ cos ¢
f(0,9) = | rsinfsing (58)

r cosf

(die wir erhalten, wenn wir in Kugelkoordinaten den Radius r festhalten).

In der Tat ist f auf dem Inneren |0, 7| x |0, 27| injektiv. Weiter ist f stetig
differenzierbar (die gleiche Formel liefert ja eine C''-Funktion fiir (0, ¢) € R?)
mit

of r cosf cos of —7r sinfsin ¢
—(0,¢0) = | r cosfsinyp und ——(0,¢) = rsinfcose |,
00 . 0y
—7r siné 0
so dass
2 sin? 6 cos ¢
%(9, ©) X g—f(e, p) = r? sin? §sin ¢
¥y 72 sin 0 cos 6 (sin? ¢ + cos? p)
sin? @ cos ¢
= 7| sin?fsinp |. (59)
sin f cos 0

Fiir (0, ) im Inneren ]0, 7| x |0, 27| ist dieses Vektorprodukt nicht der Nul-
lvektoren, die partiellen Ableitungen also linear unabhéngig.
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Flacheninhalte und Flachenintegrale erster Art

10.8 Der Flicheninhalt eines parametrisierten Féachenstiicks f: D — R? ist
definiert als die nicht-negative Zahl

-

Beispiel 10.9 Der Flicheninhalt einer Sphare

) ()| o).

{(z,y) € R*: 2% +¢y* = r°}

von Radius r» > 0 ist
A= 4702

Mit f wie in Beispiel 10.7 ist unter Benutzung von (59) némlich

of of
%(67 90) X agp
3f af

.
[0,7] x[0,27] 69 #) 8@( 32

2
= // r? sin 0 dy df

= 2mr? / sin 0 df = 27r?[— cos 0)_, = 4mr?.
0

—(0 gp)‘ = r?sin 0\/sin2 6 cos? ¢ + sin? O sin? ¢ + cos? 0 = r?sin b,
(60)

also

Bemerkung 10.10 Wir wollen uns klarmachen, wie man auf die Formel
fiir den Flacheninhalt kommt, im Falle eines (achsenparallelen) Rechtecks D.
Hierzu betrachten wir eine Zerlegung von D in Rechtecke Q)q,...,Qy. Sei
(x;,y;) die linke untere Ecke von (); und

Qj = [r; + Az x [y; + Ay].
Vernachléssigen wir in der linearen Approximation

Favw) = Flogu) + G5 ) = 2) + G )0 - ) + Ra)
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das Restglied, so sehen wir, dass f(();) ndherungsweise das Parallelogramm
mit den Ecken

of of
f(@5,95), f(xjayj)+%(xjayj)Axa f(xjayj)+a_y<xj7yj)Ay (61)
und of of
Flajyyi) + 5 (25, 55) Az + yy(xj,yj)ﬁy (62)
ist. Nach den Uberlegungen zu Beginn der Mathematik 1 ist dessen Flicheninhalt
of of of of
5 T Yi)AT X a—y(xj,yj)Ay‘ = '%(%ZJJ’) X 8—y(:vj,yj) Azly
of of
= '%(%ZJJ) X 8_y(xj’yj) v2(Q)-
Summation iiber j € {1,..., N} zeigt, dass anschaulich

of

0
0_£(xj7yj) X a—y($j7yj) UQ(QJ')

N
Azz
j=1

ist. Nun ist aber die rechte Seite eine Riemannsche Summe fir das Inte-

gral [, %(m,y) X g—g(x,y) d(x,y) und konvergiert gegen letzteres, wenn die

Maschenweite der Zerlegung gegen 0 geht.

10.11 (Flachenintegrale erster Art). Es sei f: D — R? ein parametrisiertes
Féachenstiick und p: f(D) — R eine stetige Funktion. Das Integral von p
iiber das Flachenstiick ist definiert als

/f(D)pdS = /Dp(f(x,y))

Bemerkung 10.12  (a) Wirschreiben auch [} ) p(21, 22, 73) dS statt [, ) pdS.

0 0
e x e ).

(b) Die gleichen Notationen werden benutzt, wenn p auf einer groferen
Teilmenge von R? definiert ist (einer Obermenge von f(D)).

(c) [ D) pdS kann ebenso definiert werden, wenn p nicht notwendig auf

ganz f(D) stetig ist, aber wenigstens stetig auf f(D°) und zudem
p(f(D)) beschrankt. Es geniigt sogar, dass p o f|po stetig ist und
p(f(D)) beschréankt.
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Eine typische Anwendung sind Massen und Schwerpunkte.

10.13 Wir betrachten ein parametrisiertes Fliachenstiick f: D — R?® und
eine nicht-negative stetige Funktion p: f(D) — [0,00[; wir interpretieren
f(D) als ein diinnes Werkstiick (eine Folie oder ein diinnes Blech) und
p(x1, xe, x3) als Massendichte des diinnen Werkstiicks an der Stelle (z1, g, x3) €
f(D) in Gramm/Quadratmeter. Dann ist

m:—/ pdS
f(D)

die Masse des Werkstiicks. Ist m > 0, definiert man

1
fj = —/ Z; dS
M JrD)

fir j € {1,2,3} und nennt T := (T, Tq,T3) den Schwerpunkt. Ist p eine
positive Konstante, so ist mit dem Flacheninhalt A von f(D) einfach

i/
T, =~ 2. dS.
Ay

Beispiel 10.14 Man finde die z3-Komponente T3 des Schwerpunkts einer
Halbsphare

M = {(x1,12,73) € R®: 23 + 25 + 23 = 1%, 23 > 0}
vom Radius r» > 0, wenn diese eine konstante Massendichte hat.
Losung: Esist M ein parametrisiertes Flachenstiick mit der Parametrisierung
folo,m/2] x [0,27] = R?, - (0,9) = f(0, ),

die durch (58) gegeben ist. Analog zu Beispiel 10.9 sehen wir, dass A die
Halfte des Flacheninhalts der ganzen Sphére ist, also

A= 2mr?,
Mit (60) erhalten wir

B 1 1 w/2 2 5 .
T3 = Z/ng dS = 53 /9_0 /—OTCOSG resing  dpdd
=0 Je=0 s jarsenxof/oyl

i r w/2 r
= 7"/ cosfsinf df = —[—cos(20)],” = =.

=0 5 o 4 2
=5 sin
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Beispiel 10.15 (Fliachenintegrale erster Art iiber Graphen). Wir betrachten
den Graphen M := graph(h) einer Funktion h: D — R wie in Beispiel 10.6,
so dass also M = f(D) mit f: D — R3, (x,y) — (z,y,h(x,y)). Fiir jede
stetige Funktion p: M — R ist dann

[ vas= [ p(x,y,h<x,y>>\/1+ (2w +(Liw) de),

wobei (57) zur Berechnung des Betrags des Vektorprodukts benutzt wurde.

Zusammengesetzte Flachen und ihr Flacheninhalt

10.16 Eine zusammengesetzte Fliche in R? ist eine Menge M der Form

M = fi(D)U---U fn(D,),

wobei f;: D; — R? parametrisierte Flachenstiicke sind fur j € {1,...,m}
und fiir alle i # j

fi(Di) N f(Dy) C fi(0D;).

10.17 Man definiert den Flacheninhalt A einer zusammengesetzten Flache M
wie in 10.16 als die Summe

der Flacheninhalte A; der parametrsierten Flachenstiicke f;. Ist p: M — R
stetig,?? so definiert man das Integral von p iiber M als

pdS = / pdS.
/M JZ:; fi(Dj)

Bemerkung 10.18 Man kann zeigen, dass der Flacheninhalt A eines zusam-
mengesetzten Flache M nur von M abhangt, nicht von der Wahl der parame-
trisierten Flachenstiicke fi, ..., fn. Ebenso hangt [ 3 P dS nur von M und p
ab.

220der wenigstens p(M) beschrinkt und p o f;|po stetig fiir alle j.
J
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Flachenintegrale zweiter Art

Eine weitere Art von Flachenintegral ist von grofiter Wichtigkeit insb. fiir die
Physik und ihre Anwendungen.

10.19 Zur Motivation betrachten wir im Raum eine gleichméaflig stromende
Fliissigkeit, die an jeder Stelle x = (1, 22, 73) € R? die gleiche Geschwindigkeit
v € R? besitzt. Wir betrachten ein von zwei linear unabhingigen Vektoren a
und b aufgespanntes Parallelogramm M im Raum. Das Fliissigkeitsvolumen
AV, das in einer Zeit At > 0 durch M stromt, ist gegeben durch das Spat-
produkt

AV = (AtD) - (@ % b),
denn die Teilchen im Parallelogramm haben sich in der Zeit A um Atv weg-
bewegt, so dass sich das Volumen eines Spats durch M hindurch bewegt
hat (Skizze siehe Vorlesung). Das pro Zeit durch M strémende Fliissigkeits-
volumen ist also

AV

At
Genauer konnen wir die Seite von M als Oberseite festlegen, aus welcher der
Vektor @ x b herausschaut. Wir haben das Volumen positiv gezahlt, wenn es
aus der Oberseite nach oben herausgestromt ist. Ist es nach unten gestromt,
wird es negativ gezahlt.

=U-(axb).

10.20 Sei nun allgemeiner U C R? eine offene Menge, v: U — R3, 2 +— v(z)
ein stetiges Vektorfeld und f: D — U ein parametrisiertes Flachenstiick,
wobei D ein (achsenparalleles) Rechteck ist. Fiir eine Zerlegung @1, ...,Qy
von D in Rechtecke sei (z;,y;) die linke untere Ecke von Q;. Ist Q; =
[z; + Az] x [y; + Ay], so ist f(Q);) ndherungsweise ein Parallelogramm mit
Ecken wie in (61) und (62). Dort hat v ndherungsweise den konstanten Wert
v(f(z;,y,)), pro Zeit flieBt also ndherungsweise

0 0
ooy (Ghtarmae x i upan)
= o)) (G % S ) Aoty

= o)) (Goarm) % G ) @)
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durch f(Q;). Das gesamte pro Zeit durch f(D) stromende Fliissigkeitsvolumen
ist die Summe, also

~ Y ul(f(y,y5) - (g—x(l’j’%’) X %(%%)) (@)

=1

Dies ist eine Riemannsche Summe fiir das folgende Flussintegral (mit F' :=
v), konvergiert also gegen dieses, wenn die Maschenweite der Zerlegung in
Teilrechtecke gegen 0 geht.

10.21 (Flichenintegrale zweiter Art). Essei f: D — R3 ein parametrisiertes
Flachenstiick und F: f(D) — R3 stetig.?> Wir definieren das Flussintegral
von F' dber f(D) (oder auch: das Fliachenintegral zweiter Art) als

/f(D)F 8= /DF<f(x’y))‘ (%(m’y) % %(x,w) d(z,y).

Weitere Notationen dafiir sind w.a. [, (F,dS) und [}, F- ds.

Genauer benutzen wir je nach Wahl der Oberseite von f(D) diese Definition
oder ihr Negatives.

10.22 Das sogenannte Standard-Normalenfeld

f(D) =R, f(z,y) = (63)

zu einem parametrisierten Fliachenstiick f: D — R3 nimmt nur Einheitsvek-
toren als Werte an (ist also insb. beschrankt). Wir nehmen im folgenden
immer an, dass sich jeder Punkt in D° mit jedem anderen durch einen Weg
in D° verbinden ldsst. Wir nennen dann das obiges Standard-Normalenfeld
und sein Negatives Einheits-Normalenfelder auf f(DY). Haben wir eines
der Einheits-Normalenfelder v: f(D") — R? gewihlt, sprechen wir auch von
einer Orientierung von f(DY). Anschaulich legt diese die “Oberseite” von
f(DP) fest: Fir p € f(D") zeigt der Vektor v(p) “aus der Oberseite heraus
nach oben”. Man beachte, dass v o f|po stetig ist, denn die rechte Seite
von (63) ist stetig in (z,y) (und ebenso ihr Negatives).

230der lediglich F(f(D)) beschrinkt und F o f|po stetig.
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Wir prazisieren nun 10.21.

10.23 Sei auf f(D°) ein Einheits-Normalenfeld v gewahlt. Ist v das Standard-
Normalenfeld, definieren wir Flussintegrale wie in 10.21. Ist v das Negative
des Einheits-Normalenfelds, definieren wir

/f(D) s == /D Pt y)- (%(x’y) . %(9379)) d(,y).

Falls Missverstandnisse nicht auszuschliefen sind, kann man zur Klarheit
f(f(D)’V) F - dS schreiben.

Beispiel 10.24 Fiir die Parametrisierung f: [0, 7] x[0, 27r] — R3 der Sphare M
von Radius r > 0 wie in (58) erhalten wir nach (59) und (60) fiir alle
p= f(0,¢) mit (0,¢) €10, 7 x]0,27[ das Standard-Normalenfeld

1 sin? 6 cos sin 6 cos ¢ 1
v(p) = ——r* | sin?fsing | = | sinfsinp | ==£(0, ),
r2sin 6 . r
sind cos 6 cos 6
so dass also 1
v(p) = —p.
®) =1

Das Negative des Standard-Normalenfelds ist die Abbildung M — R3, p —
1
_mp'

Beispiel 10.25 (Fléchenintegrale zweiter Art iber Graphen). Wir betrach-
ten den Graphen M := graph(h) einer Funktion h: D — R wie in Beispiel 10.6,
so dass also M = f(D) mit f: D — R?, (z,y,) — (z,y,h(z,y)). Versieht
man f(DY) mit dem Standard-Normalenfeld fir f, so ist fiir jede stetige
Funktion F' = (Fy, Fy, F3): M — R3

>

_3_(

AF%SzLF@%Ww» ol

=S

z,Y)
z,y) | d(z,y) =

<

(l’,y) - Fg(l’,y, h(:v,y))@(x,y) d(l’,y),

| Fileyhte.0) = Fao, o) oy

Ox
wobei das Vektorprodukt aus (57) benutzt wurde.
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10.26 (Umschreiben eines Flussintegrals als Integral erster Art). Es sei auf
f(D°) ein Einheitsnormalenfeld v gewihlt. Dann ist

/ F-dS:/ (F-v)dS,
(f(D),v) (D)

wobei wir v(p) fir p € f(D)\ f(D°) als beliebigen Einheitsvektor in R?
gewahlt haben.

Wir zeigen dies fiir das Standard-Normalenfeld (fiir einen Beweis mit dessen
Negativem setze man iiberall Minuszeichen). Fiir alle (z,y) € DO ist

() w15 ) [5G x o)

= F(fte): (G < G

da sich der Betrag im Nenner des Standard-Normalenfelds v(f(z,y)) Kiirzen
lasst. Da 0D eine Jordan-Nullmenge ist, kénnen wir Funktionen darauf
beliebig abandern, ohne Integrale iiber D zu andern. Da der zweite und
dritte Integrand wenigstens auf D° gleich sind, folgt

— T v(f(x a—fx Xa—fx x
[, Fevis = [ Pown s [5hen < G| de)

- /DF(f(x,y))- (g—i(x,y) X g—‘;(fv,y)) d(z,y)

= / F-dS.
(D)
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11 Der Gaufische Integralsatz

Wir diskutieren den folgenden Satz, der u.a. fiir die Physik fundamental
wichtig ist.

11.1 (GauBscher Integralsatz). Es sei K C R?® ein Kompaktum mit C'-
Rand und F: K — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Versieht man
den Rand OK mit dem dufleren Normalenfeld, so gilt

/ FdS:/ diVF(l’l,.ﬁIZ'Q,.’Eg) d(.’lﬁl,l'g,fli'g).
0K K

Klaren wir zunachst die Begriffe.

11.2 Eine kompakte Teilmenge K C R3 heifit Kompaktum mit C*-Rand,
wenn fiir jeden Punkt p € 0K eine offene Teilmenge U C R3 mit p € U
existiert und eine stetig differenzierbare Abbildung g: U — R derart, dass

Vg(z) #0 firallexeU

und

KNU={xeU: g(x) <0}

Man kann zeigen, dass dann KNU = {z € U: g(z) < 0} und (OK)NU =
{z € U: g(x) = 0} gilt. Insbesondere ist K? = K.

Zusétzlich zu den vorigen Bedingungen werden wir stets annehmen, dass 0K
eine zusammengesetzte Flache ist.

Beispiel 11.3 Fiir jedes r > 0 und z € R3 ist die abgeschlossene Kugel
B(zg) ={x € R®: |z — 20| <71}

ein Kompaktum mit C'-Rand, denn 0B,.(x) ist die Sphire aller x € R? mit
|z — 29| = r. Diese ist in der offenen Menge

U :=R*\ {xo}

enthalten und es ist

B, (zo) NU ={z € U: g(z) <0}
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mit der C'-Funktion

g: U =R, x> |x—x0* =17

Diese erfullt
Vg(r) =2(x —x9) #0
fir alle z € U.

11.4 Ist K C R? ein Kompaktum mit C'-Rand, so finden wir zu 2y € 0K
eine Funktion g: U — R wie in der Definition. Fiir alle y € U N 0K setzen

b _ Vy(y)
oly) = Va(y)|

Man kann zeigen, dass a(y) unabhéngig von g ist und

a: 0K — R?

stetig ist. Man nennt « das duflere Normalenfeld auf OK. Es ist a(y) der
eindeutige Einheitsvektor v € RVg(y) derart, dass

y+tvég K
fiir alle geniigend kleinen ¢ > 0 und
y—tve K
fiir alle geniigend groflen ¢ < 0. Das auflere Normalenfeld ist stetig.

Beispiel 11.5 Wir betrachten eine abgeschlossene Kugel K := B,(0) um
den Urspung. Fiir g wie in Beispiel 11.3 (mit xq := 0) ist

Vg(x) =2z

fir alle x € 9K, also alle z € R? mit |z| = r. Das duflere Normalenfeld ist

also gegeben durch
2x T

Tt

a(x)
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11.6 Es sei K C R? ein Kompaktum mit C'-Rand und a: 0K — R3 das
auflere Normalenfeld. Die zusammengesetzte Flache 0K schreiben wir wie
in der Definition solcher Flachen als

OK = fi(D1)U U fo(Dy)

mit parametrisierten Flachenstiicken f;: D; — R®. Um die parametrisierten

Flachenstiicke geeignet zu orientieren, wahlen wir das Einheitsnormalenfeld

vj: f3(D}) — R*als al, poy; die AuBenseite von K ist also die Oberseite von
Iy

fi(DJ). Fiir eine stetige Funktion F': 0K — R? setzen wir

F-dS := / F -dsS.
/€9K ]Zl (£i(Dj)v5)

11.7 ist K C R3 ein Kompaktum mit C'-Rand, so nennen wir eine Funktion
F = (Fy, F5, F3): K — R3 stetig differenzierbar, wenn F' = G| fiir eine
offene Menge U C R? mit K C U und ein stetig differenzierbares Vektorfeld

G = (G1,Gy,G3): U — R3. Fiir 4,5 € {1,2,3)} setzen wir g% = gg; x und

definieren die Divergenz von F' als die stetige Funktion

oF, O0F, OF
1, Of Ofy

8x1 89{;2 81’3

11.8 Es sei U C R3 eine offene Menge und F: U — R3 ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld. Dann sind folgende Bedingungen aquivalent:

(a) EsistdivF = 0.

divF: K - R, divF :=

b) Fiir jedes Kompaktum K C U mit C'-Rand gilt F-dS=0.
OK

11.9 Erfillt das Vektorfeld F' eine (und somit beide) der dquivalenten Be-
dingungen, so wird F' quellenfrei genannt.

Zum Nachweis von 11.8 nutzt folgende Beobachtung:

11.10 (Divergenz als Quellendichte). Es sei F': U — R? ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R3. Dann gilt fiir alle
xelU

1
div F(z :lim—/ F - dS
(@) B) Jos,

r—0 vol3

mit B, := B,(z).

139



Beweis: Mit dem Gauflschen Integralsatz und 1 = #(Br) fBr ld(xy, z9, x3)
erhalten wir

div F(z) — m /837' P dS'
= m /T div F(z) d(xq, x9, x3) — m /T div F(x1, 29, x3) d(21, T2, T3)
= V0131<BT) div F(z) — div F(xq, x2, x3) d(21, 9, 3)
< VOlgl(BT) V013(B ) (xhxi}g))e]gr | div F(z) — div F'(x1, 2, z3)].

Das Volumen lasst sich Kiirzen; das Supremum geht wegen der Stetigkeit
von div F' fir r — 0 gegen 0.

11.11 Beweis von 11.8: Ist div F' = 0, so ist nach dem Gaufischen Integral-
satz

/ F-dS_/ div F(x1, 29, 23) d(21, 29, 23) = 0.
oK K

Sind alle Flussintegrale {iber Rénder von Kompakta (oder auch nur Kugeln)
0, so folgt div F' = 0 aus 11.10.

Bemerkung 11.12 Der Gauflsche Integralsatz ermdglicht es also, ein Flussin-
tegral umzuschreiben als ein gewohnliches dreidimensionales Integral.

Bemerkung 11.13 Der Gaufische Integralsatz gilt auch fiir allgemeinere
kompakte Mengen, deren Rand nur stiickweise glatt ist (siche Burg-Haf-
Wille). In der Vorlesung haben wir eine Fassung fiir achsenparallele Quader
formuliert, die sich leicht vollstandig beweisen lasst.

Bemerkung 11.14 Mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes lasst sich zum
Beispiel das Archimedische Prinzip tiber die Auftriebskraft eines in Fliissigkeit
eingetauchten Korpers begriinden (siehe Vorlesung).
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12 Der Stokessche Integralsatz

Auch der Stokessche Integralsatz ist von enormer Wichtigkeit fiir die Physik.
Uns geniigt folgender Spezialfall:

12.1 (Stokesscher Integralsatz). Es sei f: D — R® ein parametrisiertes
Flichenstiick in R3, so dass D eine abgeschlossene Kreisscheibe in R? ist
oder ein achsenparalleles Rechteck. Es sei v ein geschlossener, stickweise
stetig differenzierbarer Weg, der den Rand 0D einmal im Gegenuhrzeigersinn
durchliuft. Weiter sei v: f(D°) — R?® das Standard-Normalenfeld zu f.

dann gilt
/ F-ds:/ rot ' - dS.
foy (f(D),l/)

Bemerkung 12.2 Statt ffov schreibt man kurz faf(D)‘

Bemerkung 12.3 Genauer betrachten wir im Falle eines Rechtecks D =
la,b] x [¢,d] den Weg

(a+t(b—a),c) wenn ¢ € [0, 1];

_ 9 (bye+ (t—1)(d—¢)) wenn t € [1,2];
70,4 2 RSt (b+ (t —2)(a—0b),d) wenn t € [2,3];
(a,d+ (t —3)(c—d)) wenn t € [3,4].

Im Falle der Einheitskreisscheibe D = {(z,y) € R?: 2% + y* < 1} betrachten
wir den Weg 7: [0, 27r] — R?, ¢ + (cost,sint).

Wie in 11.10 sieht man mit 12.1, dass sich fiir jeden Einheitsvektor v € R?
das Skalarprodukt rot F'(x) - v als eine Wirbeldichte um die Achse durch x
in Richtung v auffassen lésst (Details siehe Vorlesung):

12.4 EsseiU C R3 offen, F': U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld,
r € U und v € R® mit [v] = 1. Seir > 0 so klein, dass die Kreisscheibe
D, mit Mittelpunkt x in der Ebene orthogonal zu v ganz in U liegt. Wair
orientieren diese so, dass v ein Standard-FEinheitsnormalenvektor ist. Dann
qilt X

rot F(x) - v 711—I>%V012(DT) /aDTF-dS.

Damit erhalt man wie im Beweis von 11.8:

141



12.5 Es sei U C R? offen und F: U — R3 ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) Es ist rot F' = 0.

(b) Esist faf(D) F-ds = 0 fiir jedes parametrisierte Flachenstick f: D — U
derart, dass D eine Kreisscheibe oder ein Rechteck ist.

12.6 Stetig differenzierbare Vektorfelder F': U — R3, die eine (und somit
beide) der Aquivalenten Bedingungen aus 12.4 erfiillen, werden wirbelfrei
genannt.

Bemerkung 12.7 Fiir den Spezialfall, dass f(D) ein Rechteck in der x;-
xo-Ebene ist, kann man den Stokesschen Integralsatz sehr einfach beweisen
(siehe Vorlesung). Er gilt auch fiir allgemeiner Flachen im Raum als die hier
betrachteten (sieche Burg-Haf-Wille).
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13 Komplex differenzierbare Funktionen und
Cauchyscher Integralsatz

In der Mathematik 1 und 2 haben wir bereits Funktionen kennengelernt,
die komplexen Zahlen z komplexe Zahlen f(z) zuordnen; ein Beispiel ist die
komplexe Exponentialfunktion

ok

z

exp: C — C, z»—>eZ:E o
k=0

In diesem Kapitel gehen wir kurz auf einen Differenzierbarkeitsbegriff fiir
solche Funktionen ein, die sogenannte komplexe Differenzierbarkeit. In den
vorigen Kapiteln haben wir bereits Integralsitze kennengelernt (die Inte-
gralsitze von Gaufl bzw. Stokes). Ein weiterer Integralsatz ist der Cauchysche
Integralsatz iiber komplexe Kurvenintegrale komplex differenzierbarer Funk-
tionen. Wir lernen nur einen Spezialfall kennen, das sogenannte Lemma von
Goursat. Es ermoglicht uns die Berechnung gewisser uneigentlicher Integrale
(der Fouriertransformierten von Funktionen der Form e~¢*"). Komplexe Dif-
ferenzierbarkeit ist also u.a. ein Hilfsmittel fir Integralberechnungen.

Komplexe Differenzierbarkeit

13.1 Es sei U C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion f: U — C heifit
komplex differenzierbar an einer Stelle z € U wenn der Grenzwert

Gy L) =)
E(Z) N }UILHZ w—z

in C existiert; hierbei strebt die komplexe Zahl w € U\ {z} gegen z. Ist f an
jeder Stelle z € U komplex differenzierbar, so wird f komplex differenzierbar
genannt (oder auch holomorph).

Bemerkung 13.2 Die komplexe Differenzierbarkeit an der Stelle z bedeutet,
dass fiir jede Folge (z,)nen in U \ {2z} mit lim,, o 2, = z der Grenzwert

i 1) = £2)

n—o00 Zn — 2

in C existiert (er ist dann unabhéngig von der Folge der z, und wir nennen
ihn %(z))
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Bemerkung 13.3 Ist f: U — C an einer Stelle z € U komplex differen-
zierbar, so ist f dort stetig. [Fir jede Folge (2,)nen wie in 13.2 gilt ja

M(zn—z) — f(Z)Jrﬁ

Zp — % dz

fzn) = f(2) + (2)(z = 2) = f(2)

fiir n — oo, also lim,, o f(2,) = f(2).]

Beispiel 13.4 Jede konstante Funktion f: C — C, z +— ¢ mit ¢ € C ist

komplex differenzierbar mit %(z) = 0. Fir jedes z € C und jede Folge

(zn)nen komplexe Zahlen z, # z mit lim,,_, 2, = 2z gilt ndmlich
fGn) = f(z) _ c—c 0

= = =0—0
Zn — 2 Zn— 2  Zn— %2

fur n — oo.

Beispiel 13.5 Die Funktion f: C — C, z — z ist komplex differenzierbar
mit j—’;(z) = 1. Fir jedes z € C und jede Folge (z,)neny in C\ {z} mit
lim,, o 2, = z gilt namlich

flan) = f(2) oz —

z
= =1—->1
Zn — 2 Zn — &

fir n — oo.

Beispiel 13.6 Wie im Reellen gilt weiter fiir jedes k € N

dz*
o k—1.
dz o
folglich ist jedes komplexe Polynom p(z) = >} aj z* komplex differenzier-
bar mit
dp

y (2) = Zak kZ*! fiir alle z € C.
2

k=1
Dies folgt aus Rechenregeln fiir komplex differenzierbare Funktionen, die nun
bereitgestellt werden.

13.7 (Neue komplex differenzierbare Funktionen aus gegebenen). Es seien
U C C eine offene Teilmenge und f,g: U — C Funktionen, die an einer
Stelle z € U komplex differenzierbar sind. Dann gilt:
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(a) (Komplexe Linearitdt der Ableitung). Fir alle o, 5 € C ist die Linear-
kombination af + Bg: U — C an der Stelle z komplex differenzierbar
mit Ableitung (O‘Hﬁg) (2) = a(2) + BL(z).

(b) (Produktregel). Die Funktion fg: U — (C ist an der Stelle z komplex
differenzierbar mit Ableitung d(fg)( )= L(2)g(z) + f(2)%(z).

Fiir jede Folge (2,)nen in U \ {2} mit lim,,_,, 2, = z gilt ndmlich

afa) + Bglea) = (@f () +9(2) _ fen) = 1) |, () = (2
=+ ad @) 4520

fiir n — oo. Addieren von 0 = f(2)g(z,) — f(2)g(2,) im Zahler liefert weiter

f(zn)g(i;)__;('z)g(z) _ f(zz)__%{(;:)g(’zn) i f(2>g(ZZZ : g(z)
> T og)+ 10200

hierbei wurde benutzt, dass g nach 13.3 an der Stelle z stetig ist, somit
lim,, 00 9(2,) = g(2) gilt.

13.8 Wir zeigen per Induktion nach k € N, dass z — z* komplex differen-
zierbar ist mit dilz(zk) =k zF1. Fiir k = 1 wurde dies in Beispiel 13.5 gezeigt.
Gilt die Aussage fiir k, so ist nach der Produktregel

Z Zk—H = ZkZ

komplex differenzierbar mit komplexer Ableitung

d
dz

d

g M)z 4 2F e r=k2 428 = (k+ 1) = (k+ 1)1
2

) = (4 -

wie benotigt. Wegen 13.7 (a) ist dann auch jedes Polynom z +— Y 7' o a 2*
komplex differenzierbar.

Ein sehr wichtiges weiteres Beispiel ist die komplexe Exponentialfunktion.
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Beispiel 13.9 Die Funktion
exp: C — C, zHezzzg
k=0

dexp
dz

ist komplex differenzierbar mit Ableitung (2) = exp(z), also L(e*) = e*.

Um die komplexe Differenzierbarkeit der komplexen Exponentialfunktion zu
begriinden, brauchen wir Grundtatsachen iiber komplexe Potenzreihen:

13.10 FEine Potenzreihe ZZio ay 2¥ mit a, € C konvergiere an einer Stelle
w € C mitw # 0. Dann gilt:

(a) Die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C mit |z| < |w|.

(b) Die durch f(z) := > pooar 2" gegebene komplezwertige Funktion auf
der Kreisscheibe {z € C: |z| < |w|} ist an der Stelle z = 0 komplex
differenzierbar mit Z—JZ(O) =q.

Die komplexe Exponentialfunktion ist somit an der Stelle z = 0 komplex
differenzierbar mit p )

Cel:p (0) = T 1 = exp(0).
Gegeben z € C und eine Folge (z,)neny in C \ {z} mit lim, o 2, = z ist
(zn — 2)nen eine Folge in C \ {0}, die gegen 0 konvergiert. Wegen e* =
eFtnT% = eZen % folgt

z z Zn—%2 Zn—%2 0
e —e e —1 L, e —e .dexp

= fnd — O: Zl: Z
Zn — 2 ¢ Zn + 2 e(Zn+Z)—0 iz (0)=e ©

fur n — oo.

13.11 Nachweis von 13.10 (a): Per Voraussetzung konvergiert die Reihe 72, aj w”,
ihre Summanden a;, w* bilden also eine gegen 0 konvergente Folge. Als kon-
vergente Folge ist diese beschrankt, es gibt also ein C' > 0 derart, dass

lag| |w*] < C  fiir alle k € Np.

Fiir alle z € C mit |z| < |w]| ist ¢ := |z|/|w| < 1, die geometrische Reihe
Y reo q"* also konvergent. Da
k

o o <

lag =
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ist die Reihe Y77, ai, 2* nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Bevor wir (b) beweisen konnen, zeigen wir folgende Hilfsaussage (c): Fir
z € C mit |z] < Lwl| definiert f(z) :== Y3~y ar z* eine beschrinkte Funktion.

Es ist namlich

Zakz <Z|akzk|<2|akwk|(’z‘> Zc() = 1%:20

unter Benutzung der Summenformel fiir die geometrische Reihe.

Nachweis von (b): Es ist

o0 k oo
Sy awt —ag 5 Z
—a; = akw = w CLn_|_2,Z
w

k=2

die Potenzreihe ) a,422™ nach (a) somit fir |z| < |w| konvergent gegen
eine Funktion z — h(z), die nach (c) fiir [2] < |w]| beschrankt ist. Es gibt
also eine reelle Zahl K > 0 mit |h(z)| < K fiir alle z € C mit |z| < 3|w|. Fiir
z wie zuvor mit z # 0 gilt dann

f(zi:é"(o) _al‘ _ ‘%’“Qo —ay| = |=h(2)] = || [h(2)] < |2 K = 0

fiir z — 0, so dass also

f(z) = f(0)

z —

—a; — 0

und somit %ﬁ(o) — ap. Die komplexe Ableitung 3—’;(0) existiert also und
ist gleich a.

Bemerkung 13.12 Es lasst sich zeigen, dass jede auf einer Kreisscheibe
|z| < r konvergente Potenzreihe Y - ax 2* dort komplex differenzierbar ist
mit Ableitung > - | kax 2*~1. Wir bendtigen dies nicht (und verzichten auf
den Beweis); ein Verstandnis der Exponentialfunktion gentigt uns.

Uber 13.7 hinaus benétigen wir noch die Kettenregel fiir komplex differen-
zierbare Funktionen.
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13.13 Es seien U und V' offene Teilmengen von C. Weiter sei g: V — C
eine Funktion mit g(V) C U, die an einer Stelle z € V' komplex differen-
zierbar ist und f: U — C eine Funktion, die an der Stelle g(z) komplex
differenzierbar ist. Dann ist fog: V — C an der Stelle z komplex differen-
zierbar mit komplexer Ableitung

d(fog), , dg
7(2) = @(9(2’))@(2)-

Beispiel 13.14 Fiir jedes ¢ € C ist die Funktion
C—>C, 2z e’

komplex differenzierbar.

Diese ist namlich von der Form exp og mit der komplexen Exponentialfunk-
tion exp (die nach Beispiel 13.9 komplex differenzierbar ist) und der Polynom-
funktion g: C — C, z — c 22, die nach Beispiel 13.6 komplex differenzierbar
ist. Nach der Kettenregel ist exp og also komplex differenzierbar.

13.15 Zum Beweis der Kettenregel sei (z,)nen eine Folge in V' \ {z} mit
lim,, o 2, = z. Wir unterscheiden drei Falle.

Fall 1: Es gibt ein ng € N derart, dass ¢g(z,) # g(z) fir alle n > ny. Dann
ist (g(2n))n>n, eine Folge in U \ {g(z)} mit lim,, o g(2,) = g(2); folglich gilt

Zn— 2 o g(z) —9(2) Zn— 2 dz dz

Fall 2: Die Menge M := {n € N: g(2,) = g(2)} sei unendlich. Schreiben wir
M = {ny: k € N} mit n; < ng <---, so ist also

d _

—g(z) = lim 9Gm) = 9(z) = lim = lim 0 = 0.

dz k—oo  Zp, — 2 k=00 Zp, — 2 k—oo
Fall 2a: Ist N\ M endlich, so gibt es ein ng € N mit g(z,) = g(z) fir alle
n > ng. Fir alle n > ng gilt dann

flg(zn)) = fl9(2) _ fl9(2) = flg(2)) 0

Zn — Z Zn — 2 Zn — Z

so dass also
Floa) = f9(=) _ , _ df

Zp — % dz

(9N 2)
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fur n — oo.

Fall 2b: Ist N\ M eine unendliche Menge, so besteht diese aus natiirlichen
Zahlen my; < mo < ---. Nach Fall 1 gilt

Jim L= JOED 602 o)
Schreiben wir M = {ng: kK € N} mit n; < ny < ---, so gilt nach Fall 2a
et Flge)) — flo(z) _df, . d

i T

Da N= MU (N\ M), folgt

Flo(z) = flo=) _df - dg
- g5,

lim
n—00 2y, — 2

Integrale komplexwertiger Funktionen

Im Folgenden benotigen wir komplexwertige Integrale:

13.16 Das Integral einer stetigen Funktion f: [a,b] — C, t — u(t) + iv(t)
mit Realteil © und Imaginarteil v ist definiert als

/abf(t) dt = /abu(t) dt+z’/abv(t)dt.

Linearitat des Integrals rechnet man direkt nach: Ist auch g: [a,b] — C
stetig, so ist fiir all o, 5 € C

/ (af () + Bg(t)) di = a / () dt + 5 / o(t) dt.

Wir benutzen folgende Abschétzung:

13.17 Fir jede stetige Funktion f: [a,b] — C gilt

/ bf(t)dt‘ < [rwla
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Nachweis: Es existiert eine komplexe Zahl z mit |z| = 1 derart, dass

b b
z/ f(t)dt = / f(t)dt‘.
Dann ist also

/abf(t)dt‘ = Z/abf(t)dt:/abzf(t>dt:/abRe(zf(t))dt

< [sona= [ ol

Komplexe Kurvenintegrale

Komplexe Kurvenintegrale sind wie folgt definiert.

13.18 Es sei U C C eine Teilmenge, f: U — C stetig und 7: [a,b] — U ein
C'-Weg in U. Wir definieren das Integral von f langs des Weges ~y als

b
[r0dc= [ saoroa

Linearitat des komplexen Kurvenintegrals rechnet man direkt nach: Ist auch
g: U — C stetig, so ist fiir all o, 8 € C

/ (@f(C) + Bg(0)) dC = a / FQ)dC+ B / 9(C) dC.

Beispiel 13.19 Wir betrachten die stetige Funktion f: C\ {0} — C, z — 1
und den C'-Weg 4
v:[0,27] = C, te”,

der den Einheitskreis einmal im Gegenuhrzeigersinn durchlauft. Fiir ¢ €
0, 27] ist dann ~/(t) = ie®, also

1 27 1 2 1 27
—d _/ —A(t dt_/ —,z'e“dt_z'/ 1dt = 2mi.
/yc ¢ 0 ’Y(tﬂ() o € 0

Es sei f: U — C eine stetige Funktion auf einer offenen Teilmenge U C
C. Eine Funktion F': U — C wird Stammfunktion fir f genannt, wenn F
komplex differenzierbar ist und

Cfl—F(z) = f(z) firalle z € U.
2
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13.20 FEs sei U C C eine offene Menge und f: U — C eine stetige Funktion.
Hat f eine Stammfunktion F: U — C, so gilt

[ ¢ = Pae) - Fsta) (64)
fiir jeden C1-Weg ~: [a,b] — U in U. Insbesondere gilt
JEGLS

fiir jeden geschlossenen C'-Weg ~ in U.

Beweis. Wie im Beweis von 13.13 (wo man V' durch [a, b] ersetzt) sicht man,
dass die Funktion

Fon:la,b] - C, tw— F(y(t))

differenzierbar ist mit

(For)(t) = () (1) = T (),

was eine stetige Funktion von t € [a,b] ist. Es ist also F' o v eine stetig
differenzierbare Funktion. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung erhalten wir nun wie gewiinscht

[0 = [ saopwa= [ (Foayea
O = FOb) - FOla).

Beispiel 13.21 Fiir jedes n € Ny und jeden geschlossenen C*-Weg ~ in C

1st
/7 ¢rdc =0,

denn z +— %HZ”H ist eine Stammfunktion fir C — C, z +— 2™

Beispiel 13.22 Die Funktion
1
C\{0} = C, z+— -
z
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ist komplex differenzierbar mit Ableitung - (1/z) = —2, denn fiir jede Fol-
gen (2, )nen im Definitionsbereich mit z, # z und lim,,_, 2, = 2 gilt

1 1 z Zn Z—2Zn
flzn) = f2) o= 2 25 o 1 1

%__2
Zn — 2 Zn — 2 Zn — 2 Zn — 2 ZnZ z

fiir n — co. Da nach Beispiel 13.19 fiir den dort beschriebenen geschlossenen
C'-Weg ~

[ e =2mi £0
ol
ist, kann f nach 13.20 keine Stammfunktion besitzen auf C\ {0}.

Auch fiir komplexe Kurvenintegrale ist eine Abschéatzung des Betrags moglich.

13.23 Es sei f: U — C eine stetige Funktion auf einer Teilmenge U C C
und 7y: [a,b] — U ein C*'-Weg. Unter Benutzung der Weglinge

L) = [ Wl

gilt dann

[ 5©)de| < Loy suptisa): = € 9y
Zum Nachweis klrzen wir

M := sup{|f(2)|: = € ¥([a, b])}

ab. Nach 13.17 ist

[f(() dc‘ =
</ o) o)

< M / V()| dt = M L(7),

[ s i

wie behauptet.
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13.24 Essei f: U — C eine stetige Funktion auf einer Teilmenge U C C und
7v: la,b] — U ein Weg, der stiickweise C' ist; es gibt also a =ty < t; < -+ <
ty = b derart, dass v|y,_, ) stetig differenzierbar ist fiir alle j € {1,...,m}.
Wir definieren

/y F(Q)d¢ = zjj / LG

Bemerkung 13.25 Ersetzt man C'-Wege durch stiickweise stetig differen-
zierbare Wege, so bleiben 13.20 und die Integralabschatzung 13.23 giiltig.

Dies zeigt man durch Hinschreiben der Integrale langs v als Summe von
Integralen tiiber Teilintervalle, auf denen v stetig differenzierbar ist. So gilt
zum Beispiel mit einer Stammfunktion F' fir f in 13.20

m

/ FQdc = Y F(Q)de = 3 (Fl(t) — F(i(t;1)))

j=1 7\[tj_1,t]-] j=

= F(y(twm)) — F(7(to)) = F(7(b)) — F(v(a)).

Bemerkung 13.26 Beim Umparametrisieren eines Wegs 7: [a, b] — C mit
einem C'-Diffeomorphismus ¢: [c,d] — [a,b] gilt fiir stetige Funktionen

F:3(a, b)) — C
/ FO)de = + / (O e
Yo ol

wobei das positive Vorzeichen zu wahlen ist, wenn ¢ orientierungserhaltend
ist, das negative Vorzeichen im orientierungsumkehrenden Fall. Dies sieht
man wie in 8.17.

Notationen fur geradlinige Wege und Rechteckwege

13.27 Es sei f: U — C eine stetige Funktion auf einer Teilmenge U C C.
Sind zq, 2o € C derart, dass die Verbindungsstrecke von z; und 25 ganz in U
enthalten ist, so definieren wir

/Z 1) dc = / F(¢) d¢ (65)

mit y: [0,1] = U, t — z; + (22 — 21). Ist ein (ausgefiilltes) Rechteck O mit
unterer linker Ecke z;, unterer rechter Ecke zy, oberer rechter Ecke z3 und
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oberer linker Ecke z, ganz in U enthalten, so definieren wir
fQ & = [ 10
o0 107

mit dem stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~: [0,4] — U,

21+ t(ze — 21) wenn ¢ € [0, 1]
2o+ (t —1)(23 — 29) wenn t € [1,2]
23+ (t —2)(24 — 23) wenn t € [2,3];
24+ (t —3)(21 — 24) wenn t € [3,4]

t—

der den Rand 00 des Rechtecks [J beginnend bei der linken unteren Ecke z;
einmal im Gegenuhrzeigersinn umlauft. Dann ist

[ i /:f(C) ac + /Z:Sﬂo ac + /:f<<> ac + /:f(C) ¢

(wobei fiir die Teilwege auf [1,2], [2,3] und [3,4] im Wegintegral u =t — 1,
u=1t—2bzw. u =t — 3 substituiert wurde, vgl. Bemerkung 13.26).

Bemerkung 13.28 Sind z; = a € Rund 2z, = b € R, soist y(t) = a+t(b—a)
mit 7/(t) = b — a, das komplexe Kurvenintegral

/:f(odc_/01f<a+t(b—a))(b—a)dt—/abf(x)dx

im Sinne von (65) also gleich dem gewéhnlichen Integral. Hierbei wurde
u=a+tb—a), du= (b— a)dt substituiert.

Das Lemma von Goursat

13.29 (Lemma von Goursat). FEs sei U C C eine offene Teilmenge und
f: U — C komplex differenzierbar. Fir jedes ganz in U gelegene Rechteck [
gilt dann

f(¢)d¢ = 0.

o

Bevor wir einen Begriindung fiir das Lemma geben, betrachten wir eine ty-
pische Anwendung.
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Anwendung: Berechnung eines uneigentlichen Integrals

Essei f: R — C, t — u(t)+iv(t) eine stetige Funktion mit Realteil u: R — R
und Imaginarteil v: R — R. Wir nennen f uneigentlich iber R integrierbar,
wenn v und v uneigentlich iiber R integrierbar sind im Sinne von §1 der
Mathematik 2-Vorlesung. Was u angeht, miissen also die uneigentlichen In-
tegrale

0 R 0 0
/ u(t)dt = lim u(t) dt und / u(t)dt = lim u(t) dt
0 _

R—oo J 0o R—oo J_p

konvergieren und man definiert ffooo u(t) dt als deren Summe; analog fiir v.

Wir definieren
/ f(t)dt ::/ u(t) dt+i/ v(t)dt.

Insbesondere ist dann

/_Z f(t)dt = lim /_Zf(t) dt.

Wir wissen aus 7.88, dass

/ T et gt = V. (66)

o0

Eine analoge Rechnung zeigt, dass fiir alle C' > 0

/ e=Cf gt = g (67)

(Mit der Substitution u = v/C't, du = v/C dt kann man (67) auch auf (66)
zuriickfiihren). Mit Methoden der Funktionentheorie wollen wir sehen:

13.30 Fir jedes C' > 0 und alle y € R st

T Oty dt = ]
/_oo ’ Ve
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Nachweis: Fiir y = 0 ist dies (67). Wir fithren den Beweis fiir y > 0; der Fall
y < 0 lasst sich analog behandeln. Es ist

e—C(t+iy)2 _ e—CtQ—izcty+Cy2 _ e—C’t2+C’y2€—i2ty7
also e CUTW)*| = ¢=CP+CY — OV e=CP wag nach (67) eine iiber R un-
eigentlich integrierbare Funktion ist. Nach dem Majorantenkriterium ex-
istiert also das uneigentliche Integral [~ e~ Ct+w)* gt Um es zu berechnen,
betrachten wir fiir R > 0 das Rechteck [z mit den Ecken —R, R, R+ iy und
—R +14y. Nach dem Lemma von Goursat ist dann

0 = / e ac
O0Rr

R ) R+iy ) —R+1y ) —R )
— / e~ d¢ + / e C d¢C + / e O d¢C + / e 9 dc.
R R Rty —R+iy

Das erste Integral auf der rechten Seite stimmt hierbei mit f_RR e O dt
iiberein, das dritte ist gleich

Rtiy , R .
—/ e ¢ d¢ = —/ e~ G gt
—R+iy -R
Auflosen liefert

R R R Rty 2 -R 2
/ e~ Cl+)? gp — / e ¢t dt—|-/ e ¢ dC—l—/ e ¢ d¢. (68)
R R R —R+iy

Wir zeigen, dass dass zweite und dritte Integral auf der rechten Seite von
(68) fiir R — oo gegen 0 gehen. Folglich ist

oo C(t r C(t f 2 * o i
/ e gp — iy e+ gp — iy e YU dt = / e dt = —=.

Der geradlinige Weg vz: [0,1] — C, t — R + ity von R nach R + iy hat
Weglénge |y|. Fiir alle t € [0, 1] gilt fiir ¢ := yg(t) weiter
|6—C§2| _ |6—C(R+ity)2| _ 6—0R260t2y2 < e—CR2€Cy2

mit e~ C® ¢ als einer oberen Schranke. Nach der Integralabschatzung 13.23
fiir komplexe Kurvenintegrale gilt also

Re+iy
/ e 0¢ d¢| = / e~ ¢ dg‘ < L(vygr)e —COR? Oy? _ =ye Oy o~CR* _, )
R TR

fiir R — oo. Analog sieht man, dass limg_, f—_zirz‘y e C¢ d¢ = 0.
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Beweis des Lemmas von Goursat

Beim Beweis des Lemmas von Goursat (der in der Vorlesung nur skizziert
wird) nutzt uns folgende Tatsache.

13.31 Es sei f: U — C eine komplex differenzierbare Funktion auf einer
offenen Teilmenge U C C. FEs sei zg € C und

fur z € U, so dass also
£ = F20) + D 20)(z — 20) + R(2).

Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 derart, dass
|R(z)| <elz— 2| fiiralle z € U mit |z — 2] <.

Nachweis: Es sei

r(z) = { R(2)/(z — 2z9) fiur z € U\ {2};

0 flir z = 2.

Auf U \ {2} ist
r(z) = f(zi : 50(20) _ ;l_];(zo)

stetig in z. Fiir jede Folge (2,)nen in U \ {20} mit lim, o 2, = 2o gilt

F) = flz)  df

rzn) = z— 2 dz

(z0) = 0 =r(z)

fiir n — oo. Also ist r auch an der Stelle z stetig und somit stetig. Gegeben
e > 0 gibt es nach 7.33 im Skript Mathematik 2 fiir Maschinenbauer (von
Prof. Glockner im SoSe 2022) also ein 6 > 0 derart, dass

r(2)] = [r(z) —r(z0) <€ (69)
fir alle z € U mit |z — zp| < §. Multiplikation von (69) mit |z — 2| liefert

das Gewlnschte.
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13.32 Beweis des Lemmas von Goursat. Ware die Aussage fir f und ¢
falsch, so ware

C .= > 0.

f(¢)d¢
o0

Wir setzen [y := . Wir teilen [y auf in vier Rechtecke Ry, ..., Ry halber
Seitenlangen, die den Mittelpunkt von [y als eine Ecke haben. Da sich die
Integrale iiber Teilwege im Inneren von [y wegheben, ist

fOdc=2_ | FQ)dc.

oo
Wegen der Dreiecksungleichung muss fiir ein j € {1,2,3,4}

C
> —

HGEES

OR,

sein; wir setzen [, := R;. Induktiv finden wir Rechtecke U, C [,_; fiir
n € N derart, dass

C
>

> = (70)

1) dc\

o0,

und die Seitenldngen von [, die Halfte derjenigen von [J,,_; sind. Fiir Um-
fang (Wegldnge der Randkurve) und Durchmesser haben wir also

Lo0,) = %L(&Dnl)

und .
diam(,,) = 3 diam(3,,—1).

Folglich ist

LO0,) = 4 LOTh)
und

1
diam(O,) = on diam ().

Fir n € N sei z, die linke untere Ecke von [,. Fiir jedes € > 0 gibt es ein
N € N derart, dass
27" diam(0y) < e.
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Fir alle n,m > N sind z, € U, C Oy und z,, € U, € Oy, also

120 — 2| < diam(Oy) = 27 diam(0p) < e.
Also ist (2, )nen eine Cauchyfolge in C und somit konvergent gegen ein zy € C.
Fiir jedes n € N ist z,, € U, C [, fiir alle m > n, somit

zo = lim z, € ,,
m—00

da [, eine abgeschlossene Teilmenge von C ist. Sei
d .
R(z) := f(2) — f(20) — d_J;(ZO)(Z —zp) firzeU.

Fiir jedes n € N ist
FQdc= | fe)+ Lico)c - m)de + / RQOdc= [ R dc

a0, Joo, dz 80, a0,

-~

=0
das erste Integral verschwindet nach Beispiel 13.21. Sei
1 C
© T L0, diam(To) 2
Nach 13.31 gibt es ein § > 0 derart, dass

|R(2)| < |z —20le fiir alle z € U mit |z — zp| < 6.

Es existiert ein n € N derart, dass
27" diam(0y) < 6.
Fiir jedes ¢ € 00, ist |( — 20| < diam(0,,) = 27" diam(y) < 4, somit
|IR(C)] < |¢ — 20le < 27" diam(Oy)e.
Es folgt

f(C)dC’ - /8 ] R(C)dc‘
< L(00,) sup{|RQ)|: ¢ € 90,}

=2-nL(80)

o0,

11 1
< 2_"L(8 Do) 27" diam(Do)s = 5 4_n C < 4_nC
Die linke Seite ist nach (70) jedoch > -5 C, Widerspruch. Also muss doch
C = 0 sein.
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14 Fourier-Transformation
Die Fourier-Transformation ermdglicht, recht allgemeine Funktionen
f:R—=C

als eine Uberlagerung (ein Integral) periodischer Schwingungen ¢ +— € auf-
zufassen,

f(t) = /_Oo fls)et*ds firteR (71)

mit einer Funktion f : R — C, die sich aus f berechnen lasst:
£ £ 1 OO —its
f:R—C, f(s) = o f(t)e " dt.
™ —o

Die Funktion f wird Fourier-Transformierte von f genannt. Fourier-Trans-
formierte sind wichtige Hilfsmittel, etwa beim Studium von gewohnlichen
Differentialgleichungen und partiellen Differentialgleichungen.

Definition der Fourier-Transformation

14.1 Wir nennen eine Funktion f: R — C stickweise stetig, wenn [l
stiickweise stetig ist fiir alle reellen Zahlen a < b, also eine Zerlegung

a=ty<ti1<---<t,=>b

des Intervalls [a,b] existiert, so dass fl;,_, ., eine stetige Fortsetzung auf
[tj—1,t;] besitzt, fiir alle j € {1,...,m}.

14.2 Eine stiickweise stetige Funktion f: R — C heifit absolut integrierbar,
wenn

/w ()] dt < oo,

—00

also die uneigentlichen Integrale ffoo |f(t)| dt und [ |f(t)| dt konvergieren.
Nach dem Majorantenkriterium konvergieren dann insbesondere auch die un-
eigentlichen Integrale fi]oo f(t) dt und fooo f(t) dt und wir schreiben ffooo ft)dt
fiir deren Summe, wie tiblich.
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14.3 Ist f: R — C eine absolut integrierbare, stiickweise stetige Funktion,
so nennen wir die Funktion

A« 1 o0 .
f:R—C, 3»—>—/ ft)e " dt
2m J_o

die Fourier-Transformierte von f. Man schreibt auch F(f) statt f.

Die Fourier-Transformation ordnet der Funktion f ihre Fourier-Transformierte

F(f) zu.

Bemerkung 14.4 Da f stiickweise stetig ist, ist auch fiir jedes s € R die
Funktion
R — C, tes f(t)e ™

stiickweise stetig. Da |f(t)e | = |f(t)]|e"®] = |f(t)], ist die Funktion
t — f(t) e absolut integrierbar, nach dem Majorantenkriterium. Das un-
eigentliche Integral [ f(t) e " dt in der Definition von f(s) ist also kon-
vergent.

Unter Benutzung der Linearitat des Integrals folgt:

14.5 (Linearitdt der Fouriertransformation). Sind f: R — C und g: R — C
absolut integrierbare, stickweise stetige Funktionen, so ist fir alle o, €
C auch die Linearkombination of + Sg absolut integrierbar und stickweise
stetig, mit Fouriertransformierter

(af +B9)" = af + Bg.

Beispiel: Fourier-Transformierte eines Rechteckimpulses
Fiir reelle Zahlen a < b betrachten wir die charakteristische Funktion

1 wenn t € [a,b];

0 sonst (72>

f::1[a’b}2R%(C, t'—){
des Intervalls [a, b]. Dann ist f stiickweise stetig und zudem absolut integrier-

bar (da f auBlerhalb einer beschrankten Menge konstant 0 ist). Fiir s = 0 ist
e~ =1 fiir alle t € R; fiir s # 0 hat ¢ — e~ die Stammfunktion

efits
t—

—is
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Folglich ist

. 1 [ : 1
f(s) = e Ligp () e~ dt = o /. e " dt
B { 1’2_—7:1 wenn s = 0;
B (e — 7)) wenn s # 0.

Daa:“TJ“b—b_T“undbzaTM-i-b%a, ist hierbei
iy . _atb b—a _b—a _jatbg ., b—a
e as —e ZbS —e (] b} S (61 B} S —e K3 B) S> —e (2 b) 82/1/ Sln( 2 S) .

Also ist

f( ) bz’—ﬂ“ wenn s = 0; (73)
s) = L
% e~ sin (b_T“s) wenn s # 0.

Anwendung: Beugung am Einfachspalt

Fiir die Allgemeinbildung sei erwahnt: Das vorige Beispiel tritt in der Physik
auf, wenn Licht an einem Spalt gebeugt wird. Interessant ist dann das Be-
tragsquadrat | f(s)|?.

Im Raum bewege sich eine ebene Welle in Richtung der z-Achse. Die elek-
trische Feldstéirke in der z-y-Ebene zur Zeit ¢ sei der Realteil von Ey ™! mit
einer Kreisfrequenz w > 0. In der Ebene z = 0 befinde sich ein Hindernis, so
dass nur der Spalt a < x < b offen ist mit gewissen a < b. Wegen der Trans-
lationssymmetrie langs der y-Achse betrachten wir fiir grofie z, in groflem
Abstand r vom Urspung das durchdringende Licht nur fiir y = 0, im Winkel
0 zur z-Achse in der z-z-Ebene. Nach dem Huygensschen Prinzip ergibt sich
die Feldstérke dort durch Uberlagerung der Wellen, die von punktformigen
Quellen im Spalt ausgehen.?* Diese miissen die Strecke r zuriicklegen falls
x = 0; fiir allgemeine z wird zusétzlich —x sin(#) zurtickgelegt, also ndherungs-
weise —zf fiir kleine 6. Die Strecke ist also

r—z0.

24Wir nehmen an, dass wir zweidimensional denken diirfen und auch nur Lichtquellen
mit y = 0 betrachten miissen. Betrachten wir stattdessen eine Versuchsanordnung mit
einem in y-Richtung schmalen Spalt, ist dies auf jeden Fall gerechtfertigt. Wir miissen
zudem berticksichtigen, dass die elektrische Feldstédrke nicht ein Skalar, sondern ein Vektor
ist. Wir koénnen polarisiertes Licht benutzen, das in Richtung der y-Achse schwingt.
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Sei ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Die in x ausgehende Welle liefert am
Beobachtungspunkt eine Feldstarke proportional zum Realteil von

iw(t—r=2) _ eiw(t—r/c)eiwxG/c

c

e

Mit einer Konstanten A ist die gemessene Feldstarke dann der Realteil von

. 1 [ , R

Aezw(—r/c)t - / ezwx@/c dr = A€Zw(_r/c)tf(—w9/6).
2m J,

Dies ist eine harmonische Schwingung mit Amplitude |A||f(—wf/c)|. Die

Intensitat des Lichts, die man wahrnimmt und misst, ist proportional zum

Quadrat der Amplitude, also proportional zu

|f(—wb/c).
Hierbei ist
(b—a)? —N-
|f(s)|2 _ y wenn s = 0;
W2152 sin? (b_T“s) wenn s # 0.

Eine Skizze des Funktionsgraphen wird an der Tafel gegeben.

Beispiel: Fourier-Transformierte einer Glockenkurve
Fiir C > 0 betrachten wir die stetige Funktion
fR—C, tre°
Diese ist absolut integrierbar, mit [ f(¢)dt = /Z (siehe (67)).
Wir zeigen nun:

14.6 Die Fourier-Transformierte von f(t) = e~ O st gegeben durch

fls) = 2\/1C’_7r e~ic fir s eR.

Fir s,¢ € R ist namlich mit quadratischer Erganzung

. 2 2
2 al 5
Ct +zt5—C(t+20> +4C"
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Es folgt

A 1 & . 1 > .
f(S) — 2_ e—Ct26—zts dt = 2_ 6—Ct2—zts dt
T ) T J
= QL U35 ~ic gt
T J -
= QL O 38 o~ie g
T J -
_2
m 0o
=4/7/C
6_%

2\/C7T;

hierbei wurde 13.30 benutzt.

Einige Rechenregeln fiir Fourier-Transformierte

14.7 Es sei f: R — C eine absolut integrierbare, stickweise stetige Funk-
tion. Dann gilt:

(a) (Verschiebungssatz). Fir a € R hat die Funktion g: R — C, t —
f(t —a) die Fourier-Transformierte G(s) = =" f(s).

(b) (Verschiebung im Bildbereich). Fiir a € R hat die Funktion h: R — C,
t — e f(t) die Fourier-Transformierte h(s) = f(s —a).

(¢) (Ahnlichkeitssatz). Fira € R mit a # 0 hat die Funktion k: R — C,
t— f(t/a) die Fourier-Transformierte k(s) = |a| f(as).

(d) (Differentiationssatz). Ist f zudem stetig differenzierbar und die Ableitung
1! absolut integrierbar, so gilt f'(s) =1is f(s) fir alle s € R.

Nachweis:

(a) Die Substitution u =t — a, du = dt liefert
N I T T —i(uta)s
g(s) = 5 /_Oof(t a)e " dt = 5 /_oof(u)e du
. 1 > ) A
— e | e du = e )
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o) =5 [ e rwe ar = [ et = fs - a)

2m
(¢) Im Falle a > 0 liefert die Substitution v = £, du = 2d¢ liefert

I%(S) = % /_Z f(t/a) et [t — % /_Z f(u) o195 o oy
= a % /_ Z f(u) e ") du = a f(as).

Im Falle a < 0 ist das zweite Integral durch f(;oo zu ersetzen. Ubergang zu

ffooo bedeutet Ubergang zum Negativen, so dass in der zweiten Zeile a durch
—a = |a] zu ersetzen ist.

(d) Es sei s € R. Fiir R > 0 zeigt partielle Integration, dass

" R
iﬂ /_R flye™dt = %[f(t) e R4 l / F(t)ise s dt

Fir R — oo geht die linke Seite gegen f’(s), der zweite Summand der letzten
Zeile gegen is f(s). Der erste Summand geht gegen 0, denn man kann zeigen,
dass f(t) — 0 wenn t — oo oder t — —o0.

[Details fiir t — oo: Sei ¢ > 0. Da [~ |f(t)]dt < oo, gibt es ein R > 0
derart, dass [ |f'(t |dt < /2. Fiir alle t, > t; > R ist dann

(1) dt] s/:rf'<t>|dts/°°|f’<t>|dtsfs/2.

R

|f(t2) — f(t1)| =

Dann gilt |f(t)| < e fiir alle ¢ > R, denn wére |f(t1)| > € fiir ein t; > R, so
wére nach dem Vorigen |f(t2) — f(t1)] < /2 fiir alle ¢t > ¢; und somit

e <|f@)l = 1F(t2) = f(ta) + f(t2)] < [f(E2) = F(t)[+ [f ()] < |f(E2)| +€/2,

folglich |f(t2)] > ¢/2 und somit [~ [f(t)|dt > [~ ¢/2dt = oo im Wider-
spruch zur absoluten Integrierbarkeit von f.]

Man konnte den Differentiationssatz noch fiir etwas etwas allgemeinere Funk-
tionen formulieren.
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14.8 Wir nennen eine Funktion f: R — C stickweise stetig differenzierbar
(oder stiickweise C') wenn f stetig ist und es fiir alle reellen Zahlen a < b
eine Zerlegung

a=tog<t1 < ---<t,=0>b

des Intervalls [a,b] gibt derart, dass f[y,_, ., stetig differenzierbar ist fiir
alle j € {1,...,m}. Falls f'(x) an einer der Stellen x = t; nicht existiert,
definieren wir dort f’(z) als eine beliebige komplexe Zahl.?®

Bemerkung 14.9 Der Differentiationssatz bleibt giiltig, wenn f stiickweise
stetig differenzierbar und absolut integrierbar ist, mit absolut integrierbarer
Ableitung f’. Im Beweis sind nur kleinere Anderungen notig.

Eigenschaften von Fourier-Transformierten

Wir erwahnen, dass die Fouriertransformierten der von uns betrachteten
Funktionen immer stetige Funktionen sind, die “im Unendlichen verschwinden.’

I

14.10 Fir jede absolut integrierbare, stickweise stetige Funktion f: R — C
qilt:

(a) Die Fourier-Transformierte f: R — C ist eine stetige Funktion.

(b) Fiir s — oo gilt f(s) — 0. Ebenso fiir s — —oo.

Nachweis der Eigenschaften

Die folgenden Argumente werden in der Vorlesung nur skizziert; sie sind nicht
priifungsrelevant.

Beweis von (a). Es sei sp € R. Gegeben € > 0 existiert ein R > 0 derart,
dass

1 [ I

— f(H)|dt <e/5 und — |f(t)]dt < e/5.

271— R 27( — o0
Da die Funktion R x [-R, R] — C, (s,t) — f(t) e " stetig ist, ist nach dem
Satz tiber die Stetigkeit parameterabhéngiger Integrale (siehe 11.17 in Prof.

25In den Werken von Burg-Haf-Wille wird ein allgemeinerer Begriff stiickweise glatter
Funktionen benutzt; diese sind nicht notwendig stetig.
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Glockners Skript “Mathematik 2 fiir Maschinenbauer” vom SoSe 2022) auch
die Funktion

I :
h:R—C, s~ —/ f(t)ye ™ dt
2 J_gp
stetig. Es gibt also ein § > 0 derart, dass
|h(s) — h(so)] <e/5 fiir alle s € R mit |s — so] < 6.

Fir diese s ist dann

. . -R ‘ R ‘ . ‘
1f(s) = f(so0)] = %\/ f(t)e_”sdt+/Rf(t)e_”sdt+/R F(t) e~ dt
_ *itsod _ *iiSod o 7itsod
/_Oo f(t)e t /_Rf(t)e ¢ /R f(t)e ;
1 [ : 1 (R .
< %/Rf(t) G_Ztsdt—%/Rf(t) e dt'
<e/s
21 - t)| dt 21 h )| dt
=r= BRUOILEEF =y O]
3
S 5528

Zum Nachweis von 14.10 (b) benétigen wir, dass sich stetige Funktionen
auf Intervallen durch Treppenfunktionen (stiickweise konstante Funktionen)
approximieren lassen.

14.11 FEs seien a < b reelle Zahlen und f: [a,b] — C eine Funktion.

(a) Ist f stetig, so gibt es fiir jedes € > 0 eine Zerlequnga =ty < t; < ... <
tm = b des Intervalls [a,b] und eine auf jedem der Intervalle |t;_q,t;]
konstante Funktion g derart, dass |f(t) — g(t)| < e fir alle t € [a,b.

(b) Ist f stickweise stetig, so gibt es fir jedes € > 0 eine Zerlequng a =
to < t1 < ... <ty = b des Intervalls [a,b] und eine auf jedem der
Intervalle |t;_q,t;] konstante Funktion g derart, dass

lf(t) —g(t) <e fir alle ¢ € [a,b] \ {to,...,tm}-

Man kann dann g als Linearkombination g = Z;”:l a1y, ) charak-
teristischer Funktionen wahlen.
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Beweis. (a) Nach 7.52 in Prof. Glockners Skript ”Mathematik 2 fiir Maschi-
nenbauer” vom SoSe 2022 ist die stetige Funktion f auf dem kompakten
Intervall [a,b] gleichméBig stetig. Gegeben & > 0 existiert also ein § > 0
derart, dass

F)— f@) <e  firalle 2,y € [a,8] mit |y — 2] < 0.

Wihlen wir a = tg < t; < --+ < &, = b derart,?® dass t; — t;_; < § fur
alle j € {1,...,m}, so gilt |t —t,_4| < ¢ fiir alle t € [t;_4,t;] und somit
|f(t) — f(tj—1)| < e. Definieren wir

g: la, 0] = C

durch g(t) := f(t;) fur t € [t;_1,¢;[ mit j € {1,...,m} und g(b) := f(b), so
ist also |f(t) — g(t)| < e fir alle t € [a, b].

(b) Da f stiickweise stetig ist, gibt es eine Zerlegung a =ty < t; < ... <
tm = b und stetige Funktionen f;: [t;_1,¢;] — C fir j € {1,...,¢} derart,
dass

fhtj—l,tj[ = f]'htjflytj['

Gegeben ¢ > 0 gibt es nach (a) fiir jedes j € {1,...,¢} eine stiickweise
stetige Funktion g;: [t;_1,t;] — C derart, dass |f;(t) — g;(t)| < ¢ fiir alle t €
[t;—1,t;]. Indem wir die Zerlegung durch Einfiigen weiterer Zwischenstellen

verfeinern, diirfen wir annehmen, dass jedes g; konstant ist, g;(t) = «; mit
einer komplexen Zahl «;. Wir setzen

g(t) == Z G Lty 1)
j=1

Ist t € [a,b] \ {to,t1,....tm}, soist t € |t;_q,¢;] fiir ein j € {1,...,m} und
t & [ti_1,t;] fir alle i # j, somit

9(t) = a; = g;(t)
und folglich wie gewiinscht

£ (&) —g(@)] = 1f;(t) — g; ()] < e.

26Zum Beispiel eine dquidistante Zerlegung mit ¢; = a + %(b —a) und m so groB, dass

L <9).

m —
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14.12 Beweis von 14.10 (b). Gegeben e > 0 existiert ein R > 0 derart, dass

% Ooy (t)|dt <e/4 und —/ (t)|dt < e/4. (74)

Nach 14.11 (b) gibt eine Zerlegung
—R=tog<t1 < <t,, =R

des Intervalls [— R, R] und komplexe Zahlen ay, ..., a,, derart, dass

1)~ 9(0)| < o

fiir alle bis auf endlich viele ¢ € [—R, R] fiir

g:= Zozjl[tj_htj}: R — C.

j=1

Nun ist
R .
/‘f Yot 45 (70 = g0

7zts dt _/ fzts dt.
27r _Rg( + f(t)

Der Betrag des ersten Summanden und des letzen Summanden ist < £,
g

nach (74). Der Betrag des zweiten Summanden ist < %, nach (75). Der

dritte Summand ist gleich g(s). Fiir groie |s| ist nach (73)

1 o o (=t
ZO‘J Lt 1.t50) ):Z%%e T Csin <%3>

Da 1/s — 0 fiir |s|] — oo, geht der Betrag dieses Ausdrucks gegen 0 fiir
|s| — oo. Wir finden also ein r > 0 derart, dass

19(s)| <

=] M

fiir alle s € R mit |s| > r. Nach dem Vorigen ist dann |f(s)| < 4

ST
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Ricktransformation

14.13 (Fouriersche Umkehrtransformation). Ist g: R — C eine absolut in-
tegrierbare, stiickweise stetige Funktion, so definieren wie F~!(g): R — C
via

FH0 = [ gls)eas firtew

oo

Indem wir ¢ durch —¢ ersetzen und den Faktor % vor Integralen weglassen,
sehen wir analog zu 14.5, 14.7 und 14.6:

14.14 (Eigenschaften der Fourierschen Umkehrtransformation).

(a) (Linearitéat) Sind f,g: R — C absolut integrierbare, stickweise stetige
Funktionen, so gilt fir alle o, f € C

Flaf+8g)=aF (f)+BF g)

(b) (Verschiebung). Ist g: R — C absolut integrierbar und stickweise
stetig, so gilt fir alle a € R

F Y g(s —a))(t) = e F(g)(t) fiir alle t € R,
Ebenso gilt:

(c¢) (Verschiebung im Bild) Fiir alle a € R ist

F e ™ g(s))(t) = F Hg)(t —a) fiir alle t € R.

(d) (Ahnlichkeitssatz) Fiir alle a € R\ {0} gilt

F Hg(s/a)) = |a| F(g)(at) fiir alle t € R.

(e) (Umkehrtransformation einer Glockenkurve). Fir alle ¢ > 0 gilt

F e ) (t) = ﬁe—L fir alle ¢ € R.
c
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Wie in (71) angekiindigt, wollen wir geniigend schone Funktionen f: R — C
aus ihrer Fourier-Transformierten zuriickgewinnen und wie folgt als Uberla-
gerung harmonischer Schwingungen beschreiben:

ft) = / f(s)e**ds fiir alle t € R,

so dass also f = F YF(f)) ist. Dies gelingt fiir sogenannte schnell fal-
lende Funktionen. Anschliefend lernen wir eine Variante fiir allgemeinere
Funktionen kennen.

14.15 Eine Funktion f: R — C heifit schnell fallend, wenn f beliebig oft
differenzierbar ist und fiir jedes k € Ny die kte Ableitung f* die Bedingung

1 [k = Sug(l +[a|™)| M (@)] < oo
xE

erfillt fiir alle m € Ny, also

‘SL
1+ |z|™

(veeR)  [fP(x)
gilt mit C' = || f||x.m-
Beispiel 14.16 Fir alle ¢ > 0 ist die Funktion
f:R—C, z s e e
schnell fallend, denn fiir jedes n € Ny gilt
2" e " 0

fiir |z| — 0o, so dass die Funktion z — 2" e°*" beschriinkt ist und folglich
auch z — p(z) e~ fiir jedes Polynom p. Per Induktion ist die kte Ableitung
von der Form

fO(@) = pele)e”
mit einem Polynom pj. Die Funktionen (1+2™)f®) () = (14 2™)pi(z) f ()
und (1 —2™)f® () = (1 — 2™)pp(z) f(x) sind also beschriinkt, folglich auch
(1 + |2[™) 0 ().

Ahnlich sieht man, dass fiir alle ¢ > 0 und @ € R die Funktion R — C,
x> e €@~ gchnell fallend ist.
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Bemerkung 14.17 Jede schnell fallende Funktion f: R — C st absolut
integrierbar.

Dies folgt mit dem Majorantenkriterium: Es ist |f(z)| < &5 mit C :=

T+a?
[|.fllo.2 und ffooo 1+ch dr < oo.

14.18 (Umkehrsatz fiir die Fouriertransformation auf schnell fallenden Funk-
tionen). Ist f: R — C schnell fallend, so ist auch f schnell fallend und es
qilt

f(t) = / f(s)e**ds fiir alle t € R,
Eine Beweisskizze geben wir im folgenden Abschnitt. Mit einem vollstandigen

Beweis finden Sie das Ergebnis auch als Satz 8.1 im Differentialgleichungs-
band von Burg-Haf-Wille.

Bemerkung 14.19 Es sei S(R) der komplexe Vektorraum aller schnell fal-
lenden Funktionen f: R — C. Wir werden sehen, dass die Abbildung

F:SR) = SMR), ff

bijektiv ist und die Umkehrabbildung durch die Fouriersche Umkehrtrans-
formation F~! aus 14.13 gegeben ist.

Ohne Beweisskizze formulieren wie noch einen Spezialfall von Satz 8.2 im
Differentialgleichungsband von Burg-Haf-Wille:

14.20 (Umkehrsatz fiir die Fouriertransformation auf stiickweise stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen). Ist f: R — C absolut integrierbar und stickweise
stetig differenzierbar im Sinne von 14.8, so gilt

R—o0

R
f(t) = lim / f(s)e™ds fiir alle t € R.
-R

Beweisskizze fiir den Umkehrsatz, Satz 14.18
Schritt 1. Fir jede Glockenkurve f(t) = e % gilt F~1(f) = f.
Nach 14.6 ist namlich

1 2 1 2

2vVCr B 2v/Cm ‘
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mit ¢ := 5. Nach 14.14 (a) und (e) ist also

SN0 = S F e = gy T E

= s g < T = =10

Schritt 2. Es sei nun V' C S(R) der Untervektorraum aller Linearkombina-

tionen
t a]
Z aje

von verschobenen Glockenkurven, mit C; > 0 und a; € R. Wir zeigen:

Es gilt F~X(f) = f fiir alle f € V.

Wegen der Linearitit von F (siche 14.5) und F~! (siehe 14.14 (a)) geniigt
es, dies fiir f(t) = e C=9" zu zeigen. Mit g(t) = e~ gilt

fls) = e7i%4(s)

nach 14.7 (a) und somit

FHUHW) = FHe7™y(s)) = FH(9)(t —a) = gt —a) = f(1)
unter Benutzung von 14.14 (c), wobei F~1(g) = g nach Schritt 1.

Schritt 3. Fir jede schnell fallende Funktion f: R — C ist auch f: R—C
schnell fallend.

Dies ist Teil (i) des Beweises von Satz 8.1 im Differentialgleichungsband von
Burg-Haf-Wille.

Analog ist F~1(f) schnell fallend.
Wir erwahnen zwei Fakten ohne Beweis:

Schritt 4. Sei f: R — C schnell fallend. Wir nennen eine Folge (f,)nen
schnell fallender Funktionen f,,: R — C konvergent gegen f, wenn

lim || f — fullkmn =0
n—oo
fiir alle k, m € Ny. Man zeigt:
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Die Fouriertransformation F: S(R) — S(R), f — F(f) ist stetig, d.h. es
qilt
]—"(lim fn) = lim F(f,)
n—oo n—oo

fir alle konvergenten Folgen (fy)nen in S(R).

Ebenso ist F~1: S(R) — S(R) stetig.

Schritt 5. Man zeigt:

Fiir jedes f € S(R) gibt es eine Folge (fn)nen in V. mit f = lim, o fp.

Schritt 6. Nun kann man den Beweis wie folgt beenden: Fiir f € S(R)
wéhlen wir eine Folge (f,)neny in V mit f = lim, o fn, wie in Schritt 5.
Nach Schritt 2 gilt

FHF(fn)) = fa
fur alle n € N. Nach Schritt 4 ist also
FUFE) = F(F (m £)) =7 (lim F(f)

n—oo

Also gilt 14.18. Analog sieht man, dass F(F~!(f)) = f. Also ist die Abbil-
dung
F:SR) = S(R)

bijektiv und die Umkehrfunktion dieser Abbildung F ist die Fouriersche
Umkehrtransformation F~! als Abbildung S(R) — S(R) (was auch Be-
merkung 14.19 etabliert).
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15 Differentialgleichungen: Existenz und
lokale Eindeutigkeit von Losungen

Bisher haben wir vor allem lineare Differentialgleichungen betrachtet (mit
Ausnahme von Differentialgleichungen in getrennten Verdnderlichen). Viele
in der Praxis wichtige Differentialgleichungen sind jedoch nicht linear. In
diesem Kapitel stellen wir einige Grundtatsachen iiber allgemeine (nicht
notwendig lineare) Differentialgleichungen bereit. Fiir solche Differentialglei-
chungen ist es oft nicht moglich, Losungen explizit in Formeln anzugeben.
Sie existieren jedoch unter geeigneten Bedingungen und konnen am Com-
puter wenigstens ndherungsweise berechnet werden (siehe Kapitel 16). Im
vorliegenden Kapitel legen wir Grundlagen fiir die numerische Behandlung.

Lokale Eindeutigkeit von Losungen

Unser Hauptziel ist der folgende Eindeutigkeitssatz (dessen Voraussetzungen
anschlieffend erlautert werden) und die folgende Bemerkung 15.2.

15.1 (Lokale Eindeutigkeit). Es sei U C R x R" eine Teilmenge und

frU—=R" (ty) = f(ty)

eine Funktion, die eine globale (oder lokale) Lipschitzbedingung erfillt. Weiter
seien ¢1: I1 — R™ und ¢o: Is — R™ Losungen der Differentialgleichung

y'(t) = ft y(t).
Ist ¢1(to) = ¢a(to) fiir ein to € Iy N Iy, so gibt es ein r > 0 derart, dass
O1(t) = @o(t) fiir alle t € Iy N Iy mit [t —to| < 7.
Bemerkung 15.2 In der Situation von 15.1 gilt sogar
¢1lnnn, = 2l

Hierbei wurde folgende Terminologie benutzt, die fiir die Theorie von Differ-
entialgleichungen ganz wesentlich ist.
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15.3 Es sei U eine Teilmenge von R x R™ mit n € N. Wir sagen, dass eine
Funktion

frU—=RY (ty) = f(t,y)
eine Lipschitzbedingung erfiillt, wenn fiir eine reelle Konstante L > 0
|f(t,Z) - f(t?y)’ < L ‘Z - y‘ fiir alle (tay)a (t,Z) cU.
Gibt es fiir alle (to,y0) € U ein § > 0 derart, dass f auf der Menge

{(t,y) € U= |(t,y) — (to,y0)| < 6}

eine Lipschitzbedingung erfiillt, so sagt man, f erfiille eine lokale Lipschitzbe-
dingung.

Zur Betonung nennt man eine Lipschitzbedingung auch eine globale Lip-
schitzbedingung.

Bemerkung 15.4 Lipschitzbedingungen sind wichtig fiir die Theorie von
Differentialgleichungen, da sie fiir lokale und globale Existenzaussagen fiir
Losungen von Anfangswertproblemen genutzt werden konnen, sowie fiir lokale
Eindeutigkeit.

Beispiel 15.5 Fiir gegebenes A € R betrachten wir die Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t),

die uns im Falle A > 0 als einfaches Populationsmodel, im Falle A < 0 beim
radioaktiven Zerfall begegnet ist. Die Differentialgleichung lautet also

y'(t) = f(ty(t))

mit der Funktion
fTRxR—=R, (ty)— Ay.

Dann erfiillt f eine globale Lipschitzbedingung mit Konstante L := |\|. Fiir
alle y, 2 € R und alle t € R gilt namlich

[f(t,2) = f(t ) = [Az = Ayl = [Az —y)l = Al [z =yl < [Al]z =yl

Die rechten Seiten von linearen Differentialgleichungen auf Intervallen [c, d]
erfiillen ebenfalls stets eine globale Lipschitzbedingung. Bevor wir dies aus-
formulieren, erinnern wir an eine Notation:
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15.6 Wir erinnern an den aus der Mathematik 2 bekannten Begriff der
Supremumsnorm: Ist X eine Menge und f: X — R” eine beschrankte Funk-
tion (also f(X) eine beschrénkte Teilmenge von R™), so schreibt man

[flloc := sup{|f(2)|: z € X} € [0, 00].

Aus der Mathematik 2 ist uns zudem die folgende Abschéitzung der Opera-
tornorm bekannt (siche 7.18 dort):

15.7 Fiir jede quadratische Matrix A = (a;;);;-; € R™" gilt
1Allop < lagg].
ij=1
Beispiel 15.8 Wir betrachten ein lineares Differentialgleichungssystem
y'(t) = A(t)y(t) + b(t)

mit reellen Zahlen ¢ < d und stetigen Funktionen

A:le,d] - RVt A(t) = (aij(t»?,jﬂ
und b = (by,...,b,): [c,d] = R™. Dieses ist also von der Form

y(t) = f(ty(t))

mit

file,d] x R* = R",  (t,y) — A(t)y + b(t).
Dann ist

L= sup JA®)]op < o0
t€(e,d]

und es erfillt f eine globale Lipschitzbedingung mit der genannten Kon-
stante L.

In der Tat gilt fiir alle y, 2z € R™ und alle ¢ € [c, d]
|f(t,2)= [t )] = [At)z—A@)y| = [A() (z=y)| < [[A@)[lop|z—y| < L |z—y|

mit L wie oben. Hierbei ist L endlich, was sich wie folgt einsehen lasst: Fiir
alle 7,7 € {1,...,n} ist die Funktion [c,d] — R, t — |a;;(t)| stetig, also

llaijlloe = sup{|ai;(t)]: t € [c,d]} < oo
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nach dem Satz vom Maximum (siche zum Beispiel Satz 7.48 der Mathe-
matik 2). Wegen 15.7 ist somit

IADNop < Y lag (O] < Y Nalloo.

1,j=1 1,j=1

Die rechte Seite ist eine obere Schranke fiir alle ¢t. Die linke Seite ist also
beschrankt und das Supremum L endlich.

Die rechten Seiten praxisrelevanter Differentialgleichungen sind meist stetig
differenzierbar; eine lokale Lipschitzbedingung ist dann automatisch erfiillt
(wir wir uns nun klarmachen) und somit lokale Eindeutigkeit von Losungen
garantiert.

15.9 Es ser J C R ein nicht entartetes Intervall, V- C R™ eine offene Menge.
Dann gilt:

(a) Besitzt eine stetige Funktion

frIxV =R (t,y)— f(t,y)

die partiellen Ableitungen 2 ay e % und sind diese stetig, so erfullt

f eine lokale Lipschitzbedingung. Insbesondere erfillt jede Ct-Funktion
ewne lokale Lipschitzbedingunyg.

(b) Ist zudem V konver (zum Beispiel also V' eine offene Kugel oder ganz
R™) und jede der partiellen Ableitungen g—Jl, e 8871; eine beschrankte

Funktion, so erfillt f eine globale Lipschitzbedingung.

15.10 Beweis von 15.9. (b) Seien (t,y), (t,2) € V. da V konvex ist, ist dann
y+s(z—y) €V fir alle s € [0,1]. Anwendung des Mittelwertsatzes (13.9
im Skript zur Mathematik 2) auf die C'-Funktion f(¢,-): V — R" liefert

f(t,z) = ft.y) = /Za (t,y +s(z —y))(z —y;) ds,

so dass also

£t 2 ty|</

f

(z—v))

25 =yl ds < L]z —y
—

<|z—yl
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n

L=y

J=1

of
dy;

(a) (In der Vorlesung iibersprungen). Da die partiellen Ableitungen stetig
angenommen sind, gibt es fiir alle (tg,yo) € U ein 6 > 0 derart, dass

g_yfj(ta y) - ﬁ(tm yO)

<1
ayj

fir alle (t,y) € J x V mit |(¢,y) — (to,y0)| < 20. Diese Bedingung ist erfiillt
fur alle (t,y) € I x W mit

I={teJ:|t—ty)| <6} und W:={yeV:|y—uyl <}

Die partiellen Ableitungen sind auf I x W somit beschriankt. Nach (b) erfiillt
also f auf I x W eine Lipschitzbedingung und somit auch auf

{(ty) € IxV:|(ty) = (to,y0)| <0} ST xW.

Also erfiillt f eine lokale Lipschitzbedingung.

Beweis der Eindeutigkeitsaussagen

Die folgenden Beweise bis 15.13 sind nicht priifungsrelevant.

15.11 Beweis von 15.1. Es sei yg := ¢1(to) = ¢2(to). Wir nehmen zunéchst
an, dass f eine globale Lipschitzbedingung erfiillt mit Konstante L. Gibt es
ein t > to in I; N I, so gibt es ein r > 0 derart, dass [to,to + 7] € I N L.
Nach Verkleinern diirfen wir annehmen, dass

rL < 1.

Wir setzen
M := sup{|p2(t) — ¢1(t)|: t € [to, to + 7]}
Dann ist M > 0. Fiir alle ¢ € [tg, to + 1] gilt

b5(t) = 6 (to) + / §(s) ds = o + / £(5, 05(s)) ds
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fir 7 € {1,2} und somit

|01(2) — ¢2(1)] =

/t F(5,62(3)) — F(s, dn(s)) ds

IN

<L |¢a(s) 1 (s)| <LM

/t if(s, 92(s)) f(57¢1(8))l ds

< / LM ds = LM(t — to) < rL M.

to

Bildung des Supremums iiber all ¢ € [ty, tg + r] liefert
M <rLM,

also (1 —rL)M < 0 und somit M > 0, also M = 0, somit ¢,(t) = ¢o(t) fiir
alle t € [tg,to+7]. Gibt es ein t < tg in I; NIy, so diirfen wir nach Verkleinern
von r annehmen, dass to — r € I; N I und sehen ahnlich zum Vorigen, dass
¢1 (t) = ¢2(t> fir alle t € [to -, to].

15.12 Nun nehmen wir lediglich an, dass f eine lokale Lipschitzbedingung
erfiillt (dieser Fall wurde in der Vorlesung tibersprungen). Es gibt dann ein
0 > 0 derart, dass f auf der Menge

U= A{(t,y) € U: |(t,y) — (to, y0)| < 6}

eine Lipschitzbedingung erfiillt mit Konstante L > 0. Da ¢; und ¢, stetig
sind, kénnen wir r € |0,6/2] so klein wahlen, dass fiir j € {1,2}

|¢5(t) — ol < 6/2

fiir alle ¢ € I; mit [t —to| <. Sei I} die Menge dieser t. Dann ist (¢, ¢;(t)) €
U’ fiir alle t € I7. Wir konnen also 15.11 auf ¢1]y;, @2l und f[y statt f
anwenden.

15.13 Details fiir Bemerkung 15.2: Es geniigt zu zeigen, dass ¢1|, 1 =
¢2‘[t0,t0+T] fur alle T > 0 mit t() + T e [1 N 12 und ¢1’[t0*T¢0] = ¢2|[t0+T,to} fur
alle T > 0 mit tg — T € I N I,. Wir zeigen Ersteres (die zweite Aussage lasst
sich sehr &hnlich beweisen). Wir setzen

T = SUP{t € ]thtO + T]i ¢1|[t0,t] = ¢2|[t0,t}}~
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Es gibt eine Folge (tx)keny in der Menge M, {iber die wir das Supremum
bilden, die gegen das Supremum 7 konvergiert. Wegen der Stetigkeit von ¢,
und ¢» ist dann

$1(T) = (Jg&(%)) = ]}LTEO P1(te) = ¢a2(T),
=¢a(tr)

also 7 € M. Ware 7 < ty+ T, so géibe es aufgrund der lokalen Eindeutigkeit
ein > 0 derart, dass ¢y (t) = ¢o(t) fiir alle t € I; € I, mit |t — 7| < r. Nun
ist

0 :=min{r +r,to+T} >

und nach dem Vorigen 6§ € M, im Widerspruch zu 7 = sup M. Also muss
doch 7 =ty + T sein und somit gilt ¢1(t) = ¢o(¢t) fir alle t € [to, to + T

Globale Existenz von Losungen

Im Falle von stetigen Funktionen auf Streifen [a, b] xR garantiert eine globale
Lipschitzbedingung die Existenz von auf ganz [a, b] definierten Losungen von
Anfangswertproblemen.

15.14 (Globaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz). FEs seien a < b reelle
Zahlen, n € N und f: [a,b] x R™ — R" eine stetige Funktion, die eine globale
Lipschitzbedingung erfullt. Dann gilt:

(a) Fir jedes ty € [a,b] und alle yo € R™ hat das Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty(0), ylto) = yo
eine auf ganz |a,b] definierte Losung ¢: [a,b] — R™.

(b) Fir jede andere Lésung 1: I — R™ des Anfangswertproblems aus (a)
gilt ¢ = 1.

(c) Bezeichnet ¢g: [a,b] — R™ die konstante Funktion t — yo und definiert
man rekursiv ¢y [a,b] — R"™ via

o) =+ [ fs.001(3)) ds
fir k € N, so gilt fir jedes t € [a, b
o(t) = klgglo or(t).
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Bemerkung 15.15 Man nennt (15.14) auch den globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf. Das Iterationsverfahren aus (¢) nennt
man auch Picard-Iteration.

Beispiel 15.16 Gegeben R > 0, A € R und yy € R betrachten wir auf dem
Intervall [— R, R] das Anfangswertproblem

y(t)=Ay(t), y(0) = o,
also y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo mit £ty = 0 und der stetigen Funktion
f:[_RaR]XR%R7 (tvy>'_>)\y7

die nach Beispiel 15.5 eine globale Lipschitzbedingung erfiillt. Setzen wir
¢o(t) := yo fiir alle t € [-R, R, so ist fiir jedes k € N

Pi(t) == yo-i‘/t f(8,¢k1(3))d5:yo+/0 A¢p_1(s)ds

insbesondere also

t
le(t) = %Yo + / /\y(] ds = Yo + )\tyo
0

und

t
1
Ba(t) = yo + / (Ayo + A2sy0) ds = yo + Myo + 5)\2t2yo.
0

Wir vermuten nun und bestatigen per Induktion, dass

k
Mt
227

fir alle £ € N. Fur £ = 1 haben wir dies schon und fir k& > 2 ist

t 1 »
or(t) = o +/ APr_1(8) ds = yo + Yo Z)\JJA / 5 ds
0 =0 o J-
=tI+1/(j+1)!
)\]+1t1+1 kot
= Y + Yo Z Z N
= U e
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was den Induktionsbeweis beendet. Es ist also

PRURT g

J!

mit Limes yo ) 7, (’\;!)j

problems ist also ¢(t) = yo e

= yoeM fiir k — oco. Die Losung des Anfangswert-

Sind f: [a,b] — R™ und g: [a,b] — R"™ beschrinkte Funktionen, so ist es
naheliegend, die Supremumsnorm ||f — g||« als den Abstand von f und g zu
interpretieren. Dies motiviert die folgende Definition:

15.17 Es sei (fk)ken, eine Folge beschrénkter Funktionen fy: [a,b] — R™
und f: [a,b] — R™ eine beschrinkte Funktion. Wir sagen, die Folge (fx)ken,
konvergiert gleichmdflig gegen f, wenn

T [ = flle =0
—00

Bemerkung 15.18 Fiir jedes € > 0 muss also ein N € Nj existieren derart,
dass fur alle K > N

1fx = fllo <,

also fur alle ¢ € [a,b] die Ungleichung |fx(t) — f(¢)| < e erfiillt ist. Man
beachte, dass N von £ abhangt, aber nicht von t.

Bemerkung 15.19 Der Beweis wird zeigen, dass die Naherungslosungen
¢ aus 15.14 (c) gleichméfig gegen die Losung ¢ des Anfangswertproblems
konvergieren, also

klim [¢r — llc =0

—00

gilt (siehe (85)).

Fiir den Beweis des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (und viele

andere Zwecke) ist es niitzlich, dass Losungen von Anfangswertproblemen
Losungen geeigneter Integralgleichungen entsprechen.

15.20 (Umschreiben einer Differentialgleichung als Integralgleichung). FEs
seien a < b reelle Zahlen, f: [a,b] x R" — R™ stetig, to € [a,b] und yo € R".
Fiir eine stetige Funktion ¢: [a,b] — R™ sind dann folgende Bedingungen
aquivalent:
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(a) ¢ ist stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem
y'(t) = f(ty(1), ylte) = o

(b) Fiir alle t € [a,b] gilt 6(t) = yo + [, f(s.6(s))ds.

Beweis: Ist ¢ stetig differenzierbar und lost das Anfangswertproblem, so gilt
nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

¢@=wm+[%bm5

fir alle t € [a,b]. Da ¢ das Anfangswertproblem 16st, ist in dieser Formel
o(to) = yo und ¢'(s) = f(s,d(s)), wir erhalten also die Integralgleichung

o(t) = yo + /ttf(s,gb(s)) ds.

Umgekehrt sei nun angenommen, dass ¢ die Integralgleichung erfiillt. Da der
Integrand

stetig ist, ist nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung die
Funktion

[a,b] — R", tt—)/t f(s,0(s))ds

differenzierbar mit Ableitung [a,b] — R", t +— f(t,¢(t)). Also hat auch
o(t) = yo + ftto f(s,0(s))ds die Ableitung f(t,¢(t)). Da das Integral von
to bis t = to verschwindet, ist weiter ¢(tg) = yo, das Anfangswertproblem
aus (a) also erfillt.

15.21 Ist ¢ € C([a,b],R™), so ist auch die Funktion I¢(¢): [a,b] — R™,

t
0o )0 =0+ [ (s, 009)ds
to
stetig (und sogar stetig differenzierbar). Wir erhalten also eine Abbildung
I¢: C([a,b],R") = C([a,b],R"), ¢ It(9)

(einen sogenannten Integraloperator). Eine stetige Funktion ¢: [a,b] — R"
erfiilllt nach 15.20 genau das dortige Anfangswertproblem, wenn ¢ ein Fix-

punkt der Abbildung I; ist, also I¢(¢) = ¢.
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Genauer konnten wir Iy ., schreiben, da Iy von ¢, und y, abhangt; wir
halten ¢y und ¥, jedoch fest.

Einen Beweis des globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatzes finden Sie (bei
Interesse) in Anhang A.
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16 Differentialgleichungen: Numerische Losung

In der Praxis ist es haufig nicht moglich, eine Differentialgleichung explizit
zu losen; jedoch kann die Losung wenigstens naherungsweise am Computer
berechnet werden, mit beliebiger Genauigkeit. In diesem Kapitel lernen
wir zwei numerische Losungsverfahren kennen, welche Naherungslosungen
fiir Anfangswertprobleme liefern. Das einfachste Verfahren ist das Euler-
sche Polygonzugverfahren (oder kurz: Fulerverfahren). FEs ist leicht zu
implementieren und leicht mathematisch zu analysieren. Fiir die Praxis
besser geeignet sind jedoch andere Verfahren, die mit weniger Rechenaufwand
grofle Genauigkeit liefern. Wir gehen kurz auf ein sogenanntes Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung ein.

Das Eulerverfahren

Wir betrachten folgende Situation.
16.1 Es seien a < b reelle Zahlen und
f:a,b] x R" — R"

eine stetig differenzierbare Funktion derart, dass f and alle partiellen Ableitun-
gen von f beschrankt sind. Nach 15.9 erfiillt dann f eine globale Lipschitzbe-
dingung,?” mit einer Konstanten L > 0. Nach dem globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz (siche 15.14) hat somit fiir alle ¢y € [a, b] und yo € R™ das
Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty), ylto) = o (76)
eine eindeutige auf ganz [a, b] definierte Losung
Growo |a,b] = R™.
Wir halten ¢, und gy, fest und interessieren uns fiir die Losung ¢ := ¢y, .-

Wenn wir die Losung ¢ noch nicht explizit kennen, wie konnen wir sie
ndherungsweise berechnen, etwa an einer Stelle ¢y + 71" € [a, b] mit T' > 07

27 Allgemeiner wiirde es geniigen, f stetig anzunehmen und eine globale Lipschitzbedin-
gung vorauszusetzen.
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16.2 Ein mogliches Vorgehen ist, fiir ein m € N das Intervall [tg,to + T
aquidistant zu unterteilen, also die Zwischenpunkte

k
tk = to + =T
m
einzufithren fiir £ € {0,...,m}. Dann ist ¢, wie zuvor und mit der Schritt-
weite T
h:=—
m
konnen wir auch
tr =ty + kh

schreiben fiir k € {0,1,...,m}. Weiter ist
by =tr1+h
fur alle k € {1,...,m} und
to<ti<---<tp,=tg+1T.
Den Startwert ¢(ty) = yo kennen wir. Um
(t1)
naherungsweise zu berechnen, ersetzen wir ¢ durch seine Tangente
R =Rt ¢(to) + ¢'(to)(t — to), (77)

vernachléssigen also das Restglied der affin-linearen Approximation (Taylor-
Aproximation 1. Ordnung) am Entwicklungspunkt t5. Da ¢ das Anfangswert-

problem erfiillt, ist ¢(to) = yo und ¢'(to) = f(to, d(to)) = f(to,yo). Aus (77)

wird somit
t = yo + f(to, yo)(t — to);

dies liefert den Naherungswert

Y1 = Yo + f(to, yo)(t1 — o) = yo + h f(to, o)

fir ¢(¢1). Um ¢(t9) ndherungsweise zu berechnen, wiirden wir das Verfahren
gern wiederholen, kennen aber nicht ¢'(¢;) sondern nur die Ableitung

Gty 40 (1) = f(t1,01)
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fiir die zur Zeit ¢, durch y; (statt ¢(¢;)) laufende Losung der Differentialglei-
chung. Wir begniigen uns mit diesem Naherungswert an die Tangentenstei-
gung fiir ¢ und betrachten

Yo =11+ h f(t1,y1)

als Naherungswert fiir ¢(t2). Fir k£ € {1,...,m} fahren wir so fort und
setzen

Uk = Yr—1 + I f(te-1, Y-1);

wir betrachten g, als Néherungswert fiir ¢(fx). Insbesondere ist y,, ein
Néherungswert fiir ¢(t,,) = ¢(to + 1.

16.3 Wir kénnen nun die Punkte (t9,y0), (t1,¥1), -+ (tm,Ym) durch einen
Polygonzug verbinden; dieser ist der Graph der stiickweise definierten steti-
gen Funktion
Nm, - [to,to + T] — R™
mit
l— 1k

nlt) 1= g1+

/ (yk - yk—l)
E— Tk—1

fir t € [tg_1,tx) mit k € {1,...,m}.

16.4 Die vorige Konstruktion konnen wir fiir beliebige m durchfithren und
erwarten, fiir groffe m die Losung zunehmend gut approximieren zu kénnen.
Dies ist in der Tat wahr; wir werden sehen, dass fiir m — oo die Funktionen
N auf [to, to+ T gleichméBig gegen die Losung ¢ konvergieren. Insbesondere
gilt

o(to+T) = ngréo Nm(to +T).

Das Euler-Verfahren ist auch anwendbar, wenn unsere stetig differenzierbare
Funktion f nicht notwendig beschrinkt ist oder die partiellen Ableitungen
nicht beschrankt sind. Der Konvergenzbeweis ist dann aber etwas schwieriger
(siche Bemerkung 16.16).

Beispiel 16.5 Auf [0, 1] betrachten wir das Anfangswertproblem
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mit der exakten Losung ¢(t) = e*. Um ¢(1) naherungsweise zu berechnen,
wahlen wir m = 5, so dass also

T
5

und die ty =ty + kh = k- 0,2 gegeben sind durch
tl = 072, tg = 0,4, t3 = 0,6, t4 = 0,8 und t5 =1.

Die rechte Seite der Differentialgleichung wird durch die Funktion f(¢,y) =
2y beschrieben. Mit gy = 1 ist

2 7

Uk = Ye—1 + b f(to—1, Yk—1) = Y1 + £ b1 = 7 Ykt

fir k € {1,...,m}, somit
e = (7/5) yo = (7/5)".

Insbesondere ist y,,, = (7/5)™. Hierbei ist 7/5 = 1,4. Der korrekte Wert der
Losung ist

b(ti) = 0(k/5) = €5 = (/)"
mit e%/5 = 1,4918246976 . . ..

Das Euler-Verfahren ist nicht besonders gut. Das folgende Beispiel veran-
schaulicht das Problem.

Beispiel 16.6 Wir betrachten das Vektorfeld
F:R?* - R (z1,13) = (—29,21)
auf R? und das Anfangswertproblem
y'(t) = F(y(t), »(0)=(1,0)

fiir t € [0,5]. Dann ist also to = 0 und f(¢,y) := F(y) fir (¢,y) € [0,5] x R>.
Mit der Drehmatrix

189



um 7/2 ist F(y) = Dy fiir alle y € R? (wenn wir y als Spaltenvektor auf-
fassen). Wir wenden ein Eulerverfahren an mit 7' := 5 und m = 10, so dass
also h == =1 und

10— 2

tk:k;h:g fiir k € {0,1,...,10}.

Dann ist yp = (1,0) und fir alle & € {1,...,10}

1
Y = Yk—1 + 0 f(te—1,Yk—1) = Yp—1 + §Dyk—1-

Da die Vektoren y,_; und %Dyk_l orthogonal sind, ist nach dem Satz des
Pythagoras

1 5
lkl® = |ye_1|®> + [(1/2) Dyr—1|* = lys—11* + = | Dyx—1]* = ~|yx_11%
o — 4
=|yg_1/?

die Drehung lasst namlich die Lange eines Vektors unverandert. Also gilt

V5

2

VB k VB k
lyx| = (7) [Yo| = (7) )

was mit k£ stark wachst; insbesondere ist

k| = = |Yk-1]

und per Induktion

10
[y10| = (\/73) = (1,11803...)' = 3,0517578...

Die exakte Losung des Anfangswertproblems ist jedoch
¢(t) = (cost,sint)

fir alle t € [0,5] mit |¢(t)| = 1 fiir alle t € [0, 5).
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Konvergenz des Eulerverfahrens

Wir betrachten zunachst den ersten Schritt des Euler-Verfahrens und wollen
die Abweichung zwischen y; und dem korrekten Wert ¢(¢;) nach oben ab-
schatzen.

Hier seien f: [a,b] x R" — R" wie zuvor, ty € [a,b] und yy € R™ gegeben
und ¢ = ¢y 4, [a,b] = R™ die Losung des Anfangswertproblems y/(t) =
f(t,y(t), y(to) = yo. Weiter sei t € [a,b] gegeben (wobei nun auch t < tg
zuldssig ist), m € N gegeben, T :=t —ty, h 1= L = =l

m m

ty :=to+kh firke{0,1,...,m}

und yg := Y1 + h f(te—1,yx—1) fir k € {1,...,m}.

16.7 Da f beschrankte partielle Ableitungen % und g—i besitzt fiir j €
{1,...,n}, ist f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L > 0 (vgl.

A.4). Mit t; = to + h ist nach (15.20)

o(t1) = yo + /t 1 f(s,0(s))ds.

Weiter ist
to+h
yf:%+hﬂmww=yw5[ f(to,vo) ds,
also
to+h
()] = | [ o) = F(5.6(5)) ds| < Al sup|F(t0, 30) = F (s, ().

(78)
Um (78) abzuschétzen, beachten wir, dass fiir jedes 7 zwischen ¢y und ¢; =
to+h

o) =+ | fls.09)ds.
gilt, so dass also 0
[9(7) — yo| < M| < M|ty —to| = M|h|
mit M := || f|loo. Fiir jedes s zwischen t, und ¢; ist dann

|f (o, yo)— f (5, 0(5))| < L/(s — t0)? + (¢(s) — y0)> < V/|h|> + M2|n[> < C|h|
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mit C' := /1 + M2, Wir kénnen (78) also weiter abschitzen durch
1 — ¢(t1)] < C|hP,
wobei C' unabhangig von tg, yo und h ist. Schreiben wir

a(to, Yo, h) == y1 = yo + h f(to, Y0),

so gilt also
|7 (to, Yo, h) — o 4o (to + 1) < C'|1[? (79)

fir alle (to,v0, h) € [a,b] x R™ x R mit ¢y + h € [a, b].
16.8 Die weiteren Werte s, ..., ¥, erhalten wir nun via

Yk = 0(tg—1,Yk—1,h)
fir k e {1,...,m}.

Wir sehen, dass das Eulerverfahren ein Einschrittverfahren erster Ordnung
ist im Sinne der folgenden Definition.

16.9 Gegeben sei eine stetige Funktion f: [a,b] x R — R", (t,y) — f(t,y),

die eine globale Lipschitzbedingung erfiillt (letzteres gilt zum Beispiel, wenn

die partiellen Ableitungen g—; fir alle j € {1,...,n} existieren und stetige,
J

beschrankte Funktionen sind). Ein Einschrittverfahren fiir f ist festgelegt
durch die Angabe von Vektoren

o(to, yo, h) € R"
fir alle (tg, yo, h) € [a,b] Xx R™ x R mit ¢ty + h € [a, b], wobei

a(to, Y0,0) = yo

gelten soll fiir alle ¢y € [a,b] und yo € R™. Sei p € N. Gibt es eine reelle
Konstante C' > 0 derart, dass

|O-(t07 Yo, h) - ¢t0,y0(t0 + h)| S C |h|p+1

fir alle (to,v0,h) € [a,b] x R™ x R mit to + h € [a,b], so sprechen wir von
einem FEinschrittverfahren pter Ordnunyg.
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Bemerkung 16.10 Fiir viele Zwecke wiirde es geniigen, nur zu verlangen,
dass o(to,yo, h) fir h > 0 definiert ist oder sogar nur fiir kleine A > 0.
In unseren Beispielen (Eulerverfahren, Runge-Kutta-Verfahren) sind solche
Verfeinerungen nicht notwendig.

Bemerkung 16.11 Traditionell schreibt man mit Landauscher gro-O-Notation
auch kurz

|0<t0a Yo, h) - ¢to,yo<t0 + h)’ = O(|h|p+1)

fiir vorigen Sachverhalt, wir vermeiden aber die Notation.?8

16.12 Wie im Falle des Eulerverfahrens kann ein Einschrittverfahren mehrmals
angewandt werden: Gegeben ¢y € [a,b], yo € R™, t € [a,b] und m € N setzen
wir h = % und

ty:=to+kh firke{l,...,m},
so dass also t,,, = t. Fiir k € {1,...,m} definieren wir rekursiv
Yr := 0 (tk—1, Yr—1, h).
Man kann zeigen (siche B.1 in Anhang B):

16.13 Definiert o ein Einschrittverfahren der Ordnung p fir f mit p > 1,
so gibt es ein hg > 0 und eine reelle Konstante K > 0 derart, dass

e — o(tk)| < K [R[7

fir alle k € {0,1,...,m}, wenn |h| < hy. Es sind hg und K unabhingig von
to, Yo, t und m.

Beispiel 16.14 Das Eulerverfahren ist von erster Ordnung. Nach 16.13 gibt
es somit ein hy > 0 und eine reelle Konstante K > 0 derart, dass

lyr — o(t)| < K |h]

fir alle k£ € {0,1,...,m}, wenn |h| < hg. Es sind hy und K unabhéngig von
to, Yo, t und m.

28Die hier gleichmiBig in (tg,yo) zu verstehen ist.
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Bemerkung 16.15 Im Fall des Eulerverfahrens haben wir die Punkte (¢, 4o),
-+, (tm, Ym) noch durch einen Polygonzug verbunden, entsprechend einer ap-

proximativen Losung n,: [to, to + 1] — R™ (mit ¢ + 71 =t > t,). Mit einer

Konstanten K’ (die unabhéngig von tg, yo, t, m und hy ist), gilt hier ebenfalls

7m — Drowollee < K'h

auf [to,to + T, wenn h < hy (siche B.2 in Anhang B).

Bemerkung 16.16 Wir betrachten nun eine stetig differenzierbare Funk-
tion f: [a,b] x R" — R", die eine globale Lipschitzbedingung erfiillt, aber
nicht notwendig beschrankt ist und deren partielle Ableitungen nicht notwendig
beschrankt sind. Fir (to,yo) € [a,b] x R" existiert eine Losung ¢: [a,b] — R"
des Anfangswertproblems (76). Sei § > 0 und r := ||¢||oc + . Es gibt eine
C*°-Funktion y: R" — R, die eine Abschneidefunktion ist im folgenden Sinn:

(a) Fir alle y € R™ mit |y| <rist x(y) = 1.
(b) Es gibt ein R > 0 derart, dass ¢(y) = 0 fir alle y € R” mit |y| > R.

Dann ist die Hilfsfunktion

frlab] xR" = R™  (t,y) = f(t,y)x(y)

stetig differenzierbar und beschréankt mit beschrankten partiellen Ableitungen.
Da

F(t,6(t) = f(t,6(t) fiir alle ¢ € [a,b],
16st ¢ auch das Anfangswertproblem

y'(t) = f(t,y(t), w(to) = vo-

Wir konnen also das Eulerverfahren auf f an Stelle von f anwenden und
erhalten Approximationen yo,yi,...,¥n € R™ an ¢(ty), o(t1), ..., ¢(tm).
Benutzen wir Beispiel 16.14 mit f statt f, so sehen wir, dass |yx — ¢(t)| < 0,
wenn nur K |h| < 0, also fiir kleine |h|. Somit ist

f (e, un) = f(tr, yr)

fir k € {0,1,...,m — 1} und somit erhalten wir die gleichen yy, ..., yn, bei
einem Eulerverfahren mit f an Stelle von f.
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Folgende Bemerkung wurde in der Vorlesung iibersprungen.

Bemerkung 16.17 Ahnlich kann man verfahren im Falle einer C'-Funktion
f:]a,b] x U — R", wenn die Existenz der Losung ¢ := ¢y, ,, auf ganz [a, 0]
angenommen wird. Es gibt dann ein r > 0 derart, dass (t,y) € U fiir alle
t € [a,b] und y € R™ mit |y — ¢(t)] < r. Wir wihlen eine C'-Funktion
§: R — R derart, dass &(s) = 1 fiir s nahe 0 und &(s) = 0 fiir s > 3r%. Dann
ist f:[a,b] x R" - R",

[ Ely—bOP) f(ty) wemn (t,y) € U:
f“’y)"{ TR e S ott)] >

3

eine C'-Funktion, welche beschrinkt ist und beschrinkte partielle Ableitun-
gen hat. Fiir das gegebene ¢y und yo kann man fiir geniigend kleine |h| wieder
erreichen, dass im Euler-Verfahren fiir f nur Paare (¢;,y;) mit £(¢;,y;) = 1

auftreten, also f(¢;,y;) = f(t;,y;) ist und zudem die im Verfahren auftre-
tenden Losungen von Anfangswertproblemen fiir f und f iibereinstimmen.

Das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung

Fir den skalarwertigen Fall einer rechten Seite f: [a,b] x R — R stellen
wir ein weiteres Einschrittverfahren vor, das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung.

16.18 Bis auf Weiteres seien a < b reelle Zahlen und f: [a,b] x R — R
eine flinfmal stetig differenzierbare Funktion, so dass f und alle partiellen
Ableitungen von f bis zur 5. Ordnung beschrinkte Funktionen sind.

16.19 (Das Verfahren) Gegeben ty € [a,b] und yy € R sei ¢: [a,b] — R die
Losung des Anfangswertproblems

Yy (t) = fty®), ylto) =wo- (80)

Dann ist also ¢(ty) = yo. Gegeben t € [a,b] und m € N sei

t—t
—m

h:

und
ty =ty +kh firke{l,...,m}.
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Wir definieren Naherungswerte yq, . . ., Y, fiir ¢(¢1), ..., o(t,,) = ¢(t) rekursiv

wie folgt: Ist k € {0,...,m — 1} und y; schon berechnet, so definieren wir
wrr = hf(te, k)
h w
Wry = hf<tk + Uk + ﬂ)
2 2
h w
Wz = hf<tk + 50 Uk + %)
Wra = h f(te + h,yr + wi3)
und damit {
Yk+1 = Y + é(wkl + 2 Wy + 2 Wiz + Wia) -

Bemerkung 16.20 Das Runge-Kutta-Verfahren ist also ein Einschrittver-
fahren mit dem Einzelschritt

1
o(to, yo, h) := yo + 6(w1 + 2wy + 2wz + wy)
wobel
wy = hf<t0a y())
h w1
Wy 1= (t =Y + )
2
h
wz = (t 73/0 + )
Wy = (t +hy0+w3)

Bemerkung 16.21 Man kann zeigen, dass das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung ein Einschrittverfahren vierter Ordnung ist; gegeben f gibt eine
Konstante C' > 0 derart, dass

|7 (to, Yo, 1) — dro e ()] < C'|R[° (81)

fiir alle (to, yo, h) € [a,b] x R x R mit o+ h € [a,b]. Nach 16.13 gibt es somit
in der Situation von 16.18 und 16.19 ein hy > 0 und eine Konstante K > 0
derart, dass

[Ym — ¢(6)] < K |R[*

falls |h| < hg, unabhéngig von to, yo, t und m. Fir feste ty, yo und ¢ ist
hierbei |h|* proportional zu (1/m)*.
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Bemerkung 16.22 Um (81) zu erhalten, berechnet man fiir feste ¢y und yy
die Ableitungen von

¢t0,y0(h) = J(t0> Yo, h) - ¢t07y0 (tU + h)

nach A bis zur vierten Ordnung und zeigt, dass diese fiir h = 0 verschwinden,
so dass die Taylorentwicklung vierter Ordnung um 0 also

(5)
o (to, Yo, h) — iy yo(to + h) = B> —o0>2 Vi, » (&)

lautet mit einem & = £(to, yo, h) zwischen 0 und h (er benutzen dabei das
Restlied von Lagrange wie in Teil (b) des Satzes von Taylor in §1.6 des
Skripts zur Mathematik 2). Die fiinfte Ableitung ¢7§05,)y0 (h) kann man berech-
nen (oder auch nur gut genug ihre Gestalt beschreiben) und sieht, dass dies
eine beschrankte Funktion von (o, yo, h) ist. Die Rechnungen sind im Prinzip
nicht schwierig, ergeben aber lange Formeln mit vielen Summanden und
fiillen einige Seiten. Details finden Sie bei Interesse in Anhang C.

Bemerkung 16.23 Das Runge-Kutta-Verfahren ist auch auf beliebige C°-
Funktionen f: [a,b] x R — R anwendbar (fiir |h| geniigend klein), so lange
fir gegebene ¢y, yo eine Losung ¢y, ,,: [a,b] — R des Anfangswertproblems
auf ganz [a, b] existiert (mit Argumenten wie in Bemerkung 16.16).

Beispiel 16.24 Wie in Beispiel 16.5 betrachten wir das Anfangswertprob-
lem

y'(t) =2y(t), y(0)=1
auf [0,1] mit der exakten Losung ¢(t) = e*. Wir wollen einen Schritt des
Runge-Kutta-Verfahrens durchfithren, um ¢(1) ndherungsweise zu berech-
nen. Die rechte Seite der DGL wird beschrieben durch

fi0,1]xR—=R, (ty)—2y.
ESiSttOZO,yozl,t:Lh:t—t[):]_,

wy = hf(to,yo) =1-2-yo =2
h
wy = hf(to+ 2,y0+ ) =12 (o +wi/2) = 24wy =4
wyg = (to+ Yo + >:1-2-(y0+w2/2)=6
Wy = hf(t0+h,y0+w3)—1-2-(y0+w3)214.

29Das ist nicht schwierig, aber recht langwierig und miihevoll.
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Als Naherungswert erhalten wir

1 1
y1:y0+6(w1+2w2+2w3+w4)=1+6(2+8—|—12+14):1+6:7.

Der korrekte Wert ist ¢(1) = e? =7,389...

Bei einem Eulerschritt mit A = 1 hatten wir den deutlich schlechteren Naherungswert
Yo+ h f(to,yo) =1+ 1-2-yg = 3 erhalten.

198



17 Beschreibende Statistik

Fiir die Allgemeinbildung werden noch einige Grundbegriffe der deskriptiven
Statistik bereitgestellt.

Eindimensionale Messreihen

Daten liegen uns oft in einer endlichen Folge
L1, T2y « .., Tp

ganzer oder reeller Zahlen vor, etwa die Ergebnisse einer n mal durchgefiithrten
Messung. Wir wollen der Messreihe Informationen entnehmen, also daraus
neue Zahlen berechnen, die wesentliche Aspekte der Messreihe erfassen. Es
ist dafiir hilfreich, die Zahlen der gegebenen Messreihe aufsteigend anzuord-
nen; wir erhalten die zugeordnete geordnete Messreihe

T S L) S 0 S T
Beispiel 17.1 Finfmaliges Werfen eines Wiirfels liefert die Zahlen
r1 =4, x0=3, x3=1, 14, =06, x5 = 1.
Die zugehorige geordnete Messreihe ist dann
xy =129 =1, z3) =3, vy =4, x5 =6.

Beispiel 17.2 Eine Klausur mit 50 Gesamtpunkten wird von 4 Studierenden
geschrieben. Die erreichten Punktzahlen sind

l’lz]_l, Z‘2:26, l’3:30, l’4:33

Diese sind bereits ansteigend angeordnet, die zugehorige Messreihe ist also
wiederum
ZL‘(l) = 11, ZE(Q) = 26, I(g) = 30, $(4) =33.

Aus einer Messreihe lassen sich zwei Zahlen berechnen, die anschaulich gesprochen
dieser eine “Mitte” zuordnen wollen. Dies sind das arithmetische Mittel und
der Median.
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17.3 Das arithmetische Mittel einer Messreihe x4, ..., z, ist definiert als

n
_ 1
T = — E T;.
n
i=1

Es wird auch der empirische Mittelwert genannt. Der Median der Messreihe
ist definiert als

~ T(nt1y  Wenn n ungerade ist;
x(ny wenn n gerade ist
(3) )

unter Benutzung der zugehorigen geordneten Messreihe.

Beispiel 17.4 Im obigen Wiirfelbeispiel ist

1 15
T=—-(4+3+14+6+1)=—=3.
) 5)
Da n = 5 ungerade ist, ist (n 4+ 1)/2 = 3 der mittlere der Indizes 1,2,3,4,5
und der Median ebenfalls

T = X(3) =3.

Beispiel 17.5 Im obigen Klausurbeispiel ist

1 100

Da n = 4 gerade ist, haben wir zur Berechnung des Medians den Index
n/2 =4/2 =2 in der geordneten Messreihe zu benutzen, es ist

T = x(9) = 26.

Bemerkung 17.6 Der Mittelwert reagiert empfindlich aus “Ausreifler”. Haben
zum Beispiel 4 Schiiler die Note 1 und einer die Note 6, ist der Notendurch-
schnitt % = 2. Der Median ist “robuster”. Im Klausurpunkte-Beispiel ware

er unverandert, wenn die schlechteste Punktzahl 3 statt 11 Punkte ware. Die
Durchschnitts-Punktzahl 7 hingegen wiirde um 2 auf 23 Punkte absinken.

Der Nittelwert und Median sind Lagemaj$zahlen, die uns Informationen dartiber
geben, wo die beobachteten Werte auf der Zahlengeraden liegen. Wir suchen
auch Mafizahlen, die die Breite der vorhandenen Messdaten beschreiben bzw.
das MaB ihrer Schwankung um die Mitte (sogenannte Streuungsmaj$zahlen).
Die einfachste ist die Spannweite:
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17.7 Die Spannweite der Messreihe x4, ..., x, ist definiert als

max xr; — min x; = T — L(1)-
i i i i (n) (1)

Varianz, Standardabweichung und Quartilsabstand sind weitere Streuungs-
mafzahlen.

17.8 Die empirische Varianz einer Messreihe x4, . .., z, mit n > 2 ist definiert

als
n

1
2 ._ —\2
s° = n—lg (r; — @)=

=1

Die empirische Standardabweichung oder Streuung s ist die Wurzel der em-
pirischen Varianz,

5= 4|5 i . Z(;I:Z —7)%

i=1

Warum der Nenner n — 1 zweckméafiger ist als n, wird im Buch von Lehn-
Wegmann motiviert.

Beispiel 17.9 In unserem Wiirfel-Beispiel hat die Messreihe die Varianz

1 18
52:1(1+0+4+9+4):Z:4’5'

Die Standardabweichung ist also
s=vs2=2121...

Beispiel 17.10 In unserem Klausurpunkte-Beispiel hat die Messreihe die
Varianz

1 1 286
32:5(141+12+52—|—82):5(196+1+25+64):?:95,333...

und Standardabweichung

s=vs2=09.76...
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17.11 Wir erinnern an den Begriff der Gaulklammer
[t] := max{m € No: m <t}

einer reellen Zahl ¢ > 0. Dies ist der ganzzahlige Anteil von ¢, den man durch
Wegstreichen der Nachkommastellen erhalt. Es ist also zum Beispiel

3,1]=3, [5,73]=5 und [6] =6.

17.12 Fiir eine reelle Zahl 0 < p < 1 ist das p-Quantil x, einer Messreihe
T1,...,T, definiert als

S Tpny  wenn pn € N;
L T(pn+1)) wenn pn € N,

unter Benutzung der zugehorigen geordneten Messreihe. Ist np ¢ N, so
nehmen wir also die néchstgrofiere ganze Zahl.

Insbesondere ist also z1 = 7 der Median der Messreihe.
2

17.13 Das %—Quantil T1 wird auch das erste Quartil der Messreihe genannt.

Das %—Quantil T3 wird auch das dritte Quartil der Messreihe genannt. Die
Differenz

heifit Quartilsabstand.

Beispiel 17.14 Im Wiirfelbeispiel ist % -5 = 1,25 nicht ganzzahlig, zur

Berechnung des ersten Quartils haben wir also den néchstgrofleren ganz-
zahligen Index 2 zu nehmen,

Auch % -5 = 3,75 ist nicht ganzzahligm zur Berechnung des dritten Quartils
haben wir den nachstgréfieren ganzzahligen Index 4 zu nehmen,

T3 = T(g) = 4.
Der Quartilsabstand ist die Differenz, ¢ =4 — 1 = 3.
Beispiel 17.15 Im Klausurpunktebeispiel ist }l -4 =1und % -4 =3, also
x

=z =11, x3=x3 =30 und ¢=30-11=19.

3
1

NS
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Wir halten noch eine nitzliche Formel fest.

17.16 Fur die Varianz einer Messrethe xy, ..., x, mit n > 2 gilt

Es ist namlich

=T

Kennzahlen fur zweidimensionale Messreihen

Wir betrachten nun Messreihen

<I17y1>7 DI (xnmyn)?

in den jeweils zwei verschiedene reelle Grofien gemessen wurden (zum Beispiel
Lénge und Durchmesser einer Schraube).

Bemerkung 17.17 Tragen wir alle erhaltenen Punkte in der Ebene auf,
erhalten wir eine sogenannte Punktwolke. Anders als im eindimensionalen
Fall kann man Punkte in der Ebene nicht vergleichen und der Gréfle nach
ordnen.

17.18 In der vorigen Situation sind
T1y.e..y, Ty

und
Y, - Yn
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Messreihen reeller Zahlen wie im vorigen Abschnitt; wir konnen daher ihre
arithmetischen Mittel

f::%;xi und @::%;yi

berechnen sowie ihre empirischen Varianzen

n

1 1
2. 2 2. _ 2
52 1= ;:1 (z; —=7)" und s, = — ;:1 (y; — 9)

und die zugehorigen empirischen Standardabweichungen

n

Sy 1= ! Z(a:i—f)z und s, = ! Z(yi—y)?

n—1 n—1
i=1 i=1

Bisher wurden die Messreihen (1, ..., z, und 4, ..., y, getrennt betrachtet.
In den folgenden Begriff gehen die vollen Daten ein.

17.19 Im Fall n > 2 ist die empirische Kovarianz der zweidimensionalen

Messreihe (x1,41), ..., (Tn, yn) definiert als
1 < _ _
Sy i= 2 D (o~ D)~ )
i=1

Die folgende Formel ist manchmal nititzlich:

17.20 Fir jede Messreihe (x1,41), - ., (Tn,Yn) mit n > 2 gilt

1 u o
Sy = n—1 (;xzyz —nmy) .

Beweis. Es gilt

n

(n+1)sey = Y (=) (Y —7)

A v
. N~
=1

=T Yi—TYi—YTi+TY

= ;xlyl —In E;yl —yn E;xz +nzxTy

—_— =

=y =T
n
= E Ty —nTy.
=1
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Regressionsgeraden

Wie schon erwahnt, kann man die Punkte

(33'1,3/1)7 ) (:Cnayn)

einer zweidimensionalen Messreihe als Punktwolke in der Ebene interpretieren.
Oft liegen die Punkte nahezu auf einer Geraden und man mochte nun rech-
nerisch diejenige Gerade finden, welche die Punktwolke in geeignetem Sinne
am besten approximiert.

Genauer wollen wir eine Gerade mit Gleichung
y=axr+b

durch die Punktwolke legen. Uns interessiert nicht der rechtwinklige Ab-
stand des Punkts (z;,y;) von der Geraden, sondern die Differenz der y-
Komponenten bzw. ihr Quadrat,

(az; +b—1y)*

Diese Beitrage summieren wir iiber alle 7 und wollen die Summe

n

f(a,b) := Z(axi +b—y)?

=1

minimieren durch geeignete Wahl von a,b € R. Hierbei nehmen wir an, dass
x; # x; fir geeignete i und j, so dass also s2 > 0 ist. Am Minimum muss
(a,b) ein kritischer Punkt von f sein, also

(0,0) = V f(a,b) = <Z2(axi+b—yi)xi, 22(ax,-+b—yi)>

i=1 i=1

gelten. Fiir die zweite Komponente ist (nach Teilen durch 2n) also

02@%;% +b—%;yi:af+b—§

gefordert, also
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der Schwerpunkt (7,7) muss also auf der Geraden y = ax + b liegen. Die
vorige Gleichung lasst sich noch auflosen zu

b=7—aZT. (82)

Betrachtung der ersten Komponente des obigen Gradienten fiihrt (nach Teilen
durch 2) auf die Bedingung

0= a;(a:i)Q + b;xi — Z_;xlyl

Einsetzen von (82) fiihrt auf die Bedingung

0 = aZ(mi)Q +?Z;xi - afz;xi - z;%%

=1
=Nz

::a(E]%f—n@F)HﬁW—E:%M

=1
[\ J/

~
(n+1)s3

= (n+1)s2a—(n+1)sy.

Auflosen liefert 5
a= g (83)

17.21 An der Stelle (a,b) mit a == 23 und b =7 —aT nimmt f ein globales
Minimum an, und nur dort. :

Da f ein Polynom zweiten Grades ist, stimmt f mit seiner Taylorentwicklung
2. Ordnung um (a,b) (mit @ und b wie oben) tiberein, es ist also fiir alle
a, B eR

Fla ) = Fla,h) + (o —a, 6~ B)Hy(a, D)o — a5 ~ )"

mit der Hessematrix Hy(a,b), wobei V f(a,b) = (0,0) benutzt wurde. Wir
zeigen nun, dass Hy(a,b) positiv definit ist. Fiir alle («, ) # (0,0) ist dann

(a —a,B—0b)H(a,b)(a —a, B —b)" >0
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und somit f(a, ) > f(a,b). In der Tat ist

222 YU 2w,
- (Bt Ty,

diese symmetrische Matrix ist nach dem Hurwitz-Kriterium der Mathematik 2
positiv definit, denn die obere linke Ecke ist 2 > | (z;)? > 0 und die Deter-
minante der Matrix ist

2n 22(17?—4712(5)2 = 4n (wa—n(ff)
i=1 i=1

J

—(n+1) 2
= 4n(n+1)s2>0.

17.22 Da die Funktion f(a,b) = > (az; + b — y;)* minimiert wurde,
spricht man auch von der Methode der kleinsten Quadrate. Die optimale
Gerade mit der Gleichung

y=ax+b,

wobei a und b durch (83) und (82) gegeben sind, wird auch die Regressions-
gerade (fiir y als Funktion von x) zur gegebenen Messreihe genannt.

Bemerkung 17.23 Setzt man x als affin-lineare Funktion x = ay+ von y
an und mimimiert > 1 (o y;+6—x;)?, so erhilt man eine (Regressionsgerade
fiir  als Funktion von y genannte) Gerade. Diese braucht mit der obigen
der Form y = ax + b nicht iibereinzustimmen.
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A Beweis des globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatzes

In diesem Anhang beweisen wir den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir Losungen von Anfangswertproblemen (Satz 15.14). Der Beweis ist nicht
priifungsrelevant.

Im Kapitel 16 der Mathematik 2 haben wir bereits Iterationsverfahren kennen
gelernt, die ermoglichen, im R™ Fixpunkte von Funktionen naherungsweise
zu berechnen. Wir erinnern kurz an die Situation und stellen dann Verallge-
meinerungen vor, die uns schliellich den Beweis von Satz 15.14 ermdglichen.

A.1 Eine Abbildung f: A — R™ auf einer teilmenge A C R™ heif3t Lipschitz-
stetig, wenn es eine reelle Zahl L > 0 gibt derart, dass fiir alle z,y € A

[f(y) = f@)] < Lly—=l.
Man nennt L dann eine Lipschitz-Konstante fiir f.

A.2 Fiir eine Teilmenge A C R? wird eine Abbildung f: A — A eine Kon-
traktion genannt, wenn f Lipschitz-stetig ist mit einer Lipschitzkonstanten
L < 1. Man nennt L dann auch eine Kontraktionskonstante.

Bemerkung A.3 Man beachte, dass fiir eine Funktion f: U — R" auf einer
Teilmenge U C R x R"™ die Lipschitzbedingung aus 15.3 nicht das gleiche
wie Lipschitzstetigkeit in A.1 ist, denn die Lipschitzbedingung schatzt nur
|f(t,2) — f(t,y)| ab, wenn das erste Argument, ¢, in f(t,z) und f(¢,y) gleich
ist.

Analog zu 15.9 gilt:

A.4 Ist U C R" eine offene konvexe Menge und f = (f1,..., fn): U — R”
stetig differenzierbar mit beschrdankten partiellen Ableitungen 59_3{1’ L, A
so ist f Lipschitz-stetig.

3] E;
A.5 Beweis von A.4. Aus 15.7 folgt

L= 51615 HJ](-T)Hop < Z ||8f2/8$]”00 < 0.

ij=1
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Fiir alle z,y € U folgt mit dem Mittelwertsatz (siche 13.9 im Skript zur
Mathematik 2)

) - F@) = ALH@+Ky—@Xy—@dt

1
< [ 1oty = D laply ol de < L]y .
0 ~~
<L

Aus der Mathematik 2 kennen wir den Banachschen Fixpunktsatz (den dor-
tigen Satz 16.2).

A.6 (Banachscher Fixpunktsatz fiir Teilmengen von R?). Es sei A # () eine
abgeschlossene Teilmenge von R und f: A — A eine Selbstabbildung von A,
welche eine Kontraktion ist. Sei L € [0, 1] eine Kontraktionskonstante fir f.
Dann gilt:

(a) f hat genau einen Fizpunkt p € A (d.h. f(p) = p).
(b) Fiir jedes xog € A gilt limy_,oo f*(20) = p.
(c) FEs gilt folgende a priori-Abschétzung: Fir alle k € Ny ist

Lk
1—-L

’fk(xo)—p’ < | f(z0) — wol-

Wir kopieren dies fiir Funktionen von C([a,b],R") in sich selbst (wie den
Integraloperator [ aus 15.21).
A.7 Eine Abbildung 7': C([a,b],R") — C([a,b],R™) wird Lipschitz-stetig

genannt, wenn es eine reelle Konstante L > 0 gibt derart, dass

IT(%) = T(P)lloo < LIt =l

fur alle ¢,v € C([a,b],R™). Kann L < 1 gewéhlt werden, so nennt man 7'
eine Kontraktion und L eine Kontraktionskonstante.

Analog zu A.6 kann man zeigen (mehr Details finden Interessierte in Be-
merkung A.14):
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A.8 (Banachscher Fixpunktsatz fiir Funktionenrdume). Es sei
T: C([a,b],R") = C([a,b],R™)
eine Kontraktion mit Kontraktionskonstante L € [0,1[. Dann gilt:
(a) T hat genau einen Fizpunkt ¢ € C([a,b],R™) (d.h. T(¢p) = ¢).

(b) Fiir jedes ¢o € C([a, b], R™) konvergiert die Folge der Funktionen T*(¢y)
gleichmapfig gegen ¢, es gilt also

Jim [ T%(¢0) = ¢lloc = 0.
—00
(c) Es gilt folgende a priori-Abschdtzung: Fir alle k € Ny ist
k L
| T*(¢0) — 9], < 11 1T (¢0) — dolloo-
Wir beweisen nun den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz, bzw. zunachst

einen Spezialfall.

A.9 In 15.14 erfiille f eine globale Lipschitzbedingung mit Konstante L > 0.
Dann ist der Integraloperator

[f: C([av b]an) — C([a’ b]7Rn)7 ¢ If(¢)

mit 1;(¢)(t) == yo + ft’; f(s,0(s)) ds Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante
(b —a)L. Fiir alle ¢, v € C([a,b],R™) gilt ndmlich fiir alle ¢ € [a, D]

11 (0)(8) = I (e(t)] = /tf(s,¢(8))—f(s,¢(8))d$
< [t=to| sup |[f(s,9(s) = f(s,0(s)]  (84)
——

s€la,b ~~

<b—a T <LI(s) = ()<L Y- oo
< (b=a)L|[t) = ¢|loo-

Bildung des Supremums iiber alle ¢ € [a,b] filhrt auf |[I;(v)) — I(¢)]|e <
(b—a)L ||t — ¢||o. Die gewiinschte Lipschitz-Stetigkeit ist also erfiillt.
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A.10 Wir betrachten nun den Spezialfall, dass (b — a)L < 1. Nach dem
Vorigen ist Iy dann also eine Kontraktion mit Kontraktionskonstante 6 :=
(b—a)L. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat I; genau einen Fixpunkt ¢
und nach (15.21) somit das Anfangswertproblem aus 15.14 genau eine auf
ganz [a, b] definierte Losung, ndmlich dieses ¢. Nach dem Banachschen Fix-
punktsatz gilt fiir ¢o(t) := yo und die Iterierten ¢y := I;(dx—1) = (I)"(¢o)
weiter

lm [lé1 = 0l = 0, (55)
—00
also insbesondere limy_,o |px(t) — ¢(t)] = 0 fiir jedes t € [a,b] und somit

Jenseits des Spezialfalls sind weitere Argumente notig, die im folgenden Ab-
schnitt erldutert werden. In der Vorlesung haben wir uns mit A.10 begniigt
und die weitere Theorie (insb. A.17 und A.18) {ibersprungen.

Erganzungen und weitere Details

Dieser Abschnitt wurde in der Vorlesung tibersprungen; er ist nicht priifungs-
relevant.

Zunéchst wollen wir erldutern, warum der in A.8 formulierte Banachsche
Fixpunktsatz fiir Funktionenraume bewiesen werden kann wie der aus der
Mathematik 2 bekannte Banachsche Fixpunktsatz in R? (an den wir in A.6
erinnert haben).

A.11 Eine Folge (¢y)ren, von Funktionen ¢, € C([a,b],R™) wird Cauchy-
Folge genannt, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N € Nj existiert derart, dass fiir alle
k.t > N

Pr — delloo < €

gilt.

Bemerkung A.12 Ist (¢y)ren, eine Cauchy-Folge in C([a,b],R™) und ¢ €
[a,b], so wihlen wir fiir e > 0 ein N € Ny wie in A.11. Fiir alle k,¢ > N ist
dann

|Pk(t) — @e(t)] < [P — Dl < e
Also ist dann (¢ (t))ken, eine Cauchy-Folge in R™.

A.13 In C(la,b],R"™) ist jede Cauchy-Folge konvergent.
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Beweis. ~ Wir betrachten eine Cauchy-Folge (¢x)ren, von Funktionen
¢ [a,b] — R™ (wie in A.11). Fiir jedes t € |[a,b] ist nach A.12 dann
(Pr(t))ken, eine Cauchy-Folge in R™, also konvergiert gegen ein Element von
R™, das wir ¢(t) nennen. Dann ist

¢: [a,b] = R" ¢+ o(t)

stetig, denn wir zeigen Stetigkeit an einer Stelle s € [a,b]: Gegeben ¢ > 0
gibt es namlich ein N € N derart, dass fiir alle k,¢ > N und alle t € [a, b
Fiir jedes € > 0 existiert ein N € Ny derart, dass fiir alle ¢ € [a, 0]

|6(t) — de(t)] <

Wl ™

Mit ¢ — oo folgt dann

|0k (t) — o(t)] < (86)

fir alle K > N und alle t € [a,b]. Wir wéhle
alle t € [a, b]

Wl ™

k := N und sehen, dass fur

=

on(t) — o(t)] < 3 (87)

Da ¢y an der Stelle s stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass fir alle ¢ € [a, ]
mit [t —s| <4

Wl M

|on(t) — dn ()| < 5. (88)

Mit (87) und (88) folgt fiir alle ¢ € [a, b] mit |t — s| <o

Wl M

0(5)=(t)] < [6(s) 6w (s) |+l (s)=on (D] +lén () =6(t)] < Z+2+2 = 2.
Also ist ¢ stetig an der Stelle s. Nach (86) gilt

o — Blloe < = < e fiir alle k > N.

Wl M

Es gilt also
khIIl Hqﬁk ¢||oo =0
—00

und somit ist die Funktionenfolge (& )ren, gleichméBig konvergent gegen ¢.
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Bemerkung A.14 Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes fiir Kon-
traktionen von A C R? in 16.4 des Skripts zur Mathematik 2 kann wortlich
auf den Fall einer Kontraktion 7" von C([c, d], R™) mit ¢ < d iibertragen wer-
den, mit folgenden Ersetzungen: Man ersetze RY und A durch C([c, d], R")
und f durch 7T'; man ersetze stets n durch ein anderes Symbol, etwa ¢; man
ersetze die Betragsstriche | - | fiir die Linge eines Vektors in R? durch die
Supremumsnorm || - ||. Wir kénnen im Beweis benutzen, dass nach A.13
Cauchy-Folgen in C(][c,d],R") stets konvergent sind. Das Argument dafiir,
dass Grenzwerte wieder in A liegen, kann weggelassen werden, da nun A der
volle Vektorraum C'(]c, d], R™) ist.

A.15 Ist T: C([a,b],R") — C([a,b],R™) eine Lipschitz-stetige Abbildung
und (¢r)ren, eine Folge in C([a,b],R™), die gleichmafSig gegen eine Funktion
¢ € C([a,b],R™) konvergiert, so konvergiert T(¢y) fir k — oo gleichmdfsig
gegen T(@).

Beweis: Ist L eine Lipschitz-Konstante fiir 7', so gilt

1T (¢x) = T(D)los < L |lon — lloc = 0

fur k£ — oo.

A.16 SindT: C([a,b],R") — C([a,b],R™) und S: C([a,b],R") — C([a, b], R™)
Lipschitz-stetig, so auch T o S: C([a,b],R") — C([a,b],R"), ¢ — T(S(¢)).

Beweis. Ist L eine Lipschitz-Konstante fiir 7" und A eine Lipschitz-Konstante
fiir S, so gilt fiir alle ¢, v € C([a, b], R™)

(T08)(¢) — (ToS) (W)l = [IT(S(¢)) —T(S¥))lo
< L|S(¢) = S(¥)[lec < LA ¢ — Yo
Also ist T o S Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante LA.

A.17 (Verallgemeinerter Fixpunktsatz). EsseiT: C([a,b],R") — C([a,b],R™)
eine Lipschitz-stetige Abbildung derart, dass die {te Potenz T :==To---oT
eine Kontraktion st fir ein £ € N. Dann gilt:

(a) T hat genau einen Fizpunkt ¢.
(b) Fiir jedes ¢ € C([a,b],R™) konvergiert die Folge der Iterierten T*(¢y)
fur k — oo gleichmdflig gegen ¢.
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Beweis. (a) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat die Kontraktion T°
genau einen Fixpunkt ¢ € C([a,b], R"). Wir behaupten, dass auch T'(¢) ein
Fixpunkt von 7" ist; wegen der Eindeutigkeit des selbigen ist dann

¢ =T(¢),
also ¢ auch ein Fixpunkt von 7. Die Behauptung ist klar: Es ist

TY(T(¢)) = T} (¢) = T(T*(¢)) = T(9),

wobei T*(¢) = ¢ benutzt wurde. Ist 1 ein Fixpunkt von T, so auch von T*
und somit ¢ = ¢.

(b) Sei ¢9 € C([a,b],R"). Fir jedes j € {0,1,...,¢ — 1} konvergieren nach
dem Banachschen Fixpunktsatz die Iterierten

(T%)*((#0))

gegen ¢, es gilt also '
lim T*% (¢g) = ¢. (89)

k—o0
Da Ny die Vereinigung der Teilmengen /Ny, Ng+1, ..., {Ng+ (£ —1) ist und
(89) gilt fiir jedes j € {0,1,...,¢ — 1}, folgt limy_ oo T% () = ¢.

A.18 Beweis des globalen Existenzsatzes 15.14 (allgemeiner Fall). Wir wis-
sen aus A.9, dass Iy Lipschitz-stetig ist. Wir zeigen per Induktion nach
m € N, dass fiir alle ¢, ¢ € C([a,b],R") und alle t € [a, b

(L))" ()(t) = (Lp)™ (@) (B)] < MIW = Olloe- (90)

Fir m = 1 ist dies (84). Induktionsschritt: Gilt (90) fiir ein m € N, so gilt
fur alle t > ¢,

()" W) (1) = (I)™ (@) (B)] =

m!

t[ﬂ&@WWM%—ﬂ&WW@WD%
< [ WU @E) = S 1) (@)

'

SLIIp)™ () ()= )™ (#)(s)]

t Lm+1
< [ —(t— to)" — Bl s

0
Lm+1

= m(f —10)" Y — Bl

214



wie benétigt. Der Beweis fiir ¢t < ¢ ist ahnlich.

Dann ist insbesondere fiir jedes m € N

L™(b—a)™
m!

IC27)"™ () = ()™ (D) lloo < (b—a)"

fur alle ¢, v € C([a,b],R™), also W eine Lipschitzkonstante fiir (I7)™.

Da et-9L = - % < 00, bilden die Summanden eine Nullfolge.
Es gibt somit ein ¢ € N derart, dass M < 1. Nach dem Vorigen ist
dies eine Lipschitzkonstante fiir (1;)*, also (1;)¢ eine Kontraktion. Nach dem
verallgemeinerten Fixpunktsatz hat Iy somit genau einen Fixpunkt ¢ (was
nach 15.21 dann die eindeutige Losung von ¢/(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo auf

a, b] ist) und fiir ¢y := yo konvergiert (1;)*(¢o) gleichmiBig gegen ¢.
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B Mehr uber Einschrittverfahren

Dieser Abschnitt ist nicht priifungsrelevant und wurde in der Vorlesung
tibersprungen. Er beinhaltet Beweise fiir 16.13 und 16.15.

B.1 Wir geben hier einen Beweis fiir 16.13.

Per Voraussetzung erfiillt f: [a, b] x R™ — R" eine globale Lipschitzbedingung
mit einer Konstanten L > 0. Es gilt also

|f(t,y) — f(t,2)| < L|ly — 2| firallet € [a,b] und y, z € R".
Wir wéhlen hg > 0 so klein, dass
hoL < 1.
Per Voraussetzung gibt es ein p € N und eine Konstante C' > 0 derart, dass
3(to, Yo, h) = |ro g0 (to + 1) — a(to, 30, )| < C|h[PH

fir alle ty € [a,b], yo € R und A € R mit tg + h € [a,b]. Wir nennen
d(to, o, h) den lokalen Fehler; dies ist die Grofe der Differenz von yy, 1 und
der zur Zeit t; mit dem Wert y; startenden Losung der Differentialgleichung.
Es selen nun ¢y € [a,b], h € R mit ¢y + h € [a,b] und yo € R™. Weiter sei
m € N und es seien t; :=to + kh fir k € {1,...,m} und

Y = U(tk—la Yk—1, h)

Fir £ € {0,...,m} nennen wir

Ak = |¢to,yo<tk) - yk|

den globalen Fehler im kten Schritt. Da ¢y 4, (t0) = vo, ist Ay = 0. Wir
nehmen nun an, dass |h| < hg. Fiir feste ¢y, yo und m wie zuvor ist |h| < hg
und somit 1 — |h|L > 1 — hoL > 0, folglich

1

0= ——— :
=z
Wir zeigen, dass fiir alle k € {1,...,m}
Ay <(1+0+---+60"HC |0 (91)

216



Fir £ = 1 ist Ay = [0ty (t1) — v1l = [Dtoe(to + h) — o(to,v0,h)| =
d(to, Yo, h) < C'|h|PT!, die Aussage also wahr. Ist k € {1,...,m — 1} und gilt
die Aussage fiir k, so ist

At = |Pto0(trs1) = Ynal < [Drogo (Bor1) = Pt (Born)| + [ Doy (Ers1) — Y |
o (b ) <C [P
< |¢t0,y0 (tk+1) - ¢tk7yk (tk+1)| +C |h|p+1' (92)

Setzen wir ©(t) 1= ¢ 4o (t) — 1,4, (1) fiir ¢ zwischen ¢, und ¢4, so haben
wir flir jedes t wie zuvor

t
@mw:%mm+4 g(s)  ds
:f(37¢t0 Y0 ()

und

t
¢tk»yk (t) = ¢tk,yk (tk> +/ (b;«kyyk (s) ds,
~— ty N\ ———
=Yk :d(57¢tk,yk (S))

so dass also

|w(t)‘ = ’¢t0790(t>_¢tkyyk(t)‘
t
(ram(®) =l | [ (5, 61000(5) = S5 6100 (5)

=Ay
S Ak+ S ‘t - t0|§|h| Sup’\f(& ¢t0,y0<8)> - f(S, ¢tk:yk<s))|

SLty,yo(5) =0ty (S)SL [|[Y]loo

IN

< Ap+ AL oo
Ubergang zum Supremum in ¢ liefert

[lloe < Ak + 2] L][Y]]oo
so dass also (1 — |h|L)||Y]|c < Ag und somit

1 Ay

[Dt0.90 (t1) = Pt (Err)| < [Wlloo < T

=N
AL ="""

Nach (92) und Induktionsvoraussetzung ist also

Appr < 00+ C AP =014+ 0+---+ 0 H)C[aP* + C |PH
= (14+604---+65C|nPH,
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was den Induktionsbeweis beendet.

Sei ¢ € N so grof}, dass
(b—a)L 1
A
14 -2
Wir werden spater nachrechnen, dass das Supremum
R = sup{;' zrell oo[}
' (1= 5" ’

endlich ist. Da wir x = 1 nehmen konnen, ist
R > 2.

Wir werden zudem sehen, dass immer

W < R’ (93)
Folglich ist
A, < K |h]? mit K = #,
was den Beweis beendet. In der Tat ist wegen
r 1 B 1 _ 1—|hlL 1
-1 1 =L |p|L T |h|L

1-[h[L 1-|h[L
(im Falle h # 0) und (91)

An < (1+0+--+0"HC |np!

om—1 om
_ hlP—1 < s
71 Cl = 5—Clhl
C 1 C
< = |hP = ——  — |hIP
- L’| (1—|h|L)mL||
C
< R'—|hr.
< RN
Das Supremum R der Funktion
1 —rln(1-L
1,00 = ]0,00|, Z+H —F— = zln(1-5;)
Loel 10,00l
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stimmt iiberein mit dem Supremum der Funktion

_In(1-y/2)

g: 10,1] =1]0,00[, y—>e ¥
Da nach der Regel von de I'Hospital der Limes
In(1—y/2 —-1/2)/(1 —y/2 1
L=y (/-2 1

y\0 Y 1 y=0 2

existiert, lisst sich g durch g(0) := e'/? zu einer stetigen Funktion auf dem
kompakten Intervall [0, 1] fortsetzen; diese nimmt nach dem Satz vom Max-
imum ein Maximum an, ist also nach oben beschrankt, so dass R < oc.

Ist m € N mit m </, so ist

L1
(L= [RIL)™ = (1= 3)m

<2m <2< R
unter Benutzung von R > 2; also gilt (93). Ist m € N mit m > ¢, so ist
m/¢ > 1 und

I — _ < <
1 m m/t 0 T~ m/l (T 2(m/l)

also

¢
1 1 1
< = < R%
m — 1 m 1 m = 3
(1 - |h|L) (1 - g(m/z)) ((1 - Q(m/e)) M)
wiederum gilt (93).
B.2 Beweis zu Bemerkung 16.15. Wir setzen M := || f||o und zeigen, dass

die Behauptung mit
K' = 2M + K hy

gilt. Jedes 7 € [to,to + T] ist in [tj_1,t;] fir ein j € {1,...,m}. Dann ist
|7 —tj_1] < |t; —t;—1] = h und somit

o(7) = o(tj-1)| = < |r—tjoa| || flle < B M.

| st as

7j—1

T—tj—1 T—tj—1

Weiter ist 1, (7) —y;—1 = m(yj —yj—1) = —— hf(tj—1,y;—1) und somit

M (7) = yj—1| <7 =t (-1, y5-1)| S h M.
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SchlieBlich ist |¢(t;—1) — yj—1] = Aj_1 < Ch? < C hg h. Folglich ist

|6(7) = 1 (7))

<
<

19(7) — d(tj-0)| + [9(ti—1) — yj—1| + [yj—1 — 7 (7))
hM+Choh+hM = K'h.
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C Details zum Runge-Kutta-Verfahren

In diesem Anhang werden Details zu Bemerkung 16.22 gegeben; er ist nicht
priifungsrelevant. Wir betrachten wie dort eine beschrankte C°-Funktion

f:la,b) x R —» R,

deren partielle Ableitungen bis zur 5. Ordnung beschrankte Funktionen sind.
Gegeben tg € [a,b] und yo € R sei ¢: [a,b] — R die Losung des Anfangswert-
problems /' (t) = f(t,y(t)), y(to) = yo, so dass also

$(t) = f(t,6(t))  fir alle t € [a,b] (94)

und
¢(to) = Yo. (95)

Wir zeigen nun:

C.1 ¢ ist eine CO-Funktion. Es gilt

¢'(to) = f(to, o), (96)
af af

¢"(to) = E(to,yo)"‘a—y(toyyo)f@o,yo), (97)

2 2
o@D (ty) = %(to, Yo) + 2 gt—aj;(to;yo) f(to, yo)
*f of of

+ a—yQ(to, o) f(to, o) + 8_y(t0’ Yo) E(to,yo)

+ (g—]yc(toa yo)) f(to,v0) (98)
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und die vierte Ableitung ist

o*f
ot

3
—5 (to,v0) +3 atgg (o, o) f(to, Yo)

o3 0? 0
8t8f2 (to, o) f(to, 0)* + 8t8f (to,%o) a{(tt),yo)

0? 0 03
Gtaf (to,%0) 85 (to, vo) f(to, %0) + a—y];(toa vo) f(to, yo)?

2 2

P (to) =
+

+5

0 0 0
+3 a—y];(to,yo) f(to, yo) 3{ (to,yo) + 4 a—é(t()’yo) f(to,y0)” 8_£(t0’ Yo)

) 2 ) 29
"‘8_3];(750,190) a_tf(to,yo) + (a—g(toayo)) 8{ (to,yo)
a 3
+ (8—5(%790)) f(to, vo)-

Weiter gibt es (unabhdingig von a, b, f, to und yo) ein Polynom p in reellen
Variablen sy, fir k,0 € Ng mit k+{ <4, so dass fir alle t € [a, ]

¢ (t) =p ((%(t’ ¢(t)))k+es4) '

ak+ﬁf
=po (atk—gyg>k+g§4. [a,b] x R — R

ist beschrankt und auch ¢ ist beschrinkt mit || ||oe < ||9]|oo-

Die Funktion

Nachweis. Haben wir die Formel fiir ¢(®)(¢), so ist die letzte Aussage klar: Da
Summen und Produkte beschrankter Funktionen beschrankt sind, ist auch
ein Polynom in beschréankten Funktionen beschrankt. Also ist g beschréankt.
Fiir jedes t € [a, b] ist

o (1) = g(t, ¢(1)),

also

6P (@)] = 19(t, o(t)] < llgllo
und folglich [[¢®]|s < [|g]ls0-
Die erste Ableitung von ¢ ist durch (94) gegeben; insbesondere gilt also

¢'(to) = f(to, d(to)) = f(to, yo)
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und somit (96), unter Benutzung der Anfangsbedingung (95). Da ¢’ durch
(94) gegeben ist und ¢ eine C'-Funktion, ist ¢’ nach der Kettenregel C' (und
folglich ¢ eine C*-Funktion), mit

(1) = G, 0(0) + 5 (1. 6(0) )
Wegen (94) ist also
(0) = G (6000 + 5 (1.0(0) (2. 6(0). (100)

Im Spezialfall ¢t = t, ergibt sich mit ¢(t9) = yo die Formel (97). Da die rechte
Seite von (100) eine C'-Funktion von ¢ ist, ist ¢ eine C*-Funktion und

60 = Tr(to0) + 5 Lt o) o)
b 0,6(0)) £0.600) + 520,00 80 1:.0(0)
of of of of /
+ 1,60 5L 1. 0t0) + L .000) Liv. o0 10

Wegen (94) ist also

OON) = G 00) +2 52 (06(0) Tt 0(0)
5 f L or of

+ a_y2<t7 ¢(t)) f(ta ¢(t))2 ay (tu ¢(t>> E(t’ ¢<t>>
+<%@wm)fmwm. (101)

Im Spezialfall ¢ = ¢, ergibt sich mit ¢(ty) = yo die Formel (98). Nun ist die
rechte Seite von (101) eine C''-Funktion, also ¢ eine C*-Funktion und mit
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Ketten- und Produktregel ist ¢(¥(t) gleich

of
RE

0'f ,
(4.6(0) + 5o (600 &0

#2 5 (0.0(0) 110, 0(0)) + 2 5o (1.6(0) 6 (0 £ (1 0(0)
0°f of o°f of
S (1:6(0) S (2. 0(0)) + 2 5 (1, 0(0) 5 (0,000 1)

O f 0*f 2
W(t,qﬁ(t))f(t,gb(t)) +W< o(t)) ¢'(t) f(t, 0(t))

+ 50 00) 21, 0(0) G (6,0(0) + 5% (1, 0(0) 211, 0(0) 5 (0, 6(0) 1)

atay(t’ (1) ¢ ¢(t))+m(t (1) ¢'(t) 55 (¢, 6(1))
af 2f af 2f ,
—i—a—y(t , (1)) w(t, o(t)) + a—y( ,B(1)) B0t (t, 6(1)) &' (t)

+2

w220 000 SL1,00) 10,00 +2 2 1,600 0 L (t.0(0) 6 (1) F(t.6(0)

dy Otdy dy
(L) Laom+ (§—§<t,¢<t>>)2%<t,¢<t>>¢f<t> (102)
Einsetzen von ¢/(£) = f(t, 6(t)) zeigt, dass
690 = S.00) + 3 01,600 10 010)
#3000 560007 + 3 9 1,600) L 1. 6(0)
#5 2L (0.0(0) T 0.600) £0.600) + 5L (0.0(0) 12 000)
+3900,600) £6,600) 1,000 + 45 50,000) 5,00 2L 1 010)
+2L 000 5L ¢<t>>+(§§ wo0) Lit.o0)
+<§§< o) 50000 (109
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Fiir t =t ist ¢(tg) = yo und es folgt (99).

Wir schreiben voriibergehend (z1, z2) = (¢, y), da dies uns Multiindex-Schreibweise

fiir partielle Ableitungen ermdglicht. Nach (103) ist ¢®*)(¢) eine Summe von
Produkten, die jeweils von der Form

a|041|f a|am|f
W(tv ¢(t)) T Oom (ta ¢(t))

sind fiir ein m € N und Multiindizes oy, . .., a,, € Ny x Ng mit |a;| < 3. Mit
er = (1,0) und es = (0, 1) ist die Ableitung des Produkts nach t gleich

oleal £ oles—1l f oleul+1 f olessl £ Jlom!
Ox™ (t,0(0)) - Oxei-1 Oxciter M Ox®i+tr  Ogom
T Pleal f oloi—1l f olesl+1 £ oles+l dloml f
2 P GLIO) R vl 3 posres b S (t, () - o

Dies ist ein Polynom in den Funktionen %‘;Lf fir « € Ng x Ny mit |a| < 4,

ausgewertet an der Stelle (£, ¢(t)). Die Summe ¢ (¢) der Beitriige ist wieder
von dieser Form. Insbesondere ist ¢® eine C'-Funktion, also ¢ eine CS-
Funktion.

Wie in Bemerkung 16.20 definieren wir fiir f wie zuvor

1
U(tOJ Yo, h) = y0+_(w1 (t07 Yo, h)+2 wQ(t()u Yo, h>+2 w?)(tO? Yo, h)+w4<t07 Yo, h))

6

fir alle (to,y0, h) € [a,b] x R x R mit ty + h € [a, b], wobei
wl(t(]?y()’h) = hf(t07y0>7 (1O4>

h wi (to, Yo, h
w2(t07y07 h) = hf(to + 57 Yo + %)7 (105>

h wo(to, Yo, h
w3(t073/07 h) = hf(to + 57 Yo + %)7 (106>
w4(t07 Yo, h) = h f(to + h7 Yo + ’Ujg(to’ Yo, h)) . (107>

Kiirzer schreiben wir auch w; statt w;(to, yo, k) fiir j € {1,2,3,4}. Da alle
w;(to, Yo, h) = 0 fiir h =0, ist

o(to, Y0, 0) = wo. (108)

Wir zeigen nun
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C.2 Esist o eine C°-Funktion. Fir alle k € {1,...,4} ist
% (to, %0,0)
gleich der rechten Seite von (96), (97), (98) bzw. (99).
Zudem zeigen wir:
C.3 Es st gST‘Q eine beschrankte Funktion.
Wenn C.2 und C.3 richtig sind, konnen wir wie folgt die Details von Be-
merkung 16.22 erklaren: Mit g wie in C.1 ist

16 ]loo < llglloo

Fiir feste ¢y € [a,b] und yo € R ist

Vi la—to,b—1tg] >R, h— o(te,yo,h) — ¢(to + h)
eine C°-Funktion mit

$(0) = o(to, yo,0) — d(to) = yo — o = 0.
Man beachte, dass .
D0l + ) = 69(1)
fir alle k € {1,...,5}. Nach C.2 ist also
v (0) =0

fir alle k € {1,...,4}. Die Taylorformel mit Entwicklungspunkt hq = 0 und
Lagrange-Restglied zeigt nun, dass

4
&), 9,
zp(h)_kzzo ok
49 ()
51 W
mit einem £ zwischen 0 und h. Da
o o
OO = |TE 008~ 6% +9)] < | T t0 06| + 16700+ €)
< |5+
= |ons | e
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folgt
|0 (o, 5o, h) — @(to + h)| = [ (h)] < C'|h

mit

” 8h5 ”oo + ||g||oo

C = g

C.4 Beweis von C.2. Da w; aus C°-Funktionen zusammengesetzt ist, ist
auch w; eine C°-Funktion. Somit ist auch w, eine C°-Funktion, folglich
auch ws und somit auch w,. Somit ist auch o eine C°-Funktion. Wir disku-
tieren nun nacheinander die Funktionen wy, wo, w3 und wy, insbesondere ihre
partiellen Ableitungen nach h bis zur fiinften Ordnung. In C.9 kénnen wir
den Beweis dann beenden.

C.5 Diskussion von w;. Da

ow
- (t07 Yo, h) = f(tOJ yO) (109)
Oh
unabhangig von h ist, ist
82w1
= 11
7 =0 (110)

die Nullfunktion. Folglich ist auch

83w1 (9411}1 8511)1
= = =0. 111
oh? Oh* oh? 0 (111)

Insbesondere ist % eine beschriankte Funktion und ebenso 85}1‘,? fir £ ¢
{2,3,4,5}.

C.6 Diskussion von w,. Nach Ketten- und Produktregel ist

Owy B h wi (to, Yo, h) hof wi (to, Yo, h)
ok —(to,y0, h) = f(to + 5,3/0—1- T) + 55(%*’ 2,yo+ T)
h f wl(t07y07 ) a'wl
- . 112
+26 (250—1-2 Yo + 5 ) ah (to, Yo, h) (112)
—_———
=f(to,v0)
Insbesondere ist 5
w
ahz (t07y070> = f(t()?y())' (113>
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Mit Ketten- und Produktregel folgt aus (112), dass 8;’1’32 (to, Yo, h) gegeben ist
durch

Lof h wi (to, Yo, b 1Of wi (to, Yo, h)

55(% + 57 Y0 + T) + ——(to +5,% + T) f(to, o)
1 af h <t07y07h) h a f h wl(t[)?yOah)
22 4+ = A0 S e+ = hat A A A4

+28t<0+2,yo+ 9 ) 102 <0+2,yo—l— 5 >

h an h wl(t()ay(]?h) 1 af h wl(t07y07h>
+Z Bty (to+§, yo*l-T) f(to, yo)‘|‘§ a—y<to+§>yo+T> f(to, vo)

h an h wl(t07y07h) h a2f h wl(t07y07h) 2
+7 Bioy <to+§, yo*l-T) [ (to, ?Jo)*‘z 6_y2<t0+2 ; 90+T) f(to, %),
wobei %(to, Yo, h) tiberall gleich durch f(to,yo) ersetzt wurde. Wir kénnen
noch zusammenfassen zu

0w, of of wq
oz - o (to + 2,y0+ ) + a—y<to+ 50 Yo+ 7) f(to, vo)
h 0*f h 1 h Of h wy
+Z%JO+$%+ )+2ma(°+’%+3>ﬂm%>
hPf s h ,
+7 W(to t5%t 7) f(to, yo)", (114)

wobei die Argumente von wy und ws der Lesbarkeit halber nicht hingeschrieben
wurden. Insbesondere gilt

8211}2 8f

2 —5 (t0:%0,0) = En —(to, yo) + g(f()’yo) f(to, yo) - (115)

dy

Essind f und seine in (114) vorkommenden partiellen Ableitungen beschrénkte
Funktionen. Weiter gilt

hela—ty,b—1ty] Cla—bb—al,

so dass auch A beschriankt ist. Als Summe von Produkten beschrankter

Funktionen ist auch die Funktion %;;;2 beschrankt.

Ableiten von (114) nach h zeigt, dass a 2 gegeben ist durch

19 f h 1 9%f h w,
5 (10t 3 5 910y (fa+ 5w+ ) St 30)

7y0+ >+
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+%§28f <t0+ h,yo + %) f(to, o) + ;;é (t0+ 5 Ut %) f(to, yo)”

%% t0+2,y0+ >+8 aif:(tmt ,y0+w1>+g £jg (o+h,yo+%) f(to: vo)
B R T
+g%(to+g,yo+%) f (to, 90)” ga—f( Z7yo+%> f(to,90)",

was sich noch zusammenfassen lasst zu

et gt T zl>
38h8€z§£ <t0+g’y0+%>f(to W) 8 Doy 2( >ijL >f(t0ayo)2
£ g (0 30+ ) fltow® o

Als Summe von Produkten beschrankter Funktionen ist 86}7;';2 eine beschrankte
Funktion. Auswerten von (116) an der Stelle h = 0 liefert

Py 30°f 3 02f
BTE (to,%0,0) = 1792 —5 (to, vo) + §8tay(t0’y0)f(to’y0)
3 0?
+ 30 0, 0) 00" (117)

Ableiten von (116) zeigt, dass 8 72 gegeben ist durch

3 °f

30°f h
<°+ 80120y

h w1
395 5 (o+ 7y0+7>f(7507y0)

w1
2+ )+

3 a3f h Wy 3 83]6‘ h w, )
+48t28 <0+ ,y0+7> f(to’y0)+zlatay2 <t0+§’90+7) f(to. o)
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h wy 30°f
t0+§,yo+7> f(to, vo)* +§@(to+
O (1o 2+ ) + 2 T

fot 9ot 5 ) 1 15 g (o
ho O'f 3 0°f h
+Em(to+2,yo+ 2>f(t0’y0)+§8t2—8y<t0+§’y0+7 f(to: vo)
3h O*f h wy
(to 2

~~

,?JO‘f‘_

)
)

3h O*f wy
16 a0y (fo+ 2’y°+7> Flto: %)+ 15 525,

3 83f
8 Oty Otoy?
4 3
3h 0F h wl)f(toayo)3+1ﬂ(to+g,yo+ﬂ> f(to,yo0)?
h
2

)
h w1>f<t0’y0) +%ﬁ<t0+g,yo+é> f(to, yo)?

t i
*3 <°+2’y°+ 5 16 0120y°

T2 (4 2 -
16 ooy 3<°+2’y°+ 2

o f h W s h i
— — (to+= =) @t — =Lty + =
+16 8t8y3<0+ 5 Yot 5 )f( 0:Y0)° + 1 y4(o+
was sich noch zusammenfassen lasst zu

84’11]2 183f h w1 3 (93f w1
<t0+2>yo+ )+28t28 <to+§,yo+7>f(toyy0)

oht 2013

3 83f h 9 183][‘ h wy ,
+§8t8 2 <t0+ gt 7) f(to, 0)" + 5@(750"' 50 Yot 7) f(to, yo)
h a4f h wy 4f Wy
+1_6W<t PR >+48t38 (t0+271/0+7>f(t0,y0)

3h 01 h ot w
—f<to+—,y0+—> [ (to, yo)* + ZWJL(tOﬂL 2,yo+71> f(to, yo)®

8 012042 2 2
h 0% h w
o (to + =,y + —1>f(t07 yo)? (118)

183f h wq 3
T35y <°+2’y°+7>f(t°’y°) 16 9y 2 2

Fir A = 0 erhalt man

Ows 19°f 3 Pf

OhA ———(t0,%0,0) = 201 —=(to, yo) + §8t28y(t0’yo) f(to, o)
3 63 183

T3 5t5f2 (o, yo) f(to,y0)* + 58_£(t0’ Yo) f (to, yo)119)

Als Summe von Produkten beschriinkter Funktionen ist 2 i nach (118) eine

beschrankte Funktion.
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Nach (118) ist ;‘f eine Summe von skalaren Vielfachen von Termen der
Form

Pf h w
W(to + 5 Y0 + 71> f(to, yo)*
(wobei k, ¢ € Ny und k + ¢ = 3) mit Ableitung
1 64f h w1 ) 1 84f h w1 041
§W(to+§,yo+7> f(to, Yo) +§W(l‘o+§,yo+7> f(to, o)™,
(120)
und Termen der Form
o f h w
h@t’f—ay‘ (to + 5 Y+ 71> fto, yo)"

(wobei k, ¢ € Ny und k + ¢ = 4) mit Ableitung

of h w, , h Of h w, ,
&k—afy‘(to +5 %t 7) f(to, yo)" + 5@(% Y s 7) f(to, vo)
h 35]” h w1 0+1
+3 gy (fo T 5000+ 7) F(to, o) (121)

Da (120) und (121) beschrénkte Funktionen sind, ist auch 68}%2 eine beschrankte
Funktion von (%o, o, h).

C.7 Diskussion von ws. Nach Ketten- und Produktregel ist

ows h of wWa
o f<°+2’y°+2)+2at<0+2’y°+2)
h 8f 0w2
—— |t . 122
39y (0+2’y0+ )ah (122)
Insbesondere ist
25 (10, 0) = f(to, o) (123)
ah 0 Yo, - 0, Y0)-
Mit Ketten- und Produktregel folgt aus (122), dass 85,1’33 (to, Yo, h) gegeben ist
dureh o 10f )
Wo Wa
28t<t0+2’y0+ )+23 (t”z’yﬁ )ah
1 8f Wa h 82f h Wa
tygrlorgntg) gt 5wy
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a0 300+ ) G+ gy (o 3w+ ) G
oy (0t 5w+ ) G+ g 3w ) (5)
# gy (lot gm+ 5) Gi
Wir kénnen noch zusammenfassen zu
e = o) g (o g F) G
#3 g (0 30 5) 5 gy (o 30+ )
(ot g g) (5
A 2
Insbesondere gilt
%(toa Yo, 0) = aa—{(toa Yo) + g—i(tovyo) f(to, yo), (125)

wobei (113) benutzt wurde. Es sind f und seine in (124) vorkommenden
partiellen Ableitungen beschrénkte Funktionen; ebenso sind (to,yo, h) +— h
beschrankt und die partiellen Ableitungen von ws, wie in C.6 gezeigt. Als
Summe von Produkten beschrankter Funktionen ist auch die Funktion 382;;3
beschrankt.

Ableiten von (124) nach h liefert

1 82f h
¥t _) +§8t8y

8w2

Oh

03 19? h
w3 f(0+

o = 20 (0 3 (ot 500+ 5) 1

< >——< 25
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+ﬁ£<t+h +—)+ﬁ il <t+h + )aw2
g o \"0 T 2T ) T gzgy\0 T o0 % h

1 82f h 6w2 h an h 8w2
+§8tay(t0+2’y0+ 2) o +Zat2ay(t°+2’y‘)+_)ﬁ

+_

1 9

T ot s 3 (50) + 5 gy (0 o+ 5) i

+——f<to+h,yo+ ><8w2> T <t0+h,yo—|— )(an)z

4 0y?

2 Ooh 8 Jtoy? 2 oh

h83f h Wa 8w2 3 h82f h wWao 8w28 Wa
*ga@ﬁz’%* >(8h> +§ﬁ(f0+2’%+7)ﬁ—3h2
1af 8w2 h 82f h 6?11)2
+§a_<t°+2’y°+_) on2 1 ooy (t”z’y“ ) on2
han h (91112 awg haf 811)2
+Zﬁ<t°+2’y"+ )ah on T3y <t°+2’y°+ >8h3’

was sich zusammenfassen lasst zu

83’11]3
oh3

382f(t0+h,y0+w2)+582f (t +g,yo+%>%

4 Ot? 2 2 0tdy oh
e s D G e )52

o5 g (o g 5) gy (o gt ) G

5 oozt ) (G 5 23 (0 30+3) i
O b 2) (52 + B b ) B
AL b )2 o

Als Summe von Produkten beschriankter Funktionen ist 2% Sis eine beschrankte
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Funktion. Mit h = 0 liefern (126), (113) und (115)

83w3

Oh3

30 f 3 92f Oy
——(t0,%0,0) = ZW%’%) +3 2 0ty ——(t0, Yo) = oh (to0, Y0, 0)
302 f 30f 0w,

8w2

2
+__<t0,yo>< an (to, Z/O,O)> "‘58_(750,%) oh2 “ (to, 50, 0)

4 Oy?
302f

= Zﬁ(to,yo)Jr
30f

+§a—(to7yo)

3 9 f 30°f
2 Otdy

of 3<8f

ot —(to,y0) + 2\ oy <t07y0)>2f<t07y0>‘

Ableiten von (126) nach h liefert

ont g \!

383f<0+h )8w2 3 3f

Tior0y 2T 5 ) on T 1oty

3O/ h wy\Pu, 3 O
S <t°+ gt )am éatay2<

3 83f h 8w2 3 3 82f h ng 6 Wa
+8ﬂ<t0+2’y0+ )(ah) T30, 2(t°+2’y°+ >6h on?

+§ 02f 02102 3 82]” > 8w2 0 Wo
Oh Oh?

0*ws 383f< h w2> 3 f

(to +

3 2

1010y <°+h’y°+ 2) on? 10,2 2(”2’9“

33f 8w2 183f h Wo
+§a_<t°+2’y0+ 3) Tt 5 go (ot g+ )
h O*f h W h O'f h Owsy
+1_6ﬁ<t°+2’y0+7)+ﬁat3ay<t0+2’y0+ 5 ) o
3 &f Owy, 3h O'f h Ow,
Yot >8h 16 ooy 0 T T )8h

h

(to +

- (Lo, Yo) f(to, yo) + 10y ——5 (to, yo) f(t0, %0)”

8 9120y
16 01202 2 oh 8 920y o2

Samplo gt 5 (G) T amp oty 3) (5)

+2 (to+3
430 ﬁ(to N —) (%)2 L3 OF <t0+ o+ %) Owy
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Sh 34f Sh 83 h w9 8w2 8211)2
16 ata3( ’y°+ >< ) 1 D10y (t°+2’y°+_> oh Oh?
3 02f W2 2 w9 3h 83f h 8211]2
1 oroy <°+ gt 7) on? §8t28y<t0+2’y0+ 2) o
3h 83f ng 82’UJ2 3h 82f ( h 83w2

to+ = 7y0+_>
> ) ond

?atay2<t°+2’y°+ 5) B on on2 4 otoy
(

2
A (o B ) () D 2 ) (B2

) (R 3 o) (S

] kot 5o+ ) GG+ N s (o 5o+ ) GG

5 g (o g s) () G+ 7 g (o 5 5) ()’
+% %J;(tw g;yo—i‘%) %8;? + ; gf(tw 500+ %)a;?,
+% gt;g(to+g,yo+%>§$2 + Z 22*£<t0+ ;L7y0+ )%@22%;2

+§a_y<t0+27y0+ >8h47
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was sich noch zusammenfassen lasst in der Form

0wy

- frooh 3 Of h o wy Owy

N §%<t°+2’y‘)+ >+28t26 <t0+2 v +7>W
a5 ) (G) + 3 or Fowe )5
g (o 30 5) () gk (o e 5) G
2 (v gt 3) G+ i it (o g+ 3)
(o 5 )G ¥ o g ) ()
34h a?jg (t0+g’y°+ 2)%}222+%%<t0+g’y0+%)<%)3
Fama (ot 5w 5) G g iy (o 30+ ) i
+1fzs 24{(’5“2 %)( >4 34h azf<t°+g’y°+w2) (%122)285;2
Gl s ) () G (s e ) G
+gg—£<to+g,yo+ )%;“:i. (128)

Als Summe von Produkten beschrankter Funktionen ist h4 eine beschréankte
Funktion. Setzen wir h = 0 in (128), so erhalten wir mit (113), (115) und
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(117)

a;h4 (o, %0,0)

2820+ o ()
+3§;f (to,yo)a;hQ (to, 40,0) + 5%@0,3/0)(86; (tmyo,o))g
+3§2£(750>y0)8522 (to; Yo, 0)882;:; (to,%0,0) + Qg—i(tm Yo) 8;2;2 (o, o)

— 5%@0,@/0) 33?25 (to, yo) f(to, o) + 28?;]02@07%)]0(15073/0)2
+3881528J; (to, yg)g{ (to, o) + 65;’6 (to,yo)gi (to,%o) f(to, v0)
+%%(to,yo)f(to,yo) +3g f(toayo)f(to,yo)g{(tmyo)
+ggiy£(foa?/0)f(toyyo) gi(fo,yo) ;gf(tm%){;z( to: Yo)- (129)

Wir zeigen nun, dass 3;,3;3 eine beschriankte Funktion von (tg, yo, h) ist. Ableiten
des ersten Summanden in (128) nach h liefert

ra (o 5+ 5) + gy (0 oo ) G

was eine beschriankte Funktion von (¢, yo, h) ist. Ableiten des achten Sum-
manden in (128) nach h liefert

1 9*f h wo\ h OFf h wy\ h Of h Ows
1—6@(“*5’%*2%3—2 %(“iyﬂ*?)*gg oty <0+ Yot >8h

was eine beschriankte Funktion von (¢, yo, h) ist. Die {ibrigen Summanden
n (128) sind skalare Vielfache von Termen der Form

ak—f—Zf Wo ]wQ
D+ dy gyt o 2’3/0+ ) H dhni
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wobei k,¢ € Ny mit k + ¢ < 3 sind, m € {1,2,3} und n; € {1,2,3}, mit
Ableitung

1 ak—i—(-ﬁ-lf Wy mn anij
2oy 0 2’3/“ +3) UL 5h

1 8k+£+1f wWao 811)2 i 6"1'102

g I ol NIRRT 2

T omaget (0T 2’y0+ > ) o 1L 5ns

ak+€f h am—i—l ]w2
+Z Itk Oy e(t0+ 2’90"' ) Ohnitl H ohms (130)
J#l

was eine beschrinkte Funktion von (to,yo,h) ist. Oder sie sind skalare
Vielfache von Termen der Form

hak—i_ff (t0+ Yo+ )H "3 Wy

otkoy* ohmi

wobel k, ¢ € Ny mit k+ ¢ < 4 sind, m € {1,2,3} und n; € {1,2,3,4}, mit
Ableitung

gtksze (to —i— 2 Yo + %) j: %L;anf
—i—g g:::ralgz (to + g; Yo + %) j: (96:221;2
+g g:;;i (to + g7 Yo + %) % jml %
+h; g;zfe (to 4 h 500 >a”];:j+1 H a];nw27 (131)

J#l

die ebenfalls eine beschrénkte Funktion von (¢g, yo, k) ist. Da (130) und (131)
dPws

5ie eine beschrankte Funktion von

beschrankte Funktionen sind, ist auch
(to, Yo, h).
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C.8 Diskussion von wy. Nach Ketten- und Produktregel ist

ow 0
T = flto-+ oo +ws) +h (1o + o + )
of dws
132
+hay(to+hy0+w3)ah (132)
Insbesondere ist
8w4
ah (t07y0a O) - f(t07y0)~ (133)

Mit Ketten- und Produktregel folgt aus (132), dass %(to, Yo, h) gegeben ist
durch

2{(t0—l—h Yo + ws) + gjyc(to—i—h Yo + w3) %f’
+88“:(t0+h Yo +ws) +h ;‘f(to—kh,yo—f—wg) a;f (to + h, yo + w3) %23
+g—£(t0+h,yo+w3)% +h§;f (to + h, yo + w3) 8523
+h %(to + I, yo + ws) (%ﬁﬂ +h ?(to + R,y + wg)%;:f’.
Wir kénnen noch zusammenfassen zu
a;h2 (to,yo, ) = 2 %(to + R, yo + ws) + 2 gg (to + R, yo + ws) %123
;t{(tg—kh Yo + ws) +2ha:af (to + h, o -+ ws) 887”2“
+h a—‘];(tg + I, o + ws) (%f’)
+h g—i(to +hyyo + wg)(?;;:;g. (134)
Insbesondere gilt
7w (to, ¥0,0) = 2 a—f(toa Yo) +2 a—f(t(b Yo) f(to, yo), (135)

o2 ot By

wobei (123) benutzt wurde.

Es sind f und seine in (134) vorkommenden partiellen Ableitungen beschrénkte
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Funktionen; ebenso sind die Funktion (tg, yo, h) +— h beschrénkt und die par-
tiellen Ableitungen von ws. Als Summe von Produkten beschrankter Funk-

tionen ist auch die Funktion 882‘;4 beschrankt.

Ableiten von (134) nach h liefert

811)3

Oh

0’ f
> iy

83@04 82f
Oh3 =2 w(to + ha Yo + w3)

92 f dws  Of
atay(t0+h7y0+w> ah +2m(t0+h y0+w3><

af d*ws 82f
+2 a—y(to -+ h, Yo + U)3) 8h2 atQ

3f 3f Ows
+h—(t0+h,y0+w3) 828 ah

63
2 3
f Ows 0 f Jwy
(93f

811)3 2f 82?1)3

+2h oty 2(t0—|—h yO‘l"lUg)(ah) +2h8t8 (to+h y0+w3) BE

2f 8w3 83]” 811)3)
8 2 oh otoy? oh

03 0 0? Ows 0?
+h f(t0+h y0+w3)<523) 2h_f(t0+h Yo + ws) ;;13 82;3

oy? 0y?
of 0ws 0 f 0%ws
Oh?

+—(t0+h,y0+w3) +h
8f 8311)3

Oy onz " otoy
(to—f‘h Yo +UJ3) 8h3 s

(to +h y0+w3)

+2

)

(t() + h , Yo —|—w3)
(to + h , Yo +w3)

_|_

(t0+hy0+w3)< ) +h—— (t0+hy0+w3)<

(to + h,yo + ws)

82f 8103 8 W3
012 an oz "oy

+h (to + h Yo —+ w3)
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was sich zusammenfassen lasst zu

83104
oh3
02f 0 f Ows
— at2(t0+hyo+w3)+6ata (t0+hy0+w3)ah
2
o°f ows of 0?ws
T35,z ot -+ ws)( 8h> 3 gyttt ws) Ty
3f 3f aw
at3(t0+h y0+w3)—|—3hatza (to—f-h y0+w3) h
agf 0w3 82f 821113
+3hat8 2(t0+h y0+w3)<ah> +3h8tay(t0+h’y0+w3)W
83 ow 3 82 8w38w3
‘l'hﬁ(t()‘i‘h Yo + w3) ( 8h> +3hﬁ(7fo+h Yo + w3) —— 9 Oh?
0 o?
+h f(t0—|—h,y0—|—w3) s (136)

By oh3

Als Summe von Produkten beschrankter Funktionen ist % eine beschrankte
Funktion. Mit h = 0 liefern (136), (123) und (125)

a(;h3 (to,10,0) = 82155 (to,yo) + 6 ;;f (toayo)%;j (t0, %0, 0)
+3 %(to, Yo) <%7”23 (o, Yo, 0)) +3 g—‘;(to, Yo) 88223 (t0. 40, 0)
_ gz (to, o) + 6 a:éf (to, yo) f(to, v0)
+3 ?;];(to Z/o)f(tmyo)Q+3g_£(t0>y0)%<t0’yo)
+3 <Z£ (to,yo)>2f(toayo)- (137)

Ableiten von (136) nach h liefert

84104 83f 3f 8w3
ah4 _3%(?50‘1‘]1,904‘“}3) atga (t0+h y0+w3> oh
Pf Ows 3 Ows

+60t28 (to-{-h y0+w3) oh +68tay2(t0+h yo+w3)<6h>
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2 3
%gf +33§af2
%f) +6%(to+h Yo + wz)
8622;3 +3%(t0+h Yo + ws) =2
a;;? —l—%(twrh Yo + ws)

4
o'f
+hﬁ(t0+hay0+w3) aga
’f dws o'f

gy 1o T b+ ws) E 4 3 h e
4

af (9w3 2 (93f (9211)3
+3h8t28 2<t0+h yo—l—w3)< 8h> 3h8t2a (t0+h y0+w3) 8h2

83 f O f 8w3>
Otoy? 0t20y? oh
84f 8w3 8 ws
otoy? oh On*
8ws &3 f

2
f 8 W3
drog 1o TR0 ws) e+ 3h Hss on?

83]1- Ows 0? Ws 2f 63103
arayz fo R ws) e 4 3h g (ot oo +ws) T
3f Oows o f aw3>

o Dty oh

o0 f
oty

3
+3 8—£(t0 + h Yo +w3)<
0% f
oty

Ows
a)
Ows 0%ws
Oh Oh?
Ows 0%ws
Oh Oh®

+6

(to + h, yo + w3

(to—Fh y0+w3)<

+3

(to + h,yo + w3)

0
"—3 a—'g];(to -+ h, Yo —+ U)g)

o'f

(9UJ3

to+ h
(0+ ?/0+w3) ah

8w3

+3 — (to + h, yo + w3)——

8w3

+3 == 7

(t0+hy0+w3)< ) +3h—==(to+ h, y0+w3)<

0 3 0?
+3 (t0+h y0+w3)( w3> +6h f (t0+h yo+w3)

Ooh otoy?

+

(to + h , Yo +w3)

+3h

(t0+hy0+w3)( ) +h— (t0+hy0—|—w3)<

Oh
o'f
a 4
0 f h
+3 W(tOﬂL Yo +ws) -
3
+3ha—€(t0+h y0+w3><
0*f
+3hﬁ(to—|—h y0+w3)

8w3 ) 2 8 W3
oh / Oh?

awg 8 ws
Oh Oh?

ow 0
-7 (o + 1, yo + ws) ( 8h3) +3ha—§(750+h y0+w3)<

8w3 8 W3 83f
an onz TP oo

0w3 28 W3 @2]0 (92103 2
o ) on? 3hﬁ(t0+h’y‘)+w3>( on? )

8w3 8 W3 8f 8311)3

on oms oy T )5

+h —

(to + h, yo + w3) ——
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02 f Pws  Of
8t8y (to + h, Yo + w3)—8h3 +h—= ay

8w3 6 w3

T on on

(to + h , Yo -+ ’LU3)
84’11]3

Ooht’

was sich noch zusammenfassen lasst in der Form

8411]4

oh*

of

h—=—(to+h
+ ay(0+ 7y0+w3)

o*f
0t20y
8w3

oh

3

ot
9% f
Dt atdy

3 2
o°f Odws i
+4ﬁ(t0+h y0+w3)(ah> +12m<t0+h y0+w3)
BPws O
8h3 +h%(to+h,yo+w3)
4 4
o'f dws o'f
iy 0 It - ws) 6 h
8% f 2005 o f Buws
+6hatza (t0+h y0+w3) ahQ +4hat83(to+h y0+w3)<ah>
3f 8w38 W3 L 4h 82f
otoy? Oh Oh? otdy

ot
a{(t()‘f‘h yo+w3)(8523> 6ha€(t0+h yo+w3)<
°f O f

0?
+3hm(t0+h,yo—|—w3>< w3> +4hm(t0—|—h y0+w3>
of

—(tg+ h
ay(0+ 7y0+w3)

8'11}3
to+ h
= (to + h,yo +ws3)—~ oh

82f 82w3
Oh?
8w3 (‘3 w3

dh Oh?

112 0Lty 4 hgo b ws) (Gr2) 412 50+ o+ o)

0
+4 a—g(to + h, yo + ws)

+4h ——

Ows )

(to + h, ?J0+w3)< oh

+12h ——=(ty + h, yo + w3) =

(to + h,yo + w3) =

8w3)28 ws
Oh

(94103

+h o

Als Summe von Produkten beschrankter Funktionen ist 8;;‘14

83'11}3
oh?

(9w3 (9 W3
Oh Oh3

(138)

eine beschrankte

Funktion. Setzen wir h = 0 in (138), so erhalten wir mit (123), (125) und
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(127)

834;;4 (o, Yo, 0)
— 23§(t0,y0)+12 a?zg (to, yo)i)lz?’(to,yo,o)
+12 af;fz(to,yo)(%h (to,yo,()))2+ 12 ;;f (to, yo)%gh2 (0,0, 0)
+4 g—g(to,yo) a;hg (to,%o0,0)
= ;tf:(to,yo) + 12 a?jg (to, vo) f(to, Yo)
+12 a(z;fQ(to,yo)f(to,yo) +12 a;f (to,yo)g{(tmyo)
+18 aﬁ;f (to,yo)gjyc (o, yo) f(to, yo) + 4%@07%) f(to. o)’
+12 ;é(toayo) f(to,yo)g]; (o, o) +15 82];(150,?;0) f(to’yO)Qg_i(to’yO)
+3 g—g(to, Yo) ;t{(toa Yo) + 6(2‘; (to, yo)>2 (?){ (o, ¥o)
+6<g—£(to,yo)> f(to,v0)- (139)
Wie im Falle von 2% sehen wir, dass 2% eine beschriinkte Funktion von

(t0> Yo, h) ist.

C.9 Beweis von C.2 beenden. Per Definition ist w; eine C°-Funktion, somit
wsy, also ws und folglich wy. Per Definition ist ¢ die Linearkombination

1
—(w1 +QZU2—|—2’LU3+1U4)

0:y0+6

der beschrinkten C°-Funktionen w;, ws, ws und w, mit beschrankten par-
tiellen Ableitungen nach h bis zur 5. Ordnung. Also ist auch o eine beschrénkte
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C%-Funktion mit beschrinkten partiellen Ableitungen nach A bis zur 5. Ord-
nung; fiir jedes j € {1,2,3,4,5} ist

8j0_ 1 (0w, 07w, dws  wy
%‘é(am 2o e T am)'

Insbesondere ist unter Benutzung von (109), (113), (123) und (133)

Oo ow, ow
ah(t(]uy(bo) - ( ah <t07y0)0) +2W(t07y070>
81113 8
+2 — oh (t07y07 O) + W(t())y()a 0))
= f(t07y0)7

was mit der rechten Seite von (96) iibereinstimmt. Unter Benutzung von
(110), (115), (125) und (135) gilt weiter

%o 0w 2w
ahg (t07y070) = ( ahgl <t07y070) ahz (t07y070)
0%ws 0%wy
+2 —— Oh2 (t()?y()ao) ahg (t()ay()?o))

0 0
— 8_{(t07 yo)a—]yc(to7 Yo) f(to, yo),

was mit der rechten Seite von (97) iibereinstimmt. Unter Benutzung von
(111), (117), (127) und (137) gilt weiter

Do 03wy Dwy
ahg (t()?yOaO) = < ah3 (t07y070) + ahg (t()?yOaO)
831113 83
+2 ahg (t07y070) ahg (t07y070)>
82 2
= 875{ (to, yo) + 8taf (to, vo) f(to, ¥o)
(92 0 0
8 J;(to, Yo) f(to, yo)® + a_]yc(tm Yo) ajtc (to, %o)

of 2
—(t ) ) t ) )
+(ay(oyo) f(to, yo)
was mit der rechten Seite von (98) tibereinstimmt. Schliefilich gilt unter
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Benutzung von (111), (119), (129) und (139)

gm0 = (om0 +2 i o
+2 a;;f’ (0, Yo, 0) + a;h4 (t07y0’0)>
— %(to,yo) 8?:? (o, Yo) f(to: vo)
+3 a?;fQ (to, yo) f (to, 40)* + ggé(tf“yo)f(to’y(’)g
+3§;f (to, yo)g{( to, yo) + 5%@07 ng—g(tm Yo) f (to; o)
;J;(toa Yo) f(to,yo)g{ (o, yo) + 48 J;(tO’ W) f(to’yO)Qg_i(to’yO)

+%(to,yo)gt§ (to, yo) + <%(t0,yo)>2 (Z){ (to; %o)

+(g_£(t07y0)>3f<t07y0)7

was mit der rechten Seite von (99) {ibereinstimmt.
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