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Vorwort

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer
Verdnderlichen setzt das (bestimmte) Integral einer Funktion in Beziechung
zu ihrer Stammfunktion und stellt die Integration als eine “Umkehrung” des
Differenzierens dar. Er gibt uns damit ein Werkzeug in die Hand, konkrete
Integrale explizit zu berechnen.

In dieser Vorlesung beschaftigen wir uns mit der Integralrechnung fiir Funk-
tionen mehrerer Verdanderlicher, wo die Verhaltnisse leider nicht mehr so ein-
fach sind. Das hat sich bereits bei der Differentialrechnung im R™ angedeutet,
bei der Methoden der linearen Algebra ins Spiel kamen. In der mehrdimen-
sionalen Integralrechnung sehen wir uns dem Problem gegeniiber, dass es
zum Berechnen von Integralen kein Werkzeug gibt, das ahnlich griffig wéare
wie der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im R!. Zwar wer-
den wir gegen Ende des Semesters den GaujfSschen Integralsatz kennenlernen,
der sich im Eindimensionalen auf den Hauptsatz reduziert; jedoch spielt er
nicht die gleiche Rolle.

Zur mehrdimensionalen Integralrechnung gibt es im wesentlichen zwei Zu-
gange. Der erste Zugang iiber das Riemann-Integral ist weniger abstrakt und
hat den Vorteil, dass man direkt an Vertrautes ankniipfen kann. Jedoch tréagt
der Ansatz nicht weit genug: Viele fiir die Analysis und ihre Anwendungen
wichtige Resultate bleiben so unerreichbar. Wir folgen hier daher einem
zweiten Zugang, der uns iiber die Mafitheorie zum Lebesgueschen Integral
fithren wird. Die Vorteile des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-
Integral werden hierbei schnell deutlich werden.

In Teil I sehen wir uns einige Grundbegriffe der Mafitheorie an, die fiir alles
Weitere unentbehrlich sind. Dann beschaftigen wir uns mit allgemeiner In-
tegrationstheorie (Teil IT). In Teil III werden die wichtigsten Hilfsmittel zur
konkreten Berechnung von Mehrfachintegralen bereitgestellt: Der Satz von
Fubini und die Transformationsformel fiir Integrale (das Analogon der Sub-
stitutionsregel aus der Analysis I). In den letzten beiden Teilen des Skripts
wenden wir uns der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des R™ und
den Integralsiatzen von GauBl, Green und Stokes zu, die beispielsweise fiir die
Physik von fundamentaler Bedeutung sind.
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Das vorliegende Skript profitierte von einem Skript von Prof. K.-H. Neeb
(damals TU Darmstadt) vom WS 1999/2000 und einem darauf aufbauenden
Skript von Prof. Roch (TU Darmstadt) vom WS 2002,/2003.

Literatur

Da das Skript in sich geschlossen ist, ist weitere Lektiire fiir das Verstandnis
nicht erforderlich. Dennoch einige Hinweise zur Lehrbuchliteratur:

Exzellente Biicher zur Maf- und Integrationstheorie sind u.a.
e H. Bauer, “Mafl- und Integrationstheorie,” de Gruyter, Berlin, 1992;

e W. Rudin, “Real and Complex Analysis,” McGraw-Hill Book Co., Sin-
gapore, 1987.

Hierbei ist Bauers Buch mehr auf die Bediirfnisse der Wahrscheinlichkeits-
theorie ausgerichtet, wahrend sich Rudins Buch an angehende Analytiker
richtet. Beide Biicher gehen allerdings iiber die Ziele der Vorlesung hinaus.

Ebenfalls fiir eine vertiefende Beschaftigung mit Maf- und Integrationstheo-
rie geeignet ist

e J. Elstrodt, “Maf- und Integrationstheorie,” Springer-Verlag, Berlin,
2002;

in diesem Buch finden Sie auch eine Fiille an Hintergrundwissen und his-
torischen Randbemerkungen.

Anwendungen und schéne Aufgaben findet man in Forsters Buch
e O. Forster, “Analysis 3,” Vieweg Verlag, Braunschweig, 1984,

in dem allerdings ein uniiblicher (mit der Vorlesung nicht vertrédglicher) Zu-
gang zur Integrationstheorie verfolgt wird, der die (fiir viele Zwecke wichtige!)
MafBtheorie vermeidet.

In der Bibliothek finden Sie auch

e Th. Brocker, “Analysis II” sowie “Analysis III,” jeweils B.1. Wissen-
schaftsverlag, Mannheim 1992
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(recht knapp!).

Eine weiter in die Tiefe gehende Diskussion der Integralsitze finden Sie bei
Forster oder Brocker, die jedoch gleich Differentialformen auf Untermannig-
faltigkeiten behandeln (wéhrend wir uns hier auf die klassischen Integralsitze
beschréanken).

Hinweise zum Skript

Es wurde angestrebt, das Skript in sich geschlossen zu halten und lediglich
einige Standardresultate der Analysis 1 und 2 zu benutzen. Insbesondere
konnte die Kenntnis von Untermannigfaltigkeiten des R™ nicht vorausgesetzt
werden, die folglich im Skript eingefiihrt werden mussten. Weitere Merkmale
des Skripts:

e Es wurde versucht, die typischen Argumentationsweisen und Grund-
strukturen der Maf3- und Integrationstheorie herauszuarbeiten. Hierzu
gehoren einerseits die zwei groflen Beweisprinzipien, andererseits die
Grundkonstruktionen von Maflen wie z.B. Bildmafle sowie Mafle mit
Dichten, auf die sich dann viele spéitere Beweis- und Konstruktions-
schritte zuriickfiihren lassen.

e Im Hauptteil des Skripts wird zwar die Eindeutigkeit des Lebesgue-
Borel-Mafles bewiesen, nicht aber seine Existenz, die wir erst einmal
als gegeben hinnehmen. Fiir Interessierte steht der Existenzbeweis in
einer auf das Skript abgestimmten Form als Anhang bereit.

e Die Kapitel iiber Mannigfaltigkeiten, Flachenmafle und Integralsétze
gehoren nicht zum Lehrstoff der Lehramts-Studierenden, deren Vor-
lesung “Analysis 3”7 ja auch nur mit 3 SWS angesetzt ist.
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Teil I: Grundbegriffe der Maf3itheorie

Der abstrakte Rahmen der Mafitheorie sieht folgendermafien aus: Gegeben
ist eine Menge X (z.B. X = R"), eine Menge S von Teilmengen von X sowie
eine Funktion

p:S — [0,00], A p(A).

Wir stellen uns vor, dass die Elemente von S gerade diejenigen Teilmengen
von X sind, die man messen kann (denen man ein “Volumen” zuordnen
kann), und dass p(A) das Maff (oder “Volumen”) von A € S ist. Welche
Eigenschaften sollte dieser Messprozess aufweisen ? Es sollte sicher

p@) =0 (1)

gelten, und wenn A, Ay € § disjunkt sind, so sollte

(AU As) = p(Ar) + p(As) (2)

sein. Um Approximationsargumente zu ermdéglichen (z.B. das Ausschopfen
einer Menge durch eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), brauchen
wir eine Version von (2) fiir abzéhlbar vielen Mengen: Wir fordern, dass fiir
jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen A, € S

p(UJA) = D nAn) (3)

gilt. Damit man (1) und (3) fiir das Mengensystem S iiberhaupt formulieren
kann, muss S natiirlich die leere Menge enthalten und gegentiber abzahlbaren
disjunkten Vereinigungen abgeschlossen sein. Es ist bequem, zuséatzlich Ab-
geschlossenheit von S unter (nicht notwendig disjunkten) abz&hlbaren Vere-
inigungen zu verlangen sowie A¢ € § fiir jede Menge A € §, d.h. Komple-
mente messbarer Mengen sind ebenfalls messbar. In diesem Falle nennt man
S eine o-Algebra. Eine Funktion p: S — [0, o] auf einer o-Algebra S, welche
die Bedingungen (1) und (3) erfiillt, nennt man ein Mafp.



1 Messraume und messbare Funktionen

1.1 Messbare Mengen
Die Uberlegungen der Einleitung fithren auf folgende Definition:

Definition 1.1 Es sei X eine Menge. Eine Menge S von Teilmengen von X
heilt o-Algebra, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

S1 fes;

S2 Fiir jede Menge A € S ist A°:= X \ A € S, d.h. § ist abgeschlossen
unter Komplementbildung;

S3 Fiir jede Folge (A;)nen von Mengen A, € Sist U,y 4n € S, dh. S

ist abgeschlossen unter abzahlbaren Vereinigungen.

Ist S eine o-Algebra von Teilmengen von X, so nennt man das Paar (X,S)
einen Messraum! und die Elemente von S die messbaren Mengen.

Bemerkung 1.2 (a) Jede o-Algebra S ist wegen S2 und S3 auch abgeschlossen
unter abzahlbaren Durchschnitten, denn aus den de Morganschen Identitaten

folgt
N4 = (UJ4a) es

neN neN
fiir jede Folge (Ap)nen in S.
(b) Wegen S2 ist auch X = (¢ € S und weiter erhalten wir fir A, B € S
auch A\ B=ANB eS.

1.3 Beispiele. Es sei X eine beliebige Menge.
(a) {0, X} ist die kleinste o-Algebra auf X.

(b) Die Potenzmenge P(X) := {A: A C X} (die Menge aller Teilmengen
von X) ist die grofite o-Algebra auf X.

(c) Essei A die Menge aller Teilmengen A C X derart, dass A oder X \ A
abzdhlbar ist. Dann ist A eine o-Algebra auf X (Details: Ubung H13).

! Auch das Wort “messbarer Raum” ist gebriuchlich.



(d) Aus o-Algebren auf X kann man o-Algebren auf Teilmengen von X
gewinnen:

Ist (X,S) ein Messraum und 'Y C X eine Teilmenge, so ist
Sly = {ANnY:AeS} C PY)
eine o-Algebra auf Y. FallsY € S, soist S|y ={A e S: ACY}.

Beispielsweise folgt aus § € S sofort § = P NY € Sly, dh. S|y
erfiillt S1. Die restlichen Details iiberpriifen wir in Ubung P13.

Definition 1.4 Die o-Algebra S|y aus Beispiel 1.3 (d) wird die Spur von S
auf Y genannt.

Lemma 1.5 Es sei X eine Menge.

(a) Ist M eine nicht-leere Menge von o-Algebren auf X, so ist deren Durch-
schnitt?

(M = (1S = {ACX:A€S firalle S € M}

SeM

ebenfalls eine o-Algebra auf X .

(b) Fiir jede Menge €& von Teilmengen von X (also € C P(X)) gibt es eine
kleinste o-Algebra o(E), die € enthdlt.?

Beweis. (a) S1: Es gilt () € S fiir alle S € M und somit ) € (M. S2:
Ist A € M, sogilt A € S fiir alle S € M und somit auch A° € S, da
S eine o-Algebra ist. Somit A° € [JM. S3: Es sei (A,)nen eine Folge von
Mengen A, € (YM. Fiir jedes S € M gilt dann A,, € S fir jedes n und
somit | J,cy An € S, da S eine o-Algebra ist. Folglich ist (J,, .y An € (M.

(b) Wir betrachten die Menge M C P(P(X)) aller o-Algebren S auf X
derart, dass £ C §. Die Menge M ist nicht leer, denn P(X) ist eine o-
Algebra, die £ enthélt (siehe Beispiel 1.3 (b)). Nach Teil (a) ist

o(&) == (M

?Hier ist also M C P(P(X)).
3Damit meinen wir das folgende: 1. o(€) ist eine o-Algebra, die £ enthélt; und 2.: ist
S eine o-Algebra, die € enthilt, so gilt o(£) C S.
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eine o-Algebra. Da £ C S fiir alle § € M, gilt £ C (M = o(FE); es ist also
o(€) eine o-Algebra, die £ enthdlt. Ist nun S irgendeine o-Algebra auf X,
die £ enthilt, so ist S € M und somit o(£) = (M C S. Also ist in der Tat
o (&) die kleinste solche o-Algebra. O

Definition 1.6 In Lemma 1.5 (b) nennt man o(€) die von £ erzeugte o-
Algebra. Ist S eine o-Algebra und £ C S eine Teilmenge mit S = (&), so
nennt man &£ ein Erzeugendensystem fiir die o-Algebra S.

Beispiel. Wir betrachten die Menge € := {{1,2}, {2,3}} von Teilmengen
von X :={1,2,3}. Da & C (), gilt

{1,2} € 0(£) und {2,3} €0(&).

Da o(€) als o-Algebra unter Komplementen und endlichen Durchschnitten
abgeschlossen ist, folgt

{3} ={1,2}°€a(&), {1} ={2,3}°€0(f) und {2} ={1,2}n{2,3} €o(E).

Da jede Teilmenge A von X = {1,2,3} eine Vereinigung von endlich vielen
der vorigen Mengen ist, gilt A € o(€). Also ist o(£) = P(X) die volle
Potenzmenge von X.

Bemerkung 1.7 Im Beweis von Lemma 1.5 (b) haben wir die von einem
Mengensystem & C P(X) erzeugte o-Algebra ¢(€) “von oben kommend”
konstruiert, als den Durchschnitt einer gewissen Menge von o-Algebren. Es
ist im allgemeinen nicht moglich, o(&) (wie im vorigen Beispiel) in endlich
oder abzahlbar vielen Schritten “von unten kommend” aufzubauen, indem
man alle Komplemente und abzahlbaren Vereinigungen von Mengen aus £
zu £ hinzunimmt und dann diesen Vorgang wieder und wieder wiederholt:
Diese naive Vorstellung ist falsch!*

4Mittels “transfiniter Induktion” (einer raffinerten Beweismethode) lisst sich die Grun-
didee des von-unten-Aufbauens (in modifizierter Form!) retten, was dann sogar zusétzliche
Information iiber o (&) liefert. Dies nur als Zukunftsmusik — solch fortgeschrittene Tech-
niken haben wir hier nicht zur Verfiigung!



1.2 Borelmengen

Dem R" (und allgemeiner jedem metrischen oder topologischen Raum) kann
man in natiirlicher Weise eine o-Algebra zuordnen, namlich die von der
Menge O aller offenen Teilmengen erzeugte o-Algebra o(Q). Bevor wir diese
diskutieren, sei an die Definition metrischer und topologischer Raume und
weitere Grundbegriffe erinnert.?

Definition 1.8 Essei X eine Menge. Eine Menge O von Teilmengen U C X
wird eine Topologie auf X genannt, wenn gilt:

(O1) Esgilt € O und X € O.
(02) Firalle U,V € O gilt UNV € O.
(03) Fiir jede Familie (Uj);es von Mengen U; € O gilt ;. U; € O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, ), wobei X eine Menge ist und
O eine Topologie auf X. Die Mengen U € O nennt man dann die offenen
Teilmengen von X, ihre Komplemente X \ U abgeschlossen. Eine Abbildung
f: X — Y zwischen topologischen Raumen X und Y heifit stetig, wenn
F7YU) in X offen ist fiir jede offene Teilmenge U C Y. Stetige bijektive Ab-
bildungen mit stetiger Umkehrfunktion werden Homdéomorphismen genannt.

Definition 1.9 Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X
und einer Metrik d auf X, d.h. einer Funktion d: X x X — [0, co[ mit den
folgenden Eigenschaften:

M1 d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
M2 Symmetrie: Fiir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, x).
M3 Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y, z € X gilt d(z, z) < d(x,y)+d(y, 2).

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so nennt man

B.(z) :={y € X:d(z,y) < e}

5Siehe z.B. Prof. Glockners Skript zur Analysis 2 an der Universitit Paderborn im SoSe
2019, verfiigbar in PANDA.



die offene Kugel vom Radius ¢ > 0 um =z € X. Ist (X,d) ein metrischer
Raum, so wird eine Teilmenge U C X offen genannt, wenn fiir jedes x € U
ein € > 0 existiert mit

B.(z) C U.

Die Menge O aller offenen Teilmengen eines metrischen Raums (X, d) ist
eine Topologie auf X; jeder metrische Raum (X, d) hat also einen zugrunde
liegenden topologischen Raum (X, Q).

1.10 Beispiele. (a) Der euklidische Abstand d(x,y) := ||z — y||2 macht
R™ zu einem metrischen Raum. Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen
wir R" stets mit dieser Metrik.

(b) Ist (X, d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge, so ist die Ein-
schriankung d|y«y von d auf Y x Y eine Metrik auf Y, die sogenannte in-
duzierte Metrik. Somit ist (Y, d|yxy) ein metrischer Raum.

(c¢) Durch Kombination von (a) und (b) kénnen wir insbesondere jede
Teilmenge Y C R" als metrischen Raum betrachten, versehen mit der vom
euklidischen Abstand induzierten Metrik

Dies sind die metrischen Raume, die fiir unsere Zwecke wirklich von Bedeu-
tung sind.

(d) Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so ist
Oy ={UNY:U € O} eine Topologie auf Y, die sogenannte induzierte
Topologie. In der Situation von (b) ist die (Y,dyxy) zugrunde liegende
Topologie die induzerte Topologie Oy. Die Mengen V € Oy nennt man
relativ offen (oder kurz: offen in Y'). Siehe Aufgabe P6 fiir Grundtatsachen
zu induzierten Metriken und induzierten Topologien.

1.11 Sind (X3, O;) und (Xs, Os) topologische Raume, so ist
O :={U C X1 xXy: (V(x,y) eU)(TV € O1,IW € Oy) (z,y) e VW CU}

eine Topologie auf X; x Xy, die sogenannte Produkttopologie. Sind (X7, d;)
und (X5, dy) metrische Rédume, so definiert

d((z1,91), (12, 92)) = max{d(z1, z2), d2(y1,y2)}

eine Metrik auf X; x Xy, deren zugrunde liegende Topologie die Produkt-
topologie ist (siche Aufgabe H15 fiir Grundtatsachen zu Produkttopologien
und Maximummetriken).



Nun zurtick zur Maftheorie.

Definition 1.12 Ist (X, Q) ein topologischer Raum, so heifit die von O
erzeugte o-Algebra B(X) := o(O) die o-Algebra der Borelmengen auf X,
und die Elemente A € B(X) heiflen Borelmengen.

Bemerkung 1.13 Es ist klar, dass alle offenen und alle abgeschlossenen
Mengen Borelmengen sind, ebenso abziahlbare Durchschnitte offener Men-
gen (sogenannte Gs-Mengen) und abzahlbare Vereinigungen abgeschlossener
Mengen (sogenannte F,-Mengen).

Versehen wir den Raum R™ mit der euklidischen Metrik d(z,y) = |z —
yll2, so erhalten wir die o-Algebra B(R"™) der Borelmengen von R". Dies
sind diejenigen Mengen, denen wir spater ein Volumen zuordnen und iiber
die wir integrieren werden. Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen wir
R"™ stets mit der o-Algebra der Borelmengen. Es ist niitzlich, dquivalente
Beschreibungen von B(R) zur Verfiigung zu haben.

Satz 1.14 Jedes der folgenden Mengensysteme E; erzeugt die o-Algebra B(R)
der Borelmengen von R (es ist also B(R) = o(&;)):

a) & = {la,b: a,b € Q, a < b};
= {Ja,bf: a,b € R, a < b};
(c
d

()
(b) &

) &= {[a,b]: a,b € R, a < b};
(d) & = {[a,b]: a,b € R, a < b};
() &

Beweis. Wegen & C & ist 0(&;)
die & enthilt und somit o(&;) C

= {]—00,b]: b € R}.

C (&) (denn es ist (&) eine o-Algebra,
(&),

(&), sieche FuBnote zu Lemma 1.5 (b)).
Aus .
Ja,b[= | Jla+ L,0]
n=1

folgt & C o(&3) und somit (&) C o(&;). Analog folgt aus

oo

[, 00 = (Jla,0 1],

n=1

7



dass & C o(&;) und somit o(&) C o(&y); aus

a,b) =]=o0.b]\ (| J]=00.a - 1])

neN

folgt &4 C (&) und somit o(&;) C o(&). Wir haben also (&) C (&) C
(&) C o(&y) C 0(&) € B(R) erhalten und miissen noch B(R) C o(&)
zeigen. Da B(R) von den offenen Mengen erzeugt wird, miissen wir zeigen,
dass o (&) jede offene Menge enthélt. Sei also U C R offen. Dann gibt es zu
jedem z € U ein e > 0 mit |x —e,24+¢[ CU. Wir wihlen a € |z —¢,2[NQ
und b € |z, x + [ NQ. Dann ist = € ]a, b], folglich

v= J Jatl

la,b[CU,a,beQ
Da die rechte Seite eine abzéhlbare Vereinigung ist, folgt U € o(&;). a
Ein analoges Resultat gilt im R". Definieren wir fiir « = (a4,...,a,) und

b= (b,...,b,) mit ap < by den offenen Quader

n

la, b := H]ak,bk[ = {(z1,...,2,) € R": a, < x < by, fiir alle k}
k=1

und den halboffenen Quader [a,b] := T[;_,[ax, bi[, so erhalten wir wie in
Satz 1.14:

Lemma 1.15 Die Menge € := {]a,b[ : a,b € Q" mit a, < b} aller offenen
Quader mit rationalen Ecken erzeugt B(R™). Auch die Menge aller halboffe-
nen Quader erzeugt B(R™).

Beweis. Der Beweis wird in der Ubung gefiihrt (Aufgabe H14). O

Bemerkung 1.16 Man kann zeigen, dass B(R") eine echte Teilmenge der
Potenzmenge P(R") ist, es gibt also Teilmengen von R", die keine Borelmen-
gen sind. Dies ist leider nicht ganz einfach! Im wesentlichen gibt es zwei
Beweismethoden.



(a) Methode 1. In einer spiteren Ubung werden wir uns (mit Anleitung)
selbst iiberlegen, dass es auf der vollen Potenzmenge P (R") kein trans-
lationsinvariantes Maf® geben kann, das jedem Quader sein natiirliches
Volumen (das Produkt der Seitenldngen) zuordnet. Auf B(R™) jedoch
gibt es ein solches Maf, wie wir sehen werden (das Lebesgue-Borel-
Maf). Somit muss B(R") C P(R") sein.

(b) Die zweite Beweismethode konnen wir hier nur andeuten, da die benotigten
Hilfsmittel unsere Moglichkeiten iibersteigen. Man zeigt zunéchst,”
dass die Borelsche o-Algebra B(R") die gleiche Machtigkeit besitzt wie
die reellen Zahlen, d.h. es gibt eine bijektive Abbildung B(R™) — R.
Die volle Potenzmenge P(R™) hat jedoch aufgrund des Cantorschen
Diagonalarguments eine echt groflere Méchtigkeit als R™ (und somit
als R), d.h. es gibt eine injektive Abbildung R" — P(R™), aber keine
injektive Abbildung in umgekehrter Richtung. Somit hat P(R™) eine
echt grofere Méchtigkeit als B(R™); die zwei Mengen konnen daher
nicht zusammenfallen.

1.3 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir spater integrieren wollen.

Definition 1.17 Es seien (X;,S;) und (X3, Sy) Messrdume. Eine Funktion
f: X1 — X, heifit messbar, wenn das Urbild® jeder messbaren Menge mess-
bar ist, d.h. f71(A) € S, fiir jede Menge A € S,.

Man beachte die formale Ahnlichkeit dieser Definition zur Definition stetiger
Funktionen iiber die Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind.

Notation. Wenn wir in der Situation von Definition 1.17 ganz klar machen
wollen, dass die o-Algebren S} und S; benutzt werden, schreiben wir auch
f: (X1,81) — (X3,8:) (obwohl natiirlich f nach wie vor eine Funktion
Xl — X2 ISt)

5D.h. A C R™ und A + z haben stets das gleiche Ma$.

"Man benutzt hierbei, dass nach Lemma 1.15 die o-Algebra B(R™) von einer
abzéhlbaren Menge £ erzeugt wird. Die in der Fufinote zu Bemerkung 1.7 erwihnte
Technik des “von-unten-Aufbauens” von B(R™) = ¢(€) (durch transfinite Induktion bis
zur ersten iiberabzéhlbaren Ordinalzahl) liefert eine obere Schranke fiir die Méchtigkeit

der erzeugten o-Algebra.
8Zur Erinnerung: f=1(A) := {x € X;: f(z) € A}.
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Wir diskutieren nun einige Beispiele messbarer Funktionen.

Beispiel 1.18 (Konstante Funktionen). Sind (X1,S;) und (X3, Ss2) be-
liebige Messrdume, so ist jede konstante Funktion f: X1 — X5 messbar.

Sei namlich f(z) =c. Fir A € S, gilt dann f~1(A) = X; € S (falls c € A)
oder f71(A)=0¢€ & (falls c € A).

Beispiel 1.19 (Funktionen mit zwei Werten). Es sei (X,S) ein Mess-
raum. Wann ist eine Funktion f: X — R mit zwei Werten (etwa 0 und 1)
messbar 7 Dazu betrachten wir fiir jede Menge A C X ihre charakteristische

Funktion®
1 fallsxze A

0 fallsz ¢ A.

Diese Funktion ist genau dann messbar, wenn A € S, denn fiir verschiedene
B € B(R) durchliuft 1,'(B) die Menge {0, A, X \ A, X}.

14: X =R, 1a(x) = {

Charakteristische Funktionen messbarer Mengen spielen in der Integrations-
theorie eine wichtige Rolle. Wir schreiben gelegentlich auch 1% := 1,4, wenn
wir betonen wollen, dass 14 als Funktion auf X zu verstehen ist.

Beispiel 1.20 (Inklusionsabbildung). Es sei (X,S) ein Messraum, Y C
X eine Teilmenge und j:Y — X, j(x) := x die Inklusionsabbildung. Dann
ist 7: (Y, Sly) = (X,S) messbar, wobei S|y die Spur von S auf Y ist (wie
in Definition 1.4).

Fiir jede Teilmenge A € S von X gilt namlich offensichtlich
iTHA) = AnY € Sly. (4)

Beispiel 1.21 (Messbare Funktionen in Teilmengen von Messraumen).
Es sei (X,S) ein Messraum, ¥ C X eine Teilmenge und j : Y — X,
j(x) = x die Inklusionsabbildung. Ist auch (Z,T) ein Messraum, so ist
eine Abbildung f: Z — 'Y genau dann messbar als Abbildung nach Y, wenn
sie als Abbildung nach X messbar ist. Genauer: f: (Z,T) — (Y,S|y) ist
messbar genau dann, wenn jo f: (Z,T) — (X,S) messbar ist.

Fiir jede messbare Teilmenge A € § von X gilt nach (4) ndmlich
o)™ (A) =171 (A) = fFH(ANY).

9In der Literatur bezeichnet man charakteristische Funktionen auch hiufig mit x 4.
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Da hier B := A NY die o-Algebra S|y durchlauft, ist genau dann
(jof)™YA) € T fiir alle A € S (also j o f messbar), wenn f~}(B) € T
fir alle B € S|y (wenn also f messbar ist).

Da die Definition messbarer Funktionen auf der Untersuchung von Urbildern
beruht, ist es wichtig, sich die Eigenschaften von Urbildern klar zu machen.
Ganz entscheidend ist, dass die Bildung von Urbildern mit den mengenthe-
oretischen Operationen vertréaglich ist:

Lemma 1.22 (Operationentreue der Urbild-Abbildung) FEssei f: X —
Y eine Funktion. Dann gilt:

(a) f7HY
(b) /=
=

) =X und f71(0) = 0.
Ei)\ )= fUB)\fYA) fir alle A, B C Y, insbesondere f~1(A°) =
(A

(c) Ist (A))jes eine Familie von Teilmengen von 'Y, so gilt

(Ua) = Ur'@) (5)

jedJ jedJ
“(Na) = N, (©)

Sind die Mengen A; paarweise disjunkt, so auch die Mengen f~'(A;).

Beweis. Wir zeigen beispielhaft Gleichung (5). Hierzu sei (A;);es eine
Familie von Teilmengen A; C Y. Fiir x € X sind aquivalent:

€ Ujes4) & fl@) el 4 & Field) fla)edy
& (FHeld) vefHA) & velU;, [T1(4).

Also gilt (5). Die iibrigen Behauptungen werden in der Ubung bewiesen
(Aufgabe P12). O

Satz 1.23 Kompositionen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer:
Sind (X1,81), (X2,82) und (X3,83) Messraume und f: X7 — Xo und g:
Xy — X3 messbare Funktionen, so ist auch go f: X1 — X3 messbar.
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Beweis. Fiur A € S5 ist
(go /) " (A)=f"(g'(A) €S,

da g7'(A) € Sy wegen der Messbarkeit von g und somit f~'(g71(A)) € S
wegen der Messbarkeit von f. Also ist g o f messbar. a

Beispiel 1.24 st f: (X,S) — (Z,T) messbar und Y C X eine Teilmenge,
so ist die Einschrinkung fly : (Y,S|ly) — (Z,T) messbar. Begriindung:
fly = foj ist die Komposition der messbaren Funktion f und der Inklu-
sionsabbildung j : Y — X, j(z) := x, die nach Beispiel 1.20 messbar ist.
Nach Satz 1.23 ist somit f|y messbar.

Der folgende Satz zeigt, dass es fiir das Uberpriifen der Messbarkeit einer
Funktion nicht erforderlich ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu be-
trachten.

Satz 1.25 FEs seien (X1,S81) und (Xa,Ss) Messrdume und f: X1 — Xs eine
Funktion. Ist So = o (&) fiir eine Menge £ C P(X3) von Teilmengen von Xs,
so ist f genau dann messbar, wenn f~1(A) € 8 fiir alle A € £.

Beweis. Die Implikation “=" ist trivial. Sei nun f~'(A4) € &, fiir alle
A € &; dann ist

EC{ACY: f[{A)e&) = T.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass 7 eine o-Algebra ist; um z.B. S3
fiir 7 nachweisen, sei (A, )nen eine Folge von Mengen A, € 7. Dann ist
f71(A,) € S per Definition von 7 und somit auch

I (UA) = Ui e s,
neN neN

wobei die Operationentreue der Urbild-Abbildung (Lemma 1.22 (c)) benutzt
wurde. Also ist (J,,cy An € T. Die Eigenschaften S1 und S2 iiberpriift man

analog (Ubung P15(b)). Da 7 die Menge & enthélt, enthélt 7~ auch die von
& erzeugte o-Algebra o(€) = Sy. Also gilt

S, C {AC Xy fHA) €S}

12



und somit ist f messbar. O

Spezialfall: Ist (X5, @) ein topologischer Raum, so ist f als Abbildung von
(X1, S1) nach (X, B(X3)) genau dann messbar, wenn das Urbild jeder offenen
Menge in &; ist.

Folgerung 1.26 Sind X undY topologische Raume, so ist jede stetige Funk-
tion f: X — Y messbar (bzgl. der o-Algebren B(X) und B(Y') der Borelmengen).

Beweis. Wir wir gerade gesehen haben, geniigt es zu zeigen, dass f~1(U)
fiir jede offene Menge U C Y eine Borelmenge ist. Dies aber ist klar: Da f
stetig ist, ist f~!(U) offen, also erst recht eine Borelmenge. O

Folgerung 1.27 Es sei (X,S) ein Messraum und f: X — R eine Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(X, 8) — (R, B(R)) ist messbar.

(a
(b

Die Urbilder aller offenen Intervalle sind messbar.

) f
)

(c) Die Urbilder aller halboffenen Intervalle sind messbar.

(d) Die Urbilder aller abgeschlossenen Intervalle sind messbar.
)

(e) Fiir alle b € R ist f~'(]—o0,b]) messbar.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 1.14 und Lemma 1.25. O

Der nachste Beweis fithrt uns die Niitzlichkeit von Folgerung 1.27 klar vor
Augen. Ohne dieses Hilfsmittel hatte man wohl keine Chance!

Folgerung 1.28 Jede monoton wachsende (oder fallende) Funktion f: R —
R st messbar.

Beweis. Da f monoton ist, ist das Urbild f~1(I) jedes offenen Intervalls
I C R ein Intervall und somit eine Borelmenge. Nach Folgerung 1.27 (b) ist
f messbar. O

Lemma 1.15 liefert zu Folgerung 1.27 analoge Aussagen fiir Funktionen nach R"™.
Auch gilt:

13



Satz 1.29 Fs sei (X,S) ein Messraum und f = (f1,..., fn): X — R" eine
Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f:(X,8) = (R, B(R"™)) ist messbar.

(b) Jede der Koordinatenfunktionen fi: X — R ist messbar als Funktion
von (X,S) nach (R, B(R)).

Beweis. (a)=-(b): Die Koordinatenprojektionen
pr: R" =R, = (x1,...,2,) — x}

sind stetig und somit messbar nach Folgerung 1.26. Nach Satz 1.23 sind dann
auch Funktionen f; = pr; o f messbar.

(b)=(a): Seien a,b € R™. Sind alle Koordinatenfunktionen f;: X — R
messbar, so ist fiir jeden offenen Quader Ja, b = [} _,]ax, bx[ in R™ das Urbild

f7Mab) = () £t Qs bil)

messbar. Da die Menge aller offenen Quader |a,b] nach Lemma 1.15 die
o-Algebra B(R™) der Borelmengen erzeugt, ist f nach Satz 1.25 messbar. O

Hier ist eine sehr wichtige Anwendung:

Satz 1.30 Es sei (X,S) ein Messraum und f,g: (X,S) — (R, B(R)) mess-
bare Funktionen. Dann sind auch die Funktionen f + g, fg, |f|, max(f,g),
min(f, g): X — R messbar.'?

Beweis. Die Betragsfunktion |- |: R — R ist stetig und somit messbar nach
Folgerung 1.26. Also ist |f| = | - | o f messbar als Komposition messbarer
Funktionen (Satz 1.23). Aus Satz 1.29 wissen wir, dass die Funktion

F = (f,g): X - R?
mit den Komponenten f und g messbar ist. Weiter ist

h:R* =R, (n,y)—az+y

19Diese Funktionen sind punktweise definiert, es ist also z.B. max(f,g)(z) :=

max (f(x),g(x))

14



stetig und somit messbar und daher f 4+ g = h o F' messbar als Komposition
messbarer Funktionen. Die restlichen Behauptungen folgen analog in Anbe-
tracht der Stetigkeit der Abbildungen R?* — R, die (x,y) auf zy, max(x,y)
bzw. min(z,y) abbilden. O

Da konstante Funktionen messbar sind, bilden also die messbaren Funktionen
X — R insbesondere einen reellen Vektorraum.

Es ist niitzlich, die Uber.llegung aus dem Beweis von Satz 1.25 als Lemma
festzuhalten (siche auch Ubung P15(b)):

Lemma 1.31 Ist f: X — Y eine Funktion und S eine o-Algebra auf X, so
15t

f(8) = {ACY: f7(4) €S} (7)
eine o-Algebra auf Y . O

Man nennt f,(S) das direkte Bild von & unter f. Beachten Sie, dass fiir
A € f.(8) per Definition f~1(A) € §. Also ist f: (X,8) — (Y, fu(S))

messbar.

Wir beenden den Abschnitt mit einer weiteren Anwendung von Satz 1.25.
Definition. Sind (X3, S;) und (X2, S;) Messrdume, so nennen wir

S1 8 :=0({A; X Ay: A1 € 81, A5 € So})
die Produkt-o-Algebra auf X; x Xs.

Satz. Die Produkt-o-Algebra hat folgende Eigenschaften.

(a) Fir j € {1,2} ist die Projektion pr;: X1 x Xo — Xj, (21,72) = ;
messbar als Funktion (X7 x X2,81 ® S2) = (X, S;).

(b) Ist (Y,S) ein Messraum, so ist eine Funktion
f: (flan): Y—>X1 XX2

genau dann messbar als Funktion (Y,S) — (X1 X X5,81 ® Ss), wenn
fi: (V,8) = (X1,81) und fo: (Y, 8) — (X2, S2) messbar sind.
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(c) Ist S eine o-Algebra auf X, x Xo derart, dass
pr;: (Xl X XQ,S) — (Xj,Sj)
fiir beide j € {1,2} messbar ist, so ist S; ® Sy C S.

Also ist §; ®S, die kleinste o-Algebra auf X x X5, welche beide Projektionen
messbar macht.

Beweis. (a) Fiir jedes A € Sy ist pri'(A4) = Ax X, € §; xS, (da A € S; und
Xy € 8, ist A x X5 sogar im Erzeugendensystem der Produkt-o-Algebra).
Also ist pr; messbar. Analog sieht man, dass pr, messbar ist.

(b) Ist f messbar, so auch f; = pr; o f und fo = pry o f nach Satz 1.23,
als Komposition messbarer Funktionen (unter Benutzung von (a)). Seien
umgekehrt f; und f; messbar. Konnen wir zeigen, dass

f_l(Al X AQ) - S
fiir alle A; € &1 und Ay € S, so ist f nach Satz 1.25 messbar. In der Tat ist

FTUAL x Ay) = {2z €Y f(x) = (fi(x), folx)) € A] x Ay}
= (f)7H(A)N(f2)H(A) €S,

(c) Da pr; und pr, auf X := X; x Xy mit der o-Algebra & messbar
vorausgesetzt sind, ist nach (b)
ldX = (prlapr2)

messbar als Abbildung (X,8) — (X, S ® S). Also ist A = (idx) '(4) € S
fir alle A € §§ ® S; und somit S§ ® S; C S. O

1.4 Hilfsmittel zum Prufen der Messbarkeit von
Funktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir weitere Resultate, die beim Uberpriifen
der Messbarkeit von Funktionen von Nutzen sein konnen. Wie etwa wiirden
Sie begriinden, dass die Funktion

0 fir z <0
cos(z) fiir x >0

fR—>R, flz) = { (8)
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messbar ist 7 Man konnte dies zwar von Hand schaffen, aber es ist doch sehr
bequem, allgemeine Hilfsmittel zur Diskussion solcher stiickweise definierten
Funktionen zur Verfiigung zu haben. Diese Hilfsmittel werden nun bereit-
gestellt.

Zunachst schauen wir uns an, wie die Borelmengen eines topologischen Raums
und die Borelmengen eines Unterraums zueinander in Beziehung stehen.

Satz 1.32 Es sei (X, Q) ein topologischer Raum undY C X eine Teilmenge,
die wir mit der induzierten Topologie Oy versehen. Dann ist die o-Algebra
der Borelmengen von (Y, Oy) gleich der Spur von B(X) aufY, also

B(Y) = B(X)ly = {Y¥NA: AeB(X)}.

Gilt Y € B(X) (wenn also 2.B. Y C X offen ist oder abgeschlossen), so ist
folglich B(Y) ={Ae€ B(X): ACY} C B(X).

Als Hilfsmittel fur den Beweis fithren wir eine Notation ein.

Definition 1.33 Ist f: X — Y eine Abbildung und & C P(Y’) eine Menge
von Teilmengen von Y, so schreiben wir

f7HE) = {f1(A):Aeg}
fiir die Menge aller Urbilder der Mengen aus £.

Lemma 1.34 Es sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Ist S eine o-Algebra auf Y, so ist f~1(S) eine o-Algebra auf X, somit
(X, f7YS)) ein Messraum. Die Abbildung f: (X, f~4S)) — (V,8) ist

messbar.
(b) Fir die von einer Teilmenge € C P(Y) erzeugte o-Algebra o(E) gilt:
(&) =a(f7(E)).
Beweis. (a) Die erste Behauptung wurde in Ubung P15(a) gezeigt. Ist
A€ S, soist f[7HA) € f74S), somit f: (X, f71S)) — (V,S) messbar.

(b) Da € C o(£), ist auch f~H&) C f~Ho(€)). Weil f~1(c(£)) nach
Teil (a) eine o-Algebra ist, folgt

a(f7H(€) S fH((€)). (9)



Andererseits ist nach Lemma 1.31

T = fulo(f7HE)) ={ACY: fTH(A) e a(fTH(E))}
eine o-Algebra auf Y. Diese enthilt £, da f~1(E) € f~1(€) C o(f~1(€)) fir
alle £ € £. Somit ist 0(€) C T und daher
7 e(€) S fHT). (10)

Fir A € T gilt aber f7'(A) € o(f~'(€)) per Definition von 7. Also
FHT) C o(f7E)) und somit f~1(a(&)) C a(fHE)) wegen (10). Mit
(9) liefert dies f~1(a(E) = a(f~HE)). O

Beispiel 1.35 Ist (X,S) ein Messraum und Y C X eine Teilmenge, so ist
Sly = j71(8S), wobei j: Y — X, j(x) := z die Inklusion ist (denn es ist
JTHA)=ANY fir ACX).

Somit erhalten wir als Spezialfall von Lemma 1.34 (b):

Ist X eine Menge und € C P(X) eine Menge von Teilmengen von X, so gilt
fir die Spur von o(€) C P(X) auf einer Teilmenge Y C X:

o)y = c{ENY:E€&}).

Beweis: Esseij: Y — X die Inklusion. Nach Beispiel 1.35 und Lemma 1.34 (b)
ist dann

o)y = jHa(€) = a(G7H(E) = c({j7(E): E€ &}
= J{ENY:Ec&)).

Beweis von Satz 1.32. Es sei O die Menge aller offenen Teilmengen von X

und Oy :={UNY:U € O}. Nach dem gerade diskutierten Spezialfall von
Lemma 1.34 (b) ist folglich

BX)ly = c(O)ly = c({UNY:U€0}) = d(Oy) = BY). O

Der folgende Satz ermoglicht es in vielen Fallen, fiir stickweise definierte
Funktionen deren Messbarkeit nachzuweisen.

Satz 1.36 (Stiickweise messbare Funktionen sind messbar). Fs sei
(X,S) ein Messraum und (X, )nen eine Folge messbarer Mengen X, € S,
welche X tiberdecken, d.h. |, . Xn = X. Dann gilt:

neN < n
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(a) Fine Menge A C X st genau dann messbar, wenn AN X, fir jedes n
messbar 1st.

(b) Ist f: X — Y eine Funktion in einen Messraum (Y,T), so ist f
messbar genau dann, wenn fir jedes n € N die Einschrinkung f|x, :
(Xn,S|x,,) = (Y, T) messbar ist.

Beweis. (a) Ist A € S, soist AN X, € S (und weiter auch AN X, €
Slx, ={B€S: BC X,}). Ist umgekehrt AN X, € S fiir alle n € N (oder
dquivalent AN X, € Slx,), so ist

A=ANX=AN <UXn> =JUAanx,)es.

neN neN

(b) Ist f messbar, so ist auch die Einschrinkung
f|Xn: (XTUS|X71) — (Y’ T)

messbar, nach Beispiel 1.24. Sei nun umgekehrt f|y, messbar fiir jedes n.
Fiir jede messbare Teilmenge A € T von Y ist

) = xnf @ =Jx)nr @)= xnra)

neN neN

= UUlxo'@)

neN

messbar als abzihlbare Vereinigung der messbaren Mengen (f|x,) *(A4) €
S|lx, ={B€S8:BC X,} CS§ (unter Benutzung von X,, € §). Also ist f
messbar. O

Zur Ilustration diskutieren wir nun die in (8) zu Beginn des Abschnitts
beschriebene, stiickweise definierte Funktion.

Beispiel 1.37 Die Funktion

0 fir z <0
cos(z) fiir x >0

FRSEf@) -

ist messbar als Abbildung (R,B(R)) — (R,B(R)), denn die Borelmengen
X :=]—00,0[ und X; := [0, 00[ (=: X, fiir n > 3) bilden eine Uberdeckung
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von R derart, dass f|x, stetig und somit messbar ist.

Im Detail gehen hier die vorigen Resultate wie folgt ein: Als stetige Funk-
tion ist f|x, messbar als Abbildung (X,,B(X,)) — (R,B(R)) (siche Fol-
gerung 1.26). Nach Satz 1.32 ist hier B(X,) = B(R)|x,. Also ist nach
Satz 1.36 (b) die Abbildung f messbar.

Wir stellen noch ein Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Messbarkeit von
Funktionen in Produkte (bzw. auf Produkten) topologischer Rdume bereit.

Definition. Eine Menge U von offenen Teilmengen eines topologischen
Raumes (X, Q) wird eine Basis der Topologie genannt, wenn jede offene
Menge U C X eine Vereinigung von Mengen aus U ist.!!

Beispiele. (a) Die Menge U := {]a,b[: a,b € R;mit a < b} ist eine Basis
der Topologie auf R, den jede offene Teilmenge von R ist eine Vereinigung
von Intervallen der Form |z — e,z + ¢[€ U.

(b) Die Menge U := {BX(x): x € X, r > 0} aller offenen Kugeln ist
eine Basis der Topologie auf einem metrischen Raum (X, d), denn jede offene
Menge ist eine Vereinigung solcher Kugeln.

(c) Die Menge U := {]a,b[: a,b € Q mita < b} aller offenen Intervalle ist
abzéahlbar und eine Basis der Topologie auf R, denn jede offene Teilmenge
U C R ist eine Vereinigung solcher Intervalle (siehe Beweis von Satz 1.14).

(d) Die Menge U aller offenen Quader |a,b] mit a = (aq,...,a,) und
b= (by,...,b,) in Q" und a;, < by fir £ € {1,...,n} ist abzéhlbar und
eine Basis der Topologie auf R", denn jede offene Teilmenge von R™ ist eine
Vereingung solcher Intervalle (siche Aufgabe H14).

(e) Ist (X, O) ein topologischer Raum, der eine abzdhlbare Basis U be-
sitzt, so hat auch die induzierte Topologie Oy eine abzahlbare Basis fiir jede
Teilmenge Y C X. Es ist namlich

V={UNnY:UeU}

eine abzahlbare Menge offener Teilmengen von Y. Ist V' C Y offen, so
existiert eine offene Teilmenge P C X mit V = Y NP. Es gibt eine Teilmenge
M C U derart, dass

p=|Jw

WeM

"Es existiert also eine Teilmenge M C U derart, dass U = [y ), V.
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Dann ist
V=ynpP=vn [JWw=[Jynw),
weM weM

wobel Y NW € V.

Satz. Es seien (X1,01) und (Xa,Os) topologische Rdume; wir versehen
X1 x Xy mit der Produkttopologie O. Dann gilt

B(Xl) & B(XQ) g B(Xl X Xg)
Hat X, eine abzihlbare Basis der Topologie, ist B(X1)®@B(Xs) = B(X1 x X5).

Beweis. Die Projektionen pr;: X; x Xy — Xj, (1, 72) = x; sind stetig und
somit messbar als Abbildungen (X; x Xo, B(X; x X3)) — (X, B(X})), nach
Folgerung 1.26. Also ist B(X;) ® B(X2) C B(X; x X3), wie im letzten Satz
von §1.3 gezeigt (Teil (c)).

Habe nun X eine abzdhlbare Basis {V,,: n € N} der Topologie. Wir
zeigen, dass dann jede offene Teilmenge U C X; x X, ein Element von

B(X1) ® B(X,) ist, also O C B(X;) ® B(X3) und somit
B(X1 x X3) =0(0) C B(X;) ® B(X3).
Da die umgekehrte Inklusion schon gezeigt wurde, folgt
B(X; x Xy) = B(X;) ® B(X»).

Sei also U € O. Fiir jedes n € N sei (), die Menge aller offenen Teilmengen
W C X, derart, dass

V, x W CU.
Dann ist
W= |J w
WGQTL

eine offene Teilmenge von X5 und

anWn:an(U W): U vuxw)cu.

weQ, weQ,

Folglich ist
U xw,) cu

neN
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Wir zeigen nun, dass
U xw,) =

neN

Da V,, x W,, € B(X;) ® B(X3) fiir alle n € N, ist dann U € B(X;) ® B(X>)
als abzéhlbare Vereinigung messbarer Mengen (was den Beweis beendet). Da
die umgekehrte Inkluson schon gezeigt ist, braucht nur noch

UcJwuxwy)

neN

gezeigt zu werden. Sei hierzu (x1,x9) € U. Per Definition der Produkt-

topologie existiert eine offene Teilmenge V' C X, und eine offene Teilmenge
W C X, derart, dass
(x1,20) €V X W C U.

Da V eine Vereinigung von Basismengen ist und x; € V, existiert ein n € N
mit z; € V,, C V. Dann ist

(r1,20) EV, x W CV xW CU,
also W C W, und (21, x2) € V,, X Wj,. O

Fiir die Allgemeinbildung erwahnen wir noch, dass ein metrischer Raum
(X, d) genau dann eine abzéhlbare Basis der Topologie besitzt, wenn X se-
parabel ist, also eine abzahlbare dichte Teilmenge besitzt.

Definition. Ein topologischer Raum (X, Q) heifit separabel, wenn er eine
abzihlbare dichte Teilmenge besitzt.!?

Den folgenden Satz iiberspringen wir in der Vorlesung.

Satz.* Ein metrischer Raum (X,d) hat genau dann eine abzdhlbare Basis
der Topologie, wenn er separabel ist.

Insbesondere ist jede Teilmenge eines separablen metrischen Raums ebenfalls
separabel in der induzierten Metrik (da sich die Existenz einer abzahlbaren
Basis auf Teilmengen vererbt).

Beweis. Ist X = (), so ist X separabel und hat eine abzihlbare Basis. Sei

_ '?Eine Teilmenge M C X heift dicht, wenn ihr Abschluss ganz X ist, also M = X.
Aquivalent ist die Bedingung: Fiir jede offene, nicht leere Teilmenge U C X ist UNM # ().
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nun X # (). Ist {U,: n € N} eine abzdhlbare Basis der Topologie, so diirfen
wir U,, # () annehmen fiir jedes n € N (ist U,, = 0, so ersetze U,, durch X).
Wir wéhlen fir jedes n € N ein Element z,, € U,. Dann ist die Menge
D := {z,: n € N} abzdhlbar. Weiter ist D dicht in X, denn ist U eine nicht
leere, offene Teilmenge von X, so ist U eine Vereinigung von Basismengen,
somit U, C U fiir ein n € N und folglich z,, € U, also D NU # ().

Hat umgekehrt X eine abzahlbare dichte Teilmenge D, so ist
U= {Bf(/n(x) neNxe D}

eine abzahlbare Menge offener Kugeln und eine Basis der Topologie von X.
Ist ndmlich U eine offene Teilmenge von X, so existiert fiir jedes y € U ein
n € Nmit By, (y) CU. Da D dicht ist, gibt es ein 2 € D N B, (y). Dann

ist y € ijn(x) Weiter ist Bfin(x) C U, da wegen der Dreiecksungleichung
dly,z) <d(y,z)+d(z,z) <1/n+1/n=2/n
fir alle z € Bfin(;v) und somit z € Bg;n(y) C U. Also ist
v= |\ Vv
Veu: veu

und folglich U eine Basis der Topologie. a

In §1.6 werden wir weitere Hilfsmittel zum Priifen der Messbarkeit von Funk-
tionen kennenlernen, insbesondere einen Satz iiber die Messbarkeit punkt-
weiser Grenzwerte.

1.5 Messbare Funktionen in die erweiterte Zahlengerade

Es ist oft praktisch, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktionen zu
arbeiten, deren Werte in der erweiterten Zahlengeraden

R := RU {0, —00}

liegen.'® Wir versehen nun R mit einer Metrik, so dass wir insbesondere von
der Borel-o-Algebra auf R sprechen kénnen und somit auch von messbaren

13Hierbei sind oo und —oo zwei beliebige, fest gewihlte Elemente, die nicht bereits in R
liegen.
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R-wertigen Funktionen. Zudem versehen wir R mit einer totalen Ordnung
und definieren eine Multiplikation auf R und (partiell) eine Addition.

Metrik, Topologie und Ordnung auf R

Die Notationen oo und —oo legen nahe, wie wir R = RU{oo, —oc} anordnen
wollen.

1.38 Wir setzen die iibliche totale Ordnung auf R zu einer Relation auf R
fort, indem wir erkliren:!4

—oc0o<z und z<o fiir alle z € R.

Die so erhaltene Relation ist eine totale Ordnung aufiﬁ (siehe Ublglg H17(a)).
Wir definieren Intervalle [a, b], |a, b], [a,b], ]a,b] C R fir a,b € R mit a < b
auf die offensichtliche Art, z.B.

[a,b] ;== {r €R:a < x < b}.

1.39 Die Funktion

|-1,1[— R, T (11)

1 — 22

ist stetig differenzierbar mit Ableitung

1+ 22
1— 22

> 0,

also streng monoton wachsend und ein C'-Diffeomorphismus (da die Funk-
tion nach oben und unten unbeschrinkt und ihr Bild daher ganz R ist).
Setzen wir

x
h(z) = T

fir x € R sowie h(—1) := —oo und h(1) = oo, so ist also auch

h:[-1,1 = R (12)

eine Bijektion und ein Ordnungsisomorphismus, d.h. fur z,y € [—1,1] gilt
x <yin[-1,1] C R genau dann, wenn h(z) < h(y) in R.

1Fiir z,y € R schreiben wir also < y genau dann, wenn dies bisher gemacht wurde.
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1.40 Wir versehen nun R mit der Metrik
d:RxR—[0,00], d(z,y):=|n"(z)—h(y)

(und der zugehorigen Topologie). Diese Metrik ist so gebaut, dass die Bijek-
tion A zu einer Isometrie wird, es ist also

d(h(z), h(y)) = ly — 7|

gleich dem Abstand in [—1,1] fiir alle z,y € [—1,1]. Insbesondere ist h
ein Homéomorphismus (also eine stetige bijektive Abbildung mit stetiger
Umbkehrfunktion). Dies hat niitzliche Konsequenzen:

e Da]—1, 1 offen in [~1, 1] ist, ist R = h(]—1, 1]) offen in R (insbesondere

also eine Borelmenge in R). Weiter induziert R auf R die auf R iibliche
Topologie.'®

e Ist U eine Basis fiir die Topologie auf [—1,1], so ist {h(U): U € U}
eine Basis fiir die Topologie auf R. Wenden wir dies an mit der Menge
U aller Mengen der Form

[_17 b[? ]aa b[ und ]CL, 1]
mit —1 < a < b <1, so sehen wir, dass die Intervalle
[—OO,b[, ]Cl, b[ und ]CL,OO]

mit —oo < a < b < oo eine Basis der Topologie auf R bilden. LetztereE
bleibt richtig, wenn wir nur a,b € Q mit a < b betrachten; insb. hat R
also eine abzahlbare Basis der Topologie.

Beachten Sie, dass die Metrik auf R nicht die Metrik auf R fortsetzt. Zum
Beispiel ist h(£1/2) = £(1/2)/(1 — 1/4) = £2/3, also

d(2/3,-2/3) = [1/2 = (=1/2)| = 1
in R (im Vergleich zum Abstand |2/3 — (—=2/3)| = 4/3 in R). Per Konstruk-

tion ist weiter d(z,y) < 2 fiir alle x,y € R; insbesondere ist
d(oco,—o0) =[1—-(-1)]=2 und d(co0,0)=[1—-0]=1

Wir wollen uns noch klar machen, wann eine Folge in R konvergiert.

5Denn h schrankt sich ein zu einem Homdomorphismus |-1,1[— R, wenn wir die
induzierten Topologien benutzen; gleiches gilt fiir die iibliche Topologie auf R, wie wir bei
der Diskussion der Abbildung (11) gesehen haben.
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Satz 1.41 Es sei (1,)nen eine Folge in R.

(a) Fir eine reelle Zahl z gilt genau dann x, — x, wenn ein N € N
existiert derart, dass x, € R fir alle n > N und die Folge (x,)n>n in
R gegen x konvergiert.

(b) Es gilt genau dann x, — oo in R, wenn

(Vr e R)(AN € N)(VYn > N) z, > .

(c) Es gilt genau dann x, — —oo in R, wenn

(Vr e R)(AN € N)(Yn > N) z, <.

Beweis. (a) Gelte z, € R firn > N und z,, - 2z in R fiir N <n — oco. Da
die Inklusion j: R — R stetig ist, gilt dann auch

tn = j(2n) = j(0) =2

in R. Gelte umgekehrt z,, — 2 in R fiir ein € R. Da R in R offen ist, ist R
eine Umgebung von z in R. Da z,, — z, existiert also ein N € N derart, dass
x, € R fiir alle n > N. Gegeben ¢ > 0 ist |z — ¢,z + €[ eine Umgebung von
r in R (vgl. 1.40). Also existiert ein n, > N derart, dass z,, €|z — ¢,z + €]
fir alle n > n.. Somit konvergiert (x,,),>n auch in R gegen z.

(b) Jede Umgebung U von oo in R enthilt eine Umgebung der Form
[r, 0], und jede solche Menge ist eine Umgebung (vgl. 1.40). Somit gilt
T, 00 < (VreR)EN eN)(Yn>N) z, € [r,x]
—_———

ST >r

(c) zeigt man analog zu (b). O

Bemerkung 1.42 (a) Eine Folge (z,,)nen reeller Zahlen konvergiert nach
Satz 1.41(a) genau dann in R gegen eine reelle Zahl z, wenn sie in R gegen x
konvergiert.

(b) Nach Satz 1.41 (b) bzw. (c) konvergiert eine Folge (z,)nen genau
dann in R gegen oo (bzw. —c0), wenn sie im Sinne der Analysis 1 bestimmt
gegen oo divergiert (bzw. bestimmt gegen —oo divergiert).
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Zur Borel-o-Algebra auf R

Als metrischer Raum hat R eine zu Grunde liegende Topologie, und wir
konnen die hiervon erzeugte o-Algebra B(R) der Borelmengen bilden. Diese
soll nun untersucht werden, sowie messbare Funktionen nach (R, B(R)).

Satz 1.43 B(R) hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Es gilt B B

B(R)=j.(B(R))={ACR: AnR € B(R)},

wobei j: R — R, j(z) := x die Inklusion ist.
R)

(b) Esist B(R) = B(R)|r

lk = {A € B(R): A CR} gleich der Spur von B(R)
auf R, wobei R € B(R).

(c) Eine Teilmenge A C R gehort genau dann zu B(R), wenn Mengen
B € B(R) und C C {—o00, 00} existieren mit A= BUC.

(d) Eine Abbildung f: (X,S) — (R, B(R)) mit Bild in R ist genau dann
messbar, wenn sie als Abbildung nach R messbar ist, wenn also die
Ko-Einschrinkung f|*: (X,8) — (R, B(R)) messbar ist.

Beweis. (b) Da R in R offen ist, ist R € B(R). Nach Satz 1.32 ist also
B(R) = BR)|g = {A € B(R): ACR}.

(d) ist wegen (b) ein Spezialfall von Beispiel 1.21.

(c) Ist A € B(R), so ist B := ANR € B(R)|z = B(R), nach (b). Dann
ist C:== A\ B C {o0,—o0} und A=BUC.

Wie in jedem metrischen Raum ist in R jede einpunktige Teilmenge {z}
(mit x € R) abgeschlossen, somit auch jede endliche Teilmenge (siche Auf-
gabe P16(a)). Also ist C € B(R) fiir jede Teilmenge C' C {co0, —0o}. Da
B(R) C B(R) nach (b), folgt BU C € B(R) fiir alle B € B(R).

(a) Sei A C R. Ist A € B(R), soist ANR € BR)|g = B(R). Ist
umgekehrt A NR € B(R), so ist A = (ANR) U (AN {oco0, —00}) € B(R),
nach (c). Also ist

B[R)={ACR: ANR € B(R)} = j.(B(R)),
=j=1(4)

wie behauptet. O

Jedes der in 1.38 beschriebenen Intervalle in R ist Element von B(R), denn
sein Schnitt mit R ist ein Intervall in R und somit in B(R).
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Lemma 1.44 Es sei (X,S) ein Messraum und f: X — R eine Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Funktion f: (X,S) — (R, B(R)) ist messbar.

() —f: (X,8) = (R, B(R)) ist messbar.

)
) -
(¢) Fiir jedes b € R ist die Menge {x € X: f(z) < b} messbar.
(d) Fiir jedes a € R ist {x € X: f(x) > a} messbar.
)
)

(e) Fiir jedes a € R ist {x € X: f(x) > a} messbar.

(f) Fiir jedes b € R ist {x € X: f(x) < b} messbar.

Beweis. (a)&(c): Die Menge & aller Intervalle [—o00, b] mit b € R erzeugt
eine o-Algebra (&) auf R. Wir zeigen nun, dass (&) = B(R); mit Satz 1.25
folgt hieraus, dass f genau dann messbar ist, wenn

[0, b)) ={z e X: f(z)<b} €S

fir alle b € R. Also sind (a) und (c) dquivalent.'® Da £ C B(R), ist
o(£) € B(R). Offensichtlich enthélt o(€) jede der Mengen {—oo}, {oo}
sowie R. Sei j: R — R die Inklusion. Fiir die Spur von ¢(€) auf R gilt dann

d)lg = c{RNA:Aef}) = o({[—o0,b)NR: b e R})
o({]-00,b]: b € R}) = B(R),

wobei das erste Gleichheitszeichen auf dem in Beispiel 1.35 diskutierten
Spezialfall von Lemma 1.34 (b) beruht, das letzte auf Satz 1.14 (e). Wegen
R € o(&) ist also B(R) = o(€)|g € o(€) (siche Ende von Beispiel 1.3 (d)).
Da jede Menge A € B(R) Vereinigung einer Menge B € B(R) C o(&)
und einer Menge C' € {0, {—o0}, {oc}, {—00,00}} C 0(€) ist, erhalten wir
B(R) C o(€). Somit 0(£) = B(R), wie behauptet.

Die Aquivalenzen (a)<(d), (a)<(e) und (a)<(f) zeigt man analog.

(a)<(b): Da (—f) ' ([—o0,b]) = f~1([-b, 00]), ist (c) fiur —f aquivalent
u (e) fiir f. Da (b) nach dem bereits Gezeigten zu (c) mit —f statt f
dquivalent ist und (a) zu (e), sind auch (a) und (b) dquivalent. O

Fiir b = 0o ist f~1([~00,b]) = f~1(R) = X immer messbar, ebenso fiir b = —oo.
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Addition und Multiplikation auf R
Reelle Zahlen addieren wir wie tiblich. Zusatzlich definieren wir
00+ x:=x+00:=00 firallex¢€]—oo0,0]

und
(—o0) +x:=x+ (—00) := —oc0 fiir alle x € [—00, 0.

Die Ausdriicke “co + (—00)” und “(—o0) + o0” bleiben undefiniert. Wir
haben somit eine Addition

a: (RXE>\{(007_OO)7(_00700)}%K7 (.’L‘,y) =T+ Y.
Satz 1.45 Die Addition o von R ist eine stetige Abbildung. Weiter gilt:

(a) (Kommutativgesetz) Gegeben x,y € R ist v + vy genau dann definiert,
wenn y + x definiert ist; in diesem Fall gilt x +y =1y + x.

(b) (Assoziativgesetz) Gegeben x,y,z € R ist x + (y + 2) genau dann
definiert, wenn (x+1y)+ z definiert ist; in diesem Fall gilt x+ (y+2) =
(z+y)+ 2.

Beweis. (a) z +y und y + x sind beide genau dann definiert, wenn
{x,y} 7é {OO’ _00}7
was wir nun annehmen. Es ist z +y =y + 2 = oo wenn oo € {x,y}; es ist
T+y=y+r=—-00,

wenn —oo € {x,y}. Im verbleibenden Fall z,y € R gilt x +y = y + =, da
(R, +) eine abelsche Gruppe ist.

(b) Sowohl = + (y + z) als auch (z + y) + 2z sind genau dann definiert,
wenn

(I, Y, Z) S [—OO, OO[ X [_007 OO[ X [_007 OO[
U ]—OO, OO] X ]_007 OO]X ]—OO, 00]7
was wir nun annehmen.'” Ist oo € {z,y, 2}, so ist

r+(y+z)=(x+y)+2z=o00.

17 Alternativer Beweis: Sei M die Menge aller (z,y, z) € RxRxR, fiir welche f(z,vy, 2) :=
z+(y+2) und g(z,y, 2) := (z+y)+2z definiert sind. Dann sind f und g stetige Funktionen
in den Hausdorffschen topologischen Raum R und es gilt f|rxrxr = g|rxrxr Wegen des
Assoziativgesetzes in (R,+). Da R in R dicht ist, ist R x R x R in R x R x R und somit
auch in M dicht (siehe Aufgabe P18 (d) und (e)). Mit Aufgabe P18(c) folgt nun f = g.
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Ist —o0 € {z,y,2},s0ist 2+ (y+ 2) = (x+y) + 2 = —o0. Im verbleibenden
Fall sind z,y,2 € R und es gilt * + (y + 2) = (x + y) + 2, da (R, +) nach
Analysis 1 eine abelsche Gruppe ist.

Stetigkeit von a: Es sei
(z,y) € (R x R) \ {(00, —00), (~00,00)} =: D

und (2, Yn )nen eine Folge in D, die in D C R x R gegen (x, %) konvergiert.

1. Fall: Ist z = 0o und y = oo, so setzen wir s := 0; nach Satz 1.41(b)
gibt es ein N € N derart, dass z,, > s fiir alle n > N.

2. Fall: Ist x € R und y = o0, so setzen wir s := = — 1; nach Satz 1.41(a)
gibt es ein N € N derart, dass x,, > s fiir alle n > N.

In Fall 1 und 2 gibt es zu r € R nach Satz 1.41(b) ein ny > N mit

yp > r — s fir alle n > ny.
Dann gilt
Tp+Yn > s+ (r—s)=r firalle n > n,

somit x, + y, — oo = x + y flir n = oc.

Mit vertauschten Rollen von x und y beweist man den Fall x = oo, y € R
entsprechend. Ist —oco € {z,y}, so sieht man analog, dass x,, + vy, — —o0 =
T+ y.

Im verbleibenden Fall, (z,y) € R x R, existiert ein N € N derart, dass
z, € Rund y, € R fiir alle n — oo (vgl. Satz 1.41(a)). Da die Addition

RxR—=R

stetig ist, gilt
Tp+Yp = T+Y

in R und somit auch in R (siehe Satz 1.41(a)). O
Reelle Zahlen multiplizieren wir wie iiblich. Zusatzlich definieren wir
0-00:=00:0:=0-(—00) :=(—00)-0:=0

sowie



fir x € |0, o] und
T-00:=00 1 :=—00 sowie x-(—00):=(—00) x:=00
fiir x € [—00,0[. Wir erhalten somit eine iiberall definierte Multiplikation
m:RxR =R, (z,y)—z-y
und schreiben kurz auch zy statt x - y.

Satz 1.46 Die Multiplikation a: R x R — R ist unstetig, jedoch eine mess-
bare Abbildung - o
(R x R,B(R x R)) — (R, B(R)),

wobei B(R x R) = B(R) ® B(R). Weiter gilt:
(a) (Kommutativgesetz) Fiir alle x,y € R ist xy = yz.
(b) (Assoziativgesetz) Fiir alle x,y,z € R ist z(yz) = (2y)z.
Beweis. Da (n,1/n) — (c0,0) und
m(n,1/n)=1—1%#0=o00-0=m(c0,0),

ist m nicht stetig. Nun ist R x R eine offene Teilmenge von R x R (also in
B(R x R)) und
Mlrxr = J © Mg
ist stetig als Komposition der stetigen Multiplikation mg: RxR — R und der
stetigen Inklusion j: R — R. Nach Folgerung 1.26 ist m|rxr Somit messbar
als Abbildung
(R x R,B(R x R)) — (R, B(R)),

wobei B(R x R) = B(R x R)|gxg nach Satz 1.32. Die Menge
{0} xR

ist abgeschlossen in R x R (als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} C R
unter der stetigen Projektion pr;: R x R — R) und somit ein Element von
B(R x R). Weiter ist

m|{o}xﬁ
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die konstante Nullfunktion und somit messbar als Abbildung
({0} x R, B(R x R)|1gy,7) — (R, B(R))
(siehe Beispiel 1.18). Analog ist m|g, (o) messbar und ebenso die Einschrénkung

1M {00} x 10,00]
mit dem konstanten Wert oo auf der Menge
{o0}x]0,00] = | J ({00} x [1/n, oq]) € B(R x R),
neN

die eine abzahlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen ist. Entsprechend
sieht man, dass m auf den messbaren Mengen |0, co] x {00}, {—00}x |0, 0]
sowie ]0, 00] x {—o0} konstant und somit messbar ist. Nach dem Satz iiber
stiickweise messbare Funktionen (Satz 1.36) ist

m: (R x R, B[R x R)) — (R, B(R))

also eine messbare Abbildung. Da die Topologie auf R nach 1.40 eine abzéhlbare
Basis hat, ist B(R x R) = B(R) @ B(R) (siehe Satz nach Beispiel 1.37).

(a) Ist 0 € {z,y}, soist zy = yzr = 0. Sei nun 0 & {z,y}. Ist co € {z,y}
oder —oo € {z,y}, so ist

zy = (sgn(z)sgn(y))oo = yz,

wobei sgn(z) := 1 wenn z €]0,00], sgn(z) := —1 wenn z € [—o0,0[. Ist
z,y € R, so gilt xy = yx wegen des Kommutativgesetzes fiir (R, ).

(b) Ist 0 € {z,y, 2}, so ist

2(yz) = 0 = (zy)z.
Sei nun 0 & {z,y, z}. Ist oo € {x,y, z} oder —oo € {z,y, 2}, so ist
z(yz) = (sgn(z)sgn(y)sgn(z))oo = (zy)z.
Andernfalls sind z,y,z € R und z(yz) = (zy)z gilt wegen des Assoziativge-
setzes in (R, -). O
Funktionen B
X =R

werden auch numerische Funktionen genannt. Der folgende Satz zeigt, dass

Produkte und uberall definierte Summen messbarer numerischer Funktionen
wieder messbare numerische Funktionen sind.
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Satz 1.47 Es seien (X,S) ein Messraum und f: X — R sowie g: X — R
messbare Funktionen. Dann ist auch die Funktion

fg: X =R, aw f(x)g(z)
messbar. Insbesondere ist die Funktion
cg: X = R, x> cg(z)
messbar fiir alle ¢ € R. Ist

{f(x),g9(x)} # {00, —c0} fiir alle x € X, (13)

so 1st weiter B
f+9g: X =R, z— f(z)+g(x)

eine messbare Funktion.

Beweis. Die Funktion (f,g): X — R x R hat messbare Komponenten f
und g; sie ist folglich messbar als Abbildung in den Messraum

(R x R, B(R) ® B(R)).

Da die Multiplikation m: R x R — R auf letzerem nach Satz 1.46 messbar
ist, ist auch

fg=mo(fg)

messbar als Komposition messbarer Funktionen. Nehmen wir fiir f die kon-
stante Funktion mit Wert ¢, so erhalten wir als Spezialfall, dass cg = fg
messbar ist.

Seien nun f und g messbare numerische Funktionen derart, dass (13)
erfiillt ist, also f(x)+g(z) definiert ist fiir allex € X. Dannist (f,g): (X,S) —
(RxR, B(R)®B(R)) eine messbare Abbildung mit Bild im Definitionsbereich

D := ([=00, 00] x[=00, 00]) U (] =00, 00| x | =00, 50])
der Addition o: D — R. Nach Beispiel 1.21 ist auch
(f,9)l”: (X.S) = (D, (BR) ® B(R)|p)
messbar. Da R eine abzihlbare Basis der Topologie besitzt, ist

B(E x R) = B(R) ® B(R)
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und somit B - o
(B(R) ® B(R))|p = B(R x R)[p = B(D)
unter Benutzung von Satz 1.32. Da a: D — R stetig ist, ist a: (D, B(D)) —

(R, B(R)) nach Folgerung 1.26 messbar. Als Komposition messbarer Abbil-
dungen ist f + g = a o (f,g)|” messbar. O

Bemerkung 1.48 (a) Oft arbeiten wir nicht in ganz R, sondern nur in
[0, 0c]. Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von R, also eine Borelmenge
in R. Weiter ist [0, oo[ unter der Multiplikation abgeschlossen. Zudem ist die
Addition auf ganz [0, oo[ definiert, also ([0, co[, +) ein kommutatives Monoid.
Es gilt ein Distributivgesetz:

z(y+z) =zy+xz firalle z,y,2z € [0,00]:

Dies ist klar im Falle = 0 und auch im Fall y = 2 = 0. Ist 2(y + z) = oo,
so ist * = oo und mindestens eine der Zahlen y,z grofler 0, oder es ist
x > 0 und mindestens eine der Zahlen y, z gleich oco; jeweils ist also auch
xy+xz=o00. Ist x >0und y+ 2z > 0 und z(y + 2) < 00, so ist x < oo und
y+ 2z < 00, also auch y < oo und z < co. Also sind z,y, z € [0, 00] und es
gilt x(y + z) = xy + xz wegen des Distributivgesetzes in R.

(b) Die Multiplikation [0, co[ %[0, co[ — [0, 00| ist unstetig. Jedoch ist
me: [0,00[ = [0,00[, y+cy

im Falle ¢ € [0, oo[ stetig. Fiir ¢ = oo ist me, unstetig, es gilt aber wenigstens

m Mmoo (yn) = Meo (lim yn>
n—oo

n—oo

fiir jede monoton wachsende Folge in [0, oo[ (siche Aufgabe H21(e)).

1.6 Messbarkeit punktweiser Limites, Suprema und
Infima

Die folgenden Resultate zeigen, dass Messbarkeit bemerkenswert stabil unter

Grenzprozessen ist. Insbesondere werden wir sehen, dass punktweise Limi-

tes R-wertiger messbarer Funktionen immer messbar sind, was spater sehr
niitzlich sein wird.
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1.49 Wir erinnern zundchst an Grundbegrife geordneter Mengen: Ist (X, <)
eine (partiell) geordnete Menge und A C X, so nennt man ein Element
s € X eine obere Schranke fir A, wenn a < s fiir alle a € A. Ist sq eine
obere Schranke fiir A und sy < s fiir jede obere Schranke s von A, so nennt
man s die kleinste obere Schranke oder das Supremum von A und schreibt
sup(A) := s¢. Das Supremum ist eindeutig, falls es existiert. Analog definiert
man untere Schranken und das Infimum als groite untere Schranke.

Folgendes Lemma verifizieren wir in der Ubung:

Lemma 1.50 Jede Teilmenge A C R besitzt ein Infimum und ein Supremum
mn R. O

Lemma 1.51 Jede monoton wachsende Folge (ay)neyn in R ist konvergent
gegen B
sup{a,: n € N} € R.

Jede monoton fallende Folge in R ist konvergent gegen inf{a,: n € N} € R.

Beweis. Sei (a,)n,ey monoton wachsend und a := sup{a,: n € N} € R.
Jede Umgebung U von @ in R enthilt |r, a] fiir ein € R. Es gibt ein N € N
derart, dass

an >rT

(sieche Aufgabe H17(b)). Wegen der Monotonie der Folge ist dann
Ay, > aN >T

fir alle n > N. Weiter ist a,, < sup{a,,: m € N} = q, also
an, €|r,a] CU

und a,, — a gezeigt. Monoton fallende Folgen diskutiert man analog. a

Definition 1.52 Ist (a,).ey eine Folge in R, so ist die Folge
(sup{ay: k > n})neN

offensichtlich monoton fallend; nach Lemma 1.51 existiert also der Grenzwert

limsup a, := lim (sup {ag: k > n})
n—oo

n—oo
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in R und stimmt mit
inlg (sup {ag: k > n})
ne

tiberein. Analog definieren wir

liminf a, := lim (inf {ag: k > n}> = sup (inf{ay: k > n}) € R.

n—oo n—oo neN

Jeder Limes in R lasst sich auch als Limes superior oder Limes inferior deuten.

Lemma 1.53 Fiir jede konvergente Folge (a,)nen in R gilt

lim a, = limsup a, = liminf a,.
n—r00 n—00 n—00

Beweis. Sei a := lim, ,oa,. Ist 7 € R mit r < a, so ist [r,00] eine
Umgebung von a in R; es existiert daher ein N € N derart, dass

a, € [r,o0] fiir allen > N,
somit a,, > r fiir alle n > N. Es folgt
sup{@pm: m >n} >r und inf{a,: m>n}>r
fir alle n > N (vgl. Aufgabe H21(a)). Daraus folgt

limsup a,, = inf sup{a,,: m >n} >r
n—00 neN

und

liminf a,, = supinf{a,,: m >n} >r
n—oo neN

(vgl. Aufgabe H21(a)). Da r < a beliebig war, folgt

limsupa, > a und liminfa, > a.
n—oo n—00

Analog sehen wir, dass

limsup a,, < a sowie liminfa, < a
n—00 n—r00

und daher Gleichheit. O

Die folgende Tatsache brauchen wir zunéchst nicht; der Beweis wird daher
erst spéter einmal in der Ubung gefithrt (Aufgabe H21(d)).
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Lemma 1.54 Eine Folge (a,)nen in R konvergiert genau dann, wenn

liminf a, = limsup a, n R. 0
n—00 n—00

Nun kommen wir zu den fiir die Maf}- und Integrationstheorie wichtigen
Resultaten.

Satz 1.55 Es sei (X,S) ein Messraum und (fn)nen eine Folge messbarer
Funktionen f,: (X,S8) = (R,B(R)). Dann sind auch die Funktionen

sup fn , inI£I fn, limsupf, wund liminff,
€ 00

neN n n—00 n—
messbar.

Beweis. Es sei g := sup,,cy fn, d.h., fiir alle x € X ist

g(x) :=sup{ fn(z): n € N}.

Nach Aufgabe H17(b) ist fiir a € R genau dann g(x) > a, wenn ein n € N
exististiert mit f,(z) > a. Also ist

{reX:g)>a} = [ J{z € X: fula) > a}.

neN

Nach Voraussetzung und Lemma 1.44 (d) ist die rechte Seite messbar. Also
ist fiir jedes a € R die linke Seite messbar, und somit ist g messbar nach
Lemma 1.44 (d). Die Messbarkeit von inf f,, zeigt man analog. Aus

limsup f,, = m1£1 (SUP fk)

n—00 k>n

folgt nun die Messbarkeit von limsup f,, und die von liminf f, zeigt man
entsprechend. O

Punktweise Grenzwerte von Folgen messbarer numerischer Funktionen sind
messbar.

Satz 1.56 Ist (X,S) ein Messraum (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen
fo i (X,8) = (R,B(R)) derart, dass der Grenzwert f(x) := lim, e fo(z)
fur alle x € X existiert, so ist die Funktion f: X — R messbar.
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Beweis. Da f = limsup f, nach Lemma 1.53, folgt die Behauptung aus
Satz 1.55. a

Die folgenden zwei Sétze dienen der Allgemeinbildung und sind nicht priifungs-
relevant; in der Vorlesung werden sie tibersprungen.

Definition 1.57 Ein topologischer Raum heif3t separabel, wenn er eine abzahl-
bare dichte Teilmenge besitzt.

Bespielsweise ist R separabel, denn die abzahlbare Teilmenge Q aller ratio-
nalen Zahlen ist dicht in R.

Satz 1.58 FEin metrischer Raum (X, d) ist genau dann separabel, wenn seine
Topologie eine abzdahlbare Basis besitzt. Ist D C X eine abzahlbare dichte
Teilmenge, so ist die Menge

{Bf?n(x): neNxe D}
von Kugeln eine abzdhlbare Basis der Topologie auf X .

Beweis. Ist U eine abzahlbare Basis der Topologie auf X, so wahlen wir fiir
jedes U € Y mit U # () ein Element 2y € U. Dann ist

A={zy: 0£U €U}

eine abzahlbare Teilmenge von X und dicht, denn ist V' C X eine offene
nicht leere Teilmenge, so ist

v= |J U

Vvoueu

und somit U C V fiir ein U € Y mit U # (), woraus xy € V folgt und somit
VNA#£D.

Hat umgekehrt X eine abzahlbare dichte Teilmenge A, so ist
U :={Bim(a): a € A, n €N}

eine abzahlbare Menge offener Kugeln in X. Ist V' C X offen, so gibt es fiir
jedes x € V ein n(x) € N derart, dass

By jn(z)(x) C V.
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Da A dicht ist in X, existiert ein
az € AN By /@) ().
Dann ist © € By /n)(a,) und
Bin(a)(az) C Ban(zy() SV,

denn es ist d(y,z) < d(y,a,) + d(a,,z) < 1/n(z) + 1/n(z) < 2/n(z) fir alle
Y € Bi/n@)(az). Also ist

V= U Bl/n(m)(a
zeV

eine Vereinigung von Mengen aus ¢/ und somit die abzahlbare Menge U eine
Basis der Topologie auf X. a

Satz 1.59 Sei (X,S) ein Messraum, (Y,d) ein separabler metrischer Raum
und (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen f,: (X,S8) — (Y, B(Y)), welche
punktweise gegen ein Funktion f: X — Y konvergiert, also

(Vo e X) lim f,(z) = f(x).

n—o0

Dann ist f: (X,S) — (Y,B(Y)) messbar.
Beweis. Ist D C Y eine abzahlbare dichte Teilmenge, so ist
- {Bl/m( ) y€D7m€N}

nach Satz 1.58 eine abzéhlbare Basis der Topologie auf Y. Da B(Y) = o(U)
nach Aufgabe H18(a), brauchen wir zum Nachweis der Messbarkeit von f
nur zu zeigen, dass

fH(Bimy) €S
fiir alle y € D. Nun ist

FHBYW) = {reX: f(2) € BY,()} = {o € X: dly, f(2)) < 1/m})
= h((0,1/m])
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mit h: X — R, h(z) := d(f(x),y). Dad(-,y): Y — R stetig und somit
messbar ist, ist

hy =d(,y)o fu: X =R, = d(fu(x),y)

messbar als Komposition messbarer Funktionen. Sei z € X fest. Da d(-,y)
stetig ist und f,(z) — f(x) fiir n — oo, folgt

hn () = d(fu(2),y) = d(f(2),y) = h(z).

Es ist also h: X — R der punktweise Grenzwert der Folge (hy,)nen messbarer
Funktionen. Nach Satz 1.56 ist h messbar und somit

h1([0,1/ml) € S,
was den Beweis beendet. O

Sei (Y, d) ein metrischer Raum und Y, eine separable Teilmenge von Y fiir
n € N, mit abzéhlbarer dichter Teilmenge A, C Y,. Dann ist auch der
Abschluss Z von (J, . Yn in Y separabel, denn J, . Ay ist abzdhlbar und
dicht in Z. In der folgenden Situation ist Z := (J, oy fn(X) also separabel,
so dass nach Ersetzen von Y durch Z Satz 1.59 anwendbar ist:

Folgerung 1.60 Es sei (X,S) ein Messraum, (Y,d) ein metrischer Raum
und (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen f,: (X,S8) — (Y, B(Y)), welche
punktweise gegen ein Funktion f: X — Y konvergiert. Ist f,(X) fir alle
n € N separabel, so ist f: (X,S) — (Y,B(Y)) messbar. O
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2 Mafle

Wir wenden uns nun dem Messen der messbaren Mengen eines Messraums
zu und beginnen mit einer Axiomatisierung des Mafibegriffs.

2.1 Definition und elementare Eigenschaften von Maflen

Definition 2.1 Es sei (X,S) ein Messraum. Ein Maff auf (X,S) ist eine
Abbildung p: § — [0, oo] mit folgenden Eigenschaften:

(a) w(®) =0.
(b) p ist o-additiv, d.h. fir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Men-

gen A, € S gilt
p(UA) = D uan). (14)
n=1 n=1

Ist p ein MaB auf (X, S), so nennen wir das Tripel (X, S, i) einen Mafraum.

Die Reihe auf der rechten Seite von (14) meint den Limes
lim > p(Ar)
der monoton wachsenden Folge (37, p1(Ax))nen der Partialsummen in R,

der nach Lemma 1.51 existiert.

Bemerkung 2.2 Ist p1: § — [0, 00| eine g-additive Funktion auf einer o-
Algebra S mit u(0) # 0, so gilt u(A) = oo fiir alle A € S (siehe Aufgabe
P21(b)). Bedingung (a) in der MaBdefinition schlieft diese Pathologie aus.

Wir geben nun einige Beispiele von Maflen an. In den Beispielen ist jeweils X
eine beliebige Menge.

2.3 Beispiele fiir Mafe.

(a) Ist X # 0 und S := {0, X}, so kann pu(X) € [0, 00] beliebig gewéhlt
werden, und man erhélt mit p(0) := 0 ein Ma8B.
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[Es gilt u(@)) = 0 per Definition. Ist (A,),en ene Folge paarweise dis-
junkter Mengen in S, so gilt entweder A, = () fiir alle n € N und

somit
u (U An> = p(0) = 0= u(A.);

neN

oder es ist A,, = X fiir genau ein m € N und A, = 0 fiir alle n €
N\ {m}; in diesem Fall ist

H (Z An) = M(Am) = ZN(An)7

neN
da >0, p(Ay) = p(Ay,) fir alle n > m]

Es sei X eine Menge. Fiir jedes x € X wird durch

1 wennxe A
0,(4) = {O wenn x &€ A

ein Maf 0, auf (X, P(X)) definiert, das sogenannte Punkt- oder Dirac-
maj$ in x (siche Aufgabe P21(a)).

Gegeben A C X sei ((A) := |A| die Anzahl der Elemente von A, falls
A eine endliche Menge ist, andernfalls ((A) := oco. Auf diese Weise
erhalten wir ein Maf§ ¢ auf (X, P(X)), das sogenannte Zihlmajs.

[Da () eine endliche Menge ist mit 0 Elementen, ist (@) = 0. Ist (A, )nen
eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen von X, so ist entweder A :=
UneN A, eine unendliche Menge. Ist A,, eine unendliche Menge fiir ein
m € N so ist

> " C(Ar) > ¢(An) = o0
k=1
fiir alle n > m und somit >~ ((A,) = 0o = ((A). Ist Ay endlich fiir

jedes k € N, so gibt es natiirliche Zahlen ny < ny < --- derart, dass
Ay, # 0 (und somit ((A,,) > 1) fir alle j € N. Dann ist

J

S CA) = S CAD > ()t C(An) > )
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fir alle j € N und somit )~ ((A,) = co = ((A). Oder aber A ist
endlich. Dann ist A, endlich fiir alle n € N und es gibt ein m € N
derart, dass A, = () fur alle n > m. Somit ist

C(A) = (A1) + -+ ((An) =) C(An).]

(d) Ist (X,S,pn) ein MaBraum und Y € S, so ist auch (Y, S|y, p|y) ein
MaBraum, wobei uly := pls), die Einschrénkung der Funktion p auf
die Spur S|y von S auf Y ist.

DaY €8,ist S|y ={4€8S: ACY} CS. Nunist uly(0) = u(®) =
0. Ist (Ap)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in S|y, so auch
in §; wegen der o-Additivitat von p gilt also

mly (U An) = p <U An) =Y u(An) = ply(An).]

neN neN

(e) Ist p ein MaB auf (X,S) und ¢ € [0, 00], so ist auch cu: S — [0, 0],
A cu(A) ein MaB auf (X, S).
[Es ist (cu)(@) = cu(@) = c0 = 0. Ist (A,)nen eine Folge paarweise
disjunkter Mengen A,, € S, so ist die Folge (>, _, t(Ay))nen monoton
wachsend und somit

cp (U An) = c) p(A) =clim Y pu(Ay)

neN n=1 =1
= lim cZ,u(Ak) = lim ZCM(Ak)
= Z C//J(An)7

wobei Bemerkung 1.48(b) fiir die dritte Gleichheit benutzt wurde, dann
Bemerkung 1.48(a).

(f) Ist (in)nen eine Folge von Maflen auf (X, S), so ist auch
n=1 n=1
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ein MaB auf (X,S).

[Es ist > 7 (@) = >207 0 = 0. Ist (A,)men eine Folge paarweise
disjunkter Mengen in S, so gilt

S (U Am> S ) = 3 (),

meN n=1m=1 m=1 n=1

wobei der sogenannte Doppelreihensatz und ermoglicht hat, die Sum-
mationsreihenfolge zu vertauschen. Wir formulieren diesen Satz so-
gleich und geben einen ersten Beweis fiir diejenigen, die aus Prof.
Glockners Analysis 1 den Doppelreihensatz fiir reelle Zahlenfolgen schon
kennen (siche Kurzskript zur Analysis 1 in Panda.) In §3 finden Sie
einen in sich geschlossenen, alternativen Beweis des Doppelreihensatzes.

(g) (Bildmafe). Ist (X, S, p) ein Mafiraum und f: X — Y eine Abbildung
in eine Menge Y, so wissen wir bereits, dass das direkte Bild

f(S)={ACY: f 1A €S}
eine o-Algebra auf Y ist. Wir definieren nun eine Funktion

Dann ist f.(u) ein MaB auf (Y, f.(S)), das sogenannte Bild von pu
unter f.

[Es ist fiu(p)(0) = u(f1(0)) = w(@) = 0. Ist (A,)nen eine Folge paar-
weise disjunkter Mengen A, € f.(S), so sind die Urbilder f~'(A,)
wegen der Operationentreue der Urbildabbildung paarweise disjunkt
und es gilt f7!(A,) € S per Definition von f,(S). Es folgt

() = ol (U)oU)

Lemma 2.4 (Doppelreihensatz) Sei a,, ., € [0,00] fiir n,m € N. Dann gilt

DD tam =D ) (15)

n=1m=1 m=1n=1

in [0,00] C R.
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Beweis. Existieren ng, mg € N mit a,, mn, = 00, so ist

[e%S)
E Apym = OO
m=1

und somit auch 3%, S°%_ q,,., = 0o (Ubung). Analogist >°°_ "% a, .,
= oo; also gilt (15). Wir diirfen daher jetzt annehmen, dass a,, € [0, 00]
fir alle n,m € N. Nach dem Doppelreihensatz fiir reelle Zahlenfolgen aus
Prof. Glockners Analysis 1 ist die linke Seite von (15) genau dann endlich,
wenn die rechte es ist, und in diesem Fall gilt Gleichheit fiir die Reihen als
Grenzwerte in R; diese stimmen mit den in (15) gemeinten Grenzwerten in
R iiberein. O

Lemma 2.5 FEs sei (X, S, pn) ein Mafraum. Dann gilt:

(a) p ist additiv, d.h. u(AU B) = u(A) + u(B) fir alle A,B € S mit
ANB=0.

(b) u ist monoton, d.h. u(A) < u(B) fir alle A,B € S mit A C B.

(c) Ist Ay C Ay C A3 C --- eine aufsteigende Folge von Mengen A, € S,
so gilt

u( U An> = lim p(A,).

n—oo
neN

(d) Ist Ay D Ay O A3 O --- eine absteigende Folge von Mengen A, € S
mit p(Ay) < oo, so ist

p( ﬂ An> = lim p(A,).

n—oo
neN

(e) Fiir beliebige Folgen (Ay)nen nicht notwendig disjunkter Mengen A,, €

S st .
N( U An) < Z_:N(An)'

neN
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Beweis. (a) Man wendet die o-Additivitat auf die Folge A, B, 0,0, ... an.
(b) Aus (a) folgt u(B) = u(A) + u(B\ 4) > u(A).

(c) Es sei B :=J,cy An- Wir setzen By := Ay und B, := A, \ A, fiir
2 <n e N. Dann ist B = |J,,cy Bn, wobei die Mengen B, paarweise disjunkt
sind. Aus der o-Additivitat von p folgt

= 3" u(B.). (16)

Nun ist A, = [J;_, Bx und somit p(A,) = > ;_, u(By) wegen (a). Mit (16)
folgt mun 1(A,) = S0, j(Bi) > u(B).

(d) Es sei A := ),y An und C), == A; \ A, fiir n € N. Nach Teil (a)
ist u(A1) = p(A4,) + p(Cy); da u(A;) < oo und somit auch u(A,) < oo und
1(Cy) < oo, konnen wir p(C,,) subtrahieren und erhalten

1(An) = p(Ar) = p(Ch). (17)

Die Folge (Cy)nen ist aufsteigend, mit (J,cy Cn = Upen(A1 \ An) = A1\
(ﬂneN An> = A; \ A. Nach (c) gilt also lim,, oo p(Cr) = u(A; \ 4) < oo.
Formel (17) zeigt nun, dass pu(A,) — u(A1) — n(A; \ A) = pu(A).

(e) Wir setzen B, := A, \ (A4 U---UA,_1). Dann ist (B,)nen eine

Folge paarweise dlsjunkter messbarer Mengen mit J, ey Brn = Upeny An und
w(B,) < wu(A,) fur alle n € N (wegen (b)). Folglich 1st 1(Upen An) =

M(UneNBn):zn 1#( )<Zn 1:“( n) u

Es ist ganz wesentlich, dass in Lemma 2.5(d) u(A;) < oo verlangt wird.
In Aufgabe H20 werden wir Beispiele messbarer Mengen A; D Ay D

kennenlernen mit 1(A,) = oo fiir alle n aber ([, oy An) = 0.

2.2 Das Lebesgue-Borel-Maf

Der folgende Satz behauptet, dass es genau ein Mafl auf B(R") gibt, das allen
achsenparallelen Quadern ihr (gewdhnliches) Volumen zuordnet. Dieses Maf3,
das Lebesgue-Borel-Mafl \,,, ist das wichtigste Maf fiir die Zwecke der Ana-
lysis, und wir werden es standig benutzen. Wir benutzen den Satz zunachst
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unbewiesen als Black Box. Ein Beweis fiir die Eindeutigkeit des Lebesgue-
Borel-Mafles wird in Kiirze nachgetragen. Da der Beweis der Existenz des
Lebesgue-Borel-Mafles recht technisch ist, iiberspringen wir ihn in der Vor-
lesung (Sie konnen diesen jedoch im Anhang A des Skripts nachlesen).'®
Sollte am Semesterende noch Spiel sein, tragen wir den Beweis nach.

Satz 2.6 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles).
Es gibt genau ein Maf \,, auf der o-Algebra B(R™) der Borelmengen des R™,
welches jedem halboffenen Quader sein natiurliches Volumen zuordnet, also

M (la,b]) = (b1 —ar) ... (by—an)
fir alle a = (a1, ...,a,), b= (b1,...,b,) € R" mit a, < by fir alle k.

Bemerkung 2.7 Der Existenzbeweis im Anhang wirft insbesondere folgende
Formel ab, mit der das Lebesgue-Borel-Maf} einer Borelmenge A € B(R") auf
das Volumen von Quadern zuriickgefiithrt werden kann:

A(A) = inf { 3" A(By): By halboffene Quader in R” mit A € (J, Bk} .
k=1

Bemerkung 2.8 Allgemeiner lasst sich zeigen: Ist U C R” eine offene Teil-
menge und p ein Mafl auf B(U), das auf allen kompakten Mengen K C U
endliche Werte annimmt, so ist fiir jede Borelmenge A € B(U)

w(A) = inf { Zu(Bk): By, halboffene Quader in U mit A C [ J,, Bk} .

k=1

Insbesondere ist das Mafl p also durch seine Werte auf den halboffenen
Quadern eindeutig bestimmt.

Definition 2.9 Das Ma A\, : B(R") — [0,00] aus Satz 2.6 heifit das n-
dimensionale Lebesque-Borel Maf. Ist n aus dem Zusammenhang klar, so
schreibt man einfach \ statt \,,.

8Der im Anhang gegebene Beweis orientiert sich an Bauers “Ma8- und Integrations-
theorie.” Eine andere Konstruktionsmethode fiir Mafle (‘Rieszscher Darstellungssatz”)
findet man in Rudins “Real and Complex Analysis;” sie verlangt tiefere Kenntnisse der
Topologie.
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Wir denken uns A,(B) als n-dimensionales Volumen der Borelmenge B.
Dieses Volumen ist dadurch normiert, dass wir jedem (achsenparallelen)
Quader sein “nattirliches” Volumen zuordnen.

Wir schlielen das Kapitel mit drei Folgerungen aus Satz 2.6 ab.

Folgerung 2.10 Fir jeden kompakten Quader [a,b] := [[i_;[ax,bx] C R
mit ap < by gilt

A([a,b]) = (b —aq) ... (b —ay) .

Beweis. Fir &k = 1,...,n und m € N sei b,(cm) = by + = und (™ :=
B p™). Dann gilt [a,b] = a, b™[, wobei
1
meN
[a,b™[ D [a, 0™ V] fiir alle m € N.

Wir schlielen, dass

An(la b)) = lim Ay([a, b)) = JE%OH (b + — —ax) = ’H (b — ax)
unter Benutzung von Lemma 2.5 (d) O

Interessanterweise hat die Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles praktis-
che Konsequenzen.

Folgerung 2.11 (Translationsinvarianz der Lebesgue-Borel-Mafes).
Ist A € B(R") und x € R", so ist auch A+ x € B(R"™), und es gilt.

M(A+1z) = N(A).
Hierbei ist A+x:={a+z:a € A}.

Beweis. Gegeben z = (z1,...,2,) € R" haben wir fiir eine Teilmenge

A C R"™ nach Aufgabe H16(c)
AeB(R") & A+zxe B(R").
Wir betrachten nun die bijektive Abbildung

a_.:R"—>R" y—y—u=x
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mit (a )V = a,:y — y+x Fir eine Teilmenge A C R" ist dann

(@)1 (A) = Oéx(A) A+ x. Also gilt
(@) (BR")) = {ACR": (a,)'(4) € BR")}
{ACR": A+zeBR")} =B(R").

o AEB(R"}

Das Bildmaf a_,(\,,) ist also die Abbildung
(0—z)«(BR™) = BR") = [0,00], A= Au((a—a) " (A)) = (A + 7).

Mit Notation wie oben ordnet diese einem achensparallelen Quader [a, b[ C
R™ das Maf

(@)« (M) ([a,B]) = An([a, b+2]) = T [((bk + ) = (ar+ i) = [ [ (0 — an),
k=1 k=1
also sein natiirliches Volumen zu.'® Die Eindeutigkeit in Satz 2.6 liefert nun
An = (a_z)«(A\y). Esist also
M(A+ 1) = (@ 2)(A)(A) = Au(A)
fir alle A € B(R™). O
Folgerung 2.12 (Verhalten unter Homothetien). Ist A € B(R") und
t €10, 00[, so ist auch tA € B(R™), und es gilt
A (tA) = "M\, (A).
Hierbei ist tA .= {ta: a € A}.
Beweis. Die Abbildung
my-1: R" - R",  xw—tx

ist bijektiv mit (m,-1)"' = my: x — tx. Nach Aufgabe H16(d) ist fiir eine
Teilmenge A C R™ genau dann tA € B(R"), wenn A € B(R"). Also ist

(me1).(BR™) = {A CR": (m, 1) (A) € BR")} = BR").

=tA

9Beachten Sie, dass [a,b]+z = [a,z,b + z].
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Nach Beispiel 2.3 (e) und (g) ist also

- tin(mt_l)*un): (my1).(BR™) = BR™) — [0,00], A s tinAn(tA)

ein Maf3. Da

pllab) = S haltlad) = At b) = o [J(be—tas) = T (xmo)
k=1 k=1

fir jeden halboffenen Quader [a,b] C R", gilt p = A, wegen der Ein-
deutigkeitsaussage in Satz 2.6. a
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Teil 1I: Allgemeine Integrationstheorie

In diesem Kapitel ist (X,S, i) ein Mafiraum; R ist stets versehen mit der
o-Algebra B(R) und Teilmengen von R (z.B. [0, cc]) mit der Spur von B(R).
Unser Ziel ist es, messbare Funktionen f: X — R zu integrieren. Das Maf
4 wird uns vorgeben, was das Integral der charakteristischen Funktion einer
messbaren Menge sein soll. Davon ausgehend definieren wir das Integral von
messbaren Funktionen mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunktionen) und
dann das Integral nicht-negativer messbarer Funktionen, die wir von unten
durch Stufenfunktionen annahern. Schliellich spalten wir allgemeine mess-
bare Funktionen in ihren Positiv- und Negativteil auf, fiir die wir die Integrale
bereits definiert haben. Wir werden sehen, dass das so definierte Lebesgue-
Integral wesentlich allgemeiner und flexibler als das Riemann-Integral ist.

3 Konstruktion und Eigenschaften des
Integrals

Wir betrachten zunéchst einen Messraum (X, S).

3.1 Stufenfunktionen

Eine messbare Funktion s: X — R heifit Stufenfunktion, wenn ihr Bild s(X)
endlich ist. Wenn wir zwei Stufenfunktionen addieren oder eine Stufenfunk-
tion mit einem Skalar multiplizieren, so erhalten wir wieder eine messbare
Funktion mit endlichem Bild, also wieder eine Stufenfunktion. Die Stufen-
funktionen bilden daher einen Vektorraum und sogar eine Algebra, da auch
Produkte zweier Stufenfunktionen wieder Stufenfunktionen sind.

3.1 Beispiele.

(a) Jede konstante Funktion f: X — R ist nach Beispiel 1.18 messbar und
somit eine Stufenfunktion.

(b) Nach Beispiel 1.19 ist die charakteristische Funktion 1,4: X — R einer
Teilmenge A C X genau dann messbar (und somit eine Stufenfunk-
tion), wenn A messbar ist, also A € S.
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(¢) Im Falle (X,S) = ([a, b], B([a,b])) ist jede Treppenfunktion (wie in der
Analysis I zur Definition des Riemannintegrals benutzt) insbesondere
eine Stufenfunktion, aber eine Stufenfunktion braucht keine Treppen-
funktion zu sein. Beispielsweise ist 1gne, eine Stufenfunktion auf [a, b],
aber keine Treppenfunktion.

Lemma 3.2 FEine Funktion s: X — R ist genau dann eine Stufenfunktion,
wenn es Zahlen o, . .., o € R und paarweise disjunkte Mengen A; € S gibt

k
derart, dass s =3 ;) a;ly;.

Beweis. Sind o; € R und A; € S fiir j = 1,..., k paarweise disjunkt, so ist
5:= Z?:l @14, messbar nach Satz 1.30 und somit eine Stufenfunktion, da s
offensichtlich nur endlich viele Werte annehmen kann (nur 0 oder oy, . .., ay).
Sei nun umgekehrt s eine Stufenfunktion und f(X) = {ay,..., ax} mit paar-
weise verschiedenen Zahlen «;. Dann sind die Mengen A; = f~!'({a;})

messbar, und es ist s = Zle a;ly;. O
Die folgende Beobachtung ist niitzlich:

Lemma 3.3 Sind s,t: X — R Stufenfunktionen, so gibt es paarweise dis-
junkte Mengen Ay, ..., A, € S sowie reelle Zahlen «j, B; fir j € {1,...,k}
derart, dass s = Z?Zl ajly, undt = Z?Zl Bily,.

Beweis. Esist s = Y.F  a;14, undt = i1 bjlp; mit paarweise disjunkten
messbaren Mengen A; bzw. B; und Zahlen a;,b; € R. Indem wir notfalls
apr1 = 0und Agyq = X\ Ule A; hinzunehmen (und analog fiir die zweite
Zerlegung), diirfen wir Ule A = U;nzl B; = X annehmen. Die Mengen
A; N B; sind paarweise disjunkt, und ihre Vereingung ist X. Wir schreiben

{A,;ﬂBj:i:1,...,k,j:1,...,m} = {Cp:l=1,...,n}

mit paarweise verschiedenen Mengen Cy. Ist Cy = (), so wahlen wir ay, 8, € R
beliebig. Ist Cy # 0, so gibt es eindeutig bestimmte 4, j mit C;, = A; N By;
wir setzen oy := a; und S, := b; und behaupten, dass nun

s = ZO&(]_C[ und (18)
=1

to= ) Bilg,. (19)
=1
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In der Tat: Fiir jedes z € X gibt es genau ein ¢ und genau ein j mit x €
A; N B;. Dann ist A; N B; = C; fiir genau ein ¢. Somit s(x) = a; = ay,
was auch der Wert der rechten Seite von (18) an der Stelle x ist. Weiter ist
t(x) = bj = fy der Wert der rechten Seite von (19) an der Stelle z. O

3.2 Konstruktion des Integrals

Es sei (X,S, i) ein MaBraum und f: X — R eine messbare Funktion. Wir
definieren das Integral von f bzgl. des Mafles 1 in mehreren Schritten.

Schritt 1. Ist f =14 mit A € S, so setzen wir I(f) := u(A).

Schritt 2. Ist f: X — [0, oo eine nicht-negative Stufenfunktion, so schreiben
wir f als S5 ;14 mit ; € [0,00[ und paarweise disjunkten Mengen
A; € S (vgl. Lemma 3.2) und definieren

I(f) = Zai-,u(Ai) € [0, 00].

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert. Sei namlich auch f = 27:1 Bilp,. Wie

im Beweis von Lemma 3.3 diirfen wir |JI_, 4, = Ui, B; = X annehmen.
Gegeben 1, j ist entweder p(A; N B;) = 0 oder A; N B; # (), so dass ein
r € A; N Bj existiert und o; = f(x) = F; folgt. Da A; die Vereinigung
der paarweise disjunkten Mengen A; N B; fiir j € {1,...,m} ist und B; die
Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen A;NB; furi € {1,..., k}, folgt
mit der Additivitat des Mafles p:

kK m

k
i=1 j=1 Jj=1 =

B n(AiNB;) = Y B u(B)).
1 st
Bemerkung. Fiir nicht-negative Stufenfunktionen f und g auf X gilt
(i) Ist f < g, soist I(f) < I(g).
(ii) Es st I(f+g) = I(f) + 1(g).
(i) Fiir alle ¢ € [0, 00] st I(cf) = cI(f).
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[In der Tat: Nach Lemma 3.3 gibt es paarweise disjunkte messbare Mengen
Ay, A € S und oy, B; € [0,00] derart, dass f = Zle a;14, und g =

Zf:l 5i1Ai'
(i) Ist u(A;) # 0, so ist A; # 0; wir wéhlen = € A; und schlieBen a; =

= D ain(A) < Y BipA) = I(g).

(i) Da f+g =300 (i + Bi)1a,, ist
k

I(f+9) =Y (i + Bl Zazu +Zﬁz i) =1(f)+I(g).

=1

(it}) Wegen ef = Y- (cau) L, ist I(ef) = XL (can)u(A) = e o5, agul(Ar) =
eI(f).]

Schritt 3. Ist f: X — [0, 00| eine nicht-negative, messbare Funktion, so
definieren wir

/ fdp = sup{I(s): s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0,00] (20)
X

als das Supremum tiber die Zahlen I(s), wenn s: X — [0, co[ die Menge aller
unterhalb von f gelegenen nicht-negativen Stufenfunktionen durchlauft.

Bemerkungen.

(a) Das Supremum wird hier tiber eine nicht-leere Menge gebildet, denn 0
ist eine Stufenfunktion mit 0 < f.

(b) Man beachte, dass [, f du den Wert oo annehmen kann.

(c) Ist f selbst eine nicht-negative Stufenfunktion, so ist [, fdu = I(f).
Fiir jede Stufenfunktion 0 < s < f ist ndmlich I(s) < I(f); das Supre-
mum in (20) ist in dieser Stuation also ein Maximum, das fir s := f
angenommen wird.

(d) Formel (20) ist analog zur Definition eines Riemannschen Unterinte-
grals in der Analysis 1 als Supremum der Integrale aller Treppenfunk-
tionen s mit s < f.
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Schritt 4. Nun sei f: X — R messbar. Dann sind der Positivteil f, :=
max(f,0) und Negativteil f_ := max(—f,0) von f nicht-negative messbare
Funktionen (vgl. Satz 1.55). Die Integrale

/Xf+ dyp und /Xf du (21)

sind daher wie in Schritt 3 erklart. Da f = f, — f_, ist die folgende Definition
sehr natiirlich:

Definition 3.4 Ist eines der Integrale in (21) endlich, so definieren wir

[rawi= [ fodi— [ fane® (22)

Sind beide Integrale in (21) endlich, so heifit f (bzgl. u tiber X) Lebesgue-
integrierbar (oder kurz: integrierbar). Man schreibt auch

/f du(x /fdu

Beachten Sie, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn
f nicht integrierbar ist, aber wenigstens eine der beiden Funktionen f. diese
Eigenschaft hat. Das ist in vielen Situationen bequem. Beachten Sie auch,
dass per Definition jede integrierbare Funktion insbesondere messbar ist.

Definition 3.5 Wir schreiben £!(X, i) fiir die Menge aller bzgl. u iiber X
Lebesgue-integrierbaren reellwertigen Funktionen f: X — R.

Hier ist ein erstes, sehr einfaches Beispiel eines Integrals (Details priifen wir
in Aufgabe P23).

Beispiel 3.6 (Integrale bzgl. Dirac-Maflen). Es sei X eine Menge, x €
X und 6,: P(X) — [0, 00] das Dirac-Ma$ in x (siehe Beispiel 2.3 (b)). Dann
existiert das Integral [ « f do, und ist gegeben durch

LAN@zf@, (23)

fiir jede Funktion f: X — R. Eine Funktion f: X — R ist genau bzgl. §,
integrierbar, wenn f(z) € R.
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Satz 3.7 (Erste Eigenschaften von Integralen). Es sei (X, S, u) ein Mafraum.

(a) Sind f,g: X — [0, 00] messbare Funktionen mit f < g, so ist [, f du <
Jx 9 dp-

(b) Sind f,g: X — R integrierbar und f < g, so ist

/deué /ngu-

(c) Ist f: X — R eine messbare Funktion derart, dass fX fdu im Sinne
von (22) existiert, so existiert auch fX cf du fir jedes ¢ € R, und es

qilt
/cfdu = c/fdu.
X X

(d) Ist u(X) < oo und f messbar und beschrinkt, so ist f € LY X, pn), und
es gilt

0 p(X) < /deu < b p(X) (24)

fiir alle a,b € R mita < f <b.
(e) Ist u(X) =0, soist /X f dp = 0 fiir jede messbare Funktion f: X — R.
(f) Ist f: X — R integrierbar, so ist u({x € X: f(z) € {—00,00}) = 0.
(g) Ist f: X — [0, 00] messbar und [, fdu =0, so gilt
u({z € X: f(z) £0}) =0.

Beweis. (a) Fiir jede Stufenfunktion s mit 0 < s < f gilt auch 0 < s < g.
Somit [ fdu=sup{l(s):0<s< f} <sup{l(s):0<s<g}=[,gdu.
(b) Aus f < g folgt fi < gy und g_ < f_. Nach (a) ist also

/f+d,u§/9+dM und /g-duﬁ/f—d#
X X X X

und daher [, fdp= [, frdp— [ f-dp < [y grdp— [y g9-dp= [ gdu.

56



(c) Aus der Definition des Integrals und (—f), = f_ sowie (—f)_ = f4

folgt sofort
—f)duy = — dps .
/X( f) du /xf :

Wir diirfen daher ¢ > 0 annehmen und sogar ¢ > 0, denn der Fall ¢ = 0 ist
trivial. Da (¢f)y = ¢fy und (¢f-) = ¢f_, braucht die Behauptung nur fiir
f+ gezeigt zu werden. Wir diirfen daher f > 0 annehmen. Dann ist

/chd,u = sup{I(s): 0<s<cf} = sup{l(s):0<2s< f}
= sup{cl(ts): 0<1s < f} = csup{I(t): 0<t < f}

=chw,

denn fiir jede nicht-negative Stufenfunktion s gilt I(cs) = cI(s) (siehe Be-
merkung (iii) in Schritt 2).

(d) Sei |f] < M mit M € [0,00[. Dann ist auch fy < M = M 1x und
daher [, fidp < [, M1xdp = Mp(X) < oo nach (a). Somit f € L'(X, ).
Ist a < f<b soist also aly < f <bly und somit au(X) = fxalxdu <
Jx fdp < [ b1x dp = bu(X), nach (b).

(e) Fir alle Stufenfunktionen s gilt I(s) = 0. Hieraus folgt [, fidp =0
und daraus die Behauptung.

(£) Da £ ({=00,00}) = (£2)" ({0} U (£)" ({o0}), geniigt es, f > 0
anzunehmen und p(f~*({oc})) = 0 zu zeigen. Wir setzen N := f~({occ}).
Fiir jedes r € [0,00[ ist dann 0 < 71y < f und somit 7 u(N) = I(rly) <
Jx fdu. Da [, fdu < oo, folgt ji(N) = 0 (sonst konnten wir die linke Seite
beliebig grof machen).

(g) Wir setzen X,, := {z € X: f(z) > 1} fiir n € N. Dann gilt
X, CXyC -
und {z € X: f(x) # 0} = J,eny X, somit
ul{e € X: f(x) #0) = lim u(X,)

nach Lemma 2.5(c). Wir brauchen daher nur u(X,) = 0 zu zeigen. Da
L1y, < f, gilt fu(X,) = [y 21x,dp < [ fdu = 0. Daraus folgt wie
gewiinscht u(X,) = 0. O
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3.3 Integration iiber Teilmengen

Gegeben einen Mafiraum (X, S, u) (z.B. R" mit dem Lebesgue-Borel-Maf)
mochte man haufig eine Funktion nicht iiber ganz X integrieren, sondern
nur iiber eine messbare Teilmenge A € S von X. Da die Einschréankung
w|la von g auf die Spur S|4 der o-Algebra & auf A ein Mafl auf A ist (siehe
Beispiel 2.3 (d)), konnen wir diesen Fall auf die bisherige Integral-Definition
zurtickfithren:

Definition 3.8 Ist (X, S, ) ein MaBraum, f: X — R eine messbare Funk-
tion und A € §, so setzen wir

Af@nzéﬂAwu (25)

wann immer das Integral auf der rechten Seite definiert ist. Ist f|4 beziiglich
4|4 integrierbar, so nennen wir f beziiglich p tiber A integrierbar.

Bemerkung 3.9 (a) Sind f: X — R und g: X — R messbare Funktionen,
die auf A tbereinstimmen, so ist [ . Jdp genau dann definiert, wenn das
Integral [ 1 9 dp definiert ist, und die zwei Integrale stimmen in diesem Fall
tiberein (denn in (25) geht nur f|4 = g|a ein).

(b) Eine messbare Funktion f: X — R ist genau dann bzgl. u iiber A inte-
grierbar, wenn [, fy dp < oo und [, f-dp < oo; in diesem Fall gilt weiter

/jwzéﬁw—ﬁﬂw

Es ist namlich [, (fla)+dpla = [,(f+)ladula = [, f+ dp und analog dazu
fA(f|A)— dM|A = fA f— dﬂ

Wir halten erste Eigenschaften fest:
Satz 3.10 FEs seien (X, S, p) ein Maffraum und A € S. Dann gilt:

(a) Ist f: X — R eine messbare Funktion, so ist fAfd,u genau dann
definiert, wenn fx f-1adu definiert ist, und die zwei Integrale stimmen
in diesem Fall tiberein.

(b) Ist eine messbare Funktion f: X — R bzgl. p diber X integrierbar, so
auch tiber A. Insbesondere f € LY(X, ) = fla € LY(A, ul|a).
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(c) Ist BE S mit AN B =10, so gilt

[ - /A Fdu+ /B fdp (26)

fiir jede messbare Funktion f: X — [0,00]. Fiir jede beziiglich ju iiber X
integrierbare Funktion f: X — R gilt (26) ebenfalls.

(d) Ist B€ S mit AC B und n(B\ A) = 0 und f: X — R eine nicht-
negative messbare Funktion oder bzgl. i integrierbar, so gilt

/Afduz/deu.

Wir stellen dem Beweis eine Voriiberlegung zu Stufenfunktionen voran.

Lemma 3.11 FEs sei (X,S,u) ein Mafsraum und A € §. Fir jede nicht-
negative Stufenfunktion s: X — [0,00[ der Form s = 3% a; 14, mit a; € R
und paarweise disjunkten Mengen A; € S ist dann s|s eine Stufenfunktion

auf (A, S|a) und

k
/sd,u = Z%M(Aiﬁ/l) = /s-lAdu.
A P b

Beweis. Gegeben B C A schreiben wir 15: X — [0, 00| fiir die charakter-
istische Funktion von B als Teilmenge von X und 14 := 1g[4: A — [0, 00|
fiir die charakteristische Funktion von B als Teilmenge von A. Es ist s|4 =

Zle a;1a]a = Zle ;14 4 eine Stufenfunktion auf A und
k k
/ sdyp = / sladpla = Z%MA(Az‘ﬂA) = Zozi,u(AiﬂA) = / s-1adp,
A A i=1 i=1 X
das-lA:ZleailAilA:ZleailAmA. O

Beweis von Satz 3.10. (a) lisst sich wie folgt begriinden (wir tiberspringen
den Beweis in der Vorlesung): Da (f1a)s = fil4 und (fla)x = (f1)la,
genligt es, die Gleichheit der fraglichen Integrale fiir nicht-negative messbare
Funktionen f zu zeigen. Fiir jede Stufenfunktion s: A — [0, 00[ mit s < f|a

ist die durch
5(z) = s(x) firz e A,
S\E) = 0 firreX\A
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definierte Funktion §: X — [0, oo[ eine Stufenfunktion mit

/édu=/§1Adu=/§du=/ 5[a du\A=/sdu!A
X X A A\:-’ A

(siche Lemma 3.11) und § < f14. Jede nicht-negative Stufenfunktion ¢ <
fla auf X erfiillt ¢t(x) = 0 fiir alle z € X \ A und ist somit von der Form
t =3 mit s:=t|4 < f|a. Es folgt

/Afdu = /AflAdqu

= sup{/deA : s St.fkt. aqumitOSsSﬂA}
A

= sup{/édu . s St.tkt. aqumitO§s§f|A}
X

= sup{/td,u .t St.fkt. auf X mitOStgflAf} = /flAd,u.
X X

(b) Wegen (a) und der Monotonie des Integrals ist

/A (Fla)s dpils = /A (o)l ditla = /X Feladp < /X fody < oo,

Also existiert das Integral [, fladula = [, fdp.

(c) Sei zunéchst f > 0. Ist s: AUB — [0, oo[ eine Stufenfunktion mit s <
f,etwa s = 2521 a;ly,, so konnen wir wegen a;ly, = ajlana + ajlane
ohne Einschrankung annehmen, dass A; C A oder A; C B fiir jedes j. Nach
Umnummerieren gilt ohne Einschrankung zudem

Al,...,AggA und Ag+1,...,Ak§B

fiir ein ¢ und folglich

4 k
/ASdMAUB = > (A + > au(4;) = /AS|A dpif 4 +/S|B dpt| 5(27)
j=1

UB et B
< /f|Adu\A+/f\Bdu|B:/fdu+/fdu-
A B A B
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Bildung des Supremums iiber alle s liefert

/ = [ s dnlas < [ raus [ ran o)

Sind s1: A — [0,00[ und so: B — [0, oo[ Stufenfunktionen mit s; < f|4 und
s2 < flp, so ist

s1(z) wenn z € A,

s: AUB — [0, 00], xH{ So(z) wenn xz € B

eine Stufenfunktion auf AU B mit s < f|4up. Nach (27) gilt also

fdu = Flavs ditlaos > / s dplas
AUB AUB AUB

= /s]Adu|A+/s]Bdu|B:/sldu]A+/sgd,u.
A B A B

Bildung des Supremums iiber s, liefert

fdu > sup (/ SldM|A+/52dN|B> —/SldM|A+sup/82dM|B
AUB 52 A B A 52 B

= /sldu!AJr/f!BdulB:/sldu!AJr/fdm
A B A B

unter Benutzung von Aufgabe P24(b). Bilden wir nun das Supremum tiber s,

erhalten wir
/AUdeN Szp(Asldu|A+/gfdﬂ):(Sip/Asld/‘L|A)+/deﬂ
— /AﬂAdulA—i_/deM:/Afdﬂ—i_/deu' (29)

Wegen (28) und (29) gilt (26).

Ist nun f: X — R integrierbar, so auch f|4 und f|p sowie f|aup (nach (b)).
Mit dem gerade behandelten Fall nicht-negativer Funktionen und Bemerkung 3.9(b)
folgt

v

fdu = Jrdp— f-dp

AUB AUB AUB

= /Af+dﬂ+/Bf+du—/Af_du—/Bf—du
= [ san | ran
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(d) Nach (c) ist

/deuz/Afdqu B\Afduz/Afdu;

die zweite Gleichheit gilt, da fB\Afd,u = fB\Af|B\A dulpya = 0 nach
Satz 3.7(e). O

Bemerkung 3.12 Satz 3.10(d) zeigt, dass man Mengen vom Mafl 0 beim
Integrieren vernachlassigen darf.

Definition 3.13 Es sei (X, S, 1) ein Mafiraum. Gilt eine Eigenschaft P fiir
alle Punkte von X auflerhalb einer Menge vom Maf 0, so sagt man P gelte
fast tiberall (oder auch: fir fast alle x).

Bemerkung 3.14 (a) Verlangt ist also, dass
{reX:=Px)} CA

fiir eine messbare Menge A mit p(A)

= 0.
(b) Im Spezialfall {x € X: ~P(z)} € S (was nicht mmer der Fall zu sein
braucht!), ist (a) dquivalent zu

p({z e X: =P(x)}) =0.
Beispiel: Fiir die charakteristische Funktion 1g von Q C R gilt 1g(z) =0
fiir fast alle x € R bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles A auf R.

[Es ist ndmlich
{r e R: 1g(x) # 0} = Q € B(R)
und A(Q) = 0.]

Satz 3.15 FEs scien (X, S, ) ein Mafraum und f,g: X — R messbar. Dann
gilt:

(a) Die Mengen E :={x € X: f(z) = g(x)} und {x € X: f(x) < g(z)}
sind messbar.

(b) Sind f,g > 0 und ist f(x) = g(x) fast dberall (also u(X \ E) = 0), so
ist [y fdp= [y gdu.
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(¢) Gilt f(x) = g(x) fast dberall, so ist f bzgl. u genau dann integrierbar,
wenn g es ist. In diesem Fall ist [ fdu= [, gdp.

Beweis. (a) Nach Aufgaben P18(a) und P24(a) sind
A:={(z,2): 2 €R} und S:={(z,y) eRxR:z <y}

abgeschlossene Teilmengen von R x R, also A, S € B(RxR) = B(R) ® B(R).
Nun ist die Funktion

(f,9): X >RxR, z~(fg)

messbar nach (R x R, B(R) ® B(R)), da ihre Komponenten f und g messbar
sind. Also sind

E={zeX: f(z)=g(x)} = {r € X: (f(x),g9(x)) € A} = (f,9)7"(Q)
und {z € X: f(z) < g(x)} = (f,9)"*(S) messbare Teilmengen von X.

(b) Es ist [y fdu = [, fdu = [,9dun = [, gdu, wobei die erste und
letzte Gleichheit auf Satz 3.10(d) beruht, die zweite auf Bemerkung 3.9.

(c) Ist f(x) = g(z) fast {iberall, so gilt auch f,(z) = g, (z) fast {iberall.
Nach (b) ist daher [ xfrdp = S + 9+ dp.  Insbesondere ist genau dann
Jx f+dp < oo, wenn [, g; dp < oo. Analog ist genau dann [, f_ dp < oo,
wenn fXg_ dp < oo. a

Nach Satz 3.15 (b) und (c) kann man also messbare Funktionen auf Mengen
vom Maf} 0 abéndern, ohne ihr Integral zu verédndern (solange die abgeénderte
Funktion nach wie vor messbar ist).

Satz 3.16 Es sei (X,S,u) ein Mafiraum. Ist f: X — R integrierbar, so

auch | f|, mit
[ ra < [1n1dn.
b be

Beweis. Sei A :={x € X: f(z) >0} und B:= X\A={zr € X: f(x) <0}
Nach Satz 3.10(c) ist

Jistan = [istau+ [iflan = [ godus [ 1dn < .
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Also ist | f| integrierbar. Wegen f < |f| und —f < |f| ist nun

Jorans [ata wd — [ pan = [ pan< [

nach Satz 3.7 (b) und (c). Folglich ist | [, fdu| < [, |f] dp. O

Das folgende Kriterium macht es in vielen Fallen sehr leicht, die Integrier-
barkeit einer gegebenen messbaren Funktionen zu zeigen:

Satz 3.17 (Majorantenkriterium). Ist f: X — R eine messbare Funk-
tion, g: X — [0,00] bzgl. p integrierbar und |f| < g, so ist auch f bzgl. u
integrierbar.

Beweis. Da f; < gund f_ < g,ist [, fy dpu < [, gdp < oound [, f-dp <
Jx gdp < oco. O

Bemerkung 3.18 Definition 3.8 lasst sich weiter verallgemeinern: Ist (X, S, u)
ein Mafiraum, A € S und
f:(B,Slp) = (R, B(R))

eine messbare Funktion auf einer Teilmenge B C R mit A C B, so sei

/Afdﬂ ::/Af|AdN|Aa

wenn das rechte Integral existiert. Ist f|4 bzgl. p|4 integrierbar, so nennen
wir f bzgl. u iiber A integrierbar.

Beispiel 3.19 Ist f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so ist ¢ := || f]|« =
sup{|f(z)|: = € [a,b]} < co. Die konstante Funktion

g: [a,b] = 0,00, z—c

ist eine nicht-negative Stufenfunktion mit
/ g dAi|an = chi([a,b]) = ¢(b—a) < oo
[a,b]

und somit integrierbar. Da |f(x)] < ||f|lee = g(z) fir alle € [a,b], ist f
nach dem Majorantenkriterium bzgl. Ai|(, 4 integrierbar. Also ist f bzgl. des
Lebesgue-Borel-Mafles \; iiber [a, b] integrierbar.
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Bemerkung 3.20 Wir werden bald sehen, dass fiir jede stetige Funktion

fila,b) = R
b
/[a RS / f(x) d,

das mafBitheoretische (Lebesgue)-Integral also mit dem Riemann-Integral iiber-
einstimmt.

3.4 Konvergenzsatze

Wir wenden uns nun den Konvergenzsatzen fiir das Lebesgue-Integral zu, die
unter sehr schwachen Voraussetzungen das Vertauschen von Grenzprozessen
und Integration erlauben:

lim an(x) du(x) = /X lim f,(z) du(x).

n—oo n—oo

Die Konvergenzsatze sind machtige, haufig benutzte Werkzeuge der Analysis.

In diesem Abschnitt ist (X, S, i) ein Mairaum. Wir beweisen zunéchst einen
auch als “Satz von Beppo Levi” bekannten, wichtigen Konvergenzsatz.

Satz 3.21 (Satz iiber monotone Konvergenz). Ist (f,)nen eine Folge
nicht-negativer messbarer Funktionen f: X — [0, 00| mit

filz) < folx) < -+ fiir alle v € X,

so existiert f(z) := lim, o fn(2) in R fiir alle v € X, die Grenzfunktion
f: X = [0,00] ist messbar, und [y fodp— [y fdpu.

Beweis. Nach Lemma 1.51 existiert der Limes f(z) fiir jedes x, und nach
Satz 1.56 ist f messbar als punktweiser Limes messbarer Funktionen. Setze
oy = fX fndp fiir n € N. Da die Folge (av,)neny monoton wichst, ist sie nach
Lemma 1.51 und Lemma 1.53 (a) in R konvergent, mit Limes

a = lim o, = sup{a,:n e N} € [0,00].

n—oo

Da f, < f, gilt o, = [ fudp < [y fdp nach Satz 3.7 (a) und somit auch
a< [y fdp.

Um die umgekehrte Ungleichung o > [ f du zu zeigen, diirfen wir a@ < oo
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annehmen (sonst ist die Aussage trivial). Sei nun s eine Stufenfunktion
mit 0 < s < f, ¢ €]0,1] und X,, := {z € X : f,(x) > cs(x)}; nach
Satz 3.15 (a) ist X,, messbar. Dann ist X,, C X, fir alle n € N (da die
Folge (fn)nen monoton wichst). Weiter ist X = J, .y Xn, denn ist € X,
so ist entweder s(z) = 0 und somit # € X, oder es ist s(z) > 0, so dass
wegen s(z) < f(x) = lim, 0 fn(x) ein n mit f,(x) > cs(z) existiert.

Mit Satz 3.30 (a) sowie Satz 3.7 (a) und (c) erhalten wir auerdem

[ tdwz [ foawz [esdn—cf s )
X Xn n n

Fiir n — oo konvergiert die linke Seite von (30) gegen «, die rechte als Konse-
quenz von Aufgabe H21(e) und Lemma 2.5 (c) (siehe auch Aufgabe P26(b))
gegen ¢ [ « 8du. Da Ungleichungen der Form “>” bei Grenzwerten in R
erhalten bleiben (vgl. Aufgabe P24(a)), folgt

a > limc/ sdu:c/sdu.

Da ¢ € ]0, 1[ beliebig war, folgt o > [, sdp fiir alle Stufenfunktionen s mit
0 <s < f und somit o > fX f du, was den Beweis beendet. a

Beispiel 3.22 Wie verhalten sich die Integrale

/ 1 — (cos(x))" dAi(x)
[0,7/2]

fir n — o0?

Loésung: Wir erinnern daran, dass fiir alle y € [0, 1] die geometrische Folge
(¥"™)nen monoton fallend ist; ist y € [0, 1], so gilt

y" =0
ist y =1, so gilt y" =1 — 1 fiir n — oo. Nun ist cos(0) = 1, cos(x) € [0,1]
fir alle z €]0,7/2]. Die Folge (cos(z)")nen ist also monoton fallend und

konvergiert gegen 1oy (). Somit ist fiir jedes x € [0, 7/2]

0<1-—cos(z)"
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monoton wachsend und konvergiert gegen 1—101(x) = 1j9r/9/(x). Nach dem
Satz liber monotone Konvergenz gilt also

lim | — cos(z)" dMy(z) = /[ lim (1 — cos(x)") dA; (z)

o0 J0,x/2) 0,m/2] "7

= / 1]0,#/2] d)\l :)\1(]0,71'/2]) :71'/2
[0,7/2]

Niitzliche monoton wachsende Folgen von Funktionen, auf welche der Satz
iiber monotone Konvergenz anwendbar ist, liefert z.B. der folgende Satz.

Satz 3.23 (Approximationssatz fiir messbare Funktionen). FEs sei
f: X —[0,00] eine messbare Funktion. Dann ezistiert eine monoton wach-
sende®® Folge von Stufenfunktionen s, : X — [0, 00| derart, dass

nh_)rgo sp(x) = f(x) fur allez € X.
Man kann sogar erreichen, dass die Konvergenz auf jeder der Mengen
{reX: f(x) <c}
mit ¢ € [0, 00| gleichmafsig ist.
Beweis. Fur n € N definieren wir s,,: X — R via

& ko ktl[ oo Con
5(z) = { falls f(x) € [ [ mit ke {0,1,...,n-2" — 1},

271 2n ) 271

n  falls f(z) € [n,o0].
Dann ist (s,)nen eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen. Ist
c € [0,00[, so gilt fiir alle n € N mit n > c:

1
|f(x) = sn(x)] < 5> fiiraller € X mit f(z) < ¢

es ist namlich z € [k/2", (k+1)/2"[ fur ein k € {0,...,n2" — 1} und s(x) =
k/2", also

x € [s(x),s(z) + 1/2"].
Hieraus folgt die gleichméfiige Konvergenz auf {x € X: f(x) < ¢} sowie die

punktweise Konvergenz auf {x € X : f(x) < co}. Die punktweise Konvergenz
auf {x € X: f(x) = oo} ist offensichtlich. O

20Dijes ist punktweise gemeint: Fiir jedes € X ist (s, (2))nen eine monoton wachsende
Folge von Elementen von [0, oo].
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Bemerkung 3.24 Ist f: X — [0, 0o] messbar, so gibt es nach Satz 3.23 eine
monoton wachsende Folge s; < so < --- nicht-negativer Stufenfunktionen
Sp o X — [0,00[, die punktweise gegen f konvergiert. Als Spezialfall des
Satzes iiber monotone Konvergenz ist

/fd,u: lim sndu:sup{/sndu:neN}. (31)
X X X

n—oo

Beachten Sie, dass wir (31) nicht zur Definition des Integrals [, f du der
nicht-negativen messbaren Funktion f benutzt haben, sondern das Supre-
mum der Menge aller Integrale unter f liegender Stufenfunktionen bilden
mussten — siche Gleichung (20) auf Seite 54. %!

Satz 3.7 (¢) und der folgende Satz zeigen, dass £!(X, i) ein reeller Vektor-
raum ist.

Satz 3.25 Es seien f,g: X — R messbare Funktionen. Dann gilt:
(a) Sind f,g >0, so ist

JGroan= [ ran+ [ gan. (32)

(b) Sind f,g € LY(X, i), so ist auch f+ g € LYX, u) und (32) gilt.

Beweis. (a) Dass (32) fiir nicht-negative Stufenfunktionen f,g: X — [0, 00|
gilt, wissen wir bereits aus der Bemerkung (ii) in Schritt 2 der Integraldefi-
nition auf Seite 53. Nun seien f, g: X — R beliebige nicht-negative messbare
Funktionen. Dann gibt es nach Satz 3.23 monoton wachsende Folgen (s;);en
und (¢;) ey nicht-negativer Stufenfunktionen derart, dass

si—f und t; =g

punktweise. Dann ist (s; + ¢j);en eine monoton wachsende Folge nicht-
negativer Stufenfunktionen mit s; +t; — f + g (siehe Satz 1.45). Somit

/(f+9) dp = lim [ (s;+1;) dp = lim (/ de#Jr/tde)

J—oo Jx J=0 Jx X X

21(20) und (31) werden in miindlichen Priifungen hiufig miteinander verwechselt.
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wobei das erste und letzte Gleichheitszeichen auf dem Satz iiber monotone
Konvergenz (Satz 3.21) beruhen, das zweite auf dem bereits fiir Stufenfunk-
tionen Gezeigten, das dritte auf Satz 1.45.

(b) Offensichtlich gilt (f +g)+ < |f]+[g| und (f+g)- < [f|+]g]. Da |f]
und |g| nach Satz 3.16 integrierbar sind, ist | f|+ |g| nach Teil (a) integrierbar
und somit auch f+g. Wegen f+¢g=(f+9)+—(f+9)- =fi—f-+g9.—9g_
st (f+9)++f +9-=(f+9)-+ fr+ g, und somit nach Teil (a)

/X(f+g)+du + /deu + /ngu
= /X(<f+9>++f—+9—)du —/((f+g)_+f++g+)du

X

= /X(f+g)_du+/xf+du+/xg+du~

Subtrahiert man die entsprechenden Integrale mit Integranden (f +g)_, f-
bzw. g_ auf beiden Seiten, so erhdlt man (32). O

Bemerkung 3.26 Es war erstaunlich aufwendig, die Additivitdt des Inte-
grals zu beweisen ! Sind f; und f5 nicht-negative messbare Funktionen auf X,

SO ISt Zwar

leicht einzusehen—denn fiir nicht-negative Stufenfunktionen s, < f ist s; +
s9 eine nichtnegative Stufenfunktion mit s; + so < f; + fo. Die umgekehrte
Ungleichung aber ist nicht offensichtlich! Die Schwierigkeit riithrt daher, dass
man eine nicht-negative Stufenfunktion s mit s < f; + fo im Allgemeinen
nicht als eine Summe s = s; + $5 mit sy, s wie zuvor schreiben kann (ein
Beispiel findet man in Aufgabe H23).

Der Satz iiber monotone Konvergenz lésst sich insbesondere auf Reihen nicht-
negativer Funktionen anwenden. Man erhalt:

Folgerung 3.27 Ist (f,)nen eine Folge messbarer Funktionen f, : X —
0, 00|, so existiert der Grenzwert f(x) := Y " fu(z) in R fir alle x € X,
die so definierte Funktion f: X — [0, 00| ist messbar, und es gilt

/deuz i::/xfndu-
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Beweis. Fiir jedes n € Nist g, := Z;’zl f; eine nicht-negative Funktion,
die nach Satz 1.47 messbar ist. Die Folge (gn)nen ist monoton wachsend
und konvergiert punktweise gegen f. Mit dem Satz iiber monotone Konver-
genz (Satz 3.21) und der endlichen Additivitdt des Integrals (Satz 3.25 (a))
erhalten wir

fdu *2" lim [ g,dp = lim / fidu
/. B foondu = Jun [ 305
3.25
= nlgrolOZ/fydﬂ Z/f]d,u

Hier sind zwei niitzliche kleine Anwendungen.

Folgerung 3.28 (Integration bzgl. des Zahlmafles auf N). FEs sei ¢
das Zdahlmaf$ auf (N, P(N)) (siehe Beispiel 2.3 (c)). Dann gilt

/ ad( = Z n, (33)

fir jede Funktion a: N — [0,00], n +— a,. Eine Funktion a : N — R,
n— a, ist genau dann bzgl. ¢ integrierbar, wenn die Reihe Y - | a, absolut
konvergiert; wieder gilt (33).

Beweis. Sei zundchst @ > 0. Dann ist a = > ¢
Folgerung 3.27

ne1 anl{yy und somit nach

/ad{ = i/anl{n}dc = ian,
N n=1“N n=1

wobei benutzt wurde, dass [yl d¢ = ay [y 1y d¢ = an(({n}) =

Die zweite Aussage fiir Reihen reeller Zahlen folgt aus dem bereits Gezeigten
durch Aufspaltung von a in Positiv- und Negativteil. a

Insbesondere kann man also absolut konvergente Reihen als Integrale inter-
pretieren. Der Nutzen: Folgerung 3.28 ermoglicht es, die Konvergenzsatze
fiir Integrale (z.B. monotone Konvergenz) auch auf Reihen anzuwenden. Dies
liefert zum Beispiel einen neuen Beweis fiir den (schon als Satz 2.4 erwahnten)
Doppelreihensatz:
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Folgerung 3.29 (Doppelreihensatz). Gegeben a,,, € [0,00| fiir n,m €

N gilt
DD tm = DD um

n=1 m=1 m=1n=1

Beweis. Es sei ¢ das Zahlmafl auf N. Dann ist

nm n,m dC( ) = n,m dC( ) = n,m

hierbei wurde fiir das erste und letzte Gleichheitszeichen mit Folgerung 3.28
eine Reihe als Integral bzgl. des Zahlmafles umgeschrieben. Das zweite
Gleichheitszeichen gilt nach Folgerung 3.27. O

Unser néchstes Ziel ist der Satz iiber majorisierte Konvergenz, das vermut-
lich wichtigste Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und
Integration zu zeigen. Als Hilfsmittel fiir den Beweis diskutieren wir kurz
MafBe mit Dichten (die spater auch anderweitig hdufig gebraucht werden).

Satz 3.30 (Mafle mit Dichten). Es sei (X,S,u) ein Mafiraum und p:
X — R eine messbare Funktion. Dann gilt:

(a) Ist p nicht-negativ, so ist p© pu: S — [0, 00],

A»—>/pd,u fir AeS (34)
A

ein Maf auf (X,S).

(b) Ist p bzgl. p iber X integrierbar, so definiert (34) eine o-additive Funk-
tion?? pOpu: S — R.

Beweis. (a) Es ist (p © p)(0) = [, pdp = [ plodp = 0. Ist (A,)nen eine
Folge paarweise disjunkter Mengen in S und A := |J, oy An, s0 ist

1a(x) = Z 14, ()

2280lche Funktionen nennt man auch “signierte Mafe.”
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fur alle z € X und somit

oo

won@) = [ pau= [ pa)ta@dut) = [ o) 3 1a, (@) duta)

n=1

:/Zp o)1 4, () dp(z Z/plAdu
_ g/Anpdu:g(p@m(An»

(b) Fiir (A,)neny und A wie zuvor ist

(poOp)(A) = /pdu /p+du /p dp

= P+®M — (p- © p)(A)

[e.9]

- Z(p+ © 1) (An) =) (p- © 1)(A,)

n=1 n=1
oo

= D ((p+ © w)(An) = (p- © p)(An))

n=1
9]

= > (pOu(4)

n=1
unter Benutzung von (a). O
In der Literatur schreibt man auch pu, statt p © u, oder auch pdpu.

Satz 3.31 (Satz iiber majorisierte Konvergenz). Es sei (fu)nen eine
punktweise konvergente Folge messbarer Funktionen f,: X — R, mit Limes

f(z) = lim f,(z) €R

fur x € X. FEuxzistiert eine bzgl. p uber X integrierbare Funktion g: X —
[0, 00] derart, dass |f,| < g fir alle n € N, so ist [ integrierbar und es gilt

lim fn dp = /deu. (35)

n—oo
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Beweis. Da |f| < g, ist f nach dem Majorantenkriterium (Satz 3.17) inte-
grierbar. Nach Satz 3.7 (f) ist N := g7 ({—00, c0}) eine Menge vom Maf 0.
Setzen wir £ := X \ N, ist wegen |f,| < g und |f| < g jede der Funktionen
fle, fulg und g|g reellwertig. Da

/deu - /Ef|E duls  und /an dy = /Efnme

nach Satz 3.10(d), geniigt es, (35) anstelle fiir f,, und f fiir die durch g|g
majorisierten Funktionen f,|g und f|g auf dem MaBraum (E,S|g, p|g) zu
zeigen. Wir diirfen daher nun 0.B.d.A. annehmen, dass die Funktionen g,
fn und f alle reellwertig sind, was uns ermoglicht, die Differenz f — f, zu
betrachten. Sei nun

Y :={ze€X:g(x) >0}

Fir alle z € X\ Y is 0 < |f,.(2)] < g(z) = 0 und somit f,(x) = 0 fiir alle
n € N, also auch f(z) = 0. Folglich ist

/ F = / e / J = / fydaly+ [ flow dilxy = / Tl duly
X Y X\Y Y X\Y Uy

-0
X Y

Es geniigt also, (35) anstelle fir f, und f fiir die durch g|y majorisierten
Funktionen f,|y und f|y auf dem Mafiraum (Y, S|y, p|y) zu zeigen. Wir
diirfen daher nun 0.B.d.A. annehmen, dass g(x) > 0 fiir alle z € X. Setzen
wir

und analog

Xn::{:L‘EX:g(a:)Z%}GS

fir n € N, so ist also |J, .y X = X und

neN “*n

X1 CXpCeve

Nach Lemma 2.5(d) gilt (¢ ® p)(X,) = (g9 © pu)(X) fir n — oco. Gegeben
€ > 0 existiert daher ein n € N derart, dass

> (g®u)(X)—(g®u)(Xn):(QGM)(X\Xn)Z/X\X gdp.

(SN0
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Da g > %1Xn, ist dann

1 1
00 > / gdp > / —1x, dp = —p(Xy)
x xn n
und somit u(X,) < co. Wir definieren fiir £ € N nun
A ={r e X;,: YU > k: |f(x) — folz)| <e/(Bu(X,) + 1)} €S.

Dann gilt
A C Ay C

und ey Ak = X, weil limy,oo fi(z) = f(x) fir alle # € X,,. Nun kon-
vergiert (g © p(Ag)) — (9 © p)(X,) fir k — oo; also gibt es ein k € N mit

> (9 1) (Xa) — (9 © 1)(Ax) = /X o

ot ™

Fiir alle ¢ > k ist wegen |f(z) — fo(x)| < |f(x)| + |fe(z)| < 2¢g(x) dann

/deu—/xfedu’ < /le—feldu

_ / (@) — ful)] dula) + / £(2) = fula)] du(x)
X\ X, —/—’ Xp\Ap S~

<2g(z <2g(x)
+ [ @) = 1i0)] duto
S, R <e/(5u(Xn)+1)
1(A)
< 2/ gd,u+2/ gdp+e ——>—<c¢

X\Xn X\ Ax Su(X,) +1

—_————
<1/5

Also gilt (35). O

Beispiel 3.32 Es gilt
lim (In(x))" = L (2)

n—oo

fir alle z € [1,¢] und |(In(z))"| < In(e)™ = 1, wobei
/ Ldhi = M([lye]) =e—1 < 0.
1]
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Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz ist somit

im [ (In(z)" du(z) = /[ lim (In(z))" dA (z)

n—00 [Le] 1.e] n—roo
= [ 1@ = nieh =0
[Loe]

Beispiel 3.33 Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz
tiber majorisierte Konvergenz nicht anwenden lisst (der “gleitende Buckel”).
Wir betrachten den Mafraum (R, B(R), A;) und f,, := 1,41 fiir n € N. Die
Funktionenfolge (f,)nen konvergiert punktweise gegen f = 0, aber

/fd/\1 - / lim f, d\, # lim/fnd)\l = 1.
RTLA)OO n—oo R

Wir erwahnen fiir die Allgemeinbildung einen weiteren Beweis des Satzes
iiber majorisierte Konvergenz mit Hilfe des Fatouschen Lemmas (der meis-
tens in der Literatur gegeben wird); der alternative Beweis wird in der Vor-
lesung iibersprungen und ist nicht priifungsrelevant.

Lemma 3.34 (von Fatou). Fir jede Folge (f,)nen nicht-negativer mess-
barer Funktionen f,: X — [0,00] gilt

/liminffn dp < liminf/ fndu.
X X

n—o0 n—oo

Beweis. Fir £ € N sei g = inf;>; f;. Dann ist g, < fi und somit

Jx grdp < [y fodp. Weiter ist die Folge (gi)ren monoton wachsend, und sie

konvergiert punktweise gegen lim inf f,,. Der Satz iiber monotone Konvergenz
n—o0

/gk dpu — /liminffn du
X X n—oo

fiir £ — oco. Somit gilt
liminf/ fr d,uzliminf/ grdp = lim / Jk du:/ liminf f, dpu,
X k—o0 X k—oo Jx x N0

liefert

k—o0

wie behauptet. O

Alternativer Beweis des Satzes iiber majorisierte Konvergenz (mit
Hilfe des Lemmas von Fatou). Da |f| < g, ist f nach dem Majorantenkri-
terium (Satz 3.17) integrierbar. Nach Satz 3.7 (f) ist N := g~ !'({—o00,00})
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eine Menge vom Maf} 0. Setzen wir £ := X \ N, ist wegen |f,| < ¢g und
|f| < g jede der Funktionen f|g, f.|r und g|g reellwertig. Da

/deu = /Ef|E dulp  und /an du = /Efn\E dule

nach Satz 3.10(d), gentigt es, (35) anstelle fir f, und f fiir die durch g|g
majorisierten Funktionen f,|g und f|g auf dem Mafiraum (E,S|g, p|g) zu
zeigen. Wir diirfen daher nun 0.B.d.A. annehmen, dass die Funktionen g, f,
und f alle reellwertig sind, was uns ermoglicht, diese Funktionen punktweise
zu subtrahieren. Es ist |f, — f| < 2g fiir alle n € N. Wir wenden nun das
Lemma von Fatou auf die Funktionenfolge (29 — | f,, — f|)nen an und erhalten

[ 20dn = [ timint g~ 14, - 1) du < timint [ 291, f1) do

n—oo

_ /29 du + hminf/(—lfn—f\)du
X n—oo X

= /2gdu - limsup/lfn—fldu < /2gdu'
X n—00 X X

Da [, 2gdp =2 [, gdu < oo, kénnen wir “<” hier durch “=" ersetzen und
erhalten limsup,,_, . [ [fn — f|di = 0, weswegen auch

lim [ [f— fldu=0
X

n—oo

gilt (vgl. Lemma 1.54). Mit Satz 3.16 folgt nun

‘/Xf”d“_/xfdﬂ‘ < /X|fn—f|du% 0.0

3.5 Anwendung: Parameterabhangige Integrale

Der Satz iiber parameterabhingige Integrale besagt, dass Integrale unter
geeigneten Voraussetzungen “stetig von Parametern abhangen” und man
“unter dem Integral differenzieren” darf. Beide Aussagen konnen wir nun
unter schwacheren Voraussetzungen und allgemeiner gewahrleisten als frither
(im Rahmen der Riemannschen Integrationstheorie).
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Satz 3.35 (Parameterabhangige Integrale). Sei (X, S, u) ein Mafsraum
und P C R™ eine Teilmenge. Weiter sei f: Px X — R eine Funktion derart,
dass fiir jedes p € P die Funktion

fo = fp,): X =R, z— [fpz)

bzgl. 1 tiber X integrierbar ist. Dann hat

g P—=R, g(p) = /XfdeZ /Xf(p,w) dp(x)

die folgenden Figenschaften:

(a) Ist p € P derart, dass fir jedes x € X die Funktion f* = f(-,z):
P — R, p— f(p,z) an der Stelle p stetig ist und existiert eine bzgl. p
iber X integrierbare Funktion h: X — [0, 00| derart, dass

\f(p,x)] < h(x) firalle (p,z) € Px X,
so ist g an der Stelle p stetig.

(b) Nun sei P C R™ offen und j € {1,...,n}. Hat f*: P — R fiir jedes
x € X eine stetige partielle Ableitung D; f* = 9 und gibt es eine bzgl.

T opy
w iber X integrierbare Funktion h: X — [0, o] Jdemrt, dass

|D; f*(p)| < h(z) firalle (p,x) € Px X,

so existiert auch D;g, diese Funktion ist stetig, und fir alle p € P ist
(Di)p) = [ Dyt du). (36)
b's

Beweis. (a) Wir haben zu zeigen, dass g(p,) — g(p) fiir jede gegen p
konvergente Folge (p,,)nen in P. Fiir festes x € X gilt

fou(@) = f(pn,x) = f%(pn) = f°(D) = f(p,x) = fo(z) firn — oo

aufgrund der Stetigkeitsannahme. Also konvergieren die Funktionen f,,
auf X punktweise gegen f;. Da h nach Voraussetzung eine integrierbare
Majorante fiir die Funktionen f,, ist, erhalten wir mit dem Satz iiber ma-
jorisierte Konvergenz

g(pn) = /Xfpn dp — /Xfpn dp = g(p).
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(b) Wir zeigen die Existenz der partiellen Ableitung D;g(p) an einer
gegebenen Stelle p € P. Da P in R" offen ist, gibt es ein » > 0 mit
B,(p) == {q € R": |[¢ —p|ll2 < r} € P. Dann gilt p + te; € P fiir alle
t € [0,7]. Gegeben z € X und ¢ € ]0,r[ konnen wir den Mittelwertsatz der
Analysis I anwenden auf die stetig differenzierbare Funktion

0,t] = R, s f(p+se;,z) = f"z(p+ se;).
Es existiert daher ein 6, € [0, ] derart, dass
1

Da hier [(D;f)(p + 0,4ej,x)| < h(x), erhalten wir mit dem Satz iiber ma-
jorisierte Konvergenz fiir jede Folge (t,,)nen in ]0,1] mit ¢, — 0

9 +tue;) —glp) _ /f(ertn@jax)_f(p’x) dp ()
X tn

. =
= /X(Djf)(p—f—@c’t"ej,x) du(z) — /XDjf(p,I) dp(x)

fir n — oo. Also existiert die partielle Ableitung D;g(p) an der Stelle p und
ist durch (36) gegeben. Wenden wir Teil (a) auf (36) an, so sehen wir, dass
Djg stetig ist. O

Teil (a) des Satzes (und sein Beweis) bleibt giiltig, wenn P ein beliebiger
metrischer Raum ist.

3.6 Anwendung: Vollstandigkeit von LP-Raumen

Sei (X,S,p) ein Mafiraum. Wir diskutieren nun Konvergenz im Raum
L'(X, p) der integrierbaren reellwertigen Funktionen und erldutern, wie sich
mit Hilfe von £(X, 11) ein Banachraum L'(X, ut) gewinnen lasst. AnschlieBend
diskutieren wir kurz auch L (X, p) und L?(X, p).

Setzen wir
Ifllers= [ 1@l dnta) € 0.0c]
fir f € LY(X,p), so gilt

If+gle = [ @)+ 9@ duto) < [ 1@ duta) + [ late)ldua

<If @) +g(@)|
= fller + llgller
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fir f,g € LY(X, ). Fir alle f € £}(X,p) und t € R ist weiter
Iefller = [ 1£)] dute) = 1o [ 1@l dte) = 1] 151
X~ X
[t]-f ()]
Allerdings ist || - |1 nicht immer eine Norm auf £'(X, ), denn es ist zum

Beispiel im Falle X =R, =\

||1FH£1 - / 1Fd)\1 == )\1(F) = 0
R

fiir jede nicht leere endliche Teilmenge F' C R, obwohl 1z # 0.

Nach dem Vorigen ist || - || 21 eine Halbnorm auf £'(X, i) im folgenden Sinn.

Definition 3.36 Eine Halbnorm auf einem reellen Vektorraum FE ist eine
Abbildung ¢: E — [0, oo, welche positiv homogen und subadditiv ist, also

(a) q(tx) = |t|q(z) fir alle t € R und = € E; und
(b) q(z +y) < q(z) +q(y) fir alle z,y € E.

Jede Norm auf FE ist auch eine Halbnorm, aber nicht jede Halbnorm braucht
eine Norm zu sein, denn (wie gerade gesehen) kann es Vektoren 0 # = € E
geben mit ¢(z) = 0. Die Vektoren z € E mit ¢(z) = 0 bilden jedoch immer
einen Untervektorraum N und auf dem zugehorigen Quotientenvektorraum
E/N kann mit Hilfe von ¢ eine Norm || - ||, definiert werden,

Iz + Nllg := q().

Lemma 3.37 Ist E ein reeller Vektorraum und q: E — [0, 00[ eine Halb-
norm auf E, so ist

N={x € E: q(x) =0}

ein Untervektorraum von E. Die Abbildung
|- llg: E/N = [0,00[, x+ N q(x)

ist eine Norm auf E, :== E/N.
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Beweis. Ist x € N und ¢t € R, so ist wegen ¢(z) = 0 auch
q(tz) = |tlq(x) =0,

also tx € N. Da ¢(0) = q(00) = |0|q(#) = 0q(#) = 0 ist der Nullvektor § € E
in N enthalten, also N # ). Gegeben z,y € N ist

0<q(z+y) <q(z)+qy) =0,

also ¢(z +y) = 0 und somit = +y € N. Also ist N ein Untervektorraum.
Gegeben x € F und y € N gilt

q(z +y) < q(x) +q(y) = q(x).
Ebenso ist wegen —y € N
q(z) = q((z +y) + (-y)) < qlz +y) +a(-y) = q(z +y)

und somit ¢(z) = ¢(x + y), folglich

|z + Nllg := q(z)
wohldefiniert. Gegeben z,y € F und t € R ist
[(@+N)+(y+N)llg = [[(a+y)+Nllq = a(z+y) < q(x)+q(y) = [[z+N|o+y+N |,
und

[t(z + N)llg = [tz + Nllg = q(tz) = |tlq(z) = [t] - [z + N,

Ist schlieBSlich
0= [l + Ny = ¢(x),
so ist z € N und somit  + N = N der Nullvektor in E/N. Also ist || - ||,

eine Norm auf E/N. O
Definition 3.38 Ist (X, S, ) ein Mafiraum, so sei
LYNX, p) = LY(X, p) /N
der Quotientenvektorraum beziiglich
Ni={f € £1(X,1): |fllor = O},

Wir versehen L'(X,u) mit der Norm ||f + N1 := ||f|lz1. Schreiben wir
[f]:=f+ N fir fe (X, u),soist also

Il = 11 ller
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Bemerkung 3.39 (a) Eine messbare Funktion f: X — R ist genau dann
in N, wenn

1@ duta) <

b'e

nach Satz 3.7(g) (bzw. Satz 3.15(b)) ist dies genau dann der Fall, wenn
{z e X:[f(2)] > 0} = {x € X: f(2)}

eine Menge vom MaB 0 ist, wenn also f(x) = 0 fast iiberall.
(b) Gegeben f,g € LY(X, ) ist [f] = [g], also f+ N = g+ N genau dann,
wenn g — f € N, also

{reX:g(x)—flr) #0} ={z € X: f(z) # g(x)}

eine Menge vom MaB 0 ist, also f(z) = g(x) fast iiberall.
(¢) In der Literatur wird oft nicht zwischen £}(X, 1) und L' (X, p) bzw. f
und [ f] unterschieden; meist ist aus dem Zusammenhang klar, was gemeint ist.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas werden wir sehen, dass (L'(X, u), || - ||z1)
vollstandig, also ein Banachraum ist.

Lemma 3.40 Ist (X,d) ein metrischer Raum, so gilt:

(a) Hat eine Cauchyfolge (x,)nen in X eine konvergente Teilfolge (x,, )ken,
50 ist auch (T,)nen konvergent.

(b) Jede Cauchyfolge (x,)nen in X hat eine Teilfolge (xn, )ren derart, dass

(Vk € N)(Vi,j > k) d(zp,,zn,) <27

Beweis. (a) Sei x := limy_, x,,,. Gegeben € > 0 existiert ein N € N derart,
dass d(z,, z,,) < € fiir alle n,m > N. Es gibt ein ky € N derart, dass n, > N
fiir alle & > ko. Dann gilt also

d(zp,x,,) <e firallen > N und k > k.
Halten wir n fest und lassen k& — oo streben so folgt
d(x,,x) <e fiirallen > N.

Also gilt x,, — x fiir n — oo.
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(b) Da (x,)nen eine Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes &k € N ein N, € N
derart, dass

1
d(Tp, Ty) < 5 fur alle n,m > N,,.

Setzen wir
ng := max{ny,..., Ny} + k,

so ist die Folge (n)ren streng monoton wachsend. Fiir alle k € Nund i,j > k
sind n;, n; > ny wegen der Monotonie. Da ny > Ny, sind ¢, 7 > Nj, und somit

d(xp,, Tn;) <

Y

=

was den Beweis beendet. O

Satz 3.41 Fliir jeden Mafraum (X, S, p) ist (LY(X, ), ||||1) ein Banachraum.
Ist ([fu])nen eine konvergente Folge in L'(X, p) mit Limes [f] € LY (X, u)
(wobei fr, f € LYX,p)), so gibt es eine Teilfolge ([fn,])ren derart, dass
fop (@) fiir k — oo fiir fast alle x € X gegen f(x) konvergiert.

Beweis. Wir wissen schon, dass (L'(X, u), || - ||z1) ein normierter Raum ist.
Seien f, € LY(X, u) derart, dass ([f,])nen eine Cauchyfolge in L'(X, i) ist.
Nach Lemma 3.40(b) gibt es eine Teilfolge ([f,])ren derart, dass

[ frpn] = Ul < 27% fiir alle k € N.

Dann ist

g: X —[0,00], MZUW — fup ()]

eine messbare Funktion. Wegen Folgerung 3.27 ist

[SMEEVACTIERD oy NINEEVNCIETE

k=1

= Z ||fnk+1 - fnkHlll

= Z fnk+1 [fmc]HLl < ZQik < o0,
k= k=1

82



also g integrierbar. Nach Satz 3.7(f) hat die Menge

A= {oex: Z|fnk+l ~ fu@)] = o0}

somit das Maf} p(A) = 0. Nach dem Majorantenkriterium der Analysis 1 fiir
Reihen existiert fiir alle x € X \ A der Grenzwert

S s (@) = Fu (@)

in R; er definiert eine messbare Funktion von € X \ A (siehe Satz 1.30 und
Satz 1.56). Nach dem Satz iiber stiickweise messbare Funktionen ist also

fX SR :I:»—>{ Frr (@) + 200 (faper () = fr(2))  wenn z € X\ A,
' ’ 0

wenn z € A

eine messbare Funktion. Fiir z € X \ A ist nun

f(x) = fn1 lggoz fn]+1 fn]( ))

k
= k11_>m fnl( )+;(fn]+l(x) —fn](lf)) ’
) s @) ’

es gilt also
fon (@) = f(z) fiir k — oo,
Fiir 7 € X \ A und alle k,¢ € N mit k < £ ist weiter

<\

-1

(@) = frn(2)] = (g (x) = fo; (2 <Z|fnj+1 — fu;(2)]

J
00

erw — fo; (@) = g()

)
B

IA

83



und mit ¢ — oo auch
|f(x) = [ (2)] < g(2). (37)
Folglich ist

[f(@)] < [f(@) = for ()] + [ fon ()] < g(2) + | ()] (38)

fir alle x € X \ A. Fiir x € A gilt (38) ebenfalls, denn dann ist g(z) = occ.
Die integrierbare Funktion g + |f,,,| ist also eine Majorante fiir f, folglich

f integrierbar (nach dem Majorantenkriterium) und somit f € L'(X,u).
Schliefflich gilt

1 = Ul = ||f—fnk||cl=/X|f—fnk|du=/X\A|f<w>—fnk<x)|du

> [ 1) = @) duto) = | L Vdn=0

fiir k — oo: Beim Integrieren konnte wegen Satz 3.10(d) ndmlich die Menge A
vom MafBl 0 weggelassen werden. Da fiir alle x € X \ A

[f(2) = fui ()] =0

und diese Funktionen von z nach (37) g|x\a als integrierbare Majorante
besitzen, konnte mit dem Satz tiber majorsierte Konvergenz der Grenzwert
ins Integral gezogen werden. Die Cauchyfolge ([f,])nen hat also ([fn,])ren als
konvergente Teilfolge. Somit ist ([f,])nen konvergent und hat ebenfalls den
Limes [f].

Ist h € LY X, p) mit [f,] — [h] in L'(X, ), so gilt [h] = [f], also h(z) =
f(z) auBlerhalb einer Menge B € S vom Mafl y(B) = 0. Dann ist u(AUB) =
0 und fiir alle z € X \ (AU B) gilt f,,, (x) = f(x) = h(z) fiir k — oo. O

Definition 3.42 Sei (X,S,u) ein Mafiraum. Wir definieren £°(X, ) als
die Menge aller messbaren Funktionen f: X — R, die wesentlich beschrdnkt
sind in dem Sinne, dass eine Menge A € & vom Mafi p(A) = 0 existiert
derart, dass

flx\a

eine beschrankte Funktion ist. Wir definieren

£l 2o = mf | F]x\alloo
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als das Infimum der Supremumsnormen

[ 1x\alleo := sup{[f(z)[: z € X\ A}

fiir alle A wie zuvor. Das Infimum ist ein Minimum: Es gibt namlich eine
Folge (A, )nen in S von Mengen vom Maf} 0 mit

1 lles = lim [ flxa,

Setzen wir A := J,,cny An, 50 gilt || flx\alle < || f]x\4, ]| filr alle n € N und
somit

1Flew < 1 flxvalle < Tm [ flxa,lloe = £l

also
[ flle= = | flx\alloo-

Dann ist auch
| fllzee = || flx\Blls fiir alle B € S mit A C B und pu(B) = 0, (39)

denn
[ flleee < N flxvBlloe < Iflxvalloe = 1 fll e

In Aufgabe H29(a) zeigen wir, dass £>°(X, u) ein Untervektorraum des Vek-
torraums R aller reellwertigen Funktionen auf X ist und

|| ) ”£°0: E’OO<X7 ,LL) - [0700[

eine Halbnorm. Nach Lemma 3.37 ist also
N = {f € L%(X,1): ||f]lc= = 0}

ein Untervektorraum von £%(X, ), somit

LX(X, p) = L=(X, ) [N
ein Vektorraum und schreiben wir

fli=f+ N e L®(X, p)
fir f € £L2(X, p), so definiert

ISz o= £l e
eine Norm auf L®(X, ).
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Beachten Sie, dass f € N genau dann, wenn

[fllze = [[fIx\alle = 0 (und somit f|x\a = 0)

fiir eine Menge A € S mit u(A) = 0; dies gilt also genau dann, wenn f(x) = 0
fiir fast alle x € X. Folglich gilt fiir f,g € L£L>(X, ) genau dann [g] = [f],
also g+ N = f+ N bzw. g— f € N, wenn g(x) — f(z) = 0 fast iiberall, also

g(x) = f(z) fir fast alle z € X.

Satz 3.43 Fir jeden Mafsraum (X, S, p) ist (L=°(X,pn), || - ||z~) ein Ba-
nachraum. Ist ([fn])nen eine Folge in L°°(X, u), die gegen ein [f] € L>°(X, u)
konvergiert (wobei f,, f € L®(X,u)), so erxistiert eine Menge A € S vom
Maf u(A) = 0 derart, dass die Funktionen fn|x\a: X \ A = R fiir n — oo
gleichmdfig gegen f|x\a konvergieren.

Beweis. Ist ([f])nen eine Cauchyfolge in L>(X, 1), so gibt es fiir alle n,m €
N Mengen A, ,, € S vom Maf p(A, ) = 0 derart, dass

Ifn] = [fnlllzoe = [ = frnllee = 1(fn = fm)Ix\A0 0 loc- (40)

Fiir jedes n € N ist dann auch A, := {J,,cyy Anm € S und p(A,) = 0; weiter

1st
A=A = |J AumeS

neN n,meN

und pu(A) = 0. Wegen (40) und (39) gilt dann

Ifn] = [fmlllzee = 1(fn = fm)]x\alls

fiir alle n,m € N. Gegeben ¢ > 0 existiert ein ng € N derart, dass

e > [[fm] = [fulllzee = [l fmlx\a = fulxalloo;

also ist (fn|x\4),,imy €ine Cauchyfolge in (£>°(X\ A, R), ||-||) und somit gle-
ichméBig konvergent gegen ein g € £*°(X \ A, R). Insbesondere konvergiert f,
punktweise gegen g, so dass g (wie jedes f,|x\a) messbar ist (nach Satz 1.56).
Setzen wir f(z) := g(z) wenn z € X \ A, f(z) := 0 fir 2 € A, so ist die so
erhaltene Funktion

fr X =R
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messbar nach dem Satz {iber stiickweise messbare Funktionen. Da f(X) C
g(X)U{0}, ist f eine beschriankte Funktion und somit f € £L*(X,R). Da

11 = Ufnlllzee = 11 = fallee < NI(F = fu)lxvalles = llg = falxyalle =0

fir n — oo, folgt [f,] — [f]. Gilt auch [f,] — [h] mit h € L2(X, pn), so
ist [h] = [f], also h € f+ N, somit h(zx) = f(z) fast iiberall. Also existiert
eine Menge M € S vom Mafl p(B) = 0 derart, dass f|x\p = h|X \ B. dann

konvergiert
fnlx\(auB)

fiir n — oo gleichméaBg gegen g|x\(aus) = f|x\(aus) = h|x\(aup), Was den
Beweis beendet. O

Die folgende Definition und das anschlieBende Lemma kennen Sie so (oder
etwas weniger allgemein) aus der Linearen Algebra; die Beweise werden daher
in der Vorlesung tibersprungen.

Definition 3.44 Es sei F ein reeller Vektorraum. Eine bilineare Abbildung
f: E x E — R heifit positiv semidefinit, wenn sie symmetrisch ist (also
By, x) = B(x,y) fir alle z,y € E) und

Bz, z) >0

fir alle x € E. Gilt zusétzlich f(z,z) > 0 fiir alle x € E \ {0}, so wird g
positiv definit genannt oder auch ein inneres Produkt auf E.

Lemma 3.45 Ist E ein reeller Vektorraum und $: E x E — R positiv
semidefinit, so ist

|-I: E—=[0,00], zr|lz] =Bz, 2)
eine Halbnorm auf E. Weiter gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Bz, y)| < = |yl
fur alle x,y € E.

Beweis. Wir zeigen zunachst die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Gegeben
x,y € E gilt fir allet € R

0< Bz +ty,z+ty) = ||z|* + 2tB(z,y) + [y|*.
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Ist ||y|| = 0, so muss also (x,y) = 0 sein und insbesondere ist |5(x,y)| =
0 < izl ]l

Ist ||y]| # 0, so kénnen wir die vorige Ungleichung mit quadratischer
Ergénzung umschreiben zu

0 < (tlyll + Bz, 9)/llyI)* + llzl* = Bz, 9)*/llyll*.

Wir wahlen ¢ nun so, dass das erste Quadrat 0 wird und erhalten

0 < |l2)* = Bz, v)*/|lylI%,

also B(z,y)? < |lz|*|lyl]|>. Bildung der Quadratwurzel liefert B(x,y) <
e[| I

Offenbar gilt |[tz| = /B(tx, ty) = /1?B(x,z) = |t|/ Bz, 2) = |t||z|

fir alle t € R und x € E. Weiter ist

lz+yll* = Bla+yz+y)=ll®+yl* +26(z,y)
<l + llyli* +218(z, )|
< All® + 1y l* + 2l iyl = (=]l + llyl)*®

unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Bilden der Quadrat-
wurzel fithrt auf ||z 4+ y|| < ||z|| + ||ly||. Also ist || - || eine Halbnorm. O

Definition 3.46 Ist E ein reeller Vektorraum und [ ein inneres Produkt
auf E derart, dass E beztiglich der durch ||z|| := \/f(x, x) gegebenen Norm
vollstdndig und somit ein Banachraum ist, so nennt man (£, ) einen (reellen)
Hilbertraum.

Hilbertraume heiflen oft H (statt E); statt §(x,y) schreibt man (x,y).

Definition 3.47 Es sei (X, S, 1) ein Mafiraum. Wir schreiben £2(X, p) fiir
die Menge aller messbaren Funktionen f: X — R, welche quadratintegrabel
sind in dem Sinne, dass

/X f(@)? dp(a) < oo,

Fiir f € £2(X, u) definieren wir

1fllez = \//X f(x)*dp(zx) € [0, 00].
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Satz 3.48 Fliir jeden Mafraum (X,S, ) ist L*(X,u) ein Untervektorraum
von RX und || - ||z2 ein Halbnorm auf £2(X, i), somit

N = {f e L(X,p): || fllzz = 0}
ein Untervektorraum von L2(X, p). Der Quotientenvektorraum
L*(X,p) = LY(X, p) /N
st mit der durch

I 2z = flle2 fiir [f] == f+ N € L*(X, )

gegebenen Norm ein Banachraum. Zudem ist L*(X, ) ein Hilbertraum mit

dem inneren Produkt
- /X [()g(x) du(x)

fir f,g € L2(X,u), wobei ||[flllre = {[f] Konvergiert eine Folge
([fuD)nen gegen [f] in L*(X, u) (wobei fn,f 6 £2(X W), so gibt es eine
Teilfolge (| fn,])ken derart, dass fiir fast alle x € X die Zahlenfolge f,, (x) fiir

k — oo gegen f(x) konvergiert.

Beweis. Offenbar ist £2(X, 1) unter Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen:
Ist f € L3(X,pn) und ¢ € R, so ist

[ @) n = [ s nte

(und somit auch ||cf||z2 = |c| || fllz2). Sind f,g € L2(X, p), so gilt fiir jedes
reX

(f(2) +g(2))*

(@) + g@) < ()] + g(@)])’
< (@max{|f(2)], lg(x)]})?
dmax{] f(2), |g(0)]?} < 4(f(2)* + g(x)?).

|
|
Somit ist

@)+ 9@ dute) < (/ e dnte) + [
)

A Ne2)* + (gl c2)?
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also f+ ¢ € L2(X,p). Somit ist £2(X,u) ein Untervektorraum von R¥.
Weiter folgt aus

[f(2)g(@)] = [f ()] - lg(2)] < max{f(2)*, g(2)*} < f(2)* + g(2)?,

Jlt@g@lauta) < [ fardue+ [ gt duto

= (Iflle2)* + (llglle2)® < oo

dass

Nach dem Majorantenkriterium ist also die messbare Funktion fg integrier-
bar und offenbar definiert

B(f.g) = /X f(@)g(x) du(z)

eine positiv definite bilineare Abbildung 3: £2(X, u) x £L3(X, ) — R. Die
zugehorige Halbnorm ist gegeben durch

VB f) = \//X f(@)?dp(z) = || fl e

also ist || - || z2 eine Halbnorm auf £2(X, ;1) und somit N ein Untervekorraum
und || - ||z2 eine Norm auf L*(X,u) (sieche Lemma 3.37). Eine Funktion
[ € L2(X, p) ist genau dann in N, wenn [, f(x)*du(z) = 0, also || f?||z =0,
was genau dann der Fall ist, wenn die messbare Menge

{reX: fla) #0} ={z € X: f(x) # 0}

Maf 0 hat (also f fast iiberall verschwindet). ist also [f] = [f1] und [g] = [¢1]
mit f, f1,9,91 € L*(X, ), so gibt es N, M € S mit pu(N) = pu(M) = 0 derart,
dass le\N = fl’X\N und ng\M = gl|X\M~ Dann ist auch /JJ(NUN) =0 und
somit

Bf1.91) = /X fi()gi(x) dp(r) = /X v f1(@)g1(x) dp(z)

=f(z)g(x)

=/f (1) = B(f.9).
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Folglich ist
(/1,191 == B(f,9)
wohldefiniert und definiert offenbar eine positiv semidefinite bilineare Abbil-
dung
LA(X, i) x DX, ) = R, ([£], g]) = ([£], [a))-

Die zugehorige Halbnorm ist durch

VAL = VBU L) = 1 £l = 11l

gegeben, ist also eine Norm. Folglich ist (-,-) positiv definit und folglich
L?(X, u) ein Hilbertraum, wenn wir noch zeigen konnen, dass L*(X, ) voll-
standig ist. Sei hierzu ([f,])nen eine Cauchyfolge in L*(X,p), mit f, €
L2(X, ). Nach Lemma 3.40(b) gibt es eine Teilfolge ([f,,])ren derart, dass

[ fanss) = [fudllzz < 27F  fiir alle k € N.

Nach Ubergehen zur Teilfolge diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,

dass
[ frs1] = [fulllL2 < 27"fiir alle n € N.

Dann ist )
yX%MmLxH(ZMM@—ﬁ@O
n=1

eine messbhare Funktion. Fiir jedes n € N ist

/X (Z’fk+1(x)_fk(x)|) dp()

B /X Z | fr1(2) = fi(@)| | fera(x) — fo(@)] du(z)

k=1

- Z B(| fer — fels | foxr — fel)

k,t=1

< Y W rrr = fellell feer = folle2

k=1
= (Zﬂfkﬂ — ka£2> < (Z Qk) =1
k=1 k=1
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unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Da

= <nh_>r202’fk+l($>_fk ) = hm <Z|fk+1 )‘) .

folgt mit dem Satz tiber monotone Konvergenz

/Xg(a:) dp(z) nh_{TOlo <Z‘fk+1 :E)\) du(r) < 1.

Also ist g integrierbar, somit A := {x € X : g(x) = oo} eine messbare Menge
mit u(A) = 0. Fir z € X \ A ist g(z) < oo, folglich

Z | fata(z (x)] < o0.
Also konvergiert die Reihe Y > (fut1(x) — fu(2)); weil die Partialsummen
Sori (fer1(z) = fr(x)) = fagr(z) — fi(z) sind, existiert
@) = Im_fule)

fur z € X \ A. Fir z € A setzen wir f(z) := 0. Nun gilt firx € X \ A

2

£@) = @) = |l [fuale) = Ail)

z)| | <g(2)
<SHo Ve (2)—Fi(a)

und fiir z € A ist |f(z) — f1(2)]* < oo = g(x). Also ist g eine Majorante
fir |f — f1]?, somit | f — f1]? integrierbar und folglich f — f; € £L2(X, u), also
auch f = (f — fi) + fi € L%(X, ). SchlieBlich ist fiir alle z € X \ A und
m>nin N

fn(@) — ful@)? < (i fen(@) fk<m>r> < g(a),
folglich mit n — oo auch
[f(z) = ful@)* < g(2). (41)
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Der Satz iiber majorisierte Konvergenz liefert somit

A = dle2)? = (I = fulle2)? = /X - fl2di

- /X M@ = @l an
o [ 1) = f@ldn) = [ 0ae=0

fir n — oo, so dass auch ||[f] — [fu]llzz = 0 und somit [f,] — [f]; Beim
Integrieren konnte wegen Satz 3.10(d) nédmlich die Menge A vom Maf 0
weggelassen werden. Da fiir alle x € X \ A

f(z) = ful@)* =0

und diese Funktionen von x nach (41) g|x\a als integrierbare Majorante
besitzen, konnte mit dem Satz liber majorsierte Konvergenz der Grenzwert
ins Integral gezogen werden. Somit gilt [f,] — [f] in L*(X, ) (und fiir die
urspriingliche Cauchyfolge gilt dies ebenfalls). a

Bemerkung 3.49 Gegeben p € [1, 00| sei
LP(X, 1)

die Menge aller messbaren Funktionen f: X — R derart, dass

/ |f ()P dp(z

Man kann zeigen, dass £P(X, u1) ein Untervektorraum von R¥ ist und

I Ml £7(X, ) = [0,00[,  fr= (//le(fﬂ)lpdﬂ(ff)

eine Halbnorm auf £P(X, ) derart, dass der zugehorige normierte Raum

LX) = LPX, p) S € LX)z ([ fller = 0}

ein Banachraum ist. Wir haben uns auf die Falle p = 1 und p = 2 beschrankt;
eine Diskussion fiir allgemeine p € [1,00[ finden Sie zum Beispiel im Buch
“Real and Complex Analysis” von W. Rudin.
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4 Lebesgue-Mafl und Lebesgue-Integral

Als Spezialfall der in Kapitel 3 entwickelten allgemeinen Integrationstheo-
rie konnen wir insbesondere Funktionen bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles A,
integrieren, des natiirlichen Mafles auf R”. In diesem Kapitel erweitern wir
zunachst die Klasse der integrierbaren Funktionen noch ein wenig, indem wir
die Borelsche o-Algebra B(R™) durch eine gréBere o-Algebra B(R™) ersetzen
und A zu einem MaB ), auf B(R") fortsetzen, dem sogenannten Lebesgue-
Maj. Im Fall n = 1 zeigen wir, dass jede Riemann-integrierbare Funktion
f:[a,b] = R einer Verdnderlichen auf einem kompakten Intervall auch bzgl.
A1 integrierbar ist, und dass das Riemann- und Lebesgue-Integral von f (bzgl.
des Lebesgue-MafBes) in diesem Falle iibereinstimmen. Das Lebesgue-Integral
stellt somit eine Verallgemeinerung das iiblichen Riemann-Integrals dar.

4.1 Vervollstandigung von Mafiraumen

Wie wir in Folgerung 3.15 gesehen haben, spielen die Werte einer messbaren
Funktion auf einer Menge N vom Mafl 0 beim Integrieren keine Rolle: Fiir
jede andere messbare Funktion, die mit f ausserhalb von N iibereinstimmt,
erhalten wir das selbe Integral. Das heifit allerdings nicht, dass man f auf N
vollig beliebig abandern diirfte, denn auch die abgeénderte Funktion muss ja
wieder messbar sein. Nimmt man an, dass gilt:

() Jede Teilmenge einer messbaren Menge vom Maf 0 ist messbar,

so braucht man sich iiber die Messbarkeit der abgeanderten Funktion keine
Gedanken zu machen: Diese besteht automatisch. Es ist daher fiir manche
Zwecke bequem, einen Mafiraum mit der Eigenschaft (%) (einen “vollstdndigen
Mafiraum”) vorliegen zu haben. Wir werden sehen, dass sich jeder Mafiraum
zu einem vollstandigen erweitern lasst.

Definition 4.1 Es sei (X, S, u) ein Mafiraum.

(a) Eine Teilmenge N C X heifit pu-Nullmenge (oder einfach Nullmenge),
wenn N C A fiir eine messbare Menge A € § vom Mafl u(A) = 0.

(b) Der Mafiraum (X, S, i) heifit vollstandig, wenn jede p-Nullmenge mess-
bar ist.

Bemerkung 4.2 (a) Offensichtlich ist jede Teilmenge einer Nullmenge eben-
falls eine Nullmenge. Weiter ist jede abzahlbare Vereinigung |J, .y Nx von
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Nullmengen Ny eine Nullmenge, denn ist N, C A mitA € S und p(Ax) =0,
50 ist Upeny Vi € Ugen Ax € S und nach Lemma 2.5(e) gilt

% (U Ak) <> u(Ag) =0.

keN

(b) Beachten Sie auch: Ist P(z) eine Aussage fiir x € X, so gilt P(z) fiir
p-fast alle x € X genau dann, wenn die (nicht notwendig messbare) Menge

{r e X:=P(x)}

eine p-Nullmenge ist. Insbesondere gilt fiir zwei Funktionen f und g auf X
genau dann f(z) = g(x) fir fast alle z € X, wenn {z € X: f(z) # g(x)}
eine p-Nullmenge ist.

Beispiel 4.3 Wr bemerken fiir die Allgemeinbildung, dass man die Null-
mengen von (R" B(R™), \,) wegen Bemerkung 2.7 wie folgt charakterisieren
kann: N C R" ist genau dann eine \,-Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0
eine Folge (Q)ren halboffener Quader @y, gibt derart, dass

N c o und ixn(gk) < €.
k=1

keN

Fir n = 1 sind dies genau diejenigen Mengen, die in der Analysis II unter
dem Namen “Lebesgue-Nullmengen” eingefiihrt und diskutiert wurden. Wir
benutzen diese Charakterisierung nicht.

Beispiel 4.4 Jede abzéhlbare Teilmenge A C R™ ist eine Borelmenge vom
Maf8l \,(A) = 0, also insbesondere eine A,-Nullmenge. Hier benutzt man,
dass einpunktige Teilmengen {x} C R Borelmengen vom Maf 0 sind; A ist
eine abzahlbare Vereinigung solcher Mengen.

Beispiel 4.5 Die Cantormenge C' ist ein besonders lehrreiches Beispiel einer
Lebesgue-Nullmenge von R. Zur Erinnerung: Es ist C' = [, oy Cn, wobei
Co:=10,1] und

Cop1 == L0, U (2+1C,)

fiir n € Ng. Da jedes C),, kompakt ist, ist auch C' kompakt und somit eine
Borelmenge. Die Menge C, ist eine Vereinigung von 2" disjunkten Intervallen
der Léange 37", somit A\(C,) = ;. Nun gilt

Co2Ci 20, D -+,
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also C,11 C C), fiir alle n € Ny. Dies zeigt man per vollstandiger Induktion:
Ch C ( ist klar und gilt bereits C, 1 C C,,, so ist

1 2

—Cn+1 U <_

Cry =
23 3

Ou(2

~+ %(Jn> — Oy

1
—Cn)
t3bnn) =3

Es gilt also

M(O) = N <ﬂ (Jn> = lim \(C,) = lim (2/3)" = 0,

n—oo n—oo
neN

nach Lemma 2.5 (d). Man kann zeigen, dass die Abbildung
2
{0,1}" — C, (a;)jen Z =

eine Bijektion ist; hierbei ist {0,1}N die Menge aller Folgen (a;)jey mit
a; € {0,1}. Dabher ist C eine iiberabzahlbare Menge (genauer: C' hat die
gleiche Michtigkeit |C| wie R).?> Mehr Details zur Cantormenge geben wir
in Aufgabe H30.

Beim Andern messbarer Funktionen auf Nullmengen eines vollstandigen Mag-
raums geht tatsachlich die Messbarkeit nicht verloren:

Lemma 4.6 FEssei (X, S, u) ein vollstidndiger Mafiraum, (Y, T) ein beliebiger
Messraum, f: X — Y messbar, N C X eine Nullmenge und g: N — Y eine
beliebige Funktion. Dann ist auch die auf N zu g abgednderte Funktion

7. =~ | flx) falls xe X\ N
fex=Y, Jx) = { g(z) falls z € N

messbar.

Beweis. Die Funktion f|X\N = flx\v ist nach Beispiel 1.24 auf
(X \ NV, S|x\n) messbar. Da S vollstindig ist, gehort jede Teilmenge von N
zu S; also ist S|y = P(N) die Potenzmenge von N und somit f|y automa-
tisch auf (N,S|y) messbar. Als stiickweise messbare Funktion ist f nach
Satz 1.36 (b) messbar. O

ZDa [0,1] C R, ist |[0,1]| < [R|. Weiter ist [R| < |[0,1]], da es eine injektive Abbildung
R — [0,1] gibt; also ist |R| = |[0,1]|. Da die Abbildung {0,1} — [0,1], (a;)jen
Py 5+ surjektiv ist, ist [R| = |[0,1]] < [{0,1}"] = |C|. Da C C R, ist umgekehrt
|C’| < |R| und somit |C| IR|.

96



4.7 Einem beliebigen Mafiraum (X, S, 1) wollen wir nun einen vollstandigen
Mafiraum (X,S, 1) zuordnen. Dazu definieren wir S als die Menge aller
Teilmengen A von X der Gestalt

A = BUN, wobei B€ S und N eine p-Nullmenge ist.

Fiur A = BU N wie zuvor definieren wir

A(A) = u(B). (42)

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von B und N. Ist namlich
auch C' € § und M eine p-Nullmenge mit A = C'U M, so gibt es messbare
Mengen N', M’ € S vom Mafl 0 mit N C N', M C M'. Wir haben B C A =
CUM C CU M und somit

u(B) < W(CUM) < p(C)+ (M) = pu(C).

Analog sieht man (C) < u(B), so dass u(B) = p(C). Durch (42) ist also
eine Funktion fi: & — [0, oo] wohldefiniert. In Aufgabe P29 zeigen wir, dass
S eine o-Algebra auf X ist mit S C S.

Satz 4.8 (X,S',,&) ist ein vollstindiger MaBraum. Es gilt S C S und
fls = p. Eine Menge N C X ist genau dann eine fi-Nullmenge, wenn
sie eine j-Nullmenge ist.

Beweis. Ist B € S, so ist B = BU{ mit B € S und der p-Nullmenge (),
also

i(B) = u(B).
Insbesondere gilt fi(0) = (@) = 0. Ist (B, )nen eine Folge paarweiser disjunk-

ter Mengen B, € S, so schreiben wir B, = A, U N,, mit 4, € S und einer
p-Nullmenge N,, € X. Dann ist auch (J,, .y NV, eine p-Nullmenge und wegen
A, C B, sind die Mengen A, paarweise disjunkt. Wegen der o-Additivitat

von p folgt

() - (uyr) ()

neN neN neN neN

= ZM(An) = Zﬂ(Bn)
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Also ist ji ein Ma8.

Wir zeigen nun, dass eine Teilmenge N C X genau dann eine p-Nullmenge
ist, wenn NN eine fi-Nullmenge ist. Ist ersteres der Fall, so ist N C A mit einer
Menge A € S vom MaB p(A) = 0. Dann ist A € S und ji(A) = u(A) = 0,
also N auch eine i-Nullmenge. Ist umgekehrt N C X eine fi-Nullmenge, so
ist N C B fiir ein B € S mit fi(B) = 0. Schreiben wir B=AUM mit A€ S
und einer p-Nullmenge M C X, so ist also

0= i(B) = u(A).

Somit ist A eine p-Nullmenge und somit auch B = AU M als Vereinigung
zweier pu-Nullmengen.

Jede fi-Nullmenge N C X ist nach dem Vorigen auch eine p-Nullmenge,
somit N = QUN € ¢S (da @ € S). Der MaBraum (X, S, /i) ist also
vollstandig. O

Bemerkung 4.9 Man kann zeigen, dass der MaBiraum (R", B(R"), ) mit
dem Lebesgue-Borel-Mafl \,, nicht vollstandig ist. Im Falle n = 1 sieht man
dies wie folgt:

Man zeigt, dass B(R) die gleiche Méchtigkeit hat wie R (siehe Sternchenauf-
gabe auf Ubungsblatt 12). Nach Beispiel 4.5 ist die Cantormenge C' eine
Borelmenge in R, deren Machtigkeit mit der von R iibereinstimmt. Dann ist

[PO)] > |C] = |R| = [B(R)],

somit P(C') keine Teilmenge von B(R). Es existiert also ein A € P(C) mit
A ¢ B(R). Da C eine Borelmenge vom Maf8 \(C') = 0 ist, ist A C C eine
A1-Nullmenge.

Fiir manche Zwecke ist es niitzlich, fiir n € N den unvollstandigen Mafiraum
(R, B(R™), A,) mittels der Konstruktion aus 4.7 zu einem vollstandigem
MaBraum (R™, B(R"), A,) zu vervollstandigen.

Definition 4.10 )\, heifit das (n-dimensionale) Lebesgue-Maf. Bzgl. Anla
integrierbare Funktionen f : A — R auf A € B(R") werden Lebesque-
integrierbar genannt.
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Das Integral einer messbaren Funktion bleibt unverandert, wenn der Mafiraum
durch seine Vervollstandigung ersetzt wird. Genauer: Fiir jeden Mafiraum
(X, S, p) und jede messbare Funktion f: X — [0, 00| auf (X, S) ist

[ ran= | ra (43)

weiter ist eine messbare Funktion f: (X,S) — (R, B(R)) genau dann bzgl.
p integrierbar, wenn sie bzgl. [ integrierbar ist, und in diesem Fall gilt (43).
Dies ist der Spezialfall 7 := S, v := [1 des folgenden Satzes.

Satz 4.11 Es seien (X,S,p) und (X, T,v) Mafsrdgume mit S CT und p =
v|s. Dann gilt:

(a) Jede bzgl. S messbare Funktion f: X — R ist auch bzgl. T messbar.
(b) Fir jede bzgl. S messbare Funktion f: X — [0, 00] ist

Jrau= [ rav (44)

(c) Fine bzgl. S messbare Funktion f: X — R ist genau dann bzgl. j
integrierbar, wenn sie bzgl. fi integrierbar ist. In diesem Falle gilt (44).

Beweis. (a) Ist f: (X,S8) — (R, B(R)) messbar, so ist f~}(A) € S C T fiir
jedes A € B(R), also f auch messbar als Funktion (X,7) — (R, B(R)).

(b) Ist f: X — [0, 00| bzgl. S messbar, so auch bzgl. T, als Konsequenz
von (a). Sei zunéchst s = Z?Zl a; 1,4, eine nicht-negative Stufenfunktion
auf (X,S), mit a; € [0, 00[ und paarweise disjunkten A; € S. Dann ist

/Xsdu = iajM(Aj) = i%"/(f‘lj) = /X«S‘d’/- (45)

Ist nun f: (X,S) — [0, 00] eine beliebige nicht-negative messbare Funktion,
so liefert Satz 3.23 eine monoton wachsende Folge (s,,)nen von Stufenfunktio-
nen s,: X — [0,00[ auf (X,S), die punktweise gegen f konvergiert. Da jede
dieser Stufenfunktionen auch auf (X, S) messbar ist und ihre Integrale bzgl.
pund v nach (45) iibereinstimmen, erhalten wir mit zweimaliger Anwendung
des Satzes iiber monotone Konvergenz (Satz 3.21):

/fd,u: lim Sp dp = lim sndy:/fdu.
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(c) Folgt direkt aus (b), indem wir f in Positiv- und Negativteil zerlegen. O

Satz 4.12 Es sei (X, S, u) ein Mafraum, (X,S, ) seine Vervollstindigung

und f: (X,S) — R eine messbare Funktion. Dann existiert eine messbare
Funktion g: (X,8) — R mit f(z) = g(z) fast iberall.

Beweis. Schritt 1. Ist f eine nicht-negative Stufenfunktion auf X, S’), SO
schreiben wir .
f=2 asls
j=1

mit a,..., o, € [0,00[ und disjunkten Mengen By, ..., B, € S, wobei wir
B, U---U B, = X annehmen diirfen. Es ist

mit einem A; € S und einer y-Nullmenge N;. Dannist A := A,U---UA,, € S
und

(da die Mengen B; paarweise disjunkt sind und A; C B;). Somit ist

t=sly= Zaj 15,14 = Zalej
=1 T~ =1

:]-Bij
eine nicht-negative Stufenfunktion auf (X,S) und
X\ACNU---UN,

eine p-Nullmenge; da X \ A € S, folgt u(X \ A) = 0.

Schritt 2: Ist f: X — [0, oo] messbar auf (X, S), so existiert nach Satz 3.23
eine Folge (s;)nen von Stufenfunktionen s, : X — R auf (X, 5), die punk-
tweise monoton wachsend ist und gegen f konvergiert. Nach Schritt 1 gibt
es fiir jedes n € N ein A, € § derart, dass s,14, eine Stufenfunktion auf

(X,S) ist und pu(X \ A,) = 0. Setzen wir

A= An,

neN
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soist 14 = 1a,na = 14,14, folglich s,14 = (5,14, )14 eine Stufenfunktion
auf (X, S) und somit messbar, fiir jedes n € N. Weiter konvergiert

Sn]-A — f]-A

punktweise, so dass f1l4 messbar auf (X,S) ist (nach Satz 1.56). Diese
Funktion stimmt auflerhalb

X\A=Jx\4,) =

neN

mit f iiberein, wobei u(N) <> u(X \ A,) =0
Schritt 3: ist f: X — R messhar auf ( S) so gibt es nach Schritt 2
Mengen A, B € § mit

X\ A) =p(X\B)=0

derart, dass fy14 und f_1p messbar auf (X, S) sind. Dann ist C:= ANB €
S eine Menge mit p(X \ C) = 0 derart, dass

file = (f4+1a)lc uwnd f 1c=(f-1p)lc

messbar auf (X,S) sind. Nach Satz 1.47 und Lemma 1.44 ist also auch
fle = f11¢ — f-1¢ messbar auf (X, S). Schliefllich ist

fr € X: [(2) # f@)e()} € X\ C,
somit f(z) = f(x)1lc(x) fast tiberall. O

Bemerkung 4.13 Obwohl es manchmal bequem ist, einen vollstandigen
Mafiraum vorliegen zu haben, zeigen Satz 4.12, Satz 4.11 und Folgerung 3.15
doch, dass man beim Ubergang zum Vervollstandlgten Mafiraum keine wirk-
lich spannenden messbaren oder integrierbaren Funktionen hinzugewinnt:
Jede bzgl. S messbare Funktion f lisst sich nach Abéndern auf einer Null-
menge zu einer bzgl. der urspriinglichen o-Algebra & messbaren Funktion g
machen, und die Integrale bleiben unverandert, wenn f durch g ersetzt wird.
Insbesondere gewinnt man also nur wenig an Allgemeinheit hinzu, wenn man
mit dem Lebesgue-Maf3 arbeitet anstelle seiner Einschrankung auf die Borel-
mengen, dem Lebesgue-Borel-Mafl. Wir verzichten daher darauf und werden
ab Kapitel 5 nur noch mit dem nicht vervollstandigten Lebesgue-Borel-Maf
arbeiten.
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4.2 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt vergleichen wir das Riemann-Integral iiber kompakten
Intervallen [a,b] in R mit dem Lebesgue-Integral. Auch auf uneigentliche
Riemann-Integrale gehen wir kurz ein.

Satz 4.14 Jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R auf einem
kompakten Intervall [a, b] ist auch tber [a,b] Lebesque-integrierbar und es gilt

b
d\, = dr .
T / f(z) da

Im Beweis nutzt ein simples Hilfsresultat:

Lemma 4.15 (Einschliefungskriterium) FEs seien (X, S, ) ein Mafsraum
und ¢, f,: X — R messbare Funktionen mit ¢ < f < . Sind ¢ und ¥
bzgl. p tber X integrierbar, so auch f.

Beweis. Wegen |f,| = fi < ¢, und |f_| = f- < ¢_ sind f, und f_ nach

dem Majorantenkriterium integrierbar, somit auch f. a

Bemerkung 4.16 Beachten Sie, dass 5\1][(17;,] ein vollstandiges Maf3 ist: Ist
N C [a,b] eine Nullmenge bzgl. dieses Mafles, so ist N C A fiir ein A €
B(R)|[as mit M (A) = 0. Also ist A eine A\;-Nullmenge und somit auch die
Teilmenge N C A. Also ist N € B(R) und folglich N € B(R)|j,4-

Beweis von Satz 4.14. Sei X := \;. Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar,
so gibt es Treppenfunktionen ¢, < f <, fiir n € N mit

b

b b b
lim [ ¢u(x)de = / f(z)dr und lim [ ¥,(z)dx = / f(z) dz.

n—oo a n—o0 a

O.B.d.A. kénnen wir die Folgen (¢, )nen bzw. (¢, )nen als monoton wachsend
bzw. fallend voraussetzen (denn andernfalls ersetzen wir ¢,, durch

max (Q1, ..., ¢n)

und v, durch min (¢1,...,%,)). Nach den Integraldefinitionen stimmen
Riemann- und Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen tiberein. Es gilt da-
her auch

lim O dX = / ’ f(z)dz und lim Y dX = / b f(x)dz. (46)

n—oo [a,b} n—o0 [a,b]
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Die monotonen Funktionenfolgen (¢, )nen bzw. (1, )nen konvergieren punkt-
weise auf [a, b] gegen messbare Funktionen ¢ bzw. ¢ mit ¢ < f < ). Aus
w1 < ¢ < p <)y folgt mit dem EinschlieBungskriterium, dass ¢ und ¢ bzgl.
X iiber [a, b] integrierbar sind. Da ¢, < ¢ < ) < 1)y, gilt

/ WM/ o A g/ vdi < [, di.
[a,b] [a,b] (a,b] [a,b]

Fiir n — oo folgt nun wegen (46):

b b
d d\ d\ dx .
/a fa) de < /[ et [ pdi < / f(z) da

Es besteht also Gleichheit: f[a i pd\ = f[a . Yd\ = fj f(z)dz. Also ist
f[a . (1) — @) d\ = 0. Nach Lemma 3.7 (g) ist dann ¢(z) = 1(z) fast iiberall.

Wegen ¢ < f < ist auch p(z) = f(z) fast iiberall. Nach Bemerkung 4.16,
Lemma 4.6 und Satz 3.15 ist also auch f {iber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und

b
fdA:/ god)\:/fda:. O
[C’"b] [fl,b] a

Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist eine echte Obermenge
der Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist
die charakteristische Funktion

1[0’1}0(@: [O, 1] — R

der Menge der rationalen Zahlen in [0,1]: Diese Funktion ist Lebesgue-
integrierbar, aber nicht Riemann-integrierbar.

Wir wenden uns nun uneigentlichen Integralen zu. Wir beschranken uns auf
Integrationsintervalle der Form |[a, b[; Integrale iiber |a, b] oder offene Inter-
valle behandelt man analog.

Folgerung 4.17 Es sei a € R, b €]a,00] und f: [a,b[— R eine Funktion,
die fiir jedes r €|a, b| tber [a,r| Riemann-integrierbar ist. Dann gilt:

(a) Ist f >0, so ist

b
/ f(x)de = fd\ €0, 0q].
a [a,b]
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(b) f ist genau dann Lebesque-integrierbar, wenn das uneigentliche Riemann-
Integral ff |f(x)| dx konvergiert. In diesem Fall ist f[a o f AN = fab f(z)dz.

Beweis. Es sei (r,)nen eine monoton wachsende Folge in |a, b[ mit r,, — b.
Fiir jedes n € Nist f|[,,,] Riemann-integrierbar, also Lebesgue-integrierbar
nach Satz 4.14, mit gleichem Integral. Also stiickweise messbare Funktion
ist f dann messbar bzgl. B(R)|{a-

(a) Es ist
[ e = i [ g [ g0
=7ggU®XXMwA%=U®XMM&D=[Mﬂdu
unter Benutzung von |J,,cy[a, 7] = [a, b] und Satz 4.14.

(b) Nach (a) gilt

LﬁwtﬁfWFM/ o)) da

n [0,00]. Ist f |f(z)|dx < oo, so ist f nach dem Majorantenkriterium
(Satz 3.17) Lebesgue-integrierbar und nach dem Majorantenkriterium fiir
uneigentliche Integrale existiert das uneigentliche Integral f: f(x)dz. Da die
Funktionen f1j,,,) punktweise gegen f konvergieren und die Funktion |f| als
Majorante besitzen, erhalten wir mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz

fdx = lim fligrdX\ = lim fdX
[a,b[ n—oo [a b[ n—oo [a,r_ ]
= lim f ) dx —/ f(z)dx.
n—oo

Ist fab |f(x)|dz = oo, so ist f[a o £ d\ = oo, somit f nach Satz 3.16 nicht
Lebesgue-integrierbar. a

Beispiel 4.18 Wir betrachten die Funktion f: [r,00[— R, f(z) := $22.

Wie wir aus der Analysis I oder II wissen, konvergiert das uneigentliche

Riemann-Integral
*sinx
dz . 47
| S (47)

104



Jedoch konvergiert das Integral (47) nicht absolut, denn fiir z € [k, (k+1)7]
ist | f(x)] > 1222l ynd folglich

(k+1)m
(k+1)m 1 km+m

z)de > ——— sin x| dz
[ @l > g [ fsinal

= ;/ﬂsinxdx—L
 (k+ D7 Sy (k4D

woraus [ |f(z)|dz = oo folgt, unter Benutzung der Divergenz der har-
monischen Reihe. Nach Folgerung 4.17 ist f also nicht Lebesgue-integrierbar
auf [, 00l

4.3 Vorteile des Lebesgue-Integrals

Was sind Vorteile des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral ?

e Mit dem Lebesgue-Integral konnen wir allgemeinere Funktionen inte-
grieren als zuvor.

e Fiir das Lebesgue-Integral konnen wir stirkere Sétze beweisen (Kon-
vergenzsitze, Satz iiber parameterabhéangige Integrale).

e Neben dem Lebesgue-Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles auf R" er-
halten wir ganz nebenbei eine allgemeine Integrationstheorie, die uns
das Integrieren bzgl. beliebiger Mafle ermoglicht. Solche allgemeineren
MafBle und Integrale werden gebraucht—sowohl in der Reinen Mathe-
matik als auch in den Anwendungen, z.B. in der Wahrscheinlichkeits-
theorie.
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5 Zwei Beweisprinzipien

In diesem Kapitel sind Erganzungen zum bereits behandelten Stoff zusam-
mengestellt. Unter anderem beschreiben wir Integrale bzgl. Maflen mit
Dichten, Bildmaflen, sowie Reihen von Maflen. Die Beweise dieser Resultate
beruhen auf dem sogenannten “Beweisprinzip der Integrationstheorie,” in
dem sich die vier Schritte der Integraldefinition aus Kapitel 3 widerspiegeln.

Anschlieflend wird ein zweites zentrales Beweisprinzip vorgestellt, welches
in vielen schwierigen Situationen zu zeigen ermoglicht, dass ein gegebenes
Mengensystem eine o-Algebra ist (das “Prinzip der schénen Mengen”). Als
neues technisches Hilfsmittel lernen wir hier sogenannte “Dynkin-Systeme”
kennen. Mit einem Beweis der Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafes il-
lustrieren wir die Nitzlichkeit und typische Anwendungsweise des “Prinzips
der schonen Mengen.” Auch spéter wird es als Hilfsmittel benotigt.

5.1 Maflkonstruktionen und zugehorige Integrale

MafBe mit Dichten wurden in Satz 3.30 eingefiihrt. Um Integrale bzgl. solcher
MaBle p ® v genauer zu verstehen, benutzen wir das “Beweisprinzip der In-
tegrationstheorie”:

Beweisprinzip der Integrationstheorie. Um eine Aussage iiber Integrale
zu beweisen, kann man haufig wie folgt vorgehen:

Schritt 1. Man beweist die Aussage fiir den Spezialfall, dass der Integrand
f = 14 die charakteristische Funktion einer messbaren Menge A ist.

Schritt 2. Man zeigt die Aussage fiir nicht-negative Stufenfunktion f.

Schritt 3. Man zeigt die Aussage fiir nicht-negative messbare Funktionen
f: X —1[0,00].

Hierzu wéhlt man meist eine monoton wachsende Folge (s,,)nen nicht-
negativer Stufenfunktionen mit s,, — f punktweise und versucht dann,
mit dem Satz liber monotone Konvergenz die Aussage auf Schritt 2
zuriickzufiihren.

Schritt 4. Schlieflich beweist man die Aussage fiir beliebige integrierbare
Funktionen f: X — R durch Aufspalten in Positiv- und Negativteil,

f=f—f
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In der Tat haben wir diese Methode schon mehrmals verwandt — z.B. im Be-
weis von Satz 3.30 sowie zum Beweis der Additivitit des Integrals (Satz 3.25).

Satz 5.1 (Integration bzgl. Maflen mit Dichten). Es sei (X, S, u) ein
Mafiraum, p: X — [0, 00] eine messbare Funktion und p® p-S — [0, 00] das
durch

pon@)= [ pdu jiraes
A
definierte Mafl mit Dichte p bzgl. p (siehe Satz 3.30 (a)). Dann gilt:

(a) Fir jede messbare Funktion f: X — [0,00] ist
/fd(péw) :/f-pdu- (48)
b b

(b) Eine messbare Funktion f: X — R ist genau dann bzgl. p ® p tiber X
integrierbar, wenn f - p bzgl. p tiber X integrierbar ist. In diesem Falle
gilt wieder (48).

Beweis. Der Beweis erfolgt mit dem Beweisprinzip der Integrationstheorie.

(a) Schritt 1. Essei A € Sund f = 14: X — [0,00] die charakteristische
Funktion von A. Nach Schritt 1 der Integraldefinition und Satz 3.10 (a) ist

def 3.10(a)
/1Adp®u = (pou(4) = /pdu = /1A-pdu;
X A X
also gilt (48).

Schritt 2. Ist f = 2?21 a1, eine nicht-negative Stufenfunktion mit paar-
weise disjunkten Mengen Ay, ..., Ay € Sund oy, ..., € [0, 00], so schliefien
wir mit Schritt 1 sowie Lemma 3.7 (¢) und Satz 3.25 (a):

/fdp@u = Zozj/lAjdp@,u = Zaj/lAj-pdu
X = X = X
k
= /Zalej-pdu = /f pdp
X534

Schritt 3. Ist nun f: X — [0,00] eine beliebige messbare Funktion, so
gibt es nach Satz 3.23 eine monoton wachsende Folge (s,,)nen nicht-negativer
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Stufenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert. Dann ist (s, - p)nen
eine monoton wachsende Folge nicht-negativer messbarer Funktionen, die
punktweise gegen f - p konvergiert. Wir schlieflen

/fdp@,u = lim/sndp(D,u = lim/sn-pdp: /f-pdu,

wobei der Satz iiber monotone Konvergenz benutzt wurde, um die erste und
dritte Gleichheit zu erhalten, wahrend Schritt 2 die zweite Gleichheit liefert.

(b) Schritt 4. Nach Satz 3.16 und 3.17 ist eine messbare Funktion f: X — R
genau dann bzgl. u, iber X integrierbar, wenn

00 > /IfldpGMSChrzmg/lfl-pdu Z/prldu~
X X X

Fiir das rechte Integral gelesen, ist dies genau die Bedingung fiir Integrier-
barkeit der Funktion f - p bzgl. u tiber X.

Ist f bzgl. p© p tiber X integrierbar, so erhalten wir wegen (f-p)+ = fy-p

de Schri
/fdp®u &f /f+dp®u—/f—dp®u hzttg/f+-pdu—/f—-pdu
X X X X X
X

was den Beweis vollendet. O

Bemerkung 5.2 Traditionell schreibt man auch pdu statt d(p © p) und
p(x) du(zx) statt d(p © p)(x); aus Gleichung (48) wird dann einfach

/f (pdu) = /Xf-pdu-

Satz 5.3(Integration bzgl. Bildmaflen/Allgemeine Transformations-
formel). FEs sei ¢ : (X,S) — (Y, T) eine messbare Abbildung zwischen
Messrdumen, p ein Maf auf (X,S) und ¢.(un) das zugehorige Bildmaf$ auf
(Y, T). Dann gilt:

(a) Flir jede messbare Funktion f:Y — [0,00] auf (Y, T) ist

/decb* /fomzu (49)
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(b) Eine messbare Funktion f:Y —>_]1_% ist genau dann bzgl. ¢.(p) tiber'Y
integrierbar, wenn fo¢: X — R bzgl. p tiber X integrierbar ist. In
diesem Fall gilt (49).

Beweis. Die Behauptungen wurden in der Ubung mit dem Beweisprinzip
der Integrationstheorie nachgewiesen. a

Beispiel 5.4 Es sei (X, S, p) ein Mafiraum und f: X — R eine messbare
Funktion. Dann ist fi(x) ein MaB auf (R,B(R)). Da f = idg o f mit
idg : R — R, idg(z) := z, ist nach der Allgemeinen Transformationsformel
idg : R — R genau dann bzgl. f.(u) iiber R integrierbar, wenn f = id o f
bzgl. p iiber X integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

/X fp = / ids df. (1) = / v df.(1)(x). (50)

Jedes Integral einer reellwertigen Funktion lasst sich also auf ein Integral
itber R zuriickfithren !

Bemerkung 5.5 Voriger Sachverhalt ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie
von Nutzen. Dort betrachtet man Wahrscheinlichkeitsraume, also Mafiraume
(Q, S, P), derart, dass P ein sogenanntes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, also
P(Q) =1 gilt. Fiir w € Q interpretiert man

P(w) €[0,1]
als die Wahrscheinlichkeit des “Ereignisses” w. Messbare Funktionen X :

2 — R nennt man in desem Kontext reelle Zufallsvariablen. Ist eine reelle
Zufallsvariable X integrierbar bzgl. P, so nennt man das Integral

E(X) = /QX P

den Erwartungswert von X. Man schreibt Py := X,(P) fir das Bildmaf
X, (P) auf (R, B(R)) und nennt dieses die Verteilung der reellen Zufallsvari-
ablen X. Mit wahrscheinlichkeitstheoretischer Notation wird aus (50):

B(X) = /QXdP _ /RdeX@).
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Schliellich halten wir zur spéteren Benutzung im Kapitel iiber Mafie auf
Mannigfaltigkeiten noch fest, wie Integrale bzgl. Reihen von Maflen zu den
Integralen bzgl. der Summanden in Beziehung stehen:

Satz 5.6 (Integrale bzgl. Reihen von Maflen). FEs sei (X,S) ein Mess-
raum und (1) jen eine Folge von Mafen p; auf (X,S). Dann ist

p:S —[0,00],  p(A) = ZMJ(/D

ein Maf auf (X,S), und es gilt:

(a) Fiir jede nicht-negative messbare Funktion f: X — [0, 00] ist

/deuzfj(/xfduj). (51)

J=1

(b) Ist f: X — R bzgl. pu tiber X integrierbar, so ist f fiir jedes j € N bzgl.
i tber X integrierbar und es gilt (51).

Beweis. Die Behauptungen wurden in der Ubung mithilfe des Beweis-
prinzips der Integrationstheorie nachgepriift. a

5.2 Dynkin-Systeme und ‘Prinzip der schonen Mengen’

Es kommt haufig vor, dass eine o-Algebra S sowie eine Teilmenge D C S
gegeben ist und man zeigen mochte, dass D = §. Typischerweise sind hier
die Mengen A € D Mengen mit eine Eigenschaft hat, die gerade von Interesse
ist (“schéne Mengen”), und man mochte zeigen, dass jede Menge A € S diese
Eigenschaft hat (“jede Menge ist schon.”) Dies gelingt oft mit dem “Prinzip
der schonen Mengen,” das nun vorgestellt wird.?* Die Mengensysteme D,
auf die das Beweisprinzip anwendbar ist, sind sogenannte Dynkin-Systeme.

Definition 5.7 Es sei X eine Menge. Eine Menge D C P(X) von Teilmen-
gen von X heifit Dynkin-System (auf X), wenn gilt:

24 AuBerhalb der Vorlesung sollte man das Beweisprinzip eher “Satz iiber Dynkin-
Systeme mit N-stabilen Erzeugern” nennen.
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D1 0 € D;
D2 D ist abgeschlossen unter Komplementen, also A € D = X\ A € D;

D3 D ist abgeschlossen unter abzahlbaren disjunkten Vereinigungen, d.h.
fiir jede Folge Aj, Ay, ... paarweise disjunkter Mengen A, € D gilt
Unen An € D.

Verglichen mit der Definition einer o-Algebra ist der einzige Unterschied, dass
wir in D3 nur disjunkte Vereinigungen zulassen. Somit ist jede o-Algebra
insbesondere auch ein Dynkin-System. Jedoch braucht ein Dynkin-System
keine o-Algebra zu sein, wie das folgende Beispiel lehrt:

Beispiel 5.8 Es sei
X :=1{1,2,3,...,2n}

mit einer natiirlichen Zahl n > 2. Dann ist die Menge D aller Mengen
A C X mit einer geraden Anzahl von Elementen ein Dynkin-System, aber
keine o-Algebra, denn es gilt {1,2} € D und {1,3} € D aber

{12} U{1,3} = {1,2,3} ¢ D.
In der Praxis treten Dynkin-Systeme z.B. wie folgt auf:

Lemma 5.9 Sei(X,S) ein Messraum und p, v Mafe auf (X, S) mit u(X) =
v(X) < 0o. Dann ist

D :={AecS:uA)=vA)}
ein Dynkin-System auf X .
Beweis. D1: Wegen u(0) = 0= v(0) ist @ € D.
D2: Ist A € D, so gilt u(A) = v(A) und somit
XN A) = p(X) = p(A) = v(X) —v(4) = v(X\4),
da pu(X) =v(X) < oco. Alsoist X \ A € D.

D3: Sind Ay, As, ... € D paarweise disjunkt, so gilt u(A,) = v(A4,) fir alle
n und somit unter Benutzung der o-Additivitdt von Maflen

u(UAn> = iu(An) = iu(An) = V(UAn>.

neN n=1 neN

Folglich ist |, .y An € D. O

neN
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Definition 5.10 Wie im Falle von o-Algebren (Lemma 1.5) sieht man, dass
zu jeder Menge & C P(X) von Teilmengen einer Menge X ein kleinstes
Dynkin-System §(€) existiert, welches £ enthilt,?® namlich

i(&) = ﬂ{D C P(X): D ist Dynkin-System auf X und & C D}.
Man nennt (&) das von £ erzeugte Dynkin-System.

Definition 5.11 Es sei X eine Menge. Eine Menge M C P(X) von Teil-
mengen von X wird Durchschnitts-stabil genannt (kurz: “N-stabil”), wenn
ANB e M fir alle A, B € M.

Lemma 5.12 Jedes N-stabile Dynkin-System ist eine o-Algebra.

Beweis. Es sei D ein N-stabiles Dynkin-System auf X. Wir brauchen nur
S3 nachzuweisen. Dazu sei (A, ),en eine Folge von Mengen A, € D; wir
haben zu zeigen, dass A := (J, .y An € D. Wir definieren rekursiv paarweise
disjunkte Mengen B,, € D mit | J,_, Ay = U;_, Br wie folgt: By := A; € D,
By = Ay \ A; = A; N A € D (unter Benutzung der N-Stabilitdt!) und
allgemein

Bt = A\ U Ay = Apia \ U By = Ay N (U Bk) €D.
k=1 k=1 k=1

Da die Mengen B, in D sind und paarweise disjunkt, ist A = U B,eD. O
neN

Das “Prinzip der schonen Mengen” besagt, dass jedes von einer N-stabilen
Menge erzeugte Dynkin-System eine o-Algebra ist.

Satz 5.13 (“Prinzip der schénen Mengen”). FEs sei X eine Menge
und & C P(X) eine N-stabile Menge von Teilmengen von X. Dann gilt
(&) =o(E), d.h. das von £ erzeugte Dynkin-System stimmt mit der von &
erzeugten o-Algebra tiberein.

255(€) ist also ein Dynkin-System mit £ C §(€), und ist D irgendein Dynkin-System
mit & C D, so folgt §(€) C D.
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Beweis. Offensichtlich gilt 6(€) C o(&), denn o(€) ist ein Dynkin-System
mit £ C o(€). Wir wollen zeigen, dass §(£) N-stabil ist; dann ist 6(€) nach
Lemma 5.12 eine o-Algebra und somit 6(€) = o(€). Der Beweis wird in zwei
Schritten gefiihrt.

Schritt 1. Wir halten zunéchst A € £ fest und betrachten die Menge
Dy = {Bed):ANBec€)}.
Da £ als N-stabil angenommen ist, gilt dann & C D,4. Konnen wir zeigen,
dass D, ein Dynkin-System ist, so ist also Dy = 6(E).
D1: Wegen AND =0 € (&) ist ) € Da.

D2: Ist B € Dy, soist AN B € §(£), somit auch AN B = AN (A°U B°) =
[A°U (AN B)J¢ € 0(€) und somit B € Dy.

D3: Sind By, Bs, ... € D4 paarweise disjunkt, so auch die Mengen AN B,, €
§(€), somit AN(U,.en Br) = Upen(ANB,) € §(€) und somit | J,,.y By € Da.

Also ist Dy tatséchlich ein Dynkin-System und somit Dy = 6(€). Folglich
gilt

ANBei() fur alle A € £ und alle B € §(&). (52)
Schritt 2. Nun betrachten wir D, (definiert wie oben) fiir festes A € §(&).
Nach (52) gilt B € Dy fiir alle B € £ und somit € C D4. Wie in Schritt 1
sehen wir, dass D4 ein Dynkin-System ist. Also gilt D4 = 0(€) und somit
ANB e (&) firalle Be §(€). Da A € 6(€) beliebig war, ist somit §(E) als
M-stabil erkannt und somit 6(€) = o(E). O

5.3 Beweis der Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles

Mithilfe des “Prinzips der schénen Mengen” sind wir nun unter anderem in
der Lage, die Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafies zu beweisen (die in
Satz 2.6 behauptet, aber bisher noch nicht bewiesen wurde).

Satz 5.14 (Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafle). Es sei (X,S) ein
Messraum und p, v Mafe auf X derart, dass u(X) = v(X) < oco. Gilt
S = o(&) fir ein N-stabiles Erzeugendensystem & derart, dass

w(A) = v(A) fir alle A e &,

50 ist L = V.
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Beweis. Nach Lemma 5.9 ist
D :={Aco(&): uA) =vA)}

ein Dynkin-System. Da & C D per Voraussetzung, gilt 6(£) C D. Da & per
Voraussetzung N-stabil ist, ist §(E) = o(E). Also D = o(E). O

Obwohl der Eindeutigkeitssatz zunachst nur fiir endliche Mafle formuliert ist,
kann man daraus auch Aussagen tiber nicht notwendig endliche Mafe folgern,
sogenannte o-endliche Mafe.

Definition 5.15 Es sei (X, S) ein Messraum. Ein Maf§ y: S — [0, oo] wird
o-endlich genannt, wenn es eine Folge (X,,),en von messbaren Teilmengen
X, € § von X gibt derart, dass

X:UXn

neN
und p(X,) < oo fiir alle n € N.

Beispielsweise ist das Lebesgue-Borel-Ma$ \,, auf (R", B(R™)) ein o-endliches
MaB, denn es ist R™ = (J, .n[—F, k[" mit

An([=k k") = (k= (=F)" = (2k)" < oo

Folgerung 5.16 (Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle). FEs seien
w, v Mafle auf einem Messraum (X,S) derart, dass S = o(€) fir ein N-
stabiles FErzeugendensystem £ mit den folgenden Figenschaften:

(a) w(A) =v(A) fir ale A€ &;

(b) Es existiert eine Folge Ay, As, ... von Mengen A, € & mit u(A,) =
v(Ay) < oo fir allen € N und X =, o An.

Dann ist p = v.

Beweis. Wir halten zunachst n € N fest. Der in Beispiel 1.35 diskutierte
Spezialfall von Lemma 1.34 (b) zeigt, dass S|, durch &, := {ANA,: A€ &}
erzeugt wird; hierbei ist £, C £ und &, N-stabil wegen der N-Stabilitat von &£.
In Anbetracht der Voraussetzungen zeigt also der Eindeutigkeitssatz 5.14,
dass j1[4, = v|a,.
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Ist nun A € S beliebig, so gilt A = J, oy Br mit geeigneten paarweise
disjunkten Mengen B,, € S|a,, definiert via By := AN A; und

Bn+1 = (Aﬂ An+1) \ (LT_LJ Bk) .

k=1

Also ist

= > wB,) =Y v(B,) = v(4). O

Folgerung 5.17 Es sei U C R" offen und p,v Mafe auf (U, B(U)). Gilt

p(la, ) = v([a, b)) < o0

fir jeden halboffenen Quader [a,b] C U mit [a,b] C U, so folgt p = v. Ins-
besondere ist also das Lebesque-Borel-Mafi A\, durch die Bedingung

An (Hak7bk> ku_ak
k=1

k=1

eindeutig festgelegt.

Beweis. Es sei £ die Menge aller halboffenen Quader [a,b] in R™ mit
la,b] C U. Wie im Beweis von Lemma 1.15 (siehe FuBnote der Musterlésung
zu Aufgabe H14) sieht man, dass B(U) = o(&). Weiter zeigt der zitierte Be-
weis, dass U = J,cy Ak als abzéhlbare Vereinigung halboffener Quader A
geschrieben werden kann, deren kompakter Abschluss Ay, (der entsprechende
kompakte Quader) in U enthalten ist. Die Behauptungen sind daher ein
Spezialfall von Folgerung 5.16. a
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Teil 1I1: Hilfsmittel zur Integralberechnung

Nachdem wir uns in den ersten beiden Teilen des Skripts mit recht abstrak-
ten Konstruktionen beschéftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung
konkreter Integrale zu. In Kapitel 6 lernen wir den Satz von Fubini kennen,
der es erlaubt, Integrale iiber R™ auf Integrale iiber R zurtickzufithren. Im
Hinblick auf Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie formulieren wir
den Satz nicht nur fiir das Lebesgue-Borel-Maf}; sondern im Kontext von
Produktmaflen. Ein weiteres Hilfsmittel bei der Berechnung von Integralen
ist die Transformationsformel (das mehrdimensionale Gegenstiick der Sub-
stitutionsregel), mit der wir uns anschlieflend beschéftigen. In der Praxis ist
die Transformationsformel haufig nicht direkt benutzbar, da die Transforma-
tionen Singularitdten aufweisen kénnen (z.B. bei Polarkoordinaten). Jedoch
liegen diese Singularitdten oft in Nullmengen und beeinflussen daher das
Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren deswegen auch Methoden
zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist. Anschliefend gehen wir
auf einige relevante Beispiele ein.

6 Produktmafle und der Satz von Fubini

Wir fiihren nun Produktmaf} ©® v zweier o-endlicher Mafle ein und beweisen
den Satz von Fubini, der Integrale beziiglich p x v als iterierte Integrale bzgl.
4 und v berechnen lasst. Da A\, = \,_1 ® A\;, konnen wir somit Integrale
bzgl. A\, rekursiv auf Integrale bzgl. A\; fiir Funktionen einer reellen Vari-
ablen zuriickfithren (und héufig sogar auf Riemann-Integrale, die wir mit
dem Hauptsatz konkret ausrechen kénnen).

Satz 6.1 Sind (X, S, pu) und (Y,T,v) Mafsraume, so gilt:
(a) Ist v ein o-endliches Maf, so ist

pev: S®T — [0,00], A»—>/X</Y1A(x,y)dy(y)> du(z) (53)

ein MafS auf (X XY, S ® T) derart, dass
(L@v)(Ax B)=pu(A)v(B) firaleAeS undBeT. (54)

(b) Sind p und v beide o-endliche Mafe, so gibt es genau ein Maf§ u ® v
auf (X XY, S ® T), welches die Bedingung (54) erfillt.
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Definition 6.2 Das eindeutig festgelegte Mafl i ® v in Satz 6.1(b) wird das
Produktmaf von p und v genannt.

Bemerkung 6.3 Sind p und v beide o-endlich in der Situation von Satz 6.1,
so gilt natiirlich auch

won) = [ ([ 1) aw

fiir jedes A € S ® T, denn die rechte Seite definiert ein Mafl 7 auf S ® T
mit 7(A x B) = p(A)v(B) fiir alle A € S, B € T (dies zeigt der Beweis von
Satz 6.1 mit vertauschten Rollen von X und Y'); wegen der Eindeutigkeit in
Teil (b) des Satzes ist 7 = u ® v wie in Teil (a).

Wir schieben den Beweis von Satz 6.1 ans Ende des Kapitels und lernen
lieber zuerst einige Anwendungen kennen.

Satz 6.4 Fir n,m € N identifizieren wir R™ x R™ mit R"™™. Dann gilt
B(R™™) = B(R™ x R™) = B(R") @ B(R™) und Ayim = Ap @ A

Beweis. Da R" eine abzdhlbare Basis der Topologie hat, ist B(R™ x R™) =
B(R™")®@B(R™) (siehe Satz nach Beispiel 1.37). Fiir jeden halboffenen Quader

n+m

[av b[: H [ak’ bk[

k=1

in R™™ ist [a, b= [T,_,la — &, bx[ x [Titr 1 [ak, bi[, also

M @A) (@, ) = A, (H[ak,bk[> /\m< 1T [ak,bk[)

k=1 k=n+1
(bl — (11) e (bm — an)(bm—l-l - am—i—l) Tt (bm+n — am—l—n)
= Antm([a, b))
Nach Folgerung 5.17 ist also A\, ® A\ = M- O

Bemerkung 6.5 Allgemeiner gilt
>\n+m|X><Y = (>\n|X) ® <>\m|Y) (55)
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fir alle X € B(R™) und Y € B(R™).

Es ist ndmlich X x Y € B(R") ® B(R™) = B(R" x R™), folglich A4 |xxy
ein Maf auf

B(R™ x R™)|xxy = B(X x V) = B(X)® B(Y) (56)
derart, dass
)\n+m’XxY<A X B) = )‘n+M(A X B) = An(A))‘m(B) = )‘m’X(A>)‘m’Y(B)

fiir alle A € B(X) und B € B(Y), wobei Satz 1.32 und Satz 6.4 benutzt
wurde. Wegen der o-Endlichkeit von \,|x (siche Ubungsblatt 12) folgt (55).

Als Konsequenz von Satz 6.4 erhélt man das Prinzip von Cavalieri, welches
uns die Berechnung der Volumina der fiir die Schule relevanten Korper im
Raum (wie Kugel, Kegel, Zylinder u.a.) ermoglicht.

Satz 6.6 (Prinzip von Cavalieri). Fir jede Borelmenge M C R" x R™ =
RrH™ gt

(a) Fir jedes x € R™ ist
M, = {yeR": (z,y) € M} (57)
eine Borelmenge in R™.
(b) Die Funktion hpr: R™ — [0,00], has(x) := A (M,,) ist messbar.

(¢) Das Lebesgue-Borel-Mafl von M kann mit folgender Formel berechnet
werden:

M) = [ (L) o), (59

Beweis. Nach Satz 6.1 (a) (samt Beweis) und (b) ist [o, Am (M) dA,(2)
sinnvoll fiir alle M € B(R")QB(R™) = B(R"xR™) und [, A (M) dA,(x) =
(A @ M) (M), wobei A, ® Ay = Ajparn, nach Satz 6.4. a
Bemerkung 6.7 Im Falle n = 1, m = 2 besagt das Prinzip von Cavalieri,
dass man das Volumen einer messbaren Teilmenge (Salami) M C R? berech-

nen kann, indem man M in Salamischeiben M, C R? zerschneidet und deren
Flacheninhalte Ao(M,) aufintegriert:

Mo(M) = / Mo(M,) dh (z).

118



Mit dem Cavalierischen Prinzip kénnen wir iiberpriifen, ob unsere naive
Vorstellung aus der Analysis 1 gerechtfertigt ist, dass das Integral einer nicht-
negativen Funktion die Flache unter dem Funktionsgraphen beschreibt.

Folgerung 6.8 Fiir jede messbare Funktion f:R" — [0, 00] ist die Menge
M= {(z,t) eR" xR=R"":0<t < f(z)}

messbar, vom Mafe

n

Beweis. Die Projektionen m1: R"xXR — R", (z,t) — z und my: R"XR — R,
(z,t) > t sind stetig und somit messbar. Folglichist g := fom;: R" xR — R,
g(x,t) = f(x) messbar. Nach Lemma 1.44 und Satz 1.47 ist h := g — 7o :
R" xR — R, h(z,t) = f(x) — t messbar, somit

M = {(z,t) eR"xR: ¢t>0und f(z) —t > 0}
= m ([0,00[) N A7(]0, 00))
eine messhare Menge. Fiir x € R" ist
M = {t eER:(z,t) € Mf} = [0, f(2)]

und daher A\, (M]) = f(z). Satz 6.6 liefert A,41(My) = [, M (M) dA,(z) =
Jen f(@) dNy(2). O

Mit analogem Beweis bekommen wir die Schlussfolgerungen von Folgerung 6.8
iibrigens auch fiir die Menge

{(z,t) eR" xR: 0 <t < f(x)}
an Stelle von M7 .

Dies ist nicht iiberraschend, da sich diese Menge von M/ nur um Hinzunahme
des Graphen von f|;-1(jo) unterscheidet. Dieser ist eine messbare Menge
von Maf3 0, wie jeder Graph einer messbaren Funktion:

Folgerung 6.9 Ist X C R" eine Borelmenge, m € N und f: X — R™ eine
messbare Funktion, so ist der Graph

Iy = {(z. f(x)): 2 € X}

eine Borelmenge in R"™™ und A4, (T') = 0.
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Beweis. Die Funktion h: X x R™ — R™, (z,y) — f(x) — y ist messbar
bzgl. B(X x R™) da sie messbare Komponenten hat (vgl. Beweis von Fol-
gerung 6.8). Da die Menge {0} C R™ abgeschlossen und somit eine Borel-
menge ist, ist

Iy =h'({0}) € B(X x R™).

Da X x R™ € B(R") @ B(R™) = B(R™ x R™), ist hierbei B(X x R™) =
B(Rn X Rm)’XX]Rm - B(Rn X Rm) Es ist

(Cf)e == {y €R™: (z,y) €Ty} = { {f%@} :VVEEE i E E)an \ X,

mit 0 = A\, (0) und 0 = A\, ({f(x)}), somit

Mos(Ty) = / An((T1)2) dAn(z) = 0

unter Benutzung des Prinzips von Cavalieri. a

Flachen- und Volumenberechnungen. Mit dem Prinzip von Cavalieri
konnen wir z.B. den Flacheninhalt einer abgeschlossenen Kreisscheibe D vom
Radius r berechnen und erhalten die aus der Schule bekannte Form

)\2<D) = 7TT2

(siche Aufgabe P31(a)). Das Prinzip von Cavalieri ermdéglicht uns dartiber
hinaus, das Volumen von Korpern der Elementargemetrie zu berechnen, etwa
das Volumen 1

)\3(3) = ?ﬂr?’

einer abgeschlossenen Kugel vom Radius r sowie die Volumina von Zylindern
und Kegeln (siehe Aufgabe P32(b)).

Aus dem Prinzip von Cavalieri (bzw. Formel (53)) kénnen wir den Satz von
Fubini herleiten, ein zentrales Hilfsmittel zur Berechnung mehrdimensonaler
Integrale.

Satz 6.10 (Satz von Fubini). Gegeben o-endliche Mafirdume (X, S, )
und (Y, T, v) versehen wir X XY mit der Produkt-o-Algebra S ® T und dem
Produktmafl 1 ® v.
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(a) Fir jede messbare Funktion f: X xY — [0,00] gilt: Die Funktion
fx = f(l‘,)y—>[0,00], ny(xvy)
st messbar fir jedes x € X, die Funktion

FiX 50,0, Flz) ::/fxdu

1st messbar, und es gilt

Xxyfd(“@”) Z/X</Yf(x,y) dy(y)) du(x). (59)

(b) Fiir jede bzgl. u ® v integrierbare Funktion f: X x Y — R gilt: Die
Menge Xy aller x € X, fiir welche

fm = f(I,)Y-)K, y'_>f($>y)
bzgl. v integrierbar ist, ist in S und p(X \ Xo) = 0; weiter ist

F: Xy —R, F(z) ::/fzdu
Y

bzgl. v tiber X integrierbar und es gilt

fiwen = [ ([ e o) do. o0

XxY

Beweis. Wir benutzen das Beweisprinzip der Integrationstheorie.

(a) Ist f = 1y die charakteristische Funktion einer Menge M € S ® T, so
ist

XxXY

J/

fdpev) = (nev)(M) = /X /Y Ly (2, y) dv(y) dp(z)
:;‘?a:)

mit messbaren Funktionen 1,/(z,-) und F' nach Satz 6.1(a).
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Ist f = Z?:l a;1,; eine nicht-negative Stufenfunktion, soist f, = Z?zl a;j(14;)e-
Somit ist F': X — [0,00], y = [, fodv = Z?Zl @; [,-(14,)s dv messbar und

fdpey) = Z%/ Ly, d(u @)

XxY

= Z;aj/)(LIAj(x,y) dv(y) du(x)
= /}(Lialej(x,y) dv(y) du(x)

_ /X / F(a, ) dvly) dpz)

Ist f beliebig, so finden wir mit Satz 3.23 eine monoton wachsende Folge
(sk)ken nicht-negativer Stufenfunktionen s, : X x Y — [0, 00 mit s — f
punktweise. Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz ist dann

XxY

fdp®v) = lim spdp®v). (61)

XxY k—oo Jxxy

Fiir jedes © € X ist andererseits ((sg).)ren €ine monoton wachsende Funktio-
nenfolge mit punktweisem Grenzwert f, = limg_,oo(Sk),. Also ist f, messbar
und nach dem Satz tiber monotone Konvergenz ist

/fgC v = hm (Sg)z dv .
Y

Da jede der Funktionen Fj: X — [0,00], z +— fy(sk)x dv messbar ist, ist
auch der punktweise Grenzwert F': X — [0, 0], x — fY fz dv messbar. Da
die Funktionenfolge F} hierbei monoton wachsend in k ist, liefert der Satz
tiber monotone Konvergenz:

//fx dv du(z) = hm// Sk)z dv du(x (62)
xJy k—o00

Wegen [, v sp d(p®@v) = [y [ (sk)e dv du(x) folgt (59) durch Vergleich der
rechten Seiten von (61) und (62).
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(b) Mit Teil (a) erhalten wir nach Aufspaltung in Positiv- und Negativteil:

| pdwev) = | fedwev) - | fder)
_ /X w du(z) — /X ( /Y (_f;()) du)j du(x)

— /ngﬂ_ /thu- (63)

Beachten Sie, dass wir die beiden Integrale in (63) nicht ohne weiteres zu
einem Integral zusammenfassen kénnen, denn es konnte ja g(x) = h(x) = 00
sein, so dass undefinierte Ausdriicke der Form “oco — oo” auftreten wiirden.
Da fX gdp < oo und fX hdp < oo, miissen die Funktionen g und A jedoch
fast iiberall endlich sein (siehe Satz 3.7 (f)). Also ist

X\ Xo =g "({oc}) U L' ({oo})

eine messbare Menge mit p(X \ Xo) = 0. Da man messbare Mengen vom
Ma$ 0 beim Integrieren weglassen darf, kénnen wir (63) wie folgt umformen:

ey M) = /Xogd“—/xohdﬂz /Xo(g—h)du

_ /X (/Yf du) du(z).

Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 6.11 Nach Bemerkung 6.3 kdnnen wir in Satz 6.10(a) die Rollen
von X und Y vertauschen und erhalten, dass fiir jedes y € Y die Funktion
1= f(-,y) : X = [0,00] messbar ist, die Funktion

Y — [0, 00], y*—)/fydu
X

messbar ist, und

[ rawen = [ ([ few o)) a

gilt. Satz 6.10(b) kann entsprechend umgeschrieben werden.
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Beispiel 6.12 Es ist

/ rydig(z,y) = / $2yd)\2|[0,2]x[1,3]($,y)
[0,2]x[1,3] (0,2]x[1,3]
= / *y d(Mlpg @ Mlps) (z,y)
(0,2]x[1,3]
Z/ / 332yd>\1|[1,3}(3/)d/\1|[0,2}(33)
0,2] J[1,3]
- / / 2y (y)d (y) (64)
0,2 J[1,3]
3
= / /xzydy dAi(x)
(0,2 J1
—_—

=42
2
= / 4o dr = 32/3,
0

unter Angabe aller Rechenschritte. Kiinftig werden wir eher direkt nach (64)
springen und die vorigen Schritte als selbstverstandlich auslassen.

Wir hatten das Integral ebenso mit umgekehrter Integrationsreihenfolge berech-
nen konnen:

/ Pydiala,y) = / / 2y dA (2)dM (y)
[0,2]x[1,3] [1,3] /0,2

2
= / /nydx d(y)
1,31 Jo

8y/3
3
— [ suszdy =3 =323
1

Bemerkung 6.13 Setzt man in Satz 6.10(b) die Funktion F durch
F(x) := 0 fir z € X \ X zu einer Funktion F': X — R fort,?® so ist F
messbar und wir erhalten einfach

fdpev) = /Xqu.

XxY

26Statt durch 0 darf man F hier sogar ganz beliebig fortsetzen, solange die Fortsetzung
nur messbar ist.
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Es kann tatsachlich vorkommen, dass X eine echte Teilmenge von X ist.

Beispiel 6.14 Wir betrachten die Funktion
1 falls . =0und y > 0;
fiRZ =R, f(z,y) := —1 falls x =0 und y < 0;

0 sonst.

Da fr = 1goo] — Ljmoof flir 2 = 0 mit [5(fo)+ d\1 = o0, ist [ fo dA; nicht
definiert. Esist Xo =R\ {0} und

RQfdAQ - /X /nggd)\ld)\l(x) -0

(da f, =0 fur = # 0).

Folgerung 6.15 Ist U C R" eine Borelmenge und sind g,h: U — R mess-
bare Funktionen mit g(x) < h(x) fir alle z € U, so ist

M :=A{(z,y): v € U und g(x) <y < h(z)}

eine Borelmenge in R™™'. Fiir jede messbare Funktion f: M — [0, 00| gilt

A\ i1 = ) dA (1) d\, ().
/M f Ao / /[ oy (@D B

Ist f- M — R bzgl. A\yq tiber M integrierbar, so ist

Up := {xEU: / |f(x,y)|d)\1(y)<oo}
l9(2),h(z)]

eine Borelmenge mit A\, (U \ Up) = 0 und

A, = ) A () d ().
/M f Ao / /[ oy W) D) )

Beweis. Dass M eine Borelmenge ist, sicht man wie im Beweis von Fol-
gerung 6.8. Die Aussagen iiber Integrale erhélt man mit dem Satz von Fubini
(Satz 6.10), angewandt auf A\, |y ® Ay und die durch

= | f(z,y) wenn (z,y) € M;
Jw,y) = { 0 wenn (z,y) € M
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definierte messbare Funktion auf U x R. Gegeben z € U ist f,(y) = 0 wenn
y < g(x) oder y > h(zx), also

[Fow = [ Egaws [ L anw

=0 :fz(y)
+ / o) duy)
Jh(e).oo =~
- [ o _
[g(z),h(x)]

Bemerkung 6.16 Ist n = 1 in Folgerung 6.15, so nennen Anwender
M={(z,y) eRxR:zeU, g(x) <y < h(x)}

einen z-y-Normalbereich in R?* (wobei meist U als Intervall [a,b] und die
Funktionen g und h stetig angenommen werden). Mengen der Form

M=A{(x,y)) eRxR:yeU,gly) <x<h(y}

heiBlen y-a-Normalbereich; fiir messbare Funktionen f: M — [0, oo] ist dann

/M F(ay) (e, y) = /U /[ @D @) )

Beispiel 6.17 Sei M := {(x,y) € D: x > 0} die rechte Hélfte der abgeschlosse-
nen Einheitskreisscheibe D C R?. Wir wollen

/D v (2, )

berechnen.

Dies gelingt wie folgt: Die Menge M ist ein x-y-Normalbereich, denn Sie
besteht aus allen (z,y) € R? mit « € [0, 1] und

—V1—-22<y<V1—22
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Mit Folgerung 6.15 erhalten wir

V1i—z2
/ v ddo(r,y) — / / i (y) dh (o)
M 0,1 J —v1—=22

= / m)\l([—\/l—xQ,\/l—mQ]):/ 2evV1 — 22 d)\ ()
[0,1]

[0,1]

! 2 b
= / 20V 1 — 2?2 dx = |:——(1—$2)3/2:| =-.
f 3 .3

Definition 6.18 Sei M C R? eine Borelmenge und p: M — [0, 00] eine
messbare Funktion. Betrachtet ein Anwender p(x) als eine Massendichte (in
Gramm/Quadratmeter) an der Stelle z € M, so ist

m ::/ pdXs
M

die Gesamtmasse von M (etwa die Masse eines diinnen Blechs variierender
Dicke). Ist 0 < m < oo und die Funktionen M — R, (z,y) — zp(z,y) bzw.
(x,y) — y beziiglich A, tiber M integrierbar, so nennt man

1
T = E/Mrcp(%y) dAs(2,y)

die xz-Komponente des Schwerpunkts von M bei Massendichte p und y :=
+ [, yp(x,y) dho(x,y) seine y-Komponente; der Schwerpunkt ist also

(Z,7).

Ist M gleichmafBiig mit Masse belegt und somit p = ¢ konstant, so konnen
wir ¢ kiirzen und erhalten

@9 = (501 [ 2. g [ vt

Den Schwerpunkt einer messbaren Menge M C R3 bei gegebener Dichtefunk-
tion p: M — [0, 00[ (in Gramm/Kubikmeter) definiert man analog.

Beispiel 6.19 Mit der konstanten Funktion p(x,y) = 1 erhalten wir fiir die
rechte Halfte M der Einheitskreisscheibe

m:)\Q(M):ﬂ'/Q
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und nach Beispiel 6.17 folglich

1

2 2 4
- _ d\ = —.— = — =0.424 . ..
! )\2(M)/M$ A0y = 3T 5 =0

fiir die z-Komponente des Schwerpunkts von M. Aus Symmetriegriinden
(bzw. aufgrund einer simplen Rechnung) ist 7 = 0.

Wir tragen nun den Beweis von Satz 6.1 nach und beginnen mit einem
Lemma.

Lemma 6.20 FEs seien (X,S) undY,T) Messrdume. Ist P € S und Q € T,
so gilt
(S @T)pxq = (Slp) ® (Tlg)-

Beweis. Essei £ := {Ax B: Ac Sund B € T} und
F:={AxB:AecS|pund B e Tlp}

Dann ist

(S@T)lpxg = 0(€)|pxg=0{(AxB)N(PxQ): Ax Be&})
= o(F)=Slp®Tlg

nach dem in Beispiel 1.35 beschriebenen Spezialfall von Lemma 1.34(b). O
Beweis von Satz 6.1. (a) Fiir jedes x € X ist die Abbildung
in: (V,T) = (X XY, 80T), yr(2,y)

messbar, da sie messbare Komponenten (eine konstante Funktion und idy)
hat. Also ist fiir jedes A € S ® T die Menge

A, ={yeY: (n,y) € Ay =i '(A)
in §, somit
hale) == vids) = [ Laan) doty) (65)

sinnvoll definiert.

Schritt 1. Wir nehmen zunéchst an, dass v(Y') < oco. Sei

DCS®T
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die Menge aller A € S ® T derart, dass ha: X — [0, 00 messbar ist. D ist
ein Dynkin-System:

D1: Es ist hg = 0 messbar, somit () € D.
D2: Ist A€ D, soist hy: X — [0, 00 messbar. Fiir xz € X gilt

(X x Y)\A)e =i (X x V)N A) =Y i (4) =Y \ A,

Folglich ist h(xxypa(z) = v(Y \ A;) = v(Y) — v(A;). Also ist hixxypa =
v(Y) — ha eine messbare Funktion (vgl. Satz 1.30), somit (X x Y)\ A € D.

D3: Ist (A;),en eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € D und A :=
Ujen 4j; so sind fiir jedes 2 € X die Mengen (A;), = i;'(A;) paarweise

x

disjunkt und A, = i;'(A) = Ujen iy ' (45) = Ujen(A))2. Also ist
ha(z) = v(As) = ZV((Aj)x) = ZhAj (). (66)

Nach Folgerung 3.27 ist h4 messbar und somit A € D.

Die Menge
E={AxB:AcSBeT}

ist (wie S und 7') N-stabil. Also gilt
ST =0(&) =4(E).
Weiter ist £ C D, denn fir A€ Sund B € T ist

B wenn x € A;
(AXB):B_{ ) wennze X\ A,

somit ist
hA><B = V(B)lAZ X — [0,00[, (67)

eine messbare Funktion. Aus
ag(&)D2DDHE)=0(€)

folgt nun D = o(£) =S ® T. Also ist hy messbar fiir alle A€ S®T.
Schritt 2: Ist nun v ein beliebiges o-endliches Maf3, so gibt es eine Folge
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(Y, )nen von Teilmengen Y,, C Y derart, dass Y,, € T und v(Y,,) < oo, fiir
alle n € N. Nach Ersetzen von Y,, durch Y; U---UY,, diirfen wir annehmen,
dass i CY, C-- . Ist Ac S® T, so ist

AN(X xY,) €(ST)|xxy, =S®(Tly,)
unter Benutzung von Lemma 6.20, also nach Schritt 1
hanxxy,): X = (0,00, = v((AN(X xY,))) = vy, (AN(X X Y,))a)

eine messbare Funktion. Da die Folge der Mengen AN (X X Y,,) aufsteigend
ist mit Vereinigung A, sind die Mengen (AN (X xY,)), =i, ' (AN (X x Y,,))
aufsteigend mit Vereinigung i, '(A) = A,. Also ist

ha(xz) =v(A;) = lim v((AN(X X Y,)).) = lim hancxxy,)(2),

n—oo n—oo

nach Lemma 2.5(c). Als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen ist
ha messbar (siehe Satz 1.56). Also ist die Funktion p @ v: S® T — [0, o],

A [ @ duta) = [ ) duto) = [ [ 14t dvi) dno)

sinnvoll definiert. Dies ist ein MaB auf (X x Y,S ® T): Es ist ndmlich

(M®U)(®):/Xh@d,u:/x()du:0.

Ist (A;)jen eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € S ® T, so gilt
wegen (66) fiir A :=

JEN

& v) (UAJ-) = [ @ = [ iwx)dum
= Z/ ha, du(z) = i:: pR v

wobei Folgerung 3.27 benutzt wurde. Also ist 4 ® v ein Maf. Fir A € §
und B € T gilt wegen (67) weiter

(WO V)(Ax B) = /X v(B)La(z) du(z) = v(B) /X 1a(2) dp(a)
= V(B)u(A) = (A (B).

~—
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Also wird (54) durch p ® v erfillt.
(b) Seien 7, und 7 MaBe auf X x Y, S ® T) derart, dass fiir j € {1,2}

7;i(A % B) = u(A)v(B) firalle Ae Sund BeT. (68)

Sei X =
dass

Xp,und Y =, .y Yn mit Mengen X,, € Sund Y,, € T derart,

neN neN

u(X,) <oo und v(Y,) < oco.

Setzen wir £ := {A X B: A € §,B € T}, so ist £ eine N-stabile Menge,
SxXT=0(), X, xY, el fir alle n € N mit

(X, X Y,) = 1(X, xYy,) = pu(X,)v(Y,) < oo

und 7 (A x B) = p(A)v(B) = m(A x B) fir alle A x B € £. Nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.16) ist also 7 = 7. [
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7 Die Transformationsformel

Aus der Analysis 1 kennen wir die Substitutionsregel fiir Riemann-Integrale.
Nun lernen wir eine entsprechende Formel fiir Integrale iiber offene Teilmen-
gen von R™ kennen, welche die allgemeine Transformel (Satz 5.3) konkretisiert.
Wir beginnen mit dem Spezialfall linearer oder auch affin-linearer Transfor-
mationen.

Satz 7.1 (Transformationsformel / affin lineare Transformationen)
Es sei a € GL(R™) eine invertierbare lineare Abbildung und b € R™. Dann
st das Bildmafl von A, unter der affin-linearen Abbildung

¢»:R" > R", z—alx)+d

von der Form

b (An) = | det(a)] "\,
Es gqilt daher

£ () ddnly) = / f((x) + b)) det(a)| dAn (x) (69)
»(U) U

fiir jede Borelmenge U C R™ und jede messbare Abbildung f: ¢(U) — [0, 00].
Weiter ist f: ¢(U) — R genau dann bzgl. A, iber ¢(U) integrierbar, wenn
f oo bzgl. N, tiber U integrierbar ist; wieder gilt (69).

Beweis. Nach Aufgabe H33 ist
a(Ap) = |det(a)| I\,

Nun ist ¢ = 7 o a mit der Translation 7: R — R", x — x + b, somit wie
behauptet

6x(An) = Tu(ae(Mn)) = Tu(| det(@)[ 7' An) = [ det(a)| 7 (An) = [ det(a)| "N,

unter Benutzung der Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel-MaBes (Satz 2.11)

und Aufgabe H32(a). Nach der allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.3)
ist also

/ng o ¢d\, = /ngdtb*()\n) = /Rng | det(a)| td\,

fir jede messbare Funktion g: R™ — [0, 00]. Setzen wir ¢g(y) := f(y) wenn
y € o(U), gly) := 0 wenn y € R"\ ¢(U), so ergibt sich (69). Die letzte
Aussage ergibt sich durch Aufspalten von f in Positivteil und Negativteil. O
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Beispiel 7.2 Gegeben reelle Zahlen a,b > 0 wollen wir den Flacheninhalt
der Ellipse
E = {(z,y) € R*: (z/a)” + (y/b)* < 1}

mit den Halbachsen a und b berechnen. Es ist
a:R* = R%  (z,y) = (z/a,y/b)
ein Automorphismus des Vektorraums R? derart, dass

a”'(z,y) = (ax,ay)

und somit

a ' (K)=E
fiir die Einheitskreisscheibe K := {(z,y) € R*: 22+y* < 1}. Der Flicheninhalt
der Ellipse ist also
A (E) = Xa(a™HK)) = (X)) (K) = | det(a)| * Ao (K) = mab.
Beispiel 7.3 Gegeben a, b, ¢ > 0 konnen wir das Ellipsoid

E = {(z,y,2): (x/a)* + (y/b)* + (z/c)* < 1}

mit den Halbachsen a, b, ¢ betrachten und erhalten analog mit der abgeschlosse-
nen Einheitskugel B in (R3] - ||2) und

a: R =R, (2,y,2) = (v/a,y/b, z/c)

das Volumen
47

Na(E) = dg(a™'(B)) = a.(h) (B) = | det(a) | Ag(B) = —abe.

Beispiel 7.4 (Rotationsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles). Fiir jede or-
thogonale Matrix O € O,, und jede Borelmenge A € B(R") ist OA € B(R")
und
A (OA) =\, (A).
Mit a: R"™ — R™, 2 — O~z ist nimlich OA = a~1(A) € B(R") wegen der
Messbarkeit der stetigen Abbildung o und
M(OA) = (o™ (A)) = au(M)(A) = [det(a)] " Au(4)
= | det(0)[An(A4) = Au(A).
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Beispiel 7.5 Es gilt
M(E) =0

fiir jeden echten Untervektorraum E C R™ (und somit auch A\,(F + z) =
A (E) = 0 fiir alle z € R™ wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Boel-MafBles). Beweis: Es ist \,({0}) = 0, weswegen wir k := dimg(F) €
{1,...,n — 1} annehmen diirfen. Dann ist

M (RF < {0}) = (M @ M) (RF x {0}) = M(RF)N,_x({0}) = o0 -0 = 0.

Wir wéahlen eine Orthonormalbasis bq,...,b; in E und erginzen diese zu
einer Orthonormalbasis by,...,b, von R". Dann ist O := (by,...,b,) eine
orthogonale Matrix und

M(B) = M(O(RF x {0})) = Au(RF x {0}) = 0.
Wir erinnern an die Definition eines Diffeomorphismus:

Definition 7.6 Eine bijektive Abbildung ¢: U — V' zwischen offenen Men-
gen U,V C R" heifit Diffeomorphismus, wenn ¢ und ¢~ stetig differenzierbar
sind.

Satz 7.7 (Transformationsformel). FEs seien U,V C R" offen und ¢ :
U — V ein Diffeomorphismus. Eine Funktion f:V — R ist genau dann
bzgl. des Lebesque-Borel-Mafles N, tuber V integrierbar, wenn die Funktion
U—=R, z— f(o(x))|det ¢/ ()| dber U integrierbar ist. In diesem Fall (und
auch in dem Fall, wenn f nicht-negativ und messbar ist) gilt

Lﬂww—éﬂmwmwmwm (70)

Insbesondere ist
M (0(A)) = / |det ¢'(z)| dw  fiir jede Borelmenge A € B(U). (71)
A

Bemerkung 7.8

(a) Wir schreiben hier [, f(z) dx statt [, f dA,. Weiter steht ¢/(z) € L(R™,R™)
fiir die Ableitung von ¢ : U — V an der Stelle x € U.

(b) Man beachte, dass (71) tatséchlich aus (70) folgt, wenn wir f = 144):
V' — [0, 00[ wahlen, da 144)(¢(x)) = La(x).
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Als Hilfsmittel fiir den Beweis der Transformatonsformel benutzen wir den
Quantitativen Satz iber die Umkehrfunktion aus dem in PANDA erhéltlichen
Analysis 2-Skript von Prof. Glockner vom Sommersemester 2019 (den dorti-
gen Satz 23.7), der damals alternativ auch “Satz iiber die Grofle des Bildes”
genannt wurde. Kombiniert mit Lemma 22.12 aus dem Analysis 2-Skript
beinhaltet der Satz als Spezialfall:

Lemma 7.9 Es seir >0, x € R" und || - || eine Norm auf R". Ist € €]0,1]
und f: B,(z) — R" eine C'-Abbildung derart, dass

f’(CC) — lan
und
£ (y) — f/(x)HOp <e firalley € B,(z),
so gilt
Bar(f(x)) € f(B:(x)) € Bar(f(2))
mita:=1—cundf:=1+¢.0
Beweis der Transformationsformel. Es genigt, (71) zu beweisen. Die

linke Seite von (70) kénnen wir ndmlich mithilfe der Allgemeinen Transfor-
mationsformel (Satz 5.3) umschreiben als ein Integral bzgl. des Bildmafes

(6ol ):
/fdA Iv—/focb 51 d, |v—/fo¢d LOulv),  (72)

wobei jeder der jeweiligen Integranden genau dann integrierbar ist, wenn die
anderen es auch sind. Andererseits ist aufgrund des Satzes iiber Integration
bzgl. MaBlen mit Dichten (Satz 5.1) der Integrand auf der rechten Seite von
(70) genau dann integrierbar, wenn f o ¢ bzgl. des Mafles |det ¢'(z)| d\,|v(2)
mit Dichte |det ¢'(z)| bzgl. A\,|v integrierbar ist, und in diesem Falle gilt

[ 1(0@) et s @l anto@ = [ 1(o0) (ldet @) anlo(@)
Gleichung (71) bedeutet, dass das Bildma8 (¢~1).(\,]y) mit dem MafBl "

| det @' ()] dM\, | ()
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iibereinstimmt. Ist dies der Fall, so wird in den Integralen auf der rechten
Seite von (72) bzw. (73) die gleiche Funktion bzgl. des gleichen MaBes inte-
griert: Die Integrale sind daher gleich, wann immer sie existieren.

Nach Folgerung 5.17 sind die MaBie (¢~1),(\,]y) und
| det ¢ ()] d\,|u ()

gleich, wenn wir zeigen kénnen, dass sie auf jedem Quader @ := [a, b[ mit
[a,b] € U den gleichen Wert annehmen. Hierbei sind a = (ay,...,a,) und
b = (b1,...,b,) Vektoren in R™ mit a; < b; fiir alle j € {1,...,n}. Wir
halten @ fest. Der Mittelpunkt von @ ist z := (z1,..., 2,) mit

zj = (bj — a;)/2.
Weiter ist || - ||: R™ — [0, o0],

25— %

eine Norm auf R™ derart, dass
la,b[ = Bi(z) und [a,b] = Bi(2)

gilt fiir die offene bzw. abgeschlossene Kugel vom Radius 1 um z. Es seien
(ag)ken und (Bi)ren Folgen von Zahlen oy €]0,1] und S €]1, 00 derart,
dass
Jim o = Jim B = 1.
Die Abbildung
la,b] = R, x> |det¢'(z)

ist stetig und somit gleichméfBig stetig, da der Quader [a,b] kompakt ist.
Gegeben k € N existiert also ein my € N derart, dass

(74)

| =

[ det ¢'(2)] — | det ¢/ ()| <

fiir alle x,y € [a,b] mit ||z —y|| < . Auch die Abbildung

[, 8] x [a, ] = (LR™R™), [ lop),  (@,9) = ¢'(2) "¢ (y)
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ist stetig und somit gleichméafig stetig. Nachdem wir m, gegebenenfalls
vergroflern, diirfen wir also annehmen, dass

19" ()71 () — &' (v) "¢ (W) lop < min{l — oy, B — 1}

fiir alle (z,y) € [a,b]* und (v,w) € [a,b]* mit max{||lz — o, [ly —w|} < ;.
Da wir v := w := x nehmen konnen, gilt dann insbesondere

¢/ ()~ (y) — idllop < min{l — ay, f — 1}

fir alle z,y € [a,b] mit ||[z—y|| < mik, wobei id := idgn. Seir €]0,1/my] (z.B.
r = 1/my) und = € [a,b] mit B,(z) C [a,b]. Wir kdnnen dann Lemma 7.9
auf die Funktion

By(z) = R", y— ¢(z) " o(y)

mit € := min{1 — ay, B — 1} anwenden (mit Ableitung ¢/(x) o ¢'(y) an der
Stelle y € B,(z)) und erhalten

Bor (¢ (2) ' ¢(x)) C ¢'(2) ' d(Br(x)) € Bpr (¢ (z) " 0(2)).
Folglich ist
Bor(¢(2) (@) € ¢'(2) " 0(Br(2)) € ¢'(2) " 6(B(2)) € Bpr (¢ (z) " 6(2)).
Anwenden von ¢'(z) fithrt auf
¢ (2)(A) € &(B,(x)) € ¢(B(x)) € ¢/(2)(B)

mit A := By, (¢'(x)"'¢(z)) und B := Bg,,(¢'(z)L¢(x)). Wir wenden ), an
und erhalten wegen Satz 7.1

| det ¢'(2)[An(A) < A(B(Br(x)) < | det ¢'(x)[An(B).

Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafies und seines Ver-
haltens unter Homothetien ist

An(A) = ()" Aa(By(2))

(g)"[ det ¢ ()| An(Br () < An B
< An(@(Br(x)) < (Br)"| det ¢'(x)|An(Br (). (75)



Fiir festes & € N unterteilen wir die Intervalle [a1, 1], ..., [apn, b,| dquidistant
in je my, Teilintervalle; diese fithren auf eine Partition von [a,b] in (mg)"”
Teilquader @; mit i € {1,..., (mg)"}. Sei z; der Mittelpunkt von @Q;. Der
Quader @;, sein Inneres By, (z;) und sein Abschluss B /mi () haben das
gleiche MaB. Also liefert (75), dass

()" | det @' (:)| An(Q:) < Aa(d(Qi)) < (Bi)"| det ¢ (2:) [ An(Qs).
Daraus folgt

(mg)" (my)™
M) = 3 Ml(@0) < (3" Y et (@)1A(Q) = () [ e,

mit der durch hy(z) := |det ¢'(z;)| fiir z € Q; gegebenen Stufenfunktion.
Analog ist

n

(my) (mg)™

MB(@) = 3 M(6(Q)) 2 (0" 3 det ) An(@0) = (00)” [ b,
folglich
)" [ e dhe < 26(Q) < )" [ e (76)

Wegen (74) gilt

|hi(z) — |det ¢/ (z)|| < fir alle z € Q,

| =

so dass also hi(z) — | det ¢'(z)| gleichméaBig (also auch punktweise) in z € Q.
Weiter ist die konstante Funktion

Q — [0,00[, x> sup |det¢'(y)]
y€[a,b]

eine bzgl. \,, iber ) integrierbare Majorante fiir die Funktionenfolge (hy)ren-
Der Satz iiber majorisierte Konvergenz liefert also

/ hy d\, — / | det ¢' ()] d\, (z) fiir k — oc.
Q
Da zudem aj, — 1 und 5y — 1, folgern wir aus (76), dass

/ [ det @' (x)| dAn(z) < An(0 / | det @' (z)| dA(z).
Q
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Also gilt
(6™l )(@) = M(0(Q) = / | det ¢/ ()] (),
Q

wobei die rechte Seite gleich dem Wert des Mafles | det ¢'(x)| dA,|v(x) ist,
angewandt auf (). Dies war zu zeigen. a

Bemerkung 7.10 Man kann die Substitutionsregel der Analysis 1 so umfor-
mulieren, dass die Ahnlichkeit zur obigen Transformationsformel klarer wird.
Sei hierzu ¢: [a, b] — R eine stetig differenzierbare und monoton wachsende
Funktion und f: ¢([a,b]) — R stetig. Dann ist

b o(b)
/ (f o d)(t) #(8) dt = /¢ L

bzw., als Lebesgue-Integral geschrieben,

/ (fod) ) §(t) dt = / fo) de.
o, o(a.b])

Ist dagegen ¢ monoton fallend, d.h. orientierungsumkehrend, so ist

b(b) ¢(a)
f(z)de = — f(q:)dx:—/ f(z)dx.
¢(a) »(b) o([ab])

Da hier stets ¢'(t) > 0 (bzw. ¢'(t) < 0) wegen der Monotonie, lassen sich die
beiden Identitaten zusammenfassen zu

[ teowiswid = [ fwar (™
[a.0]

o ([a,b])

[ oo ea-

Anhang zu Kapitel 7: Erkennen von Lebesgue-Nullmengen

Um die Transformationsformel auf gegebene Integrale anwenden zu konnen,
ist es oft notig, zuerst gewisse Borelmengen vom Mafl 0 im Integrationsbe-
reich wegzulassen. Es ist daher wichtig, Hilfsmittel zu haben, um Borel-
mengen A C R™ mit \,(A) = 0 erkennen zu kénnen. Wir haben bereits
zwei solche Hilfsmittel kennengelernt, namlich Folgerung 6.9 iiber Graphen
und Beispiel 7.5 tiber echte Untervektorrdume (und echte affine Unterrdume).
Fir die Allgemeinbildung erwahnen wir noch eine weitere Quelle messbarer
Mengen vom Ma$ 0, eine Variante des Satzes von Sard (wobei wir den Beweis
in der Vorlesung iiberspringen).
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Satz 7.11 Seien k < n natiirliche Zahlen, U C RF eine offene Teilmenge
und f: U — R" eine Funktion, die lokal Lipschitzstetig ist, d.h. jeder Punkt
x € U hat eine Unmgebung W, C U derart, dass f|w, Lipschitzstetig ist.
Dann ist f(U) eine Borelmenge in R™ mit

A(f(U)) = 0.

Dies bleibt auch giiltig, wenn (allgemeiner) U eine relativ abgeschlossene Teil-
menge einer offenen Teilmenge V C RF ist.

Beweis. Sei V C RF offen und U = V N A mit einer abgeschlossenen
Teilmenge A C R*. Wir diirfen annehmen, dass all die Umgebungen W,
relativ offen in U sind und somit von der Form

W,=P,NA

mit einer offenen Teilmenge P, C V. Da P, offen in R" ist und z € P,, gibt
es einen Quader [a,,b,] € P, mit a,,b, € Q" und = € [a,, b,] (vgl. Beweis
von Folgerung 5.17). Die Mengen K, := [a,,b,] N A C W, sind kompakt,
flk, ist Lipschitzstetig und

K:={K,:x€U}

ist eine abzdhlbare Menge mit U = | J, . Kz = Uy K- Dann ist

FU)=J F(K)

Kek

eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten (somit abgeschlossenen und somit
messbaren) Mengen, also eine Borelmenge. Wir brauchen nur noch zu zeigen,
dass \,(K) = 0 fir alle K € K. Sei K gegeben und L eine Lipschitzkonstante
fiir f|x beziiglich den Maximumnormen auf R* und R”. Esist K = [a,b] N A
fir Punkte a = (a,...,ax) und b = (by,...,by) € QF mit a; < b; fiir
alle j € {1,...,k}. Fiir jedes m € N konnen [a, b] als Vereinigung von m*
Teilquadern schreiben, indem wir jedes der Intervalle [a;,b;] dquidistant in
m Teilintervalle aufteilen. Sei ) solch ein Teilquader. Ist Q N K # (), so gilt
fir den Durchmesser

diam(Q N K) < diam(Q) = — diam([a, b)).

m

140



Die Lipschitzstetigkeit impliziert nun

diam(f(QNK)) < Ldiam(Q N K) <

3|

diam([a, b]).
Es ist also f(Q N K) in einer abgeschlossenen Kugel B vom Radius
~ diam([a, 1)) = C/
— diam =
— diam([a, m
mit C' := Ldiam([a, b]) enthalten. Wegen A\, (B) = (2C/m)™ gilt somit

M(f(@NK)) < (2C/m)". (78)

Ist @ N K =0, gilt (78) trivialerweise. Da K = (J,(Q N K), folgt

A(F(K)) <D M(fQNK)) <m*(2C/m)" = m*"(20)".
Q
Da k < n, gilt mF="(2C)" — 0 fiir m — oo; also ist A\, (f(K)) = 0. O

Bemerkung 7.12 In der Analysis 2 haben wir gesehen, dass jede stetig
differenzierbare Funktion f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R¥
lokal Lipschitzstetig ist. Ist & < n, so ist also A, (f(U)) = 0.

Das aus Beispiel 7.5 uns schon bekannte Ergebnis kann man alternativ auch
mit Satz 7.11 begriinden:

Beispiel 7.13 Jeder echte Untervektorraum F' von R™ und allgemeiner jeder
zugehorige affine Unterraum F' + z mit x € R” ist eine Borelmenge vom
Mafl \,(F + z) = 0, denn F ist das Bild einer affin-linearen (und somit
Lipschitzstetigen) Abbildung f: R* — R™ mit k < n.
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8 Beispiele von Koordinatentransformationen

Wir diskutieren nun Koordinatentransformationen, die in der Praxis haufig
gebraucht werden (ebene und rédumliche Polarkoordinaten sowie Zylinder-
koordinaten).

Ist der Integrand eines Mehrfachintegrals eine rotationssymmetrische Funk-
tion (bzw. invariant unter Rotationen um die z-Achse), so lassen sich
Integralberechnungen durch Ubergang zu Polar- bzw. Zylinderkoordinaten
haufig stark vereinfachen.

8.1 Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Inte-
grationsbereiche durch Koordinatentransformationen (d.h. durch eine geeignete
Parametrisierung) in Quader iiberfiihrt, auf denen Integrale iterativ berech-
net werden kénnen. Im folgenden schauen wir uns die fiir die Praxis wichtig-
sten Koordinatentransformationen an: Ebene und raumliche Polarkoordi-
naten (auch bekannt als “Kugelkoordinaten”) sowie Zylinderkoordinaten.

Polarkoordinaten in der Ebene. Die Punkte der Ebene lassen sich
anhand ihres Abstands r zum Ursprung und des (im Gegenuhrzeigersinn
gemessenen) Winkels ¢ zur z-Achse (den sog. “Polarkoordinaten”) beschreiben:

P:[0,00[ x [0,27] — R?, P(r,¢) := (rcos¢,rsing). (79)
Die Jacobi-Matrix von P in (r, ¢) ist gegeben durch

Ccos —rsin
J(T:¢)(P) = ( . gb ¢ ) )

sin ¢ 7 COS ¢
und ihre Determinante ist gleich r; fiir r > 0 ist die Matrix J,. 4 (P) also in-
vertierbar. Man beachte, dass P nicht injektiv ist; z.B. ist P(r,0) = P(r, 27).
Jedoch erhalt man einen Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen
von R? wenn man den Definitionsbereich zu ]0, oo x ]0, 27| verkleinert und
im Bild die nicht-negative z-Achse weglédsst: Die Einschrankung von P zu
einer Abbildung

10, 00 x 10, 27c[ — R?\ ([0, oo[ x {0})
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ist ein Diffeomorphismus. Nach der Transformationsformel (Satz 7.7) ist eine
Funktion f: R?\ (]0,00[ x{0}) — R somit genau dann integrierbar, wenn
die Funktion

(r, §) — f(P(r, gb)) - |det P'(r,¢)| = f(rcosg,rsing)-r

auf |0, o[ x ]0, 27| integrierbar ist. Da Nullmengen beim Integrieren wegge-
lassen werden diirfen, erhalten wir fiir jede messbare Funktion f: R? — R

/ fdh = / fdhy = / f(rcoso,rsing)rdis(r, ¢)
R2 R2\([0,00[ x{0}) 10,00[ % 0,27

— / f(rcosg,rsing)rdiy(r, @)
[0,00][ % [0,27]

= / f(rcos,rsing)rdodr, (80)
[0,00[ /[0,27]

wann immer einer (und somit jeder) der Integranden integrierbar ist. Hierbei
haben wir zunéchst die Nullmenge [0, co[ x{0} beim Integrieren weggelassen,
dann die Transformationsformel benutzt, dann die Nullmengen {0} x [0, 27]
und [0, oo[ x{7, —7} hinzugenommen und schlielich den Satz von Fubini
benutzt.

Wichtig ist, vor Anwendung der Transformationsformel zu priifen, ob die
“Ausnahmemengen” auf beiden Seiten Nullmengen sind.

Beispiel 8.1 Als Anwendung von (80) berechnen wir das Integral [, e du.
Dazu betrachten wir die Funktion

fiRT =R, f(ry) = e Y

Diese ist rotationssymmetrisch; mit Polarkoordinaten, (80) und der Substi-
tution s = r? erhalten wir

RQ

o] 21 o
fz,y) dro(z,y) = / / e_’"grdgbdr = 27r/ e rdr
o Jo o

. _ et
= 7 €st:’/Thm|:—6S}0
0 t—o00

= nlim(1—-e) = 7.
t—o0
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Insbesondere ist also f integrierbar. Andererseits erhalten wir mit dem Satz
von Fubini:

/ e Ay (z,y) = //e_gcze_y2 dedy = /(/e‘x2 dx) e dy
R? R JR R \JR
2 2 2 2
= /e“ dm~/ey dy:(/eac d:r;) ,
R R R

/Rex2 dv = /7 (81)

folgt. Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale

Rolle.

so dass schlieBlich

Zylinderkoordinaten. Die Punkte des Raums lassen sich mittels ihrer z-
Koordinate, ihres Abstands r von der z-Achse und des (im Gegenuhrzeigersinn
gemessenen) Winkels ¢ ihrer Projektion auf die z-y-Ebene zur z-Achse beschreiben
(also mittels der sog. “Zylinderkoordinaten” (r, ¢, z)):

Z:[0,00[x[0,27] x R = R*,  Z(r,¢,2) = (rcosgb,rsingb, z).

Hier ist
cosp —rsing 0
Joro(Z) = | sing rcosg 0
0 0 1
und somit

det J(T’¢7Z)(Z) =r 7& 0

fiir » > 0. Die Einschrankung von Z auf
10, 00[ X |0, 27 xR
ist ein Diffeomorphismus auf die offene Menge 27
R* \ ([0, 00[x{0} x R).

Hierbei wurden im Definitionsbereich und im Bild wieder lediglich Nullmen-
gen weggelassen.

2"Diese Abbildung ist nimlich eine Bijektion, und da ihr Differential an jeder Stelle nach
dem Vorigen invertierbar ist, ist die Abbildung nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion
ein Diffeomorphismus.
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Raumliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten). Die Punkte des
Raums lassen sich mittels ihres Abstands r zum Ursprung, des Winkels 6 zur
z-Achse (Breitengrad) und des im Gegenuhrzeigersinn gemessenen Winkels
¢ ihrer Projektion auf die z-y-Ebene zur z-Achse (Langengrad) beschreiben
(also durch die sog. “Kugelkoordinaten” (r,6, ¢)):

K: 0,00 x[0,7] x [0,27] — R3,

K(r,0,¢) = (r sin 6 cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos 6) .
Man erhalt

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
Jiro,0)(I) = sinfsin¢g rcosfsing 7rsinfcos¢
cos —7rsinf 0

mit Determinante
det Jip.0)(K) = r*sinf > 0

fur » > 0 und 6 € )0, w[. Die Einschréinkung von K auf
10, 00[ x 10, 7 x |0, 27|

ist ein Diffeomorphismus auf die offene Menge R*\ ([0, oo x{0} x R), wobei
in Definitionsbereich und Bild nur Nullmengen weggelassen wurden. 2
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Teil IV : Integration iiber
Untermannigfaltigkeiten

In der Analysis 2 haben wir bereits Kurven in R" eine Lange zugeordnet (also
ein “eindimensionales Volumen”) und Funktionen iiber Kurven integriert. In
dhnlichem Sinne wiirden wir gern auch Flichen in R? (z.B. der Oberfliche der
Einheitskugel) einen Flacheninhalt zuordnen kénnen und Funktionen iiber
solche Flachen integrieren.

Im vorigen Kapitel haben wir zur Berechnung von Integralen iiber Teilmen-
gen von R" stets das Lebesgue-Borel-Mafi A\, benutzt. Fir die jetzigen
Zwecke taugt das Lebesgue-Borel-Maf3 allerdings nicht, denn Flachenstiicke
in R3 sind As3-Nullmengen, so dass alle Integrale bzgl. A5 iiber solche Mengen
verschwinden. Man muss also anders vorgehen: Wir werden jeder Flache M
ein Maf} Sy zuordnen, welches ihren Flécheninhalt (und den Flécheninhalt
ihrer Teilmengen) misst.

Zunachst prazisieren wir in Kapitel 9, was genau wir unter Flachen in R”
(bzw. ihren hoher-dimensionalen Verallgemeinerungen, sog. “Untermannig-
faltigkeiten von R™”) verstehen wollen. AnschlieBend ordnen wir jeder k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ ein Mafl Sy, auf (M, B(M))
zu, das sogenannte “Oberflichenmaf” (Kapitel 10). Man interpretiert dann
S (A) als das “k-dimensionale Volumen” der Borelmenge A C M. Insbeson-
dere ist Sy (M) das k-dimensionale Volumen von M.

9 Untermannigfaltigkeiten von R"

Grob gesagt sind Untermannigfaltigkeiten von R™ “schéne” und “glatte” Teil-
mengen kleinerer Dimension wie z.B. der Kreis

Sy = {(z,y) e R*: 2> +¢* =1}

in R?, die Einheitssphire Sy := {(z,y,2): 22 + y? + 22 = 1} in R?® oder der
Zylinder
{(z,y,2) eR*:2® + ¢ =1}

in R3. Der Einheitskreis S; lisst sich einerseits als Nullstellenmenge
Si = {(z,y) eR*: 2* +y* — 1 =0}
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beschreiben, andererseits auch durch einen reellen Parameter parametrisieren,
z.B. via t — (cost,sint). Analoges wird uns bei allgemeinen Untermannig-
faltigkeiten wieder begegnen: Zunacht definieren wir Untermannigfaltigkeiten
(lokal) als Nullstellenmengen geeigneter Funktionen. Anschliefend zeigen
wir, dass solche Untermannigfaltigkeiten sich immer lokal durch Parameter
beschreiben lassen und hierdurch auch charakterisiert sind.

Bemerkung 9.1 Beide Sichtweisen kennen wir aus der Linearen Algebra,
wo man Untervektorraume einerseits als Losungsmengen homogener linearer
Gleichungssysteme erhalt, andererseits nach Wahl einer Basis durch eine Pa-
rameterdarstellung beschreiben kann.

Genauer: Gegeben k£ < n und eine Teilmenge £ C R" sind aquivalent:
(a) F ist ein k-dimensionaler Untervektorraum von R";

(b) E = kera fiir eine geeignete surjektive lineare Abbildung o : R" —
R"* (o hat also den Rang n — k);

(c) E = ima fiir eine geeignete injektive lineare Abbildung o : R¥ — R™
(c hat also den Rang k);

(d) a(E) = RF x {0} C R" fiir eine geeignete bijektive lineare Abbildung
a: R" — R™

Es ist niitzlich, diese Charakterisierungen k-dimensionaler Untervektorraume
im Hinterkopf zu behalten; im Folgenden begegnen wir nicht-linearen Vari-
anten dieser Bedingungen.

In diesem Kapitel seien stets k,n € N mit £ < n. Weiter sei r € NU {oc}.

Definition 9.2 Eine C"-Funktion f: U — R* auf einer offenen Teilmenge
U C R" heifit C"-Submersion (oder kurz: “Submersion”), wenn an jeder
Stelle z € U die Ableitung

f'(z): R* - R*

surjektiv ist, also die Jacobi-Matrix J;(z) € R**™ den vollen Rang & (und
somit linear unabhéngige Zeilen) hat. Zudem nennen wir jede Funktion
f: U — R%= {0} eine Submersion.
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Definition 9.3 Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale C"-Unter-
mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
U C R™ von a und eine C"-Submersion f: U — R"* gibt mit

MNU={zeU: f(x)=0}.

Statt von C*°-Untermannigfaltigkeiten spricht man auch von glatten Unter-
mannigfaltigkeiten; weiter nennt man 2-dimensionale Untermanngfaltigkeiten
auch Flachen.

Also sehen k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeiten von R"™ lokal aus wie
Nullstellenmengen von C"-Submersionen nach R"~*.

Beispiel 9.4 Jede offene Teilmenge U C R™ ist trivialerweise eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R", denn es ist U = f~!({0}) mit der Nullfunktion
f:U — R={0}.

Interessant und spannend ist der Fall k£ < n.

Beispiel 9.5 Der Einheitskreis S; ist eine 1-dimensionale glatte Unterman-
nigfaltigkeit von R?, denn f: R*\ {(0,0)} = R, f(z,y) == z* + y* — 1 ist
eine C*°-Funktion derart, dass mit U := R?\ {(0,0)}

S1 - {(:E7y) eU: f(xay) :0}

und

grad f(z,y) = (2z,2y) # 0
fir alle (z,y) € U, so dass f eine C*°-Submersion ist (in diesem Beispiel
konnen wir also sogar fiir alle a € Sy die gleiche Funktion f nehmen).

Beispiel 9.6 Die Einheitssphéare S, ist eine 2-dimensionale glatte Unterman-
nigfaltigkeit von R3 (also eine glatte Fliache), denn f: U — R, f(x,y,z2) :=
22 +y? + 2% — 1 ist eine glatte Funktion auf U := R3\ {(0,0,0)} derart, dass

Sy = {$€ U: f($ay7z):()}

und
fir alle (z,y,2) € U.
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Analog sieht man, dass die (n — 1)-dimensionale Einheitssphére
Su1 = {(@1,...,2n) ER™: 23 4+ 422 =1}
eine (n — 1)-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R ist.

Beispiel 9.7 Der Zylinder Z := {(z,y,2) € R?: 2% + y? = 1} ist eine 2-
dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R? (also eine glatte Fliche),
denn f: U = R, f(x,y,2) := 2% +y*> — 1 mit

U =R\ ({(0,0)} xR)
ist eine C'°-Funktion derart, dass

Z = {(,y,2) €U: f(x,y,2) = 0}

und
grad f(z,y,z) = (238, 2y, O) # 0 fir alle (z,y,2) € U.

Beispiel 9.8 Der Einheitskreis S; x {0} C R? in der zy-Ebene ist eine 1-
dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R3, denn es ist

S1 x {0} = {(z,y,2) € U: fi(x,y,2) = falz,y,2) =0}
mit
U:=R*\{(0,00} xR

und den C*®°-Funktionen f;: U — R, fi(x,y, 2) := 2*+y?’~1und fo: R® - R,
fa(x,y, 2) := z, deren Gradienten

gradfl(:lt,y,z) = (21‘, an O)

und
gradfz(x,y,z) = (07 07 1)
linear unabhéngig sind fiir alle (x,y,z) € U.

Bei der Definition von Untermannigfaltigkeiten haben wir uns von Bemer-
kung 9.1 (b) leiten lassen. Wir haben die lokale Beschreibung von Unterman-
nigfaltigkeiten als Nullstellenmengen zu ihrer Definition gewahlt, da diese
Bedingung fiir konkrete Beispiele leicht nachzupriifen ist. Dass Untermannig-
faltigkeiten tatséchlich “schone” und “glatte” Mengen sind (die sich also zum
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Beispiel lokal durch C"-Funktionen parametrisieren lassen), sieht man dieser
Definition nicht direkt an, sondern muss es beweisen. Die Parametrisierun-
gen, mit denen wir arbeiten wollen, sollen insbesondere sogenannte topolo-
gische Finbettungen sein und Immersionen. Diese und weitere niitzliche Be-
griffe stellen wir jetzt bereit.

Definition 9.9 Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
heiflt topologische Finbettung, wenn die Ko-Einschrankung

fIP0: X = f(X)

ein Homoomorphismus ist, d.h. f ist stetig, injektiv und die Umkehrabbil-
dung (fIF™)~1: f(X) — X ist stetig, wenn man das Bild f(X) mit der
von Y induzierten Topologie versieht.

Man nennt f dann auch einen Homoomorphismus auf das Bild.

Lemma 9.10 Ist K ein kompakter topologischer Raum undY ein Hausdorff-
scher topologischer Raum, so ist jede injektive stetige Abbildung f: K — 'Y
eine topologische Einbettung.

Beweis. Nach Ersetzen von Y durch f(K) diirfen wir annehmen, dass f bi-
jektivist. Die Umkehrabbildung g := f~': Y — K ist stetig, wenn wir zeigen
konnen, dass das Urbild g7!(A) in Y abgeschlossen ist fiir jede abgeschlossene
Teilmenge A C K. Da K kompakt ist, ist auch A kompakt, somit auch

g7 (A4) = f(4)
kompakt als stetiges Bild einer kompakten Menge. Da Y Hausdorffsch ist,
ist die kompakte Teilmenge f(A) in Y abgeschlossen. O

Lemma 9.11 Ist f: X — Y eine topologische Einbettung und S C X eine
Teilmenge, so ist auch f|s eine topologische Einbettung.

Beweis. f|g ist injektiv, stetig und (f|£(s))_1 = (f]f(X))_1|J§(S) ist stetig. O

Beispiel 9.12 Gegeben a €10, 27| ist die Abbildung
¢:[0,a] =S, t+ (cost,sint)

stetig und injektiv, also eine topologische Einbettung, da [0, o] kompakt ist
(nach Lemma 9.10). Nach Lemma 9.11 ist auch ¢|jgq[ eine topologische
Einbettung.
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Definition 9.13 Eine C"-Funktion f: U — R™ auf einer offenen Teilmenge
U C R heiBt C"-Immersion (oder kurz: “Immersion” ), wenn an jeder Stelle
x € U die Ableitung

f'(z): R* - R"

injektiv ist, also die Jacobi-Matrix J;(z) € R™* den vollen Rang k (und
somit linear unabhéngige Spalten) hat.

Beispiel 9.14 Die glatte Abbildung f: R — R?, ¢ — (£2,3) ist keine Im-
mersion, denn es ist J;(¢) = (2t,3t?), also J;(0) = (0,0) vom Rang 0. Das
Bild von f wird tibrigens die Neilsche Parabel genannt.

Definition 9.15 Sei M C R” eine Teilmenge. Eine C"-Abbildung ¢: W —
R™ auf einer offenen Teilmenge W C R* mit Bild ¢(W) C M heifit lokale
C"-Parametrisierung von M, wenn gilt:

(a) ¢ ist eine C"-Immersion;
(b) ¢ ist eine topologische Einbettung; und

(c) ¢(W) ist relativ offen in M.

Kiirzer spricht man auch von einer C"-Parametrisierung von M. Gegeben
a € M nennt man ¢ (wie zuvor) eine lokale C"-Parametrisierung um a, wenn
a € ¢(W). Ist (W) = M, so nennt man ¢ eine globale C"-Parametrisierung
von M.

Bemerkung 9.16 Dass eine C"-Abbildung ¢: W — M C R” eine C"-
Submersion ist, lasst sich durch Berechnen der Jacobi-Matrizen Jy,(z) oft
leicht nachrechnen. Um Bedingung (b) aus Definition ?? nachtzupriifen,
konnen die Lemmata 9.10 und 9.11 hilfreich sein. Ist bereits bekannt, dass
M C R™ eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit ist, so folgen die Be-
dingungen (b) und (c) in Definition 9.15 iibrigens aus (a) und brauchen nicht
nachgepriift zu werden (wie wir in Lemma 9.24 sehen werden).

Beispiel 9.17 (Parametrisierung eines Graphen). Ist U C R* offen
und f = (f1,..., fa_k): U = R"* eine C"-Abbildung, so ist

¢o:U—=R", ox) = (x, f(x))
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eine C"-Immersion. Die der Ableitung ¢/(x) € L(R*,R") entsprechende Ja-
cobimatrix J,(z) ist ndmlich von der Form

10 0
01 0
Js(x) >
x pr— ey
’ Jy ()
0 0 1
*

(mit der (k x k)-Einheitsmatrix 1;) und hat daher offenbar fiir jedes x € U
den Rang k. Sei M der Graph von f. Dann ist offenbar M = ¢(U) und ¢
injektiv, denn es gilt

pryla o ¢ =idy
mit pry: R x R"* — Rk (x,y) — x. Da pr, stetig ist, ist auch (¢|*)~! =
pry | s stetig und somit ¢ eine topologische Einbettung. Also ist ¢ eine globale
C"-Parametrisierung des Graphen M.

Bemerkung 9.18 Es sei M C R” eine Teilmenge, ¢: W — R" eine lokale
C"-Parametrisierung fiir M und ¢: R" — R" ein C"-Diffeomorphismus (z.B.
eine invertierbare lineare Abbildung). Dann ist ¢ o ¢ eine lokale C"-Parame-
trisierung fiir (M ).

[Fiir alle x € W ist (¢ o ¢)'(z) = ¥(¢(x)) o ¢’ () injektiv, also ¥ o ¢ eine Im-
mersion. Da wﬂM): M — (M) ein Hombomorphismus ist, ist 1 (p(W)) =
G (@(W) offen in (M). Weiter ist (1 0 ¢)|*“M) = y[SF o g™
ein Hom6omorphismus. |

Wir werden gelegentlich Koordinaten vertauschen, um die Situation zu vere-
infachen und wenden also den vorigen Sachverhalt an, wenn ¢ (x) = Px mit
einer Permutationsmatrix P.

Definition 9.19 Eine Matrix P € R™*" heifit Permutationsmatriz, wenn
eine Permutation m € S,, der Menge {1,...,n} existiert derart, dass

Aej = en(y)

fir alle j € {1,...,n}.
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Satz 9.20 (Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten) Fiir eine
Teilmenge M C R"™ sind daquivalent:

(a) M ist eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit von R™;

(b) M sieht (ggf- nach einer Permutation der Koordinaten) lokal aus wie
ein Graph einer R *-wertigen C"-Funktion von k Variablen;*8

(c) M erlaubt um jeden Punkt a € M eine lokale C"-Parametrisierung;

(d) M sieht lokal aus wie R* x {0} in R", d.h. fiir jedes a € M existiert
eine offene a-Umgebung U C R", eine offene Teilmenge V- C R"™ und
ein C"-Diffeomorphismus ¥ : U — V derart, dass

Y(UNM)=Vn(R"x {0}.

Das folgende Lemma hilft uns beim Beweis des Satzes.

Lemma 9.21 (Parametrisierungen zu Diffeomorphismen fortsetzen)
Es sei M C R"™ eine Teilmenge, W C R* eine offene Teilmenge, ¢: W — R"
eine lokale C"-Parametrisierung von M und © € W. Dann existiert eine
offene T-Umgebung Wy C W und ein C"-Diffeomorphismus ¢: U — V' zwi-
schen offenen Teilmengen U,V C R™ = RF x R"™* derart, dass gilt:

(a) UnN(R*F x {0}) =W, x {0};
(b) ¥(x,0) = ¢(x) fir alle x € Wy; und
(¢) Y(U)NM = $(Wo).
Nach (a), (b) und (c) ist dann also
Y(U)NM = (U N (RY x {0})). (82)

o
o

Beweis. Da ¢ eine Immersion ist, hat die Jacobi-Matrix Ju(T) € R™**
den vollen Rang, ihre Spalten g—i(f), e g—i(%) sind also linear unabhéngig.
Mit dem Basiserginzungssatz finden wir i; < iy < -+ < i, in {1,2,...,n}

derart, dass
o9 09 _
Fr (@), ..., R (T), €y Cigy ouvy Ci (83)

28Damit meinen wir: Fiir alle a € M existiert eine Permutationsmatrix P € R"*"
und eine offene P(a)-Umgebung V' C R"™ derart, dass P(M) NV = graph(g) fiir eine
C"-Funktion g: W — R"™* auf einer offenen Teilmenge W C RF.
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eine Basis von R" ist (wobei ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren von R”
sind). Dann ist

thXRnﬂk_)an ({L‘,tl,... Ttk l—}gb +Zt€lj

eine C"-Abbildung, deren Jacobi-Matrix in T die nxn-Matrix mit den linear
unabhéngigen Spalten (83) ist und somit eine invertierbare Matrix. Nach
dem Satz iiber die Umkehrfunktion finden wir nun eine offene Umgebung
P C W x R"* von (7,0) derart, dass h(P) offen in R™ und h|p: P — h(P)
ein C"-Diffeomorphismus ist. Nach Verkleinern von P diirfen wir annehmen,
dass P = Wy x Y mit einer offenen Umgebung Wy von T in W und einer
offenen 0-Umgebung ¥ € R"*. Da ¢ eine topologische Einbettung und
o(W) in M relativ offen ist, ist ¢(Wy) relativ offen in M. Es gibt also eine
offene Teilmenge ) C R™ derart, dass

p(Wo) = MNQ (84)

(wobei die linke Seite auch gleich h(W, x {0}) ist). Nach Ersetzen von @
durch @ N h(P) diirfen wir annehmen, dass @ C h(P). Setzen wir U :=
(h]p)"H(Q), so ist also

i=nhlg:U—Q

ein C"-Diffeomorphismus. Fiir z € Wy ist (x,0) € P und
hz,0) = ¢(x) € o(Wo) € Q,
also (x,0) € U. Somit gilt
Wy x {0} C UN(R" x {0})

und wir haben sogar Gleichheit der zwei Mengen (und somit (a)), denn fiir
(z,0) € U N (R* x {0}) folgt aus

¢(x) = ¢(x,0) e MNQ = o(Wo),

dass x € Wy. Per Definition von A (also auch v) gilt (b). Da ¢(U) = @,
folgt (c) aus (84). 0
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Bemerkung 9.22 In der Situation von Lemma 9.21 sei ) C ¥(U) eine
offene ¢(7)-Umgebung. Setzen wir W, := ¢~ 1(Q) und U; := ¥ ~1(Q), so
gelten die Schlussfolgerungen des Lemmas auch fir ¢|y, und ¢|y,: Uy — Q@
an Stelle von ¢|w, und .

[(b) ist klar und weil ¢p(W;) = M N Q, folgt (c). Fir x € Wy ist ¢(x,0) =
o(r) e MNQ CQ, also (z,y) € Uy und somit

Wy x {0} C U, n (RF x {0}).
Die zwei Mengen sind gleich, denn ist (z,0) € U; N (R* x {0}), so ist ¢(x) =
W(x,0) € M NQ = ¢(Wy), also x € W]

Beweis von Satz 9.20. (a)=(b): Ist M eine C"-Untermannigfaltigkeit
von R™ und a € M, so finden wir eine offene a-Umgebung U C R™ und eine
CT-Immersion f: U — R** derart, dass

MNU={ze€U: f(x) =0}.

Da f eine Submersion ist, hat die Jacobi-Matrix J;(a) € R®=%>" den vollen
Rang, es gibt also
i1<...<ij in{l,...,n}

derart, dass die Spaltenvektoren

of aof
o (a),..., i (a)

(85)

in R"* linear unabhingig sind. Es sei 7 eine Permutation von {1,...n}
derart, dass
n(k+7)=14; firalleje{l,...,n—k},

und P € R™" die zugehorige Permutationsmatrix. Dann ist P~1U eine
offene Umgebung von P~'a in R™ und

h: P7'U - R"* 2 f(Px)
eine C"-Submersion derart, dass
Jn(Pla) = Jr(a)P. (86)

Per Wahl von P sind die letzen n—k Spalten dieser Matrix genau die Vektoren
aus (85) und somit linear unabhingig; sie bilden eine Basis von R®* und
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ergeben hintereinander gestellt eine invertierbare (n — k) x (n — k)-Matrix.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es also eine offene P~la-
Umgebung V' C P~1U derart, dass

{z € V: h(x) = 0} = graph(g)

fiir eine C™-Funktion g: W — R auf einer offenen Teilmenge W C R*.
Hierbei ist f(Pz) = h(z) = 0 genau dann, wenn Pz € M, also x € P71 M.
Also ist

V NP 'M = graph(g).
(b)=-(c): Gegeben a € M sei P € R"™" eine Permutationsmatrix derart,

dass
V N PM = graph(g)

fiir eine offene Pa-Umgebung V' C R™ und eine C"-Funktion g: W — R"~*
auf einer offenen Teilmenge W C R*. Nach Beispiel 9.17 ist dann
o: W =R z—(x,9(x))

eine C"-Parametrisierung von graph(g) = PM NV um Pa und somit auch
fir PM. Nach Bemerkung 9.18 ist somit W — R", z — P~ !¢(x) eine
C"-Parametrisierung von M um a.

(c)=(d): Gegebena € M sei ¢: W — R" eine lokale C"-Parametrisierung
von M um a, mit einer offenen Teilmenge W C R*. Es gibt ein T € W mit
¢(T = a. Seien nun Wy C W und ¢: U — V wie in Lemma 9.21; insb. gilt
nach (82) also

YU N R x {0}) =V nM. (87)

Dann ist »~': V — U ein C"-Diffeomorphismus derart, dass a = ¢(Z) =
¥(7,0) € V; Anwenden von ¢! auf (87) zeigt, dass zudem

IV N M) =Un (R x {0}).

(d)=(a): Gegeben a € M sei ¢p: U — V ein C"-Diffeomorphismus zwischen
offenen Teilmengen U,V C R" derart, dass a € U und

Y(UNM)=Vn(R"x{0}).

Seien 1, ..., 1, U — R die Komponenten von ), betrachtet als Abbildung
nach R™. Setzen wir f := (11, ...,%,): U — R** soist nach dem Vorigen

UNM = v HVnRFx{0})={reU: ) ecRx{0}}
= {zeU: f(z) =0}
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Da 9 ein Diffeomorphismus ist, ist Jy(z) fiir jedes x € U eine invertierbare
Matrix, also die Zeilen von Jy(z) linear unabhéngig. Nun sind die Zeilen von
J(x) die n — k letzen Zeilen von Jy(z), also linear unabhéngig, somit J;(z)
von vollem Rang n — k. Also ist f eine Submersion. [

Das folgende Hilfsresultat ist niitzlich:

Lemma 9.23 FEs sei M C R” eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit
und f: Q — R™ eine C"-Abbildung auf einer offenen Teilmenge Q C RY, mit
f(@) € M. Dann ist fir jede lokale C"-Parametrisierung ¢: W — M die
Menge f~H(&(W)) offen in Q und

he f7H (W) — RY, x e o7 (f(2)
eine C"-Abbildung. Ist f eine Immersion, so auch h.

Beweis. Da f|M: Q — M stetig ist und ¢(W) offen in M, ist f=1(d(W)) =
(fIM)~L(¢(W)) eine offene Teilmenge von Q. Gegeben z € f~(¢(W)) wen-
den wir Lemma 9.21 auf ¢ und T := f(z) an; es seien Wy C Wund ¢p: U — V
wie im Lemma. Fiir z in der offenen Teilmenge f~'(¢ (7)) von Q ist

v (f(2) = (07 (f(2)),0) = (h(x),0) (88)

eine R"-wertige C"-Funktion von x, also auch h(z). Ist f eine Immersion,
so ist (v~ 1o f)(x) = (1) (f(x)) o f'(x) eine injektive lineare Abbildung,
deren Bild wegen (88) in R* x {0} enthalten ist. Folglich ist auch h'(z) =
pr; o (W1 (f(x)) o f/(x) injektiv und somit h eine Immersion. O

Lemma 9.24 Ist M C R" eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit,
W C RF offen und ¢: W — M eine injektive C"-Immersion, so ist ¢ eine
lokale Parametrisierung fur M.

Beweis. Fiir den Beweis braucht man nur zu zeigen, dass ¢ eine “offene”
Abbildung ist, also ¢(Q) offen in M (mit der von R™ induzierten Topologie)
ist fiir jede offene Teilmenge Q C W. Dann ist ndmlich (da man @ := W
wéhlen kann) ¢(W) offen in M (somit die dritte Bedingung in der Definition
einer lokalen C"-Parametrisierung erfiillt); zudem ist f := ¢~1: ¢(W) — W
stetig, da f~1(Q) = ¢(Q) offen in M ist fiir jede offene Teilmenge Q C W
(und somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt, ¢ ist eine topologische
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Einbettung).

Konnen wir zeigen, dass jeder Punkt a € W eine offene Umgebung W, C W
besitzt derart, dass ¢|w, eine offene Abbildung ist, so ist auch ¢ eine offene
Abbildung, denn fiir jede offene Teilmenge () C W ist wegen Q = QNW =

QN UaeW W, = UaGW(Q N Wa) dann

$(Q) = ¢><U<@mwa>) = Jo@nw,) = | olw. (@)

acW acW acW
offen in M als Vereinigung offener Mengen.

Sei a € W und ¢¥: V — R” eine lokale C"-Parametrisierung von M mit
¢(a) € (V). Nach Lemma 9.23 ist dann

h: ¢ (V) = VCRY, zm ¢ (o(z))

eine C"-Immersion, wobei der Definitionsbereich von h eine offene Teilmenge
von R¥ ist. Als injektive lineare Selbstabbildung von R* ist 4’(a) invertierbar.
Der Satz iiber die Umkehrfunktion liefert daher eine offene Umgebung P C
¢ H(w(V)) von a derart, dass h(P) C V offen ist und hlp: P — h(P) ein
Diffeomorphismus. Folglich ist h|p eine offene Abbildung und somit ist auch
¢lp = Y oh|lp: P — M eine offene Abbildung als Komposition offener
Abbildungen. Nun setze W, := P. O

Beispiel 9.25 Schliellich sehen wir uns noch eine Parametrisierung der zwei-
dimensionalen Sphére (durch Polarkoordinaten) an. Wir betrachten die
glatte Abbildung

sin € cos ¢
P:R* =R P#¢) := | sinfsing
cos
mit der Jacobi-Matrix

cosfcos¢p —sinfsing
Jp(0,9) = | cosfsing sinfcos¢
—sinf 0
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Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn sin § # 0. Die Einschriankung
von P auf die offene Menge |0, 7[ xR ist also eine C'*°-Immersion, und

P(]O,W[ xR) = {(x,y,z)€R3:x2+y2+22:1, |z|7é1}

ist die Einheitssphare ohne Nord- und Stidpol. Die Einschrankung von P zu
einer Abbildung
10, [ x ]0, 27[ — R?

ist eine C*°-Immersion mit Bild in der glatten Mannigfaltigkeit Sy und in-
jektiv; die Abbildung ist nach Lemma 9.24 also eine C'*°-Parametrisierung
von Ss.

Der Wechsel zwischen zwei C"-Parametrisierungen wird durch einen C"-
Diffeomorphismus beschrieben.

Satz 9.26 (Umparametrisieren). FEs sei M C R" eine k-dimensionale
C"-Untermanmigfaltigkeit von R™. Sind ¢1: Wi — R™ und ¢o: Wy — R”
lokale C"-Parametrisierungen fiir M, so ist V := ¢1(W1) N po(Ws) offen
in M, fir j € {1,2} ist ¢;'(V) eine offene Teilmenge von W, und die
Abbildung

o (V) = 03 (V), = ¢y (dn(x)) (89)

ist ein C"-Diffeomorphismus.

Beweis. Da die Mengen ¢;(W;) und ¢o(W3) in M offen sind, ist auch die
Schnittmenge V' offen. Nach Lemma 9.23 haben die Abbildung in (89) und
ihre Umkehrabbildung einen offenen Definitionsbeeich und sind C™. O
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10 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

10.1 Das Oberflachenmaf} auf einer Untermannigfaltigkeit
mit einer globalen Parametrisierung

Wir wollen nun das Integral von Funktionen tiber k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten M von R" definieren. Dabei nehmen wir zunachst an, dass M
durch eine einzige Parametrisierung beschrieben werden kann. Sobald wir
diesen Spezialfall griindlich verstanden haben, wenden wir uns dem (deut-
lich aufwendigeren) allgemeinen Fall zu.

10.1 Motivation, Teil I. Zur Motivation betrachten wir zunachst wieder
ecine lineare Version. Es sei & < n, A € R™* eine n x k-Matrix vom
Rang k und W := [0, 1] der k-dimensionale Einheitswiirfel. Dann ist das n-
dimensionale Volumen von AW C R” gleich Null nach Beispiel 7.5 (und wenig
interessant). Wir wollen ein “k-dimensionales Volumen” von AW definieren.
Dieses soll sich nicht &ndern, wenn eine orthogonale Matrix (Drehmatrix)
T € O,(R) auf AW angewandt wird. Wie aus der linearen Algebra bekannt
ist, kann T so gewihlt werden, dass? TAR* = R* x {0} C R™. Die Projek-
tion
pri: R" =R xR*™™ 5 RF | (2,9) = 2

(die wir im folgenden durch die k x n-Matrix P beschreiben) bildet R¥ x {0}
bijektiv (und isometrisch) auf R* ab. Es ist plausibel, dass TAW und PT AW
daher das gleiche k-dimensionale Volumen besitzen sollen. Nun beschreibt
aber PT A eine bijektive lineare Abbildung von R¥ nach R* und somit ist

M(PTAW) = |det(PTA)| M(W) = |det(PTA)|

(vgl. Aufgabe H33). Diese Formel ist noch nicht sehr hilfreich, da sie die
orthogonale Matrix T enthélt (die wir wihlen mussten). Nun ist aber 3
|det(PTA)]? = det(A'T'P")det(PTA) = det(A'T'P'PTA)
= det(A'T'TA) = det(A'A). (90)

29Dies geht wie folgt: Wir withlen eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von ARF, erginzen
diese zu einer Orthonormalbasis vy, ..., v, von R™ und definieren dann T als die durch
Tv; = e; festgelegte Matrix, wobei ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren von R" sind,
dh. T := (vi,...,v,)" L.

30Man beachte: P!P beschreibt die Orthogonalprojektion R” — R™ mit Bild R* x {0} C
R* x R*~% = R"; wegen TARF = R x {0} ist somit P'PTA = TA.
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Damit haben wir eine brauchbare Formel fiir das k-dimensionale Volumen

von AW:
Volp(AW) = /det(AIA) .
Beachten Sie, dass det(A*A) > 0 nach (90).3!

Motivation, Teil II. Nun sei M C R”" eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit mit einer globalen Parametrisierung ¢ : R¥ O U — M. Wir be-
trachten einen Punkt xy € U und einen kleinen Wiirfel W := z4+[0,]* C U.
Da ¢ stetig differenzierbar ist, konnen wir ¢ um =z, linearisieren: Es ist

o(x) = ¢(xo) + Jy(xo)(x — z9) + R(2) fir x € U,
mit r
z=ao |2 — 2ol|2
Das Fléchenstiick ¢(W) sieht also etwa aus wie ¢(xg) + Js(20)([0,€]™), wobei

letztere Menge aufgrund unserer Voriiberlegungen zum linearen Fall das k-
dimensionale Volumen /det(Jy(z0)! J5(0)) Ae([0, €]*) haben sollte.

Es ist plausibel, dass man (wie beim 1-dimensionalen Riemann-Integral) eine
Approximation fiir das k-dimensionale Volumen von M erhélt, indem man U
in kleine Wiirfel aufteilt und die eben berechneten Volumina der linearisierten
Flachenstiicke aufaddiert. Da fiir feinere und feinere Unterteilungen die Ap-
proximation durch die Linearisierung immer besser wird, erwartet man, das
korrekte Volumen zu erhalten, wenn man die Summation durch ein Integral
ersetzt:

Vol (M) = /U VJdet(U(a) Jy(a)) dhn(a).

Nach diesen Vortiberlegungen ist der Weg zur Definition des k-dimensionalen
Volumens von Untermannigfaltigkeiten mit globaler Parametrisierung vorge-
zeichnet.

Im Rest des Kapitels halten wir 7 € NU {oo} fest; Untermannigfaltigkeiten
meinen C"-Untermannigfaltigkeiten, Immersionen meinen C"-Immersionen.

Definition 10.2 Essei U C R* offen, ¢: U — R" eine Immersion und .J, ()
ihre Jacobi-Matrix im Punkt x € U. Fiir jedes x € U ist

Gy(x) = Jy(x) Jy()

31 Alternativ: Die Matrix A’A ist positiv semidefinit und hat daher eine nichtnegative
Determinante.
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eine kx k-Matrix; die so erhaltene Matrix-wertige Funktion Gy: U — RF*k
heifit der Mafitensor von ¢. Die Funktion

9o U =R, gg(x) := det Gy(x)
wird die Gramsche Determinante von ¢ genannt.

Bemerkung 10.3 Da die Eintrige der Matrix .J,(z) stetig von x abhéngen,
sind G4 und gy4 stetige Funktionen.

Bemerkung 10.4 Offensichtlich ist G(z) eine symmetrische Matrix. Wir
zeigen nun, dass G4(x) sogar positiv definit ist und somit g4(x) > 0 fiir alle
zeU.

Beweis: Gegeben 0 # v € RF ist
VGy(zo = v'y(@) Js(x)v = (Je(z)v)' Ts(x)v = (¢'(x).0)'¢/(x).0
= |¢'(@)0lz > 0,
denn ¢'(x) ist injektiv (da ¢ eine Immersion ist) und somit ¢'(z).v # 0.

Bemerkung 10.5 Fiir Rechnungen ist oft zeitsparend, den Maf3tensor nicht
als Matrixprodukt zu berechnen, sondern mithilfe von Skalarprodukten: Es

ist
Gola) = Jola)du(a) = (G2 @ 52 @)) . o)

1,7=1

wobei %(m) = (%(m), ce %(z)) Da die Matrix symmetrisch ist, braucht
man tibrigens nicht alle Eintrage einzeln auszurechnen, was zusétzlich Arbeit

spart !

Definition 10.6 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
mit einer globalen Parametrisierung, d.h. es existiere eine offene Teilmenge
U C R* und eine C"-Parametrisierung ¢: U — M mit Bild ¢(U) = M. Wir
definieren das Oberflichenmaf Syr: B(M) — [0, 00[ auf M als das Bildmaf}

Sur = (61", (y/96(x) Ao (@)

des MaBes /gy (7) d\|y(x) auf (U, B(U)) mit Dichte /gy bzgl. A|y unter der
(stetigen und daher) messbaren Abbildung ¢|*: (U, B(U)) — (M, B(M)).
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Bemerkung 10.7 Das Oberflachenmafl Sy, ist also ein Mafl auf dem Mess-
raum (M, B(M)), wobei B(M) die Borelsche o-Algebra von M ist (hierbei
ist M mit der von R™ induzierten Metrik versehen). Die in der Definition
gegebene Beschreibung von Sy, macht klar, dass dies wirklich ein Maf ist.
In einer expliziten Formel bedeutet die Definition, dass

Su(E) = /¢_1(E) v/ 9o() dAg(x) fir alle £ € B(M). (92)

Insbesondere ist also Sy (M) durch die im zweiten Teil der Motivation 10.1
plausibel gemachten Formel (fiir Vol,(M)) gegeben.

In der vorigen Situation nennt man Sy (E) das k-dimensionale Volumen der
Borelmenge E C M. Ubrigens steht das “S” in S); fiir das englische Wort
“surface.”

Hinweis: Das suggestive Symbol “Vol,”, das uns fiir die Zwecke der Motiva-
tion gute Dienste leistete, wird im Folgenden nicht mehr benutzt.

Beispiel 10.8 (Oberflichenmafl auf einem Funktionsgraphen). Es
sei U C R* offen und h: U — R stetig differenzierbar. Aus Satz 9.20(b)
wissen wir, dass dann der Graph

M := {(z,h(z)): 2z €U}

ecine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R**! ist und ¢ : U — M,
¢(z) := (z, h(z)) eine globale Parametrisierung. Wir zeigen nun:

Die Gramsche Determinante von ¢ ist
go(x) = 1+ |grad h(z)]3. (93)

Somit ist das Oberflachenmafs auf dem Graphen M gegeben durch die Formel

SuB) = [ 1+ led @l v fir B e BOW),

wobei ¢~ (E) = pr,(E) mit pr; : R¥ x R — R*, (z,y) — x. Insbesondere
ergibt sich fir das k-dimensionale Volumen des Graphen M

Su(M) = [ \f1+ lerad @) dhu(o). (99
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Beweis: Wir haben
1
J¢(:p) = (Jh&))

1;

Go(e) = (e Jufa)') (MB)

wobel 1, die k x k-Einheitsmatrix ist.

und

) = 1y + Jh(x)tjh(x) )

1. Fall: Ist h/(z) = 0, so ist Gy(x) = 1 und somit gs(z) = det Gy(x) =
det 1, = 1 =1+ ||grad h(x)||3; also gilt (93).

2. Fall: Sei nun A'(x) # 0. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der
symmetrischen Matrix Gy(z). Ist v € ker h'(x), so ist J,(h)v = 0 und somit
Gg(x)v = v. Alle Vektoren # 0 aus dem (k — 1)-dimensionalen Kern von
W (z): RF — R sind also Eigenvektoren von Gy(x) zum Eigenwert 1. Aufler-
dem ist fiir den Vektor grad h(z) € R*, den wir uns als Spaltenvektor denken,

Gy(z)grad h(z) = gradh(z) — grad h(z)(grad h(x))tgrad h(z)
— (14 lgrad ()3 ) grad A(z)

so dass grad h(z) Eigenvektor von Gy (z) zum Eigenwert 1+ ||grad h(x)||3 ist.
Da grad h(x) senkrecht auf ker h'(x) steht,3? haben wir damit k paarweise
orthogonale Eigenvektoren gefunden. Weil die Determinante von Gy(x) das
Produkt der Eigenwerte der Matrix G, (z) ist, erhalten wir (93).

Beispiel 10.9 Mit den vorigen Formeln kann man ganz konkret Flacheninhalte
ausrechnen. Betrachten wir z.B. die Funktion

h:]-1,1> = R, h(z,y) = V1—22,

so ist der Graph M := {(z,y,h(z,y)): (z,y) € ]—1,1[*} ein halber Zylin-
der(mantel), der sich iiber dem Quadrat |—1, 1[? wolbt. Was ist der Flacheninhalt
von M7 Da

grad h(z,y) = (—\/%, O)

32Es ist ja b/ (z).y = (grad h(z),y) fiir y € R*.
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mit 14||grad h(x, y)||3 = =5, erhalten wir mit Formel (94) den Flicheninhalt

swon = [ ¢1+ Jarad bz, )} Aol )

1
= ——— d\y(z,vy) / / dxdy
/11[2\/1—562 ’ -1 V1

= / / ldudy =
—m/2

wobei der Satz von Fubini benutzt wurde und anschliefend die Substitution
x = sinu zur Berechnung des inneren Integrals.

Bisher haben wir die Frage ignoriert, ob das Oberflachenmaf} Sy, wohldefiniert
ist, unabhangig von der Wahl der globalen Parametrisierung ¢. Gliicklicherweise
gibt es keine Probleme:

Lemma 10.10 FEs sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
U,V C R¥ offene Mengen und ¢: U — M, v: V — M globale Parametrisierun-
gen. Dann gilt

0. (Vol@) dAlu(@)) = v (y/g0@) diuly(@))

d.h. Sy ist unabhdngig von der Wahl der globalen Parametrisierung.

Beweis. Nach Satz 9.26 ist 7 := ¢~ o: V — U ein Diffeomorphismus. Da
Y = ¢ o, gilt nach der Kettenregel Jy(x) = Jo(7(2)) o J(x) fiir alle z € V.
Daraus folgt

Gy(x) = Jy(@)'Ju(z) = Jo(2) Jo(r(2))" Jo(7(2)) ]7 ()
und somit gy(x) = det Gy(z) = (det J-(x)? go(7(x)) = (det 7/ (x))? g (7(2)).

Mit der Transformationsformel erhalten wir fir alle £ € B(M) nun wie
gewtinscht

/1111(E)\/g¢($) dhe(z) = /Vlgl(E)(:c) \/M\detT’(m)|d)\k(g;)

:1571(13) (r(2))

_ /U 11y (@) \/90(2) dA ()
= [, Vel @



O

Integrale bzgl. des Oberflachenmafles kann man explizit wie folgt ausrechnen:

Lemma 10.11 Es set M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
mit einer globalen Parametrisierung ¢: R¥ D U — M. FEine messbare Funk-
tion f: (M,B(M)) — (R, B(R)) ist genau dann bzgl. Sy tiber M integrierbar,
wenn die Funktion

U—=R, x> f(6(2))/96(x)

bzgl. des Lebesque-Borel-Mafles Ay, tiber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[ rasu = [ 1) Jale) anta). (95)

Die vorige Formel gilt auch fiir beliebige messbare Funktionen f: M — [0, ool

Beweis. Aufgrund der Allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.3) und
dem Satz iiber Integration bzgl. Maflen mit Dichten (Satz 5.1) ist jedes der
folgenden Integrale genau dann definiert, wenn die anderen es sind, und die
Integrale stimmen in diesem Falle iiberein:

[ sasu [ pdo. (o) dndo@) = [ 100) (yorla) anie)
= [ 166 yfaola) drnto). .

Beispiel 10.12 Wir betrachten den Fall £ = 1. Sei U = Ja,b[ C R ein
offenes Intervall und ¢ : U — R" eine Immersion, die eine Einbettung ist.
Nach Satz 9.20(c) ist das Bild M := ¢(U) eine 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R"™ mit globaler Parametrisierung ¢. Aus

Gy(x) = Jo(2)'Jo(z) = (¢'(2), ¢ (x)) = [¢'()l3

erhalten wir gg(z) = ||¢/(2)||3 und damit

b
Su(M) = / 16/ (@)]l2 dA(z) = / 16 (@)l de.
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Das ist die Formel, die in der Analysis 2 fiir die Lange der stetig differen-
zierbaren Kurve ¢ gefunden wurde. Das Integral einer integrierbaren (oder
nicht-negativen messbaren) Funktion f: M — R ist gegeben durch

/M fdSy = / (@) 16/@) 12 dda(z) ;

fiir stetiges f erhalten wir also ff f(é(x)) [|¢'(z)|| dz, das iibliche Wegintegral
aus der Analysis 2.

Beispiel 10.13 (Integrale iiber Funktionsgraphen). Wie in Beispiel 10.8
betrachten wir den Graphen M C R**! einer stetig differenzierbaren Funk-
tion h: R¥ D U — R. In diesem Falle kénnen wir das Integral einer mess-
baren Funktion f: M — R bzgl. Sy iiber M mit der folgenden Formel
explizit ausrechnen:

[ rasu = [ 1@h@) 1+ lead @l ane o0

wann immer eines (und somit beide) der Integrale definiert sind (siehe (95)
und (93)).

Wir halten noch eine Beobachtung fest.

Lemma 10.14 FEs sei M C R" eine k-dimensionale C” - Untermannigfaltigkeit
mit einer globalen C”-Parametrisierung ¢: U — R™. Dann erlaubt auch jede
relativ offene Teilmenge N C M eine globale C"-Parametrisierung und es

Beweis. Offenbar ist V := ¢~ !(N) eine offene Teilmenge von U C R* und
¢lyv: V — R" eine globale C"-Parametrisierung fiir N. Fiir jede Borelmenge

A C N gilt also
Sv) = [ \faula) dula) = Sul4),
¢~ (4)

was zZu zeigen war. O
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10.2 Das Oberflachenmafl im allgemeinen Fall

Wir schauen uns nun beliebige k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C
R™ an, die im allgemeinen nicht mehr durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben werden konnen. Auch dann lasst sich ein Oberflachenmafl Sy,
auf M definieren. Der folgende Satz zeigt die Existenz und Eindeutigkeit
eines solchen Mafles. Haufig findet man eine abgeschlossene Teilmenge N C
M vom MaB Sy (N) = 0 derart, dass M\ N eine globale C"-Parametrisierung
besitzt; da N beim Integrieren weggelassen werden kann, sind dann nur noch
Integrale wie in §10 zu berechnen. Wir beschreiben daher im folgenden Satz
auch gleich eine Beispielklasse von Sj/-Nullmengen.

Satz 10.15 Fir jede k-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit M C R™ gilt:

(a) Es gibt genau ein MafS Sy auf (M, B(M)) derart, dass

Sulew) = Se(w)
fiir jede lokale C"-Parametrisierung ¢: U — R™ von M.

(b) Ist { < k und f: U — R" eine stetig differenzierbare Funktion auf
einer offenen Teilmenge U C R® mit Bild f(U) C M, so ist f(U) eine
Borelmenge in M und Sy (f(U)) = 0.

Bevor wir den Satz beweisen, schauen wir ein Beispiel an.

Beispiel 10.16 (Integrale iiber die Einheitssphire in R?). Die Abbil-
dung

sin 6 cos ¢
P :]0,7[ x]0,27[ =Sy € R*, P(0,¢) := | sinfsing

cos

ist nach Beispiel 9.25 eine lokale C'*°-Parametrisierung fiir die Einheitssphare
S, C R3. Wir behaupten:

Fiir jede integrierbare (oder nicht-negative messbare) Funktion f: S, — R
qilt

[rass = [ [ p(p@.0) smodn@ane). (o7
So 10,7[ /]0,27[
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Insbesondere ergibt sich fir das 2-dimensionale Volumen ( Fldcheninhalt) der
Einheitssphare

™ 27
S, (So) = / 1dSs, = / / sinf dpd) = 4r.
So 0 0

Beweis: Die gewéahlte lokale Parametrisierung P ist besonders schon, denn
ihr Bild ist “fast alles”: Das Komplement des Bildes ist

SQ\imP:{(l’,y,Z)ly:O,[L‘ZOund:EQ—}—z2:]_}7

ein Halbkreis. Dieser ist im Bild der stetig differenzierbaren Abbildung R —
Sy € R3 x + (cos(z),0,sin(x)) enthalten und somit nach Satz 10.15(b)
eine Ss,-Nullmenge und somit eine Borelmenge vom Mafl 0 (da er kompakt
ist). Da man messbare Mengen vom Mafl 0 beim Integrieren weglassen darf,
erhalten wir fiir jede integrierbare Funktion f: S, — R:

deSz = deS2 = deimP

Sa im P im P

_ /] o () Var(8,6) dra(6,0)
_ /] . F(P(6.9)) sin(6) drz(6, ¢)

0.7 ]
_ / F(P(0,)) sinf dX, () dA (0).,
10,7[ J]0,27[

wobei wir den Satz von Fubini benutzt und eine explizite Formel fiir die
Gramsche Determinante gp(6, ¢) eingesetzt haben: Da

cosfcos¢p —sinfsing
Jp(0,9) = cosflsing  sinfcos ¢
—sinf 0

nach Beispiel 9.25, ist der Mafitensor gegeben durch3?

[ (5500.0), 55(0.0)) (55(6,9), 50,0\ _ (1 0
Grl6:9) = <<%—{;<9,¢>, 9L (0,0)) (2£(6,6), %w») - (0 sm)

(siehe (91) in Bemerkung 10.5) und somit gp(6, ¢) = det Gp (0, ¢) = sin® 6.

33Vergleiche auch Aufgabe P42.
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Als Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 10.15 iiberlegen wir uns, dass man
immerhin nur abzahlbar viele lokale Parametrisierungen zur Beschreibung
von M braucht.

Lemma 10.17 Fir jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ ex-
istiert eine Folge (¢;)jen von lokalen Parametrisierungen ¢;: Rk D Uj — R"
von M derart, dass M = J;cy &;(Uj).

Beweis. Nach Satz 9.20(c) gibt es zu jedem a € M eine offene Umgebung
V, € R™ derart, dass V, N M = 1,(W,) fiir eine lokale Parametrisierung
Yo : W, — R"™ von M. Nach Verkleinern von V, konnen wir annehmen, dass

Vo = {z €eR": ||z — qalloo < 7a}

mit einem geeigenten Punkt ¢, € Q" und 0 < r, € Q (denn wir wissen, dass
solche Quader eine abziéhlbare Basis der Topologie auf R™ bilden). Da es
nur abzahlbar viele solcher Mengen gibt und da jeder Punkt a € M in einer
solchen Menge liegt, ist {V,: a € M} eine abzdhlbare Uberdeckung von M.
Wir konnen daher aus den lokalen Parametrisierungen v, eine geeignete Folge
von lokalen Parametrisierungen ¢; auswahlen. a

Beweis von Satz 10.15. (a) Nach Lemma 10.17 gibt es eine Folge (¢;) en
von C"-Parametrisierungen ¢;: U; — R™ von M derart, dass

M = ¢;(U;).

jeN

Findeutigkeit von Sp;. Angenommen, es gibt ein Mafl Sy, auf (M, B(M))
derart, dass Sy|swy = Se( fiir jede lokale C"-Parametrisierung ¢: U — R”
von M. Ist A C M eine Borelmenge, so ist A = | J._ B; mit den paarweise
disjunkten Borelmengen

j€EN

7j—1
Bii=AN¢i(Uh), Bji=(AN¢;(U;)\ |Jeu(Uy).
i=1
Da Sj; o-additiv ist, erhalten wir

Su(A) = Z Su(Bj) = Z Sy (Bj),
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es ist also Sy/(A) eindeutig festgelegt. Wir haben benutzt, dass B; eine
Borelmenge in ¢;(U;) ist und S|y, w,) = S¢;w;)-

FExistenz von Syr. Wir wéhlen eine Folge (A;) ey paarweise disjunkter Borel-
mengen A; C ¢;(U;) derart, dass®

jEN
Gegeben j € N sei i;: ¢;(U;) = M, x — x die Inklusionsabbldung und
14,: ¢;(U;) — [0, 00[ die charakteristische Funktion von A;. Dann ist

oo

Su = (ij)+(1a, ® Sp,w,) (98)

j=1
ein Mafl auf (M,B(M)), wobei wir die BildmaBe unter der Abbildung i;
jeweils als Mafle auf (M, B(M)) auffassen (nicht auf der ganzen Obermenge
(i;)«(B(¢;(U;))) von B(M)). Ist ¢: U — R™ eine lokale C"-Parametrisierung
von M und A C U eine Borelmenge, so ist
a=Jnay),
jeN
wobel AN A; C ¢(U) N ¢;(U;) und somit, indem wir Lemma 10.14 zweimal
anwenden,
o, (AN A7) = Sy wnew) (AN A;j) = Sean (AN A4).
Wegen A; C ¢,(U;) ist hierbei

J

J

Wir schlieflen, dass
Su(A) = Z/l .\ 1a,dSs, ;) = ZS@(UJ A)N4;)

= > Ssw)(An4) Zs¢ (AN A;)

34Wir konnen z.B. Ay := ¢1(U1) nehmen und 4; := ¢;(U;)\ (¢1(U1) U---U;—1(U;j-1))
fiir j > 2.

171



Also ist SM|¢(U) = S¢(U).

(b) Nach Satz 7.11 ist f(U) € B(R") und somit auch f(U) € B(M),
da f(U) € M. Nach Lemma 10.17 gibt es eine Folge (¢;),en von lokalen
Parametrisierungen ¢;: U; — M von M mit M = (J;cy ¢;(U;). Da

) = | rw)yne; ),

jGN :ZN]'

brauchen wir nur noch zu zeigen, dass Sy (NN;) = 0 fiir alle j € N. Es ist

Su) = [ o @ e

dieses Integral verschwindet wie gewiinscht, wenn der Integrationsbereich
¢;'(N;) eine Ag-Nullmenge ist. Nun ist aber W := f~*(¢;(U;)) eine offene
Teilmenge von U und

h:W =R h(z) = ¢7'(f(z))

nach Lemma 9.23 eine stetig differenzierbare Funktion, mit Bild A(W) =
¢;'(N;). Da € <k, ist nach Satz 7.11 wie gewiinscht ¢, '(N;) = h(W) eine
Ae-Nullmenge. [

Machen wir uns an einer vertrauten Situation klar, wie die vorige Konstruk-
tion funktioniert:

Beispiel 10.18 Nach Beispiel 9.5 ist die Kreislinie S; eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R2. Da S; kompakt ist, kann S; nicht durch eine
einzige Parametrisierung ¢ : R O U — R? beschrieben werden.®> Jedoch
konnen wir S; durch zwei lokale Parametrisierungen beschreiben, z.B. durch

¢1: -7, 7] = R?, ¢1(z) = (cosz, sinz)

mit Bild M; := im¢; = S; \ {(—1,0)} und die durch die gleiche Formel
gegebene Abbildung ¢, : ]0, 27[ — R? mit Bild My := im ¢y = S; \ {(1,0)}.
Dann sind A; := M; = im¢; und Ay := {(—1,0)} C im ¢, paarweise dis-
junkte Borelmengen, die S, iiberdecken.*® Da gy (z) = [|¢}(x)[|3 = 1 (vgl.

35 Andernfalls wire die offene Menge U C R als stetiges Bild ¢~1(S;) der kompakten
Menge S; kompakt, was unmoglich ist.
36Penibel kénnen wir noch ¢; := ¢ und A; := 0 fiir j > 3 setzen.
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Beispiel 10.12), erhalten wir fiir jede Borelmenge F C S,
Ss,(E) = Sy, (ENA) + Si(ENAy) = / 1d\ +/ 1d\N
¢ (B) ¢3 ' (ENAz)

= (671 (E) + M0 (BN Az)) = M6 (B));

hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass ¢, ' (ENA,) eine hichstens
einpunktige Menge ist und daher das Mafl 0 hat. Insbesondere erhalten wir
fiir das eindimensionale Volumen des Kreises S, (S1) = /\1(]—7T,7r[) = 2m
(den iiblichen Kreisumfang).

Bemerkung 10.19 Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"
und W C M eine offene Teilmenge, so ist Sy/|w = Sw. Jede lokale Parame-
trisierung ¢: U — W von W ist namlich auch eine lokale Parametrisierung
von M und somit SW’¢>(U) = S¢(U) = SM’(;S(U) = (SM’W) ’qS(U)- Die Ein-
deutigkeitsaussage in Satz 10.15(a) liefert nun Sy = Sys|w.

Mithilfe des Oberflachenmafles Sj; konnen wir Funktionen iiber M integrie-
ren. Der folgende Satz beschreibt explizit, wie die so erhaltenen Integrale
ausschauen:

Satz 10.20 Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, (¢;) en
eine Folge von lokalen Parametrisierungen ¢; : U; — R"™ von M mit Bild
M; = ¢;(U;) und (A;) jen eine Folge paarweise disjunkter Borelmengen A; C
M; derart, dass .. Aj = M. Ist f: (M,B(M)) — (R, B(R)) eine messbare
Funktion, so gilt:

(a) Ist f >0, so ist

jEN

AdeM:g/AjdeMj, (99)

wobei die Integrale auf der rechten Seite explizit mit der Formel (95)
aus Lemma 10.11 berechnet werden konnen, da M; eine Untermannig-
faltigkeit mit globaler Parametrisierung ¢; ist.

(b) f ist genau dann bzgl. Sy tber M integrierbar, wenn

Z/ |f] dSas; < o0
j=1 A
in diesem Fall gilt (99).
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Beweis. Bezeichnet i;: M; — M, \j(x) := z die Inklusion, so ist nach (98)

Sy = Z Hj
j=1

mit ju; := (7;)«(14; © Sh;). Nach Satz 5.6 ist also

| pdsu - ]f;/Mfduj

falls f > 0 oder f bzgl. Sy, integrierbar ist, wobei letzteres genau dann der
Fall ist, wenn [, [f|dSa = 3272, [i,1fdp; < 0.
(a) Im Falle einer messbaren Funktion f: (M, B(M)) — ([0, oo, B([0, 0c]))

ist
dp; = d( S o S
[ pdn = [ 1a.1a,0 50 /fzj(lAGM)(l(JO)
= / fla; 1, dSM—/ J dSu, (101)

und somit (a) gezeigt. Im zweiten Integral in (100) ist es hierbei nach
Satz 4.11(b) egal, ob das Bildma8 auf ganz (i;).(B(M;)) betrachtet wird oder
nur auf der Teilmenge B(M). Man kann dann also die allgemeine Transfor-
mationsformel (Satz 5.3) anwenden, den Satz iiber Integrale bzgl. Maflen mit
Dichten (Satz 5.1) und schliefllich Satz 3.10(a).

(b) Nach Satz 4.11(c), Satz 5.3, Satz 5.1 und Satz 3.10(a) existiert je
eines der Integrale in (100)—(101) genau dann und ist in R, wenn dies fiir die
anderen gilt, und sie sind dann gleich. a
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Teil V: Integralsatze

Ein zentrales Resultat der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen
einer Veranderlichen ist der Hauptsatz, der besagt, dass

F(b) — F(a) = / " F di

fiir jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R. Wir kénnen diesen
Satz betrachten als eine Beziehung zwischen den Werten von F' auf dem Rand
Jla,b] = {a, b} von [a,b] und den Werten von F”’ im Inneren von [a,b]. Das
Ziel dieses letzten Teils der Vorlesung sind Verallgemeinerungen der vorigen
Beziehung. Der allgemeine Stokessche Integralsatz

/@Mw _ /de (102)

fiir Differentialformen, den wir hier nicht behandeln koénnen, liefert eine
weitreichende und elegante Verallgemeinerung des Hauptsatzes.?” Wir be-
trachten lediglich Spezialfialle von (102): den Gaufischen Integralsatz, den
klassischen Stokesschen Integralsatz im Raum und den Greenschen Integral-
satz in der Ebene.

11 Kompakta mit C'-Rand

Der GauBsche Integralsatz ist eines der wichtigsten Resultate der Integral-
rechnung im R". Er beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Inte-
gral der Divergenz eines Vektorfeldes tiber einen Bereich im R™ und einem
Oberflachenintegral iiber dem Rand des Bereiches. Wir beweisen ihn nur fiir
spezielle Bereiche: Kompakta mit C*-Rand.

Definition 11.1 Essei K C R™ eine kompakte Teilmenge und r € NU{oc}.
Man nennt K ein Kompaktum mit C"-Rand, wenn es zu jedem Randpunkt
p € OK eine offene Umgebung U C R"™ von p und eine C"-Submersion

¥: U — R gibt derart, dass
KNU={zeU:y¢(z) <0}

3TMehr dariiber finden Sie z.B. in Forsters Analysis 3 (bzw. spiiter einmal noch allge-
meiner in “Fundamentals of Differential Geometry” von Serge Lang, Kapitel XVII, er-
schienen im Springer-Verlag).
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Kompakta mit C'"*°-Rand nennt man auch Kompakta mit glattem Rand.

Beispiel 11.2 Sei R > 0. Die Kugel K := {z € R": ||z]]s < R} ist ein
Kompaktum mit glattem Rand, denn : R™\ {0} — R, ¥(x) := ||z|? — R?
leistet das Gewtinschte.

Lemma 11.3 In der Situation von Definition 11.1 qilt OKNU = {zx € U:
U(x) =0}

Beweis. Sei zundchst x € 0K NU. Da K kompakt ist, ist K abgeschlossen.
Damit ist x € K und ¢ (z) < 0. Wire ¢(z) < 0, so wire {y € U: ¢(y) < 0}
eine offene Teilmenge von R”, die in K liegt und z enthélt. Dies widerspricht
x € OK. Also ist ¢(x) = 0.

Sei nun z € U und ¢(x) = 0. Dann ist x € K, und wir zeigen, dass x ein
Randpunkt von K ist. Es gibt ein € > 0 derart, dass

r+tgrady(z) € U firallet €]—¢,¢].
Wir konnen also die Hilfsfunktion
h: |—e,e[= R, t—(z+tgrady(z))
betrachten, deren Ableitung an der Stelle t = 0 gleich der Richtungsableitung
W'(0) = /(z)(grad ¢:(x)) = (grad ¢ (x), grad i) (x))
von v ist. Es ist also
1 (0) = [[grad (z)|3 > 0.

Da h stetig differenzierbar und somit A’ stetig ist, diirfen wir nach Verkleinern
von £ annehmen, dass

h'(t) >0 fiir alle t €]—¢,¢|

und folglich h streng monoton wachsend ist. Da h(0) = 0, folgt 0 < h(t) =
(x4 tgrady(z)) und somit

r+tgrady(zr) € K fur alle t €]0,¢. (103)
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Folglich enthélt jede x-Umgebung in R™ sowohl Punkte aus K (némlich )
als auch welche aus R" \ K und somit ist € K. Ubrigens ist 0 > h(t) =
(x + tgrady(z)) und somit

r+tgrady(z) € K furallet €]—¢,0], (104)

was spater noch von Nutzen sein wird. O

Beispiel 11.4 Die Sphére S, ist zwar auch kompakt und sieht glatt aus (sie
ist ja eine Untermannigfaltigkeit von R?), aber sie ist kein Kompaktum mit
glattem (oder C"-) Rand in R? im Sinne von Definition 11.1. Jedes (nicht-
leere) Kompaktum mit C"-Rand hat namlich ein nicht-leeres Inneres (vgl.
Beweis von Lemma 11.3), was bei Sy nicht der Fall ist.

Folgerung 11.5 Der Rand eines Kompaktums K C R™ mit C"-Rand st
eine (n — 1)-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit von R™.

Beweis. Nach Definition 11.1 und Lemma 11.3 finden wir zu jedem p € 0K
eine C"-Submersion 1: U — R auf einer offenen Umgebung U von p derart,
dass

OKNU = {zeU:y(x)=0}.

Also ist 0K eine (n — 1)-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit. O

Fiir den GauBschen Integralsatz benotigen wir das (&uBlere) Normalenfeld
von 0K. Dazu definieren wir zunéachst allgemein Tangential- und Normalen-
vektoren.

Definition 11.6 Sei M C R" eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit
und p € M.

(a) Ein Vektor v € R™ heifit ein Tangentialvektor an M in p, wenn ein
e > 0 und ein stetig differenzierbarer Weg ~v: |—¢, e[ — M mit v(0) = p
und +'(0) = v existieren. Die Menge aller Tangentialvektoren an M
in p bezeichnen wir mit 7,,(M).

(b) Ein Vektor v € R™ heifit ein Normalenvektor an M in p, wenn er auf
T,(M) senkrecht steht (d.h. wenn (v, w) = 0 fiir alle w € T,(M)). Die
Menge aller Normalenvektoren an M in p bezeichnen wir mit N,(M).
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Den Tangentialraum 7, (M) kann man wie folgt beschreiben:
Lemma 11.7 Sei M C R" eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit.

(a) Ist U C R* offen und ¢ : U — R™ eine lokale C"-Parametrisierung
von M, so gilt

Ty (M) = im¢'(z)  firalle z € U.

(b) Ist p € M und v: U — R*"* eine C"-Submersion auf einer offenen
p-Umgebung U CR™ mit M NU = {x € U: ¢(z) =0}, so gilt

T,M = ker¢'(p).

Beweis. Dies haben wir in der Ubung nachgepriift (Aufgabe H37). a

Insbesondere stellen wir fest, dass 7,,(M) ein k-dimensionaler und N, (M) ein
(n — k)-dimensionaler Untervektorraum von R” ist und dass

T,(M)@® N,(M) = R".

Beispiel 11.8 Ist U C R¥ offen und h: U — R eine C"-Abbildung, so ist der
Graph M von h eine k-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit von R*** mit
einer globalen C"-Parametrisierung, ndmlich ¢: U — M, ¢(z) := (z, h(z)).
Da T,(M) die Dimension k hat, ist N,(M) eindimensional fiir jeden Punkt
p € M. Es gibt daher genau zwei Normalenvektoren in N, (M), deren Lénge 1
ist. Wie sehen diese explizit aus? Einer davon ist der folgende Vektor (und
der andere dessen Negatives):

1
vigp(x)) =
(ol V1 + llgrad h()]13
Per Definition ist ndmlich v(¢(z)) ein Einheitsvektor, und berechnen der
Skalarprodukte zeigt, dass v(¢(z)) auf a‘%‘i(as) = (ej, d‘%h](a:)) senkrecht steht
fir j € {1,...,k}, so dass also v(¢()) € Ny (M). Nach (105) ist iibrigens
vo¢: U — RFF stetig, somit auch v: M — RFFL,

(—grad h(z), 1). (105)

Ist M = 0K der Rand eines Kompaktums mit C"-Rand, so ist N,(0K) fiir
jeden Punkt p € M ein eindimensionaler Vektorraum. Es gibt also genau
zwei Normalenvektoren der Lange 1. Wir wollen denjenigen auszeichnen, der
“nach auflen zeigt.”

178



Satz 11.9 Es sei K ein Kompaktum mit C"-Rand 0K .

(a) Fir jedes p € 0K gibt es genau einen Vektor v(p) € N,(OK) der
Liange 1 mat folgender Eigenschaft: FEs gibt ein € > 0 derart, dass
p+tv(p) & K fir allet € ]0,¢].

(b) Die Abbildung v: 0K — R™ ist stetig.

Der Vektor v(p) heifit der duflere Normalenvektor an 0K in p, und v heifit
das dufiere Normalenfeld von K.

Beweis. (a) Gegeben p € 0K sei ¢: U — R eine C"-Submersion auf einer
offenen p-Umgebung U C R” derart, dass UNK = {z € U: ¢(z) < 0}. Nach
Lemma 11.3 gilt UNIJK = {x € U: ¢(xz) = 0}. Also ist nach Lemma 11.7

T,(0K) = ker ¢/ (p) = ker(-, grad ¢(p)) = (gradw(p))L.
Folglich ist
Ny(0K) = (T,M)" = (grad ¢(p)) ™" = Rgrad ¢:(p).

Somit gibt es genau zwei Vektoren der Léange 1 in N,(0K), ndmlich

1
" Ylerad v (p)]l2

und —v. Nach dem Beweis von Lemma 11.3 gibt es ein € > 0 derart, dass

grad ¢ (p)

p+tvg K und p+t(—v)=p—tve K firallete]0,¢|

(vgl. (103) und (104)). Also hat v(p) := v die in (a) verlangte Eigenschaft
und —v hat diese nicht, so dass v(p) eindeutig festgelegt ist.

(b) Ist U C R" eine offene Menge und ¢: U — R eine C"-Submersion
mit UNK = {z € U: ¢(x) < 0}, so gilt nach dem Beweis von (a)

v(ip) = —————grad¢(p 106
R P R o)
fiir alle p € U N OK. Die rechte Seite von (106) ist eine stetige R"-wertige
Funktion von p € U N JK; also ist v|ynox stetig. O
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Beispiel 11.10 Es sei K = {z € R": ||z|| < R} die Kugel um 0 vom
Radius R und ¢ : R"\ {0} — R, ¥(x) := ||z||3 — R? (sieche Beispiel 11.2).
Fir p € 0K ist grady(p) = 2p, und damit ist wegen (106) der Vektor

v(p) = ﬁ p =  p der zugehorige dufere Normalenvektor.

Beispiel 11.11 Sei U C R? offen und ¢: U — R3 eine C"-Immersion, die
zudem eine topologische Einbettung ist. Wir interessieren uns fiir die Nor-
malenvektoren an die Flache ¢(U). Fiir € U haben wir Ty (¢(U)) =
im ¢'(x), und da ¢ eine Immersion ist, ist dies ein 2-dimensionaler Untervek-
torraum von R3. Es gibt im Punkt p := ¢(z) also genau 2 Normalenvektoren
der Lange 1. Wir legen einen Normalenvektor v(p) dadurch fest, dass wir

det <§_:Z (), g—i (2), V(p)) >0

verlangen, d.h. die Vektoren

99

2w, Xalp) = oo

= g, @) wd v(p)

Xi(p) =

sollen ein Rechtssystem bilden. Mit dieser Information kénnen wir v(p) direkt

berechnen: % %
V(o) = 1(p) X Xa(p)
[ X1(p) x Xa(p)
wobei v X w das Vektorprodukt der Vektoren v, w € R3 ist, d.h.

€1 U1 W VoWwg — V3Ws
vXw = det | ey vy wsy =1 vswy — vws
€3 Vs W3 1wy — VWi

(wobei die “Determinante” nur als Gedéchtnisstiitze zu betrachten ist).

Ist speziell ¢(z) = (z, h(z)) fiir eine C"-Funktion h: R? D U — R, so ist

1 0
0 1
Xl(p) - ah ) XQ(p) - ah )
8_$1 (95) 8_@ (x)

also
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—a—xl(ﬂﬂ)
Xi(p) x Xa(p) = | _Oh ()
019
1
und daher (wie in Beispiel 11.8)
Oh
! _8_x1(x)
v(p) = v{o(x)) = _oh
(o) U @2+ (@2 | ow,
1

Beachten Sie, dass die x3-Komponente von v(¢(x)) positiv ist und v(p(x))
in diesem Sinne “nach oben” zeigt; wir nennen v(¢(x)) den “oberen” Nor-
malenvektor an den Graphen von f.

Beispiel 11.12 In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompak-
tums mit C"-Rand lokal als Graphen einer Funktion A darzustellen und den
auferen Normalenvektor mit Hilfe von h zu beschreiben.

Es sei K C R" ein Kompaktum mit C"-Rand und p € 0K. Wir wéhlen eine
offene Umgebung U C R” von p und eine C"-Submersion ¢ : U — R mit
KNU={xeU:¢(x) <0}. Nach Lemma 11.3 ist dann

OKNU = {zeU:¢(x)=0}.

Wegen ¢/(p) # 0 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass % (p) # 0. Sei etwa

% (p) > 0 (den Fall 8877’[; (p) < 0 diskutiert man analog). Nach Verkleinern

von U diirfen wir dann annehmen, dass

o

e () > 0 fir alle x € U. (107)

Mit dem Satz iiber implizite Funktionen finden wir dann eine offene Menge
V C R™ ! ein Intervall ]b,c[ € R mit W := Vx ]b,¢[ C U und eine stetig
differenzierbare Funktion h: V' — ]b, ¢[ derart, dass

OK N (Vx1bc]) = {(z,h(z)) eR": 2 €V},
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d.h. 9K N W ist der Graph von h. Wegen (107) ist dann
KN (Vx]bc) = {zeW:x, <h(a)},
wobei wir z = (2/,x,) € R"™1 x R geschrieben haben, und es ist weiter

(—grad h(p), 1)
V(p) - |2
V1+ [[grad h(p)][3
mit p = (p/, p,) (vgl. Beispiel 11.8).

(108)

Schliellich vermerken wir eine weitere Eigenschaft kompakter Mengen. Wir
erinnern daran, dass der Durchmesser einer Teilmenge M eines metrischen

Raumes (X, d) durch
diam M := sup{d(z,y): z,y € M} € [0, 0]
definiert ist.

Satz 11.13 (Lebesguesches Lemma). Sei K eine kompakte Teilmenge
eines metrischen Raumes (X, d) und (U;);er eine offene Uberdeckung von K .
Dann gibt es ein A > 0 (eine sogenannte Lebesguesche Zahl der ﬁberdeckung)
derart, dass jede Teilmenge M von X mit diam M < X\ und M N K # () in
einer der Mengen U; enthalten ist.

Beweis. Gegeben z € X und r > 0 sei B,.(z) :=={y € X:d(z,y) <r}. Zu
jedem Punkt x € K gibt es ein ¢ € I mit z € U;. Da U; offen ist, findet
man ein e(z) > 0 mit By.(y)(x) C U;. Nun bildet die Familie (B.()(%))zex
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, ldsst sich daraus eine
endliche Teiliiberdeckung auswahlen, d.h. es gibt Punkte 1, ..., z,, € K mit

K g U Bs(xj)(l'j)-
j=1

Wir setzen A := min(e(xy),...,e(xy,)). Sei nun M C X eine Teilmenge mit
M N K # () und diam M < \. Dann gibt es ein z € K mit 2 € M N K, und
es gibt ein j mit d(z,z;) < e(x;). Fiir jedes y € M ist dann

d(y,z;) < d(y,z)+d(z,x;) < A+e(z;) < 2e(z)),

d.h. M C Bye(z,)(x;). Nach Konstruktion ist aber die Kugel By.(,;)(z;) (und
damit auch die Menge M) in einer der Mengen U; enthalten. a
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12 Der Gaufische Integralsatz

Ist U C R" offen und F': U — R" stetig differenzierbar, so heifit die Funktion

divF: U —R, xHZL(x)
1 8:1:j

]:
die Divergenz des Vektorfelds F'.

Satz 12.1 (Gauf3scher Integralsatz). Es sei K C R" ein Kompaktum mit

C'-Rand, v: 0K — R"™ das dufere Normalenfeld und V' C R™ eine offene
Menge, die K umfasst. Dann gilt fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld
F:V —-R"

/K div F d\, — /8K<F(x),y(x)> dSoxc(x) . (109)

Bemerkung 12.2 Der Gauflsche Integralsatz gilt auch noch fiir Kompakta,
deren Réander niedrigdimensionale Singularitiaten wie Ecken und Kanten auf-
weisen. Auch die Voraussetzung, dass F' auf einer ganzen Umgebung von K
definiert ist, lasst sich abschwéchen.

Bemerkung 12.3 Andere, insbesondere unter Physikern gebrauchliche No-
tationen sind

/aKFodS = /aKﬁ.dg = /0K<F<x>’y(x)> Sy ().

Bemerkung 12.4 (Physikalische Interpretation). Da v(z) ein Ein-
heitsvektor ist, haben wir (F(z),v(x)) = ||F(z)] - cosa(z), wobei a(x) €
[0, 7] der Winkel zwischen F(z) und v(z) ist. Es ist also (F(z),v(x)) die
Lénge der orthogonalen Projektion von F(z) auf v(z). Ein Physiker stellt
sich (F(z),v(z))dS(x) als den durch das Oberflachenelement dS(x) austre-
tenden Fluss des Vektorfeldes F' vor. Demzufolge wird das Integral

/8 (P(@),v(a) dSon(a)

als Gesamtfluss durch die Oberflache von K interpretiert. Ist das Vektorfeld
F quellenfrei, d.h. ist div F' = 0, so ergibt sich

/aK(F(x),V(x)) dSor(x) = 0, (110)
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d.h. der Gesamtfluss durch den Rand des Kompaktums verschwindet.?® Diese
Situation tritt z.B. auf, wenn wir die Bewegung einer inkompressiblen Fliissig-
keit betrachten und F(x) die Stromdichte an der Stelle z € R? (= Geschwin-
digkeit an Stelle z mal Massendichte) ist (zu einem festen Zeitpunkt). Die
Inkompressibilitat entspricht der Bedingung div F' = 0. Das Verschwinden
des Gesamtflusses durch 9K kann man sich in diesem Fall so veranschaulichen,
dass ja die Fliissigkeitsmenge (Masse), die sich innerhalb von K befindet,
wegen der Inkompressibilat dem Volumen von K entspricht, also konstant
ist. Daher ist die Massenbilanz in K ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt fliefit
gleichviel hinein wie hinaus.

Wir bereiten den Beweis des Gaufischen Integralsatzes vor, indem wir einige
Werkzeuge bereitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfalle behan-
deln und Teile des eigentlichen Beweises vorwegnehmen.

Stetige Funktionen mit kompaktem Trager; Zerlegungen der Eins
Zunachst einige Begriffe.

Definition 12.5 Ist M ein metrischer Raum und f: M — R eine stetige
Funktion, so nennt man den Abschluss

supp f = {xEM:f(a:);«éO}

den Trager von f. Wir schreiben C(M) fiir den Raum der stetigen reell-
wertigen Funktionen auf M und C.(M) fir den Raum der Funktionen aus
C(M), deren Triger kompakt ist. Ist U C R™ offen, so bezeichne C*(U) den
Raum der k-mal stetig diffenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager
in U.

Bemerkung 12.6 Beachten Sie: f € C(R") liegt genau dann in C.(R"),
wenn supp f beschrankt ist (da Trager per Definition abgeschlossen sind),
und f € C(]a,b]) liegt genau dann in C.(]a,b[), wenn es ein € > 0 so gibt,
dass supp f C la+¢e,b— €.

38Gilt umgekehrt (110) fiir jedes Kompaktum K C V mit glattem Rand, so ist F' quellen-
frei, wie wir uns in der Ubung iiberlegen. Quellenfreiheit ist also durch das Verschwinden
der Integrale (110) charakterisiert.
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Ist U C R™ offen und f € C*¥(U), so liegt die durch

) fle) firxzeU
F(=) _{0 fir © £ U

definierte Fortsetzung von f durch 0 in C*(R"). Ist namlich z € U, so
stimmen f und F' in einer Umgebung von x iiberein. Ist dagegen = ¢ U,
so ist * & supp f, und da supp f abgeschlossen ist, ist das Komplement
R™ \ supp(f) eine offene Umgebung von z, auf der F' verschwindet.

Hat man erst einmal ein Beispiel einer Funktion mit kompaktem Tréager (wie
die folgende), so kann man diese benutzen, um Funktionen mit zusétzlichen
erwiinschten Eigenschaften daraus zu bauen:

Beispiel 12.7 Wir betrachten die Funktion

1 ..
exp(—l_t2> fir |t <1

0 fir |t > 1.

g:R—=R, g(t) =

Diese ist beliebig oft differenzierbar (dies beweist man ganz dhnlich wie in
Forster 1, §22, (22.2)), und ihr Tréger ist [—1, 1] (so dass g € C°(R)).

12.8 (Eine glatte Zerlegung der Eins). Da die Funktion g aus Beispiel 12.7
einen kompakten Trager hat, ist die Funktion

G:R—R, G(t) =) gt—k)

keZ

sinnvoll definiert (denn fiir jedes ¢ € R sind nur endlich viele Summanden der
Reihe von 0 verschieden). Genauere Betrachtung zeigt, dass fiir jedes ty € R
und jede beschrankte Umgebung U von ¢y nur endlich viele Summanden
der Reihe fiir t € U nicht identisch verschwinden; somit ist G|y € C*(U)
und daher G € C*(R) (da to beliebig war). Offensichtlich ist G zudem
positiv und 1-periodisch. Also wird durch A(t) := g(t)/G(t) eine Funktion
aus C°(R) definiert. Fiir diese ist supp h = [—1, 1] und es gilt

t—k 1 Gt )
S hit—k) = Zg(t_k)) - 26 S glt—k) = % — 1 firalleteR.

k€EZ kEZ kEZ
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Fir p = (p1,...,pn) € Z" und € > 0 definieren wir nun a,. € C°(R") durch

ape(x) = h(% —p1) .. h(%" — Dn) -
Dann ist suppa,. = {x € R": ||z — epl/s < €}, und man hat
> ape(x) =1 fiiralle z € R™.

pEL™

Die Familie (a,.c)pezn heifit eine (glatte) Zerlegung der Fins (auch: “Partition
der Eins”).

Bemerkung 12.9 Mit der Zerlegung (a,.)pezn der Eins konnen wir nun
auch beliebige C*-Funktionen f: R® — R in C*-Funktionen mit kompaktem
Trager zerlegen: Es ist

f = j)'l = f' j{: Qpe = j{: j?'&p£7

pEL™ pEL™
wobei fa,. € C*(R") fiir alle p € Z", mit Trager supp(fa,.) C supp(a,.).

Bemerkung 12.10 Zerlegungen der Eins werden in Analysis und Differ-
entialgeometrie viel benutzt; mit ihrer Hilfe gelingt es hédufig (wie weiter
unten im Beweis des Gaufischen Integralsatzes), globale Probleme in lokale
Probleme iiberzufithren. Sie dienen auch dazu, lokal definierte Objekte zu
globalen zusammenzubauen.

Vorbereitende Lemmas

Lemma 12.11 Es sei U CR" offen und j € {1,...,n}. Dann gilt
% o . 1
(a) [, g2, @An = 0 fiir alle ¢ € Ce(U).

(b) [y 2 ddy = — [, 62 d, fiir alle ¢ € CHU) und ¢ € C'(U).

U dx;

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. U = R" annehmen, da wir ¢ durch 0 zu einer
Funktion in C!(R") fortsetzen konnen.

Da supp ¢ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit supp ¢ C [—R, R|". Insbeson-
dere verschwindet ¢ auf dem Rand des Wiirfels [—R, R]". Sei nun z.B. j =1
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(fir die tibrigen j verlauft der Beweis analog). Fiir alle (za,...,z,) € R"!
ist dann

" 0¢

1, (x1,...,2,) dxy = ¢(R,x2,...,2,) — ¢(—R,xa,...,x,) = 0.
T

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

) d¢
2@ i) = /RRM@%UW)

) dxy dNp—1 (22, ... x,) = 0.
/RR]" 1/ 8331 ! e

Das liefert Aussage (a ), und fir (b) wenden wir (a) auf die Funktion ¢p €

Cl(R") an. Da gﬁw = 77/} + gb nach der Produktregel, folgt die Be-

hauptung. a

Lemma 12.12 Es sei U' CR"™! offen, I = ]a,b] CR und h: U’ — I stetig
differenzierbar. Wir setzen

E = {(2/,z,) eUxI: 2z, <h(z')} und M = {(2/,2,) € U'xI:x, =h(z)}.

Dann gilt fiir jede Funktion f € CH{U' x I) und jedes j € {1,...,n}

of
Ea_%(x) d\,(z) = /M f(@)vi(z) dSu(z),

wobei v;(x) die j-te Komponente des Normalenvektors

(—grad h(z'), 1)
V1 + [lgrad h(2")]13

mit © = (2, x,) (111)

v(z) =

ist (vgl. Beispiel 11.8).

Beweis. Wir erinnern zunachst daran, dass das Oberflachenintegral einer
Funktion H auf M nach Beispiel 10.13 gegeben ist durch

/MHdSM(a:' [ n@ne N1+ lerad h@)[B dr (). (112)
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Wir unterscheiden nun zwei Falle.

Fall 1: Sei 1 < j < n. Fir die Funktion
F:U xI—R, F:L’z:/fa:xndxn

gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Satz 3.35

a—(x,z) = f(z',z) und 8—% / 8% (2, xy) dax,, .

Hieraus folgt mit der Kettenregel
o h(z")
%/ f(', x,) dx,,
J a

= a%F(g; pa))
- g—f (g; h(a:’)) g—; (@) + g_ai (:p h(x’))
- f(x’,h(:v’))aa—xhj(x') +/ah(w) 86_92 (2, x,) dx,. (113)

Wir beachten nun, dass die Menge L := pr;(suppf) C R""! kompakt ist als
Bild einer kompakten Menge unter der stetigen Abbildung pry: R? = R 1 x

R — R™!. Die Funktion U’ — R, 2/ — f )f (', x,) dzxy, verschwmdet
auBerhalb L und hat somit einen kompakten Trager. Nach Lemma 12.11 (a)

ist also
B h(z")
/ 9 / £ ) dan | dha(2) = 0. (114)
U’ a.rj a
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Somit ergibt sich
af

g 07;

h(z")
(2) dh(z) = / | / %(m’,xn) dan Ay 1 ()

o[ oh
- /, 8_% /a f(‘r/VTTL) dxy, d)\n71<x/) - // f(xl, h($/>)a—(I/) dAn,1($/)

Ly
2 ()
VI llgrad h@)[3

=vj(a’,h(z"))

_ /M F(2) vy(z) dSi (),

Y1+ llgrad h(@) 3 dA-a (e

= [ fane)

wobei wir den Satz von Fubini benutzt haben, dann (113) zum Umschreiben
des inneren Integrals, dann (114) und schliefllich (112).

Fall 2: Sei j = n. Da fir jedes 2/ € U’ die Funktion z, — f(2/,z,)
einen kompakten Trager hat, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

h(z") )
[ ) o, = 1 b)),

so dass wieder
of
Aﬂ o () dAu (o)
he') g
- ///a (?_xj;@/’ ‘rn) dm” d)\n_l(x/)
= [ s arna )

— [ $n)

1
V1 + [lgrad h(2')]13

v (@ (a"))

B /Mfm Va(@) dSu(2)

Y1+ llgrad A(@) [ dhns (@)

Damit ist der Beweis vollstandig. a
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Bemerkung 12.13 Sind U’, I, h, E und M wie in Lemma 12.12 und F =
(Fi,...,F,) : U x I — R™ ein Vektorfeld mit F; € CHU’" x I) fiir alle
Jj€{1,...,n}, so liefert Anwendung des Lemmas auf f = F}:

OF,
2 () ddu(r) = / Fi(2) () dSu(e) fir j € {1,...,n}.
E 0% M
Summation tiber j = 1,...,n fithrt auf

/EdiVF d\, = /M<F(:c),l/(a:)> dSy () . (115)

Beweis des Gauf3schen Integralsatzes

Es sei V C R"™ offen, F': V — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld und
K C V ein Kompaktum in R® mit C'-Rand. Wir haben in Beispiel 11.12
gesehen, dass jeder Punkt a € 0K eine Umgebung U C R™ hat, in der
sich 0K (notfalls nach Permutieren der Koordinaten) als Graph einer Funk-
tion darstellen lasst und K N U die Menge derjenigen Punkte ist, die unter
diesem Graphen liegen (oder oberhalb: Dieser Fall lasst sich analog behan-
deln, weswegen er im Folgenden nicht im Detail ausgefiihrt wird). Es existiert
deshalb eine Familie (Uj);e; offener Teilmengen U; C V mit K C (U, U;
derart, dass jedes U; eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) U; € K\ 0K =K (Inneres von K); oder:

(b) Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat U; die Form
U; = U'x |a, b, wobei U" C R"! offen ist und eine stetig differenzier-
bare Funktion h: U’ — R existiert derart, dass

UnNK = {(z,2,) € Ux]a,b[: z, < h(z)}
ist (oder die analoge Menge mit x,, > h(z’) statt x, < h(2’)) und

U;NOK = {(«,z,) € U'x |a,b[: z,, = h(z')}.

Es sei A eine Lebesguesche Zahl der Uberdeckung (Uj)es des Kompaktums K

(siche Satz 11.13) und ¢ := ﬁ Zu diesem ¢ betrachten wir die in 12.8

konstruierte glatte Zerlegung der Eins (a,.)pezn. Der Tréger jeder Funktion
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ap.c ist ein Wiirfel der Seitenlédnge 2¢ und hat somit den Durchmesser 2ey/n =
A. Setze
= {peZ": suppa,. N K # (}.

Nach Definition der Lebesgueschen Zahl (siehe Satz 11.13) ist fiir jedes p € P
dann der Trager supp a, . in einer der Mengen U; enthalten. Da K beschrankt
ist, ist P eine endliche Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung der Eins,
um den Gauflschen Integralsatz auf den Fall zuriickzufiithren, wo sich alles in
einer der Mengen U; abspielt. Es ist

/ div F d\, = / div (Z ap75F> dh, = ) / div (ay o F) dX,
K K peEP pEP K

und analog

K(F@), )} dSox(z) = Y / {(apeF)(x),v(z)) dSox ().

peEP

Zum Beweis von (109) miissen wir also nur zeigen, dass

/K div (a,.F) d\, — /8 (@) ). @) dSox(e)  (116)

fiir alle p € P. Geméfl unserer Konstruktion ist fiir jedes p € P der Trager

von ay . in einer der Mengen U; enthalten. Ist U; C K, so ist

/aK<(ap,gF)(a:),u(x)> dSpr(z) = 0,

da a,. auf OK verschwindet. Da auch

, , z J(apF)
div (a, . F) d\, = / div (a, . F) d\, = / — P 24N, = 0
| v (@) vy i = 32 [ S

J

nach Lemma 12.11 (a), gilt (116) in diesem Fall. Geniigt hingegen U; der
Bedingung (b), so gilt (116) nach Bemerkung 12.13. O
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Anwendung: Die Greensche Formel

Sei U C R” offen, K C U ein Kompaktum mit C'-Rand und v das duflere
Normalenfeld von K. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R
definieren wir die Ableitung in Normalenrichtung im Punkt a € 0K durch

g—]; (a) := (grad f(a), v(a)) = Z a—f(a) vi(a).

Weiter definieren wir fiir f € C?(U)

n

82
j=1

und nennen A: C?(U) — C(U), f + Af den Laplace-Operator.
Lemma 12.14 Fir f,g € C*(U) und F € C*(U,R") gilt
(a) div(fF) = fdivFE + (grad f, F).
(b) divgrad FF = Af.
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen.
Satz 12.15 (Greensche Formel). Fir f,g € C*(U) und K wie oben gilt

/K (fAg— gAf) dA, = /a ) (1% — 22 asi.

Beweis. Wir wenden den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld
F:U—=RY,  F(z) == f(z)(grad g)(x) — g(2) (grad f)(z)

an:

/ div F d\, — / (F(z), v(x)) dSox (). (117)

K oK
Nach Lemma 12.14 ist hier
divF = div(fgradg) — div(ggrad f)
= fdiv(gradg) + (grad f, grad g) — g div (grad f)

— (grad g, grad f) = fAg—gAf. (118)
Auf OK ergibt sich
_ _ .99 Of
<F7V> —f(gradg,l/>—g<gradf,1/) _fa_ga (119)
Einsetzen von (118) und (119) in (117) liefert die Behauptung. O
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13 Die Integralsatze von Green und Stokes

13.1 Der Greensche Integralsatz in der Ebene

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Umformulierung des Gaufischen Inte-
gralsatzes im 2-dimensionalen Fall, den Greenschen Integralsatz. Bevor wir
ihn angeben und beweisen konnen, sei kurz an die verschiedenen Typen von
Wegintegralen erinnert, die wir aus der Analysis 2 kennen.

In Beispiel 10.12 sind uns Wegintegrale skalarwertiger Funktionen der Gestalt

/I SO 17 ()] dt

begegnet, wobei I C R ein Intervall ist, v: I — R" ein stetig differenzierbarer
Weg und f: v(I) — R eine stetige Funktion. In diesem Kapitel benétigen
wir nun eine andere Art von Wegintegralen (fiir vektorwertige Funktionen),
definiert wie folgt:

Definition 13.1 Es sei I C R ein Intervall, v = (y1,...,7,): { — R" ein
stetig differenzierbarer Weg und F' = (Fi,..., F,): v(I) — R" eine stetige
Funktion. Wir definieren

/7<F, ds'y = /Fldxl + -+ Fydx, = i /IFj(y(t))yg.(t) dt,

~

wann immer die beteiligten eigentlichen oder uneigentlichen Riemann-Integrale
existieren (fiir ein kompaktes Intervall I ist dies automatisch erfiillt).?"

Bemerkung 13.2 (a) Physiker wiirden fiir das Wegintegral fv<F , d3') eher
J F(Z)+d§ oder J, F(x)+ds schreiben.

(b) Manchen (aber nicht allen) Hoérern der Vorlesung sind in anderen Vor-
lesungen bereits “Pfaffsche Formen” begegnet; das Wegintegral aus
Definition 13.1 entspricht dem Integral einer Pfaffschen Form langs
des Weges 7. Wir werden den Formalismus Pfaffscher Formen nicht
benutzen.

39Tn diesem Kapitel bezeichnen wir mit vi,...,7, einerseits die Komponenten eines
Weges ~v; an anderer Stelle jedoch betrachten wir k& Wege v1, ..., in R%. Es ist immer
aus dem Zusammenhang klar, was gemeint ist.
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Unser Ziel ist nun die folgende Variante des Gaufischen Integralsatzes im R?

(wobei die Definition des Integrals auf der rechten Seite sofort nachgetragen
wird):

Satz 13.3 (Greenscher Integralsatz). Es sei U C R? offen und K C U
ein Kompaktum mit C'-Rand. Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld
F=(F,F):U— R? gt dann

/ div F d)\g = / F1 dl’g - F2 dl’l . (120)
K oK

Bemerkung 13.4 Der Rand 0K eines Kompaktums K C R? mit C'-Rand
ist eine kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R2?. Wir werden
im folgenden stets die Annahme machen, dass 0K eine disjunkte Vereinigung

OK = ThZU---UTly

von endlich vielen geschlossenen C'-Kurven I'y, ..., Ty ist. In Wirklichkeit ist
diese Annahme unnétig, sie ist automatisch erfiillt. Aus Zeitgriinden wollen
wir dies jedoch nicht beweisen. Fir die wichtigsten Kompakta mit glattem
Rand (Kreisscheibe, Kreisring, etc.) ist die Annahme offensichtlich erfiillt.

Allgemeiner gilt sogar:

Satz 13.5 Jede 1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ ist
eine disjunkte Vereinigung M = I'1U- - -Ul'y von endlich vielen geschlossenen
C'-Kurven Iy CR™ O

In einem (nicht priifungsrelevanten) Anhang zum Skript konnen Sie bei In-
teresse den Beweis nachlesen. Hierbei sind geschlossene C!'-Kurven wie folgt
definiert:

Definition 13.6

(a) Ein auf einem offenen Intervall I C R definierter C*-Weg ~v: I — R"
heiflt reguldr, wenn er eine Immersion ist, also 7/(t) # 0 fiir alle ¢ € 1.

(b) Eine Teilmenge I' C R™ heifit geschlossene C1-Kurve,** wenn es einen
1-periodischen, reguliaren C'-Weg v: R — R” mit Bild y(R) = T gibt
derart, v|p,1[ injektiv ist.

40Eigentlich sollte man solche Kurven auch noch “doppelpunktfrei” nennen, aber die
Bezeichnung wiirde dann sehr schwerfallig.
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Beispielsweise ist der Kreis S; eine geschlossene C''-Kurve in R2.

Bemerkung 13.7 Geschlossene C'-Kurven in R” sind iibrigens kompakte
1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R".

Beweis: Fiir I' und « wie in Definition 13.6 (b) gilt I" = ([0, 1]) (denn + ist
I-periodisch). Also ist I' kompakt. Fiir jedes a € R ist 7|, 117 injektiv und
somit 7|}a7a+%[ eine topologische Einbettung. Das Bild W := y(Ja, a + 1) ist
offen in I'; denn es ist

W = y(la,a+ 1)\ v(la+ 3,0+ 1)),

wobei v([a+ 3, a+1]) kompakt und somit abgeschlossen ist. Also ist Yot i
la,a+ %[—> I eine Immersion mit offenem Bild, die eine topologische Einbet-
tung ist. Somit ist [" eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und
vorige Abbildungen sind lokale Parametrisierungen. Mit Lemma 9.24 (oder
direkt) sehen wir nun, dass sogar 7|j,,q1] €ine lokale Parametrisierung fiir I’
ist, fir alle a € R.

Um das Integral iiber 0K = I'y U--- UT'; auf der rechten Seite von (120)
zu definieren, wobei I'; = 7;(R) mit einem 1-periodischen regularen C'-Weg
wie in Definition 13.6 (b), miissen wir alle Wege ~; so wéhlen, dass K “links
von ; liegt”. Damit ist folgendes gemeint:

Definition 13.8 Ist K C R? ein Kompaktum mit C*-Rand und v: I —
OK C R? ein regulirer C'-Weg, so sagen wir K liegt links von -y, wenn
fir jedes t € I der &uflere Normalenvektor v(v(t)) an 0K und +/(t) ein
Rechtssystem bilden, also

det (v(3(1), ¥ (1)) > 0 (121)
(wobei die Vektoren als Spaltenvektoren zu verstehen sind).

Bemerkung 13.9 Ist v: I — 0K C R? ein reguliarer C'-Weg, so ist +/(t) €
T (0K) und somit sind y(¢) und v(7(t)) zueinander orthogonale Vektoren.
Weil beide Vektoren von Null verschieden sind, gilt also

Bt) = det (v(3(1). /(1) # 0.

Da h: I — R\ {0} stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass entweder
h(I) C ]0,00[ oder h(I) C |—o00,0[. Folglich liegt entweder K links von -,
oder K liegt links vom umgekehrten Weg ¢t — ~(—t).
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Nun koénnen wir endlich Integrale iiber 0K definieren:

Definition 13.10 Ist F': 0K — R? stetig, so definieren wir

/M(F, d5) = é/ﬂjw d5

wobei 0K = T'yU---UT', mit paarweise disjunkten geschlossenen C*'-Kurven
I'; und n;: I; — T'; auf offenen Intervallen /; C R definierte lokale Parame-
trisierungen von I'; sind derart, dass I'; \ n;(/;) einpunktig (und somit eine
Nullmenge) ist und K links von 7; liegt (man nehme z.B. 1; := ~;[j0,[ fiir
einen 1-periodischen regularen C'-Weg v; wie oben).

Wir miissten nun eigentlich zeigen, dass [, (F, d5) wohldefiniert ist, un-
abhéangig von der Wahl der lokalen Parametrisierungen 7;. Fir das uns
ausschlieBlich interessierende Integral auf der rechten Seite von (120) ist die
Wohldefiniertheit jedoch automatisch, sobald wir den Satz bewiesen haben
(denn wir erhalten stets die linke Seite).*!

Eine niitzliche Beobachtung ist:

Lemma 13.11 Ist v = (71,72): I — 0K C R? ein regulirer C'-Weg und
liegt K links von v, so gilt

1 75(t)
V(”Y(t)) BEZOIE (—’yi(t)) : (122)

Beweis. Voriibergehend schreiben wir w(t) fiir den Vektor auf der rechten
Seite von (122). Offensichtlich ist ||w(t)||2 = 1, und Ausrechnen zeigt

woraus w(t) € (T ) = N, )(8[( ) folgt. Da N, (0K) eindimensional
ist, folgt w(t) = ( (t)) oder w(t) = —v(y(t)). D

170113
()]l

“Der Vollstindigkeit halber zeigen wir im Anhang zu diesem Kapitel die
Wohldefiniertheit allgemein.

det (w(t), 7'(1)) = — V@) > 0
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wie auch in (121), folgt w(t) = v(v(t)). O

Beweis des Greenschen Integralsatzes. Nach dem Gaufschen Integral-
satz ist

/K divF d\y — /8 (F(@). @) dSon(a)

Wir brauchen also nur zu zeigen, dass
/ Fyday — Fyday — / (F(x), v(z)) dSox (). (123)
oK oK

Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass 0K = I eine geschlossene C*-
Kurve ist; der allgemeine Beweis fiir 0K = I'y U --- U Ty, geht ganz analog,
man hat nur stets [' (und seine lokalen Parametrisierungen) durch die Kurven
I'; (und ihre lokalen Parametrisierungen) zu ersetzen und iber j = 1,...,k
Zu summieren.

Sei nun also 7: Ja,b[ — I' = OK eine lokale Parametrisierung derart, dass K
links von 7 liegt und 0K \ v(]a, b]) einpunktig ist. Wir berechnen die rechte
und linke Seite von (123). Zunéchst ist

[ Raw = e, = [ (RAOPO - BoORHO) @

das Integral auf der linken Seite. Das rechte Integral in (123) berechnen wir
zu

| F@.v@) dsonta) = IRGEREIRENE

- /<F<7<t>)’ v(v(1)) 17 (®)ll2 dt

- [ {r6w) (_”jff;»dt

— /a" (Fl(v(t))vé(t) —FQ(W@))%@) it

hierbei wurde zuerst eine einpunktige Menge (Nullmenge)weggelassen, dann
Beispiel 10.12 benutzt und schlieflich die Formel (122) fiir das duflere Nor-
malenfeld eingesetzt. Da beide Integrale tibereinstimmen, folgt (123) und
somit die Behauptung. O
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13.2 Der Stokessche Integralsatz im Raum

Héalt man eine geschlossene Drahtschlinge I' in eine stromende Fliissigkeit, so
hat man den Eindruck, man konne sagen, wieviel Fliissigkeit pro Zeit durch
die Schlinge hindurchflieft. Ist F': R® — R? ein Vektorfeld, so wiirde man
also gerne dem “Fluss von F' durch die geschlossene Kurve I'” einen Sinn
geben.*? Um dies zu erreichen, verfahrt man, grob gesagt, wie folgt: Man
“spannt eine Flache G in I" ein” (die also von I" berandet wird) und berechnet
den Fluss durch G.

Um diese Idee zu prazisieren, sei U C R? offen und ¢: U — R? ecine Im-
mersion, die eine topologische Einbettung ist. Dann ist M := ¢(U) eine
2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3. Sei nun K C U ein Kom-
paktum mit C'-Rand. Dann ist G := ¢(K) C M eine kompakte Menge,
die von der Kurve 0G = ¢(0K) berandet wird (denn ¢ : U — M ist ein
Homdéomorphismus). Wir definieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes F
durch die Kurve OG als das Integral

/ (F(x), v(x)) dS(x), (124)
G
wobei wir die Richtung des Normalenvektors so festlegen, dass

det (52 (0, 5 ()16 > 0.

Natiirlich ist dieses Vorgehen problematisch, denn der “Fluss von F' durch I'”
konnte ja von der “eingespannten Flache” G abhédngen. Wir zeigen nun, dass
fiir spezielle Felder (Rotationsfelder) das Integral (124) tatséchlich nur von
der Randkurve 0G abhéngt, und stellen das Integral (124) als Kurvenintegral
iiber den Rand dar.

Zur Erinnerung: Ist V C R? offen und F': V — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Wir definieren ein neues Vektorfeld rot F': V' — R3, die Rotation

42Auch in vielen anderen Anwendungen ist diese Denkweise wichtig, z.B. in der Elek-
trodynamik.
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von F', durch

. oF, _ OF,
L 01’1 ! 8ZE2 0$3

0 oF, 0F3

tF = d t —_— F = - - - __—“
ro ¢ 2 (9.1'2 2 81'3 8331
L0 oF, _ OR

s 8x3 3 81’1 ax?

(wobei die Determinantenschreibweise nur symbolisch zu verstehen ist).

Satz 13.12 (Stokesscher Integralsatz). Es sei U C R? offen und ¢: U —
R3 eine zweimal stetig differenzierbare Immersion, die eine Einbettung ist.
Weiter sei K C U ein Kompaktum mit C*-Rand und F ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung V C R3 von G = ¢(K).
Es sei M := ¢(U) und v: M — R? das durch

Xi(u) x Xo(u)

v(p(u)) = IX,(0) % %) (125)
mit
01 o1
X = Py = | %y | x = 2w = | 22
o3 Dbs

definierte Normalenfeld,** wobei wir Elementeu € U als u = (uy, us) schreiben.
Dann gilt

/G (rot F(z), v(z)) dSy(x) = /6 (P ds). (126)

Hierbei ist das Integral auf der rechten Seite von (126) definiert als

Lﬁw@:éﬁxww

43Giehe Beispiel 11.11.
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wobei 0K = T'; U--- UT}, ist mit paarweise disjunkten geschlossenen C'-
Kurven I'; und v;: I; — I'; lokale Parametrisierungen sind derart, dass K
links von ~; liegt und I'; \fyj( ;) einpunktig ist. Sobald wir (126) gezeigt
haben, ist die Wohldeﬁniertheit des vorigen Integrals automatisch gegeben.

Beweis. Die Beweisstrategie ist, die Behauptung auf den Greenschen Inte-
gralsatz fiir ein geeignetes Vektorfeld auf U zuriickzufiihren.

Nachdem wir notfalls U durch ¢—!(V) ersetzt haben, diirfen wir annehmen,
dass M = ¢(U) C V. Die Oberflache des von den Vektoren X;(u) und Xs(u)
aufgespannten Parallelogramms ist gleich || X (u) x X3(u)||2 und somit

go(u) = [[X1(u) x Xo(u)|2 (127)
(vgl. Motivation 10.1). Fiir das Oberflichenintegral erhalten wir somit
/<rotF v()) dSy(2)
= [ (ot P) o). (6@) yao(w) dhatu)
= 1o u X (u) x X(u) u) X u u
= [ {(wor Py o). I ) 160 x Xafull dao)

_ /K ((rot F)(@(w)), Xa(u) X Xa(u)) do(us). (128)

wobei die expliziten Formeln (125) und (127) eingesetzt wurden. Bevor
wir weiterrechnen, beachten wir, dass beide Seiten von (126) linear von F
abhangen. Wir konnen daher die Falle, wo F' nur eine von Null verschiedene
Komponente hat, getrennt betrachten und nehmen 0.B.d.A. F;, = F3 = 0 an.
Dann ist

rot F' = 8_1:3 ,
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und mit den Bezeichnungen 0;¢; := g%’; vereinfacht sich der Integrand

von (128) zu
<I‘OtF X1 X X2> =

6F1 aF’l

- a3(al¢3a2¢1 al¢1a2¢3)—8—(81¢182¢2 D1920291)
= (% 00+ 28 010n) o — (22 a0+ 20 ) v
_ (2 1¢3+3F; al¢2+%al¢1)82¢1

(aF L 0,6 + aF GOt @ a2 ) 0161

_ O(Fi09) 91 _ I(F109¢) O¢ (129)

N 8u1 8u2 GUQ aul '
Es ist 0K = I'; U--- UT, mit paarweise disjunkten geschlossenen C'-
Kurven I';, Wir fithren den Beweis nur fir den Fall, dass 0K = T eine
geschlossene C1-Kurve ist; der allgemeine Fall geht jedoch vollig analog, man
hat nur iiberall I' durch I'; zu ersetzen und iiber j zu summieren. Wir wahlen
eine lokale Parametrisierung «y: |a,b[ — 0K derart, dass K links von v liegt
und 0K \ v(]a, b[) einpunktig ist. Fiir das Kurvenintegral auf der rechten
Seite von (126) erhalten wir nun

/qﬁw Fydey, = /ab Fy ((Qbo'y)(t)) (1 07) (¢) dt
- /ab FI(W} ° 7)(”) (%th)) n(t) + %X;m%(w) dt

- /(Flo@ 99 4, 1 (Fr 0. 6) 2% qu

o, 8u2 (130)

Wir wollen den Greenschen Satz benutzen und betrachten dazu die beiden
Integranden dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H =
(Hh HQ)I U— R?:

O

H, = (F10¢)0—u2, Hy = _<F1 ¢)

)
8&1
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Dann ist

. 8<F1 o ¢) el 32¢1 a(Fl o <Z5) ofol} a2<Z51
H = ——~—"- F; — — (F;
div 8u1 8u2 + ( Le ¢) 8’&18@62 8u2 8U1 ( 1o ¢) 0u18u2
_ a(Fl 0925) o) . a(Fl © ¢) 09y
6u1 8U2 3uQ aul ’

d.h.

((rot F) o ¢, X1 x Xo) = divH. (131)
Der Greensche Integralsatz liefert nun

H1 d'LL2 — H2 du1 = / div H d)\Q . (132)

oK K

Die rechte Seite von (132) stimmt wegen (131), (129) und (128) mit dem
Flachenintegral in (126) tiberein. In Anbetracht der Definition von H und
(130) stimmt die linke Seite von (132) mit dem Kurvenintegral aus (126)
tiberein. Also gilt (126). O
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A Existenz des Lebesgue-Borel-Mafles

In diesem Anhang tragen wir u.a. die Existenz des Lebesgue-Borel-Mafes
nach.**

Es empfiehlt sich, diesen Anhang nicht vor Kapitel 5 zu lesen. Rein logisch
gesehen kann der Anhang jedoch, was die Existenzaussagen angeht, direkt
nach Kapitel 2 gelesen werden.*® Der Beweis der Eindeutigkeitsaussagen be-
nutzt den Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.16).16

Fir die Konstruktion von Maflen ist ein weiterer Typ von Mengensyste-
men niitzlich, die sogenannten “Mengenringe”. Auf solchen Mengenringen R
kann man oft von Hand ein “Prdmaf” definieren (eine gewisse Vorstufe eines
Mafles). AnschlieBend setzt man mit dem sogenannten “Hahnschen Fortset-
zungssatz” das Pramafl zu einem Mafl auf der von R erzeugten o-Algebra
o(R) fort.

Definition A.1 Es sei X eine Menge. Ein Ring auf X ist eine Menge R C
P(X) von Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

R1 0 eR;
R2 AABeR = A\BEeTR;
R3 A BeR=AUBETR.

Bemerkung A.2 (a) Jede o-Algebra ist ein Ring, aber nicht umgekehrt.

(b) Ein Ring R enthélt mit je zwei Mengen A, B auch deren Durchschnitt,
dennesist ANB=A\ (A\ B).

Fiir uns ist der folgende Ring von Interesse:

4“4Wir orientieren uns an entsprechenden Abschnitten aus Bauers “Maf- und Integra-
tionstheorie.” Jedoch wurde der unnétig komplizierte Beweis von Bauers Satz 4.4 durch
einen einfacheren ersetzt und die unndtige Benutzung von Dynkinsystemen im Beweis von
Bauers Satz 5.4 eliminiert.

45Wenn man Lemma A.9 hinnimmt, dessen Beweis Kapitel 3 benutzt.

46Zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes bendtigt man Definition 5.7 bis Folgerung 5.16,
die rein logisch gesehen ebenfalls unmittelbar nach Kapitel 2 gelesen werden kénnen.
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Definition A.3 Gegeben eine offene Teilmenge U C R" sei F(U) die Menge
aller endlichen disjunkten Vereinigungen in U gelegener halboffener Quader.
Die Elemente von F(U) heiflen Figuren in U. Ist U aus dem Zusammenhang
klar, so schreibt man auch F := F(U).

Eine Figur in U ist also eine Menge A C U der Form A = QUQyU- - -UQy,
wobei k € Ny und @, ...,Qr C R™ paarweise disjunkte (rechts) halboffene
Quader mit @ C U sind.

Lemma A.4 F(U) ist ein Ring auf U.

Beweis. R1: Es ist () = U?:1 Qr €R.

R2 und R3: Es seien A, B € F(U), wobei 0.B.dA. A # () und B # 0
(sonst sind die Behauptungen trivial). Dann existieren k,¢ € N, paarweise
disjunkte halboffene Quader [a’, b[ fiir i € {1,. .., k} und paarweise disjunkte
halboffene Quader [¢/, d’[ fir j € {1,...,¢} derart, dass

k L

A = U[ai7bi[ und B = U[Cj,dj[a

i—1 j=1

wobei ' = (di,...,d.), ¥ = (b),...,b)) € R*. Wir wollen die vorigen
Zerlegungen in Quader durch geeignete “Verfeinerungen” ersetzen, um sie
kompatibel zu machen. Fiir festes m € {1,...,n} definieren wir hierzu
H,, C R als die Menge aller Zahlen a! 0! ¢/ und d/. mit i € {1,... k},
je{l,...,¢}. Dann ist etwa Hy, = {rmo, "mi1s - - Tman, p Wit o, € N und
Tmo < Tm1 < < Tma,,. Wir definieren nun Q als die Menge der Quader

n

H [Tmajm_17 rm,]m[

m=1

mit j, € {1,...,a,} fiir m € {1,...,n} und beobachten, dass diese Quader
paarweise disjunkt sind. Fiir jeden Quader [a, b'[ gilt nun

[, b = U Q.
Q€EQ mit QCla?,b?|

denn wir haben den Quader [a’, b'[ ja lediglich in die kleineren Quader Q
zerteilt, indem wir zu den Koordinatenebenen parallele Hyperebenen einge-
zogen haben.’” Eine analoge Formel gilt auch fiir [¢/,d?[. Setzen wir [ :=

47Im 2-Dimensionalen entspricht dies dem Aufteilen eines Schachbretts in seine Felder.
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{QeQ:QC A} und J:={Q € Q: Q C B}, so folgt

=Je md B=]Q.

Qel QcJ

Da die Mengen Q € Q paarweise disjunkt sind, erhalten wir jetzt wie
gewiinscht

A\B = [J Qe FU) wmd AuB = ] Q e FU).

QeI\J QeluJ
Definition A.5 Es sei R ein Ring auf einer Menge X. Eine Funktion p :
R — [0, 00] wird ein Prdmaff auf R genannt, wenn gilt:
P1 pu(0) = 0;

P2 Fiir jede Folge (A;),en paarweise disjunkter Mengen A; € R mit Vere-
inigung UjeN A; € R gilt u(UjeN Aj) = Z;; p(A;).

Eine Funktion p: R — [0, 00| wird Inhalt auf R genannt, wenn gilt:
IT p(0) =0;
I2 A\ BeRmit ANB=0= u(AUB) = u(A)+ u(B).

Da wir As := Ay := --- := () wahlen konnen, ist jedes Pramaf} insbeson-
dere auch ein Inhalt.*® Zur spiteren Benutzung halten wir einige elementare
Eigenschaften von Inhalten und PramafBien fest:

Lemma A.6 Fir einen Inhalt i: R — [0, 00] auf einem Ring R gilt:
(a) p ist endlich additiv, d.h. sind Ay, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so
gilt n(Uy=y A;) = D52, w(4y).
(b) Fiir alle A,B € R gilt u(AU B) + u(AN B) = p(A) + pu(B).
(c) w ist monoton, d.h. sind A, B € R mit A C B, so folgt u(A) < u(B).
<

(d) pist subadditiv, d.h. fir alle Ay,..., Ax € R gzltu(U A;) ZJ L 1(A;).

48Die Umkehrung gilt nicht.
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(e) Fir jede Folge (Aj)jen paarweise disjunkter Mengen A; € R mit

Ujen 45 € R gilt
Souay < w(U4).
j=1

JEN
Beweis. (a) Folgt aus 12 durch Induktion.

(b) Do AUB = AU(B\ A) und B = (AN B)U (B \ A) Vereinigungen
disjunkter Mengen sind, folgt

pAUB) = p(A)+u(B\A) und  pu(B) = p(ANB)+u(B\A). (133)
Addition der zwei Gleichungen liefert
WAUB) +pu(ANB)+u(B\A) = u(A)+pu(B)+pu(B\A).

Hieraus ergibt sich u(AUB)+u(ANB) = pu(A)+ u(B), wenn pu(B\ A) < oo.
Ist hingegen pu(B \ A) = oo, so gilt nach (133) auch pu(A U B) = oo und
w(B) = oo, so dass ebenfalls die gewiinschte Formel gilt.

(c) Falls A C B, liefert (133)
u(B) = u(A)+ u(B\A) > u(A)

(d) Setzt man B; := A; \ Uf;ll A; fir 5 € {1,...,k}, so sind By,..., By
paarweise disjunkte Mengen aus R mit B; C A; und Ule B; = U?Zl A,
Somit

m <U Aj) = p (U Bj) = 2 nlB) < 3 nldy);

hierbei wurde zunéchst die endliche Additivitat von u benutzt, anschlieBend
die Monotonie.

(e) Ist (Aj)jen eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € R mit A :=
Ujen 4j € R, so gilt Ule A; C A fiir jedes k£ € N und somit wegen endlicher
Additivitat und Monotonie

ZM(AJ') = p (U AJ) < p(A).

Der Grenziibergang k — oo liefert nun die Behauptung. a
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Lemma A.7 Es sei R ein Ring auf einer Menge X und p: R — [0, 00] ein
Pramafs. Fir beliebige Mengen Ag, A1, As, ... aus R gilt dann

Av € J A = w(A) <D 4. (134)

jEN j=1
Beweis. Gilt AO Q UjGN Aj, So ist AO = UjEN(AO N AJ) mit A() N Aj c
R und p(Ap N Aj) < p(A;), weil p ja insbesondere ein Inhalt und somit
nach Lemma A.6 (c) monoton ist. Wir diirfen daher 0.B.d.A. Ay = [,y 4;

annehmen. Dann sind B; := A;\ | J/Z] A; € R fiir j € N paarweise disjunkte
Mengen mit Vereinigung ;o Bj = Uy Aj = Ao und B; C Aj;. Somit

1(Ag) = ZM(BJ‘) < Z:U’(Aj)

wegen P2 und der Monotonie von pu. a

Das folgende Lemma zeigt, dass es genau ein Pramaf x4 auf dem Ring F(R™)
der Figuren in R™ gibt, welches jedem halboffenen Quader sein natiirliches
Volumen zuordnet (das Produkt der Seitenléngen). Man nennt p das Lebesgue-
sche Pramaf.

Lemma A.8 (Lebesguesches Pramafl). Es sei F := F(R"™) der Ring der
Figuren i R™. Dann gilt:

(a) Sind [a*,b],..., [a" V[ C R™ paarweise disjunkte halboffene Quader
sowie auch [¢',d"[,.. ., [c!,d [ und ist A .= J_, [a*,b'] = U§:1 [/, d],
so gilt

p(A) = [T —an) = > T] @ —c)- (135)

i=1 m=1 j=1 m=1

(b) Die nach Teil (a) wohldefinierte Abbildung

p: F — [0,00]
ist ein Pramaf auf F derart, dass p([a,b[) = [, (bm — am) fir jeden
halboffenen Quader [a,b] C R™. Esist u das einzige Pramaf mit dieser
FEigenschaft.
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Beweis. Wir stellen dem Beweis eine Voriiberlegung voran. Es sei [a, b] C R”
ein halboffener Quader mit @ = (ay, ..., a,) und b = (by,...,b,). Weiter seien
firallem € {1,...,n} Zahlen a,;, € Nund ay, = rino < mp < -+ < Tmoaym =
by gegeben. Dann gilt

Qm

bm — aym = Z (Tm,j - Tm,j—l)
j=1
(Teleskopsumme!) fiir m = 1,...,n und somit durch Ausmultiplizieren (Dis-
tributivgesetz):
aq (0773
(b1 —ar) ... (by—an) = (Z(Tl,jl = Tl,j1—1)> R (Z(Tw‘n - Tl,jn—l))
Jji=1 jn=1

a1 an n
= Z T Z H (rmy.]m - dem*l) :

j1=1 jn=1 m=1

Das nattirliche Volumen (Produkt der Seitenldngen) von [a, b[ ist also gleich
der Summe der Volumina der paarweise disjunkten Quader [ [ _,[Fm j,—1: Tmjn |
mit Vereinigung [a, b].

(a) In der beschriebenen Situation definieren wir a,, reelle Zahlen r,, ; und
eine Menge Q von Quadern wir im Beweis von Lemma A.4. Nach der
Voriiberlegung lésst sich das natiirliche Volumen Vol,([a’, b'[) von [a’, b"[ um-
schreiben als

Vol,,([a, V') = > Vol,,(Q) .

QEQ mit QC[a?,bt]

Da die Mengen () € Q paarweise disjunkt sind und A iiberdecken, erhalten
wir fiir die linke Seite von (135):

ST G- = S Vel(@th =3 > VoL(@)

i=1 m=1 i=1 QeQ mit QC[a?,b?[
= > Vol,(Q).

Analog erhalten wir Zﬁ:l [Th—i (d, = cl) = e Volu(Q) fiir die rechte
Seite von (135), die beiden sind also gleich.
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(b) Da jede Figur eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter halboffener
Quader ist und Pramafle endlich additiv sind, kann es hochstens ein Pramaf3
auf F geben, das jedem halboffenen Quader sein natiirliches Volumen zuord-
net. Die Funktion p aus (a) ordnet jedem halboffenen Quader das richtige
Volumen zu. Wir zeigen nun, dass p ein Pramaf ist.

P1 ist klar. Als eine Voriiberlegung fiir den Beweis von P2 zeigen wir
nun die endliche Additivitdt von p (wobei man natiirlich nur zwei Sumn-
manden zu betrachten braucht). Seien also A, B € R disjunkt. Dann gilt
A = Q1U---UQy, fir gewisse paarweise disjunkte halboffene Quader ); C R”
und B = Q41 U -+ - U Qy fiir ebensolche );, per Definition einer Figur. Da
AN B =0, gilt sogar Q; N Q; = 0 fir alle 4,5 € {1,...,¢} mit i # j. Da
AUB = Ule Q;, gilt per Definition von (AU B) wie gewiinscht

k

(AU B) ZNJ Qj) = ZNQ] + Z w(Qy) 1(A) + u(B).

j=k+1

P2: Sei nun (A4;),en eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € F mit
Vereinigung A := {J,;.y A; € F. Wir haben zu zeigen, dass

= D_nl4y)

Da A eine Figur ist, gilt A = Q1 U --- U Q. fiir gewisse paarweise disjunkte,
halboffene Quader @, € R". Dann ist Q; = |J;oy @i N A; € F und

p(A) =D p(Qp) wnd Y p(Ay) =3 D m(@QinAy) =3 D m(QiNAy).

j=1 i=1 i=1 j=1

Es geniigt daher, die Behauptung fir @1, ..., Q) statt A zu beweisen, und
wir diirfen somit 0.B.d.A. annehmen, dass A = [a, b[ ein halboffener Quader
ist, mit a,b € R".

Nach Lemma A.6 (e) gilt zunéchst

oo

DED WY
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Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung wahlen wir » > 0 derart, dass
<b; —rfirallei € {1,...,n}. Ist € € ]0,r| gegeben, so ist

B := B. := [a,b—ece[ mit e:=(1,1,...,1) e R"

ein halboffener Quader, dessen kompakter Abschluss B = [a,b — ce] ganz
in A enthalten ist. Wir definieren nun eine Figur Q5 € F mit

Q; C(Q5)° (Inmeres) und pu(Q5) < u(Q;)+277¢,

wie folgt: Wir schreiben Q; = UZ L [¢*, d'[ als disjunkte Vereinigung halbof-
fener Quader und setzen

k

Q5 = U [c" — de,d" + de],

=1

wobei 0 > 0 so klein gewahlt ist, dass

k n k n
w@) = > [, —c+20) < Y ] —c) +277e = u(@Q))+277.

1

—_
—_

% i=1 m=

Dann gilt B C A = Ujen @ € U;en(@5)°. Da B kompakt ist, existiert ein
N € Nmit B C UF (Q5)°. Folglich gilt B C U;V:1 Q5 und somit

p(B:) = p(B) < M(UQ§> < ZM(QE) < Z(M(Qj)+2_j5)

(1(Q)) +277¢ Z“ Q) +e¢. (136)

AN
)
I

Da u(B:) =11} _1(bm —€ —am) = [ (bm — am) = u(A) fir e — 0, folgt

aus (136) durch Grenziibergang ¢ — 0 wie gewiinscht p(A) < 772, u(Q;).
O

Als technisches Hilfsmittel brauchen wir noch eine kleine Ergénzung zum
Doppelreihensatz (Folgerung 2.4):

Lemma A.9 Ist a;y € [0,00] fir (j, k) € N* und k: N — N? eine Bijektion,
so gilt

> <Z aj,k:> =) au - (137)
j=1 \k=1 i=1

210



Beweis. Es sei (: P(N?) — [0, 00| das Zahlmafl auf N? und a: N? — [0, o],
(7, k) — ajr. Wie im Beweis des Doppelreihensatzes sehen wir, dass

ad( = @k 5
I

k=1

fiir alle j € N. Da{1,...,n} xN = {J7_, ({j} xN) eine disjunkte Vereinigung

ist, folgt
ad( = / ad( = a;
/{1 n}xN Z {7} xN Z o

""" J=1 k=1

mit Satz 3.30(a). Da UneN({l, ...,n} x N) = N2 wobei die beteiligten
Mengen aufsteigen, erhalten wir weiter mit Satz 3.30 (a) und Lemma 2.5 (c)

n [e’e] oo X0

/adg = lim adC = Tim S a = D03 a.
n—oo n—od

N2 {1,...,n}xN j=1 k=1 j=1 k=1

Die Mengen X,, := k({1,...,n}) steigen ebenfalls gegen N? auf, und somit
gilt auch

d = 1 d = 1 k(i) — k(1) -
(R TR "D SUTED SR

X'"/
Satz A.10 (Hahnscher Fortsetzungssatz). Es sei R ein Ring auf einer
Menge X und pi: R — [0,00[ ein Pramaf$ auf R. Dann gilt:

(a) w lasst sich zu einem Maf i auf (X,0(R)) fortsetzen, d.h. es gilt i|g =
L.
(b) Gilt X = ;e X; fiir eine Folge von Mengen X; € R mit pu(X;) < oo,

so ist die Fortsetzung [i eindeutig festgelegt. Sie ist gegeben durch die
Formel

:mf{Zu LA eRmztACUeNA} fiir alle A € 0(R).

(138)
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Beweis. (a) Fiir jede Menge () C X bezeichne U((Q) die Menge aller Folgen
(A;)jen von Mengen A; € R, die @) iiberdecken, also

Q<4
JEN

Wir definieren nun
p'(Q) = inf {Z 1(A;): (Aj)jen € U(Q)} (139)

fiir jede Teilmenge Q C X und erhalten damit eine Funktion p*: P(X) —
[0, 00] auf der Potenzmenge von X. Koénnen wir @ nicht durch abzdhlbar
viele Mengen aus R {iberdecken, (wenn also U(Q) = (), so ist iibrigens
1 (Q) = oo. Dies liegt daran, das wir das Infimum in der geordneten Menge
[0, 00| bilden, und
inf ) = oo

dort (fiir alle z € () gilt ja co < x, und somit ist co eine untere Schranke fiir
0 in [0, 00]).

Die Funktion p* besitzt folgende Eigenschaften und wird daher ein sogenan-
ntes “4uferes MaB” (engl. “outer measure”) genannt: 4

OM1 u*(0) = 0;

OM2 p* ist monoton, d.h. fur alle @Q1,Q2 C X mit Q1 C Qs gilt pu*(Q1) <
w(Q2);

OMS3 Fiir jede Folge (Q;)jen von Teilmengen Q; C X gilt ,LL*(UjeN Qj> <
2]0'21 1 (Q;)-

Hierbei folgt OM1 aus der Bemerkung, dass die konstante Folge (), 0, ... in
U(D) liegt. Gilt Q; C Qs, so ist jede Uberdeckung von Q, auch eine von Q
und somit U(Q2) C U(Q,), woraus OM2 folgt. Fiir den Beweis von OMS3
darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass

p(Q;) < oo  firalle jeN, (140)

OWarnung: Ein “4uferes” Mafl ist im Allgemeinen kein Ma! Die Bezeichnung ist
irrefiihrend !

212



denn andernfalls ist > 72, u*(Q;) = oo und somit ist die geforderte Ungle-
ichung automatisch erfiillt. Gelte also (140). Zu jedem & > 0 und jedem
J € N existiert dann eine Folge (A4;x)ren € U(Q;) derart, dass

S ulA) € Q) + 27 (141)
k=1

Um die Doppelfolge (A;x)(jrene als ein Element von U(|U,y @) auffassen
zu konnen, wihlen wir eine Bijektion x: N — N? und betrachten stattdessen

die Folge (Ax@))ien- DalUjen @5 € Ujaenz Ajk = Uien Ani) 15t (Agi))ien €
U(U,en @5) und somit

u*(U%) <O (Any) = D0 ulAr) < o pt(@Q) + <,
jEN i1 J=1 k=1 =1

wobei das Gleicheitszeichen auf Lemma A.9 beruht, die letzte Abschitzung
auf (141) und der Summenformel fiir die geometrische Reihe. Da ¢ > 0

beliebig war, folgt p* ( U]EN Qj) < Z;il w(Qy).

Entscheidend fiir das Weitere ist nun die Bemerkung, dass fiir alle A € R
gilt:

i(A) = u(A) (142)
sowie

w(Q) = (QNA) +f(QNAY)  firalle Qe P(X),  (143)

wobei A° := X \ A. Fiir den Beweis von (143) kann hierbei p*(Q) < oo
angenommen werden (sonst ist die Aussage trivial), weswegen insbesondere

U(Q) # 0. Zunichst gilt

Suld) = 3 ou(A4;04) + 3 4\ A

fir jede Folge (A;)jen € U(Q) wegen der endlichen Additivitdt von p. Da
(Aj N A)jEN € Z/{(A) und (A] N Ac)jeN S Z/{(AC), folgt

Zu ) > p(QNA) + pr(Q\ A
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fiir jede Folge (A;);en € U(Q). Ubergang zum Infimum liefert nun (143).

Zum Beweis von (142) beachten wir zunéchst, dass p*(A) < u(A), da die
Folge A,0,0,... in U(A) liegt. Ist (A;)jen € U(A), so ist A C |,y A4; und
somit pu(A) < 375y p(4;) nach Lemma A.7, woraus p(A) < p*(A) folgt.
Also besteht Gleichheit.

A.11 Eine Teilmenge A C X wird p*-messbar genannt, wenn (143) gilt.
Wir schreiben ¥+ fiir die Menge aller p*-messbaren Teilmengen von X.

Nach dem Vorigen gilt also R C ¥,«. Der folgenden Satz zeigt, dass auch
O'(R) g E“*

gilt und
fii= po(r) (144)

ein Mafl auf o(R) definiert, welches nach (142) wie gewiinscht das Préamaf
1 fortsetzt.

(b) Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.16) gibt
es in der Situation von (b) hochstens eine Fortsetzung von p zu einem Mafl
auf o(R). Also ist das durch (144) definierte MaB i die einzige Fortsetzung
von p. Wegen (139) und (144) gilt (138). O

Satz A.12 Ist p*: P(X) — [0,00] ein dufleres MafS auf einer Menge X,
so st die Menge ¥, aller tm Sinne von A.11 p*-messbaren Mengen eine
o-Algebra auf X. Die Einschrdankung

fls,. o X — [0, 00]
st ein Mafs.

Beweis. Zunédchst bemerken wir, dass (143) und damit die Bedingung A €
¥+ fiir jede Teilmenge A C X dquivalent ist zu

Q) = 1(QNA) + (Q\A)  firalle Qe P(X).  (145)

Aus OM3, angewandt auf die Folge QN A, Q \ A, 0,0, ... folgt ndmlich die
Giiltigkeit der zu (143) umgekehrten Ungleichung fiir alle @ € P(X).
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Wir priifen nun die Axiome einer o-Algebra fiir ¥,- nach.
S1: Aus (143) oder (145) folgt sofort, dass ) € 3+

S2: Da (145) in A und A° symmetrisch ist, enthdlt ¥,- mit A auch das
Komplement A°.

S3: Wir zeigen zunachst, dass 3, unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen
ist, also AU B € ¥+ fiir alle A, B € ¥,«. Da B € ¥+, gilt nach (145)

#(QNA) = pQNANB) + 1 (QNA)\B) und
pr(QNAY) = p(@QNANB)+u ((QN A\ B).
Setzt man diese Formeln in (145) ein, so ergibt sich
prQ) = p(QNA)+p1(Q\A)
= W(QNANB)+ p (QNANDB°)

+u (QNANB)+ p (QmA(Am? ). (146)
=(AUB)°

Ersetzt man hier () durch @ N (AU B), so gewinnt man
p(QN(AUB)) = p"(QNANB)+u (QNANB)+p" (QNA°NB). (147)

Die Summe der ersten drei Summanden in (146) ist also p*(Q N (AU B)),
und somit lasst sich (146) umschreiben zu

1(Q) = w(QN(AUB)) +u'(QN (AUB))
= W(QN(AUB)) +u"(@Q\(AUB)),

Da @ € P(X) beliebig war, ist also AU B € X,-.

Nun sei (A;)jeny eine Folge von Mengen A; € ¥,.. Wegen S2 und der
Abgeschlossenheit von ¥« unter endlichen Vereinigungen ist dann

j—1 -1 . j—1 .
B = A\ Ja = 40 (Ja) = (aulJa) e s
=1 =1 i=1

fiir alle j € N, wobei A := (J;cxAj = Ujen Bj und B; N B; = () fiir i # j.
Um A € X, einzusehen, darf man also 0.B.d.A. annehmen, dass die Mengen
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A; paarweise disjunkt sind.

Nach (147), angewandt mit A; und A, anstelle von A und B, gilt

QN (A1UA)) = p(QNA)+p (QNA).

Hieraus folgt durch vollstandige Induktion

u*(@ﬂ OAJ‘> = iu*(@ﬂflj)
j=1 i=1

fiir alle @ € P(X) und n € N. Da C,, := J;_, 4; € ¥,» nach dem Vorigen
und Q \ C,, D Q\ A, also p*(Q\ B,) > p*(Q\ A) gilt, erhélt man

p(Q) = w(@Q@NCy) +p (Q\Cr) = > p(QNA;) + p"(Q\A)

fiir alle n € N. Hieraus folgt mit OM3

> Y QN4 + i (Q\A) > p(QNA) +p(Q\A)

7j=1

und damit nach der einleitenden Bemerkung zu Beweisbeginn sogar

= Y QN4 + p(@Q@\A) = p(QNA)+p (Q\A) (148)

7=1
fir alle Q € P(X). Also gilt A € ¥+, und somit ist X, eine o-Algebra.

Wihlt man in (148) @ := A, so erhalten wir " (U, 4j) = D52, 1 (4y),
d.h. p*|s,. ist o-additiv und somit ein Maf. O

Die Beweisidee, einem Pramafl durch (139) zunéchst ein d&uleres Maf3 zuzuord-
nen und daraus ein Mafl auf den p*-messbaren Mengen zu gewinnen, geht
auf C. Carathéodory (1873-1950) zuriick.

Beweis von Satz 2.6: (a) Es sei u: F — [0, 00] das Lebesguesche Pramaf

auf dem Ring F der Figuren in R", wie in Lemma A.8. Nach dem Hahn-
schen Fortsetzungsatz existiert dann ein Mal A := g auf o(F) = B(R"),
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welches p fortsetzt. Fir jeden halboffenen Quader [a,b] C R™ gilt dann
Mla, b)) = p(la,b) = I} _, (b — an), wie gewiinscht. Nach dem Ein-
deutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.16) ist A durch vorige Eigen-
schaft eindeutig festgelegt, da sich R™ durch eine Folge halboffener Quader
ausschopfen lasst.

(b) Es sei U C R" offen, v: B(U) — [0, 00| ein MaB, welches auf allen kom-
pakten Teilmengen von B(U) endliche Werte annimmt, und F(U) der Ring
der Figuren in U. Dann ist p := v|#@y ein Prama$ auf 7 (U). Der Hahnsche
Fortsetzungssatz liefert ein Ma8l i : B(U) = o(F(U)) — [0, 00], welches p
fortsetzt und (138) erfiillt, also die in Satz 2.6 (b) beschriebene Bedingung.
Da sich U durch eine Folge (Qk)ren halboffener Quader @y mit kompaktem
Abschluss Q C U ausschopfen lisst und dann p(Qy) = v(Qr) < v(Qy) < 00
per Voraussetzung, gilt v = i aufgrund der Eindeutigkeitsaussage im Hahn-
schen Fortsetzungssatz. Also erfiillt auch v die in Satz 2.6 (b) beschriebene
Bedingung. a
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B Erganzungen zu Kapitel 13

Im Folgenden sind einige Erganzungen zu Kapitel 13 zusammengestellt. Ins-
besondere wird gezeigt, dass jede 1-dimensionale kompakte Untermannig-
faltigkeit von R™ eine Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten
geschlossenen C'-Kurven ist.

Wegkomponenten einer Untermannigfaltigkeit

Wir erinnern an die Definition der Wegkomponenten eines metrischen Raumes:

Definition B.1 Es sei (M, d) ein metrischer Raum.

(a) Gegeben x,y € M schreiben wir x ~ y, wenn es eine stetige Abbildung
v:10,1] — M gibt mit 4(0) = x und (1) = y (einen “Weg von x nach
y in M”). Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation® auf M. Wir schreiben
M, := [z]. fiir die Aquivalenzklasse eines Elements & € M und nennen
M, die Wegkomponente von x.

(b) Besitzt M nur eine Wegkomponente, so wird M wegzusammenhdingend
genannt.
Bemerkung B.2 (a) M, besteht also aus allen Punkten y € M, die wir

durch einen Weg mit x verbinden konnen.

(b) Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, bilden die Wegkomponenten eine
Partition von M (eine Zerlegung in paarweise disjunkte, nicht-leere
Mengen mit Vereinigung M ).

(¢) Jede Wegkomponente von M ist wegzusammenhéngend.

50 Reflexivitit: Gegeben x € M gilt « ~ x, da wir & mit sich selbst durch einen konstan-
ten Weg verbinden konnen. Symmetrie: Gilt z ~ y, so gibt es einen Weg «v: [0,1] — M
von x nach y. Dann ist [0,1] — M, t — (1 —t) ein Weg von y nach z, somit y ~ x.
Transitivitdt: Gilt x ~ y und y ~ z, so gibt es Wege v und 7 von x nach y bzw. von y
nach z. Definieren wir {(t) := ~(2t) fir t € [0,1/2], {(t) := n(2t — 1) fur ¢t € [1/2,1], so
ist ¢ iiberall rechts- und linksseitig stetig und somit stetig, mithin ein Weg von x nach z.
Also x ~ z.
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(d) Ist f: M — N eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen
und x € M, so gilt f(M,) C Ny, (ist ndmlich v: [0,1] — M ein Weg
in M von z nach y € M,, so ist f o~ ein Weg in N von f(z) nach
f())-

(e) Als Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist eine nichtleere Teilmenge
von R genau dann wegzusammenhangend, wenn sie ein Intervall ist.

(f) Ein metrischer Raum M heifit zusammenhdingend, wenn es keine nicht-
leeren, disjunkten offenen Teilmengen U,V C M gibt mit M = U U
V. Aus der Analysis II wissen wir, dass jeder wegzusammenhéangende
metrische Raum auch zusammenhangend ist.

Satz B.3 (Wegkomponenten einer Untermannigfaltigkeit). FEs sei
M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Jede Wegkomponente von M ist offen und abgeschlossen in M, und sie
ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(b) Ist M C R™ eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit von R™,
so besitzt M nur endlich viele verschiedene Wegkomponenten 'y, ... T',.
Dann ist also

M =TU---uly,,

wobei I'y, ..., I',, paarweise disjunkte, offene und abgeschlossene Teil-
mengen von M sind sowie wegzusammenhdngende, kompakte, k-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten von R™.

Beweis. (a) Gegeben z € M und y € M, gibt es eine C'-Parametrisierung
¢: U — M von M mit y € ¢(U). Es existiert ein € > 0 derart, dass
W := B.(¢7'(y)) C U. Da die Kugel W wegzusammenhéngend ist, gilt
dies (nach Bemerkung B.2(d)) auch fiir die offene Umgebung ¢(WW') von y.
Also gilt ¢(W) C M, und somit ist M, eine Umgebung von y in M. Da y
beliebig war, ist M, offen in M. Als offene Teilmenge von M ist auch M,
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

Da die Wegkomponenten eine Partition bilden, ist M\ M, die Vereinigung der
anderen Wegkomponenten und somit offen in M. Also ist M, abgeschlossen
in M.
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(b) Die Menge mo(M) aller Wegkomponenten von M ist nach (a) eine
offene Uberdeckung von M. Ist M kompakt, so gibt es eine endliche Teil-
iiberdeckung, wir finden also endlich viele paarweise verschiedene Mengen
[y, I € mo(M) mit Vereinigung (Jj2, I'; = M. Da mo(M) eine Par-
tition ist, sind die Mengen I'; paarweise disjunkt und es folgt mo(M) =
{T'y,..., 'y}, Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge M ist
jede der Komponenten I'; kompakt. Alles Weitere wurde bereits in (a)
gezeigt. O

Parametrisierung von Kurven durch Bogenlange

Definition B.4 Ist I C R ein offenes Intervall, tg € I und v: I — R"” ein
C'-Weg, so definiert man die von ¢, aus gemessene Bogenlidnge von v als die
Funktion

t
Lyw: I =R, Lyy(t) = / 1/(5)]a ds
to

Definition B.5 Es sei I C R ein offenes Intervall. Ein C*-Weg v: I —
R™ heit auf Bogenldnge parametrisiert, wenn eine (und somit jede) der im
folgenden Lemma formulierten Bedingungen erfiillt ist.

Lemma B.6 Es sei I C R"™ ein offenes Intervall und «v: I — R ein Ct-Weg.
Die folgenden Bedingungen sind aquivalent:

(@) [Y'(t)|l2 =1 fir allet € 1.
(b) Ly (t) =t —to fiir alle ty € I und allet € 1.

(c) Es existiert ein to € I derart, dass L4 (t) =t —to fir allet € 1.

Beweis. (a)=-(b): Gilt ||/(¢)|l2 = 1 fiir alle ¢, so folgt fiir alle to,t € I

¢ t
L%to(t) «© / ||7,(8)”2 ds = / lds = t—t.
to to
(b)=(c) ist trivial.
(a)=(a): Gilt L4, (t) =t — to, so folgt

d d [
1 = ELv,to(t) - %/to 17 ()2 ds = IV ()]l
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mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Insbesondere ist jeder auf Bogenlange parametrisierte Weg ein regularer Weg,
wegen Lemma B.6 (a).

Lemma B.7 Isty: I — R" ein reqularer C1-Weg und ty € I, so gilt:
(a) J:= L, (I) C R ist ein offenes Intervall;
(b) L,(t): I — J ist streng monoton wachsend und ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist
L., : 1 — R stetig differenzierbar, mit Ableitung

(L)' @) = IV (D)ll2 > 0.

Die Behauptungen folgen. a

Lemma B.8 Istv: I — R™ ein requlirer C'-Weg, to € I und J := L, (1),
s0 ist n =y o (Ly4)" " J = R™ ein auf Bogenlinge parametrisierter C*-
Weg.

Beweis. Schreiben wir 7 := L;;O, o ist 7 = v o 7 und somit

/ = (s~ (7(s :; "(1(s :;
7(s) = () 7(7(s) ") = HEeh

Lo 05)) 7(r(s)

nach der Kettenregel. Also ist ||7/(s)|2 = H = 1 und somit ist 7 nach
Lemma B.6 (a) auf Bogenlénge parametrisiert. O

Lemma B.9 Es seien v: [ — R" und n: J — R" auf Bogenlinge parame-
trisierte C'-Wege, welche Einbettungen sind. Gilt v(I) = n(J), so ist eine
der folgenden Bedingungen erfullt:

(a) Es existiert eina € R mit J =1+ a und y(t) = n(t+a) fir allet € I.
Oder:

(b) Es existiert ein a € R derart, dass J = a — 1 und v(t) = n(a —1t) fir
allet € I.

221



Beweis. Da v eine Immersion und eine Einbettung ist, ist M := () eine 1-
dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit von R", mit globaler Parametrisierung
~v: I — M. Das gleiche Argument zeigt, dass auch n: J — M eine globale
Parametrisierung ist. Nach Satz 9.26 ist die Abbildung

Ti=nltoy: I —=J
stetig differenzierbar. Es ist o7 = 7, somit

T () (7(t) = 7 (t)

nach der Kettenregel und somit

T OF = 17O (@)l = 17O 7" @)l = V@Ol = 1,

woraus |7'(t)| = 1 folgt. Also 7/(¢) € {1, —1} fiir allet € I. Da I ein Intervall
ist, schliefen wir mit dem Zwischenwertsatz, dass 7(¢) nicht das Vorzeichen
wechseln kann, also 7/(I) = {1} oder 7/(1) = {—1} gilt. Wahlen wir ¢, € I,
so folgt im ersten Falle

T(t) = 7(to) —to+1 fir alle ¢t € I,

im zweiten Falle 7(t) = 7(ty) + to —t. Die Behauptung gilt also mit
a = T7(ty) — to bzw. a := 7(to) + to. O

1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeiten von R™

Wir zeigen nun, dass jede wegzusammenhangende, kompakte 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M von R™ eine geschlossene C'-Kurve ist. Der Be-
weis beruht auf einem Lemma, das es ermoglicht, nach und nach einzelne
Parametrisierungen fiir M passend zusammenzusetzen, bis man einen peri-
odischen Weg mit Bild M erhalten hat.

Voriiberlegung. Zur Motivation der folgenden Beweisstrategie schauen
wir uns zunéchst einmal eine prototypische kompakte 1-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit an, den Kreis S; in R?. In diesem Falle ist 6: R — S,
6(t) := (cost,sint) ein 2m-periodischer regulirer C'-Weg mit Bild §(R) = Sy,
der auf [0, 27| injektiv ist, und somit ist S; eine geschlossene C'-Kurve im
Sinne von Definition 13.6. Sind I, J C R offene Intervalle mit Langen < 2,
so sind 7y := 6|; und n := 6|; Parametrisierungen fiir S;. Die Bilder ()
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und 7n(J) sind Kreisbogen; wenn sie iiberlappen, so kénnen sie entweder
vollstandig ineinander enthalten sein, oder sie iiberlappen in einem Kreisbo-
gen, oder aber ihr Durchschnitt besteht aus zwei Kreisbogen. Dieser Fall tritt
z.B. auf, wenn [ = ]0,27[und J = |—m, 7[. In diesem Fallist v(I)Un(J) =S,
kompakt, und wir kénnen aus v und 7 durch eine stiickweise Definition und
periodische Fortsetzung die Funktion 6 zuriickgewinnen.

Lemma B.10 (Zusammenbauen von Wegen). FEs seien M C R" eine
1-dimensionale wegzusammenhdngende Untermannigfaltigkeit, I,J C R be-
schrankte offene Intervalle und ~v: I — M sowie n: J — M auf Bogenldnge
parametrisierte injektive C'-Wege derart, dass v(I) Nn(J) # 0. Dann gilt:

(a) Ist v(I) U n(J) kompakt, so ist v(I) Un(J) = M und M ist eine
geschlossene C'-Kurve im Sinne von Definition 13.6.

(b) Andernfalls existiert ein beschrinktes offenes Intervall E C R mit I C
E und ein auf Bogenlinge parametrisierter, injektiver Ct-Weg (: E —
M derart, dass ((E) =~v(I)Un(J) und ¢|; = .

Beweis. Sei etwa [ = ]a,b[ und J = |e,d[. Da M eine 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R" ist, sind die injektiven Immersionen v und 7 nach
Lemma 9.24 Parametrisierungen fiir M und somit insbesondere Einbettun-
gen.

1. Fall: Ist n(J) C (1), soist n(J)U~(I) = v(I) nicht kompakt (denn sonst
wére das zu y(I) homdéomorphe offene Intervall I kompakt, was nicht der
Fall ist). Wir sind also in der Situation von (b) und setzen einfach E := [
und ¢ := 7.

2. Fall: Ist y(I) C n(J), soist y(I)Un(J) = n(J) nicht kompakt. Die Menge
U :=n"v(I)) C R ist offen und wegzusammenhéngend, somit ein offenes
Intervall. Da v und 7|y Einbettungen und auf Bogenldnge parametrisierte
Wege mit gleichem Bild sind, gibt es nach Lemma B.9 ein a € R derart, dass
entweder U = I + a und (t) = n(t + a) fur alle t € I, oder U = a — I und
v(t) = n(a—t) fiir alle t € I. In der ersten Situation setzen wir F := J—a und
definieren (: E — M via ((t) := n(t + a); andernfalls setzen wir £ :=a — J
und definieren ¢ : £ — M via ((t) := n(a — t). Dann leistet ¢ das in (b)
Verlangte.

3.Fall: Wir nehmen nun an, dass weder (/) C n(.J) noch n(J) C v(I). Dann
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ist W := y7(n(J)) eine nicht-leere echte offene Teilmenge von I. Behaup-
tung: [ \ W ist ein Intervall. Dazu seien z,y € I mit x < y; wir haben
zu zeigen, dass [z,y] C I\ W. Widerspruchsbeweis: Andernfalls gibt es ein
z € lx,y] MW =: V. Da V offen in R ist, ist nach Satz B.3 (a) die Wegkom-
ponente V, eine offene wegzusammenhéngende Teilmenge von R und daher
ein offenes Intervall, somit V, = Ja, [ mit z < a < z < § < y. Nach
Satz 9.26 ist 7: W — 5~ 1(y(I)), 7(t) := n7'(7(t)) ein Diffeomorphismus
auf die offene Teilmenge n~'(y(I)) von J. Als wegzusammenhingende of-
fene Teilmenge von R ist dann 7(V}) ein Intervall, etwa 7(V,) = |/, 5/ mit
c < o < " < d. Als Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen ist
7|y, entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend. Wir
nehmen an, dass 7|y, streng monoton wachsend ist (den anderen Fall behan-
delt man analog). Wir behaupten, dass o’ = ¢. Andernfalls wére namlich
o € J und limg o, 7(a+t) = o/. Da 7 stetig ist, wére dann

y(e) = limy(a+1) = lim n(r(e+1) = n(o) (149)

und somit o € v~ (n(J)) = W, folglich a # x und daher [o, 8] C |z, y[ "W =
V', was auf den Widerspruch [o, 5[ C V, fiithrt. Also ist o/ = ¢. Analog
sicht man, dass ' = d. Somit ist 7(V,) = J und daher n(J) C ~(I), im
Widerspruch zu den im vorliegenden 3. Fall gemachten Voraussetzungen.
Also ist doch I\ W ein Intervall. Da W offen ist, gibt es drei Moglichkeiten:

Fall 3(i): Es ist W = |r, b fiir ein r € ]a,b[. Dann ist 7|y entweder von
der in Lemma B.9 (a) beschriebenen Gestalt, oder wie in (b). Wir nehmen
Ersteres an (den zweiten Fall behandelt man analog). Dann gibt es also ein
dERmit 7(W)=0+W C Jund 7(t) = 0+, also y(t) = n(7(t)) = n(d+1)
fir alle t € W. Wiederholung des bei (149) benutzten Arguments zeigt, dass
7+ 0 = ¢ sein muss. Wir setzen nun F :=la,r + d — ¢[ und definieren

| B v(t)  falls t €]a,b[;
¢(:E— M, ¢(t) = {77(5+t) falls t € |r,r+d —¢[.

Nach dem Vorigen ist ¢ wohldefiniert, und per Konstruktion hat ¢ die in (b)
geforderten Eigenschaften.

Fall 3 (ii): Es ist W = Ja,r[ fiir ein r € ]a,b[. Dieser Fall kann analog zu
Fall 3 (i) behandelt werden.

Fall 3(iii): Es ist W = Ja,r[ U |s,b[ mit a« < r < s < b. Nachdem
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wir notfalls n durch einen entsprechenden in umgekehrter Richtung durch-
laufenen Weg ersetzen, diirfen wir annehmen, dass ;s monoton wachsend
ist. Eine Wiederholung des bei (149) benutzten Arguments zeigt, dass dann
7(]s,b]) = |e, ¢+ b — s] sein muss und

7(t) = c—s+t  firalle t €]s,]. (150)
Analog muss dann 7(Ja,r[) = ]d — (r — a), d[ sein und
7(t) = d—r+t  firalle t €la,r| (151)

Wir setzen ¢ := (b—a)+(d—c¢)—(r—a)—(b—s) =d—c—r+sund
definieren 0: |r — (d —¢), s+ (d —¢)[— M,

n(d—r+t) wenn t €lr—(d—c),r|;
0(t) = v(%) wenn t € |a, b[;
n(c—s+t) wenn t €ls,s+ (d—c)[.

Nach dem Vorigen ist § wohldefiniert und man sieht nun leicht, dass 6 ein
auf Bogenlange parametrisierter (und somit regularer) C'-Weg ist, der auf
|r, 7 + €[ injektiv ist und derart, dass

O(t+¢) = 0(t)  wann immer t,t+ ¢ €]r—(d—c),s+ (d—c)[.

Folglich ist durch (t) := 6(t + kf) mit k € Z derart, dass t + kl € |r —
(d —¢),s + (d — ¢)[ eine l-periodische Funktion #: R — M wohldefiniert.
Diese setzt 6 fort und ist somit ein regulidrer C'-Weg. Nun ist O(R) =
v(I) Un(I) offen in M aber wegen der Periodizitat auch 6(R) = 6(]0, {])
kompakt, somit abgeschlossen in M, folglich M \ #(R) offen in M. Da M
wegzusammenhéngend und somit zusammenhéngend ist, folgt M = O(R).

Also ist M = O(R) eine geschlossene C'-Kurve und somit insbesondere
v(I)Un(J) = M kompakt; wir sind also in der Situation von (a) und haben
die gewtinschte Schlussfolgerung bewiesen. O

Satz B.11 (1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeiten). Jede
wegzusammenhdangende kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit M
von R™ ist eine geschlossene C'-Kurve.

Beweis. Fiir jeden Punkt € M existiert eine lokale Parametrisierung
v: I =V, C M mit x € V,, wobei I eine offene Teilmenge von R ist.
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Nach Ersetzen von I durch ein kleines Intervall um v~!(z) dirfen wir an-
nehmen, dass I ein offenes beschranktes Intervall ist und v eine endliche
Bogenlange besitzt. Nach Lemma B.8 konnen wir v durch einen auf Bo-
genlange parametrisierten Weg mit dem gleichen Bild ersetzen. Wir diirfen
daher 0.B.d.A. annehmen, dass v auf Bogenldnge parametrisiert ist. Da
die hier auftretenden Mengen V, eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge M bilden, finden wir endlich viele auf offenen beschrankten Intervallen
I, ..., I definierte, auf Bogenlinge parametrisierte C1-Wege v; : I; — M,
deren Bilder W; := ~,(I;) die Menge M iiberdecken.

Wir zeigen nun durch Induktion nach k, dass M eine geschlossene C'-Kurve
ist.

Fall £ = 1: Kann nicht auftreten, da sonst das offene Intervall I; zu M
homoomorph und somit kompakt ware.

Fall k = 2: Ware W,NW, = (), so waren W, und W, disjunkte, nicht-leere of-
fene Mengen, die M tiberdecken; daher ware M nicht zusammenhangend und
somit auch nicht wegzusammenhangend, Widerspruch. Da M = W; U W, =
Y1 (11) U~ (1), ist M nach Lemma B.10 (a) eine geschlossene C*-Kurve.

Induktionsschritt: Es sei nun & > 3 und die Aussage fiir £ — 1 bereits
gezeigt. Wie im vorigen Fall sehen wir, dass Wy N (Wo U -+ U Wy) # 0
sein muss. Nach Umnummerieren von s, ...,y dirfen wir daher o0.B.d.A.
annehmen, dass W, N Wy # (. 1. Fall: W; U W, ist kompakt. Dann ist
Wy U Wy in M abgeschlossen und somit M \ (W; U W) eine in M offene
Menge, die die offene Menge W; U W5 nicht trifft. Da M zusammenhangend
ist, muss Wy U Wy = M sein; somit ist M nach Lemma B.10(a) eine
geschlossene C'-Kurve. 2. Fall: W; U W, ist nicht kompakt. Dann gibt es
nach Lemma B.10 (b) ein beschrénktes offenes Intervall E C R mit [; C FE
und einen auf Bogenlinge parametrisierten C'-Weg v: E — M derart, dass
v(E) = Wy U Wy und v|, = 7. Wir kénnen nun 7y, ...,7; durch die
k —1 Wege 7,73, ...,V ersetzen und erhalten per Induktion, dass M eine
geschlossene C*-Kurve ist. O

Ahnlich kann man zu jeder nicht-kompakten, wegzusammenhéngenden 1-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R"™ eine globale Parametrisierung
~v: R — M konstruieren.
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Wohldefiniertheit der Randintegrale

Der Vollstandigkeit halber begriinden wir noch die Wohldefiniertheit der in
Kapitel 13 auftretenden Randintegrale.

Lemma B.12 Sind I,J C R offene Intervalle, v: J — R™ ein C*-Weg,
7: 1 — J ein Diffeomorphismus mit 7'(t) > 0 fir alle t und F: v(J) — R"
eine stetige Funktion derart, dass das Integral fv<F’ ds') existiert, so existiert

auch [__(F, ds) und es gilt

’YOT

Beweis. Nach der Substitutionsregel ist

[FK%ﬂQM%OTWﬂdﬁ:éf%%ﬁhﬂ@ds

=(r()7 (1)

fiir j = 1,...,n, woraus die Behauptung folgt. O

Lemma B.13 Das Integral [, (F, d3) in Definition 13.10 ist wohldefiniert,
unabhdngig von der Wahl der Kurven I'; und der Parametrisierungen ;.

Beweis. Schreibt man 0K als disjunkte Vereinigung von geschlossenen
C'Kurven I'y,...,Ty, so ist jedes I'; wegzusammenhingend und ist da-
her in einer Wegkomponente W von 0K enthalten. Weiter ist I'; kom-
pakt und hat kompaktes (und somit abgeschlossenes) Komplement | J, 2 Li
in 0K, weswegen I'; auch offen in 0K ist. Da W zusammenhangend ist
und W = T'; U (W \ T) eine Zerlegung in disjunkte offene Mengen, muss
I'; = W sein. Also sind die Mengen I'; genau die Wegkomponenten von 0K .
In welcher Reihenfolge man diese nummeriert hat, beinflusst die zur Inte-
graldefinition benutzte Summe natiirlich nicht. Wir miissen daher nur noch
zeigen: Sind n: I — I'; und (: J — I'; auf offenen Intervallen definierte
Parametrisierungen fiir I'; derart, dass K links von 7 und ¢ liegt und I'; \n(I)
und I'; \ {(J) einpunktige Mengen sind, so ist

/n (F, d5) — /C (F, d5). (152)



Ist n(I) = ¢(J), soist 7 := n~to(: J — I nach Satz 9.26 ein Diffeomor-
phismus. Da nor1 = (, ist 7/(¢)n'(7(¢)) = {'(t) fir t € J; da der &uflere
Normalenvektor v(¢(t)) sowohl mit 7/ (7(t)) als auch mit {'(t) = 7/(t) 0’ (7(t))
ein Rechtssystem bildet, muss 7/(¢) > 0 sein. Die Integrale in (152) stim-
men somit nach Lemma B.12 {iberein. Ist andererseits n(I) # ((J), so ist
n(I)\¢(J) ={n(s)} furein s € I und ¢(J)\n({) = {{(r)} fiir ein r € J. Ist
I =]a,b], J =]c,d], so folgt

M = n(la,s[) Un(s, b)) = ((e,r[)UC(r,d]).

Die beiden Mengen auf der linken Seite sind wegzusammenhangend, dis-
junkt, offen und nicht leer; sie sind also die beiden Wegkomponenten von M.
Analoges gilt auf der rechten Seite. Folglich haben 7|}, s und 7, 5[ die gleichen
Bilder wie die zwei Einschrankungen von (, und wie zuvor sehen wir nun mit
Lemma B.12; dass die Wegintegrale langs der Teilwege iibereinstimmen und
somit auch die Wegintegrale langs n und (. O
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