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Dieses Vorlesungsskript besteht aus den 30 Prasentationen einer
vierstiindigen Vorlesung, die im Sommersemester 2021 an der
Universitat Paderborn via ZOOM gehalten wurde (wobei Ausblicke
und Zusammenfassungen fiir das Skript gestrichen wurden). Die
Wabhlpflicht-Vorlesung beendete den im Wintersemester 2018
begonnenen Analysis-Zyklus fiir Bachelor Mathematik und
Technomathematik, der neben vier Pflichtveranstaltungen noch
eine “Einfiihrung in die Funktionalanalysis” im Wintersemester
2020/2021 umfasste. Die Veranstaltung stand zudem
Master-Studierenden des gymnasialen Lehramts offen.

Die Vorlesung bezweckte, eine Einfiihrung in das Themengebiet
der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten zu geben. Beispiele und
Anwendungen wurden vorrangig im Bereich der Liegruppen
gewdhlt. Die Diskussion von Fliissen fiir Differentialgleichungen auf
Mannigfaltigkeiten sowie Parameterabhangigkeit rundet zudem den
Themenbereich der gewdhnlichen Differentialgleichungen aus der
Drittsemestervorlesung “Reelle Analysis” ab.
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§1 Topologische Mannigfaltigkeiten

Grob gesagt ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
eine Menge, die lokal (um jeden Punkt) aussieht wie eine offene
Menge in R". Praziser:

Definition 1.1

Sei n € N. Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist
ein Hausdorffscher topologischer Raum M derart, dass jeder Punkt
x € M eine offene Umgebung U besitzt, die zu einer offenen
Menge V C R"” homdomorph ist.

Zu x € M existieren also eine offene x-Umgebung U C M, eine
offene Teilmenge V C R” und ein Homéomorphismus ¢: U — V
(also eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrfunktion
¢~ 1: V — U). Nenne ¢ eine Karte um x.

Hom&omorphismen zwischen offenen Teilmengen von M und
offenen Teilmengen von R” nennt man (n-dimensionale) Karten
fir M.
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Zunichst zwei Beispiele; anschlieBend Wiederholung zu Topologie.
Beispiel 1.2

Seien n,m € Ny. Ist V C R” eine offene Teilmenge und
f: V — R™ eine stetige Funktion, so ist der Graph

M :={(x,f(x)): x € V}

eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (mit der von
R"” x R™ = R"™ induzierten Topologie).

Die Projektion
o M=V, (x,y)—x

auf die erste Komponente ist stetig und bijektiv mit stetiger
Umkehrfunktion

pHV = M, x s (x, f(x)).
Fiir jeden Punkt (x, y) € M ist also ¢ eine Karte um (x,y).
Der Graph M hat also eine Karte ¢: U — V mit U = M, eine
globale Karte.




Dies ist etwas Besonderes; der Kreis S; zum Beispiel ist eine
1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit (siehe unten), die
keine globale Karte ¢ besitzt, denn die nichtleere Menge

V = ¢(S1) C R wére dann offen und kompakt, hatte also ein
Maximum, was der Offenheit widerspricht.

Beispiel 1.3

Der Einheitskreis S! := {(x,y) € R?: x2 + y? = 1} ist eine
1-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

Sei namlich (x,y) € S1. Wir diskutieren zuerst den Fall y > 0.
Dann ist

Ui :={(a,b) € S1: b> 0}
eine offene (x, y)-Umgebung in S; und
¢1: Uy —]-1,1[, (a,b)— a

ein Homdomorphismus mit Umkehrfunktion a — (a, V1 — a2), also
eine 1-dimensionale Karte um (x, y).
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Ist y <0, x>0 bzw. x <0, so ist
Uy :=={(a,b) € S1: b < 0},

Us :={(a,b) € S1: a> 0} bzw. Us := {(a,b) € S1: a < 0} eine
offene (x, y)-Umgebung in S; und die Projektion ¢;: U; —]—1,1]
auf die x-Achse (wenn j = 2) bzw. y-Achse (wenn j = 3 oder

Jj = 4) ist eine Karte um den gegebenen Punkt (x, y), mit

Umkehrfunktion a — (a, —v'1 — a2) bzw. b +— (V1 — b?, b) bzw.
b (—/I— B2, b).

Wiederholung zu Topologie

“Begriff des topologischen Raums” ist Teil der Analysis 2 laut
Modulhandbuch. Wir geben eine kurze Wiederholung, insb. von
verwandten Begriffen.
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Definition 1.4

Ist (X, d) ein metrischer Raum mit dem Abstand d(x, y) € [0, oo
von x,y € X, so schreiben wir

B.(x) :={y € X: d(x,y) < ¢}

fiir die offene Kugel vom Radius € > 0 um x € X. Eine Teilmenge
U C X heiBt offen, wenn fiir jedes x € U ein € > 0 existiert mit
B:(x) C U.

Bemerkung 1.5

| \

Die Menge O aller offenen Teilmengen eines metrischen Raums hat
folgende Eigenschaften:

Ol Esist) € O und X € O;
02 Firalle U,V e Oist UNV € O;
O3 Fiir jede Familie (V)je; von Mengen V; € O'ist |, V; € O.

v

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten



Definition 1.6

Es sei X eine Menge. Eine Menge O von Teilmengen von X heiBt
Topologie auf X, wenn die Bedingungen O1, O2 und O3 aus
Bemerkung 1.5 erfiillt sind. Das Paar (X, O) nennt man dann
einen topologischen Raum. Die Mengen U € O werden offene
Teilmengen von X genannt. Eine Teilmenge A C X heiBt
abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Definition 1.7

Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge V C X wird
Umgebung eines Punkts x € X genannt, wenn eine offene
Teilmenge U C X existiert mit x € U und U C V. Ein
topologischer Raum (X, O) heiBt Hausdorffsch, wenn fiir alle

x # y in X disjunkte Umgebungen existieren, also eine
x-Umgebung U existiert und eine y-Umgebung V mit UN V = 0.

Fiir jeden metrischen Raum (X, d) ist der zugehorige topologische
Raum (X, ©O) Hausdorffsch, denn sind x # y in X, so sind die
Kugeln B.(x) und B.(y) disjunkt, wenn wir € := d(x, y)/2 wéhlen.
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Ist X eine Menge mit mindestens zwei Elementen x # y, so ist
O := {0, X} eine nicht Hausdorffsche Topologie auf X (die
indiskrete Topologie); die einzige x-Umgebung ist ndmlich X und
ebenso fiir y.

Definition 1.8

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen heiBt
stetig, wenn das Urbild f~1(U) offen in X ist fiir jede offene
Teilmenge U von Y.

Zum Beispiel ist jede konstante Abbildung X — Y stetig (alle
Urbilder sind X oder 0)). Auch identische Abbildungen
idx: X = X, x — x sind stetig.

Definition 1.9

Ein Homéomorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung

f: X = Y zwischen topologischen Raumen, mit stetiger
Umkehrfunktion f~1: Y — X. Topologische Raume X und Y
werden homéomorph genannt, wenn ein Hom&omorphismus
f: X = Y existiert.
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Zum Beispiel ist tan: |—7/2,7/2[ — R stetig und bijektiv mit der
stetigen Umkehrfunktion arctan. Also ist tan: |—7/2,7/2[ — R ein
Homdomorphismus. Folglich sind |—7/2, 7 /2] und R hom&omorph.

Definition 1.10
Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so

Ist Oy :={UNY:Uec O}

eine Topologie auf Y (siche Anhang zu §1). Man nennt Oy die
induzierte Topologie (oder auch ‘Spurtopologie'). Wird nichts
anderes gesagt, so versehen wir Teilmengen Y C X immer mit der
induzierten Topologie. Die Mengen V € Oy werden relativ offene
Teilmengen von Y genannt oder kurz offen in Y.

Bemerkung 1.11

Die induzierte Topologie hat folgende Eigenschaften (siehe
kiinftiger Anhang zu §1):

(a) Die Inklusionsabbildung jy: Y — X, x — x ist stetig als
Abbildung von (Y, Oy) nach (X, O).
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(b) Fiir jede Abbildung f: Z — Y mit einem topologischen Raum
(Z,T) gilt: f ist genau dann stetig nach (Y,Oy), wenn f
stetig nach (X, Q) ist (also jy o f stetig ist).

(c) Wenn Y C X eine offene Teilmenge ist, so ist

Oy={Uc0:UC Y}

eine Teilmenge von Y ist dann also genau dann in Y relativ
offen, wenn sie in X offen ist.

Sind f: X — Y und g: Y — Z stetige Funktionen zwischen
topologischen Raumen, so ist auch die Komposition gof: X — Z,
x — g(f(x)) stetig.

Beweis. Fiir jede offene Teilmenge U C Z ist g~ 1(U) C Y offen,
also (g o f)~Y(U) = f~1(g~1(V)) offen in X. O
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Folgerung 1.13

Ist f: X — Z stetig und Y C X eine Teilmenge, so ist die
Einschrankung f|y: Y — Z, x — f(x) stetig auf (Y, Oy).

Beweis. Es ist f|y = f o jy mit der stetigen Inklusionsabbildung
Jy: Y = X. O

Definition 1.14

Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O wird
eine Basis der Topologie genannt, wenn jede offene Menge
Vereinigung von Mengen aus B ist.

Fiir V € O existiert also eine Familie (V;);c; von Mengen V; € B
mit V = Use, V.

Beispiel 1.15

B :={]a,b[: a,b € Qmita < b} ist eine abzahlbare Basis fiir die
Topologie auf R.
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Bemerkung 1.16

Traditionell wird meist verlangt, dass topologische
Mannigfaltigkeiten zudem eine abzihlbare Basis der Topologie
besitzen sollen (“zweites Abzihlbarkeitsaxiom”). Wir setzen dies
nicht voraus und nennen die Existenz einer abzihlbaren Basis
explizit als Voraussetzung, wenn wir sie benutzen wollen.

Satz 1.17
Es sei X eine Menge und B eine Menge von Teilmengen von X.
Genau dann ist B Basis einer Topologie auf X, wenn gilt:

Bl UyepV =X,

B2 Fiir alle U,V € B und jedes x € UN V existiert ein W € B
mtxe W CUunV.

Die Topologie ist dann eindeutig festgelegt und gegeben durch

(9:{ U V:MgB}.

veM

(Beweis siehe Anhang).



Bemerkung 1.18

B2 ist insbesondere dann erfiillt, wenn gilt:
B2 Firalle U,V e Bist UNV € B.

Diese Bedingung ist oft bequemer nachzupriifen.

Beispiel 1.19
Sind (X1, 1) und (X2, O,) topologische Raume, so ist die Menge

B::{Ul x Uy: U eOLUze(’)g}

aller “offenen Kastchen” Basis einer Topologie O auf X; x X5.
Man nennt diese die Produkttopologie.

Es ist B1 erfiillt, da X7 x Xo € B. Gegeben U,V € B ist
U= U x Uy und V = Vi x V, fiir geeignete Ui, V1 € O1 und
U, Vb € Oy. Dann ist

Unv=(UnWw)x(UnW)eB,

also Bedingung B2’ erfiillt. Elementare Eigenschaften (s. Anhang):



Satz 1.20

Es seien (X1, 01) und (X2, O3) topologische Riume. Versehen wir
X := X1 x Xo mit der Produkttopologie, so gilt:

(a) Die Projektionen prj: X = Xj, (x1, x2) > x; sind stetig fiir
je{L,2}

(b) Fiir jeden topologischen Raum Z ist eine Abbildung
f=(f,f): Z— X; x Xp genau dann stetig, wenn f; und £,
stetig sind;

(c) Sind Xi und X Hausdorffsch, so auch X; x Xj;

(d) Sind Y1 C Xj und Y, C X, Teilmengen, so stimmt die von
(X,0) auf Y := Y7 x Y3 induzierte Topologie Oy iiberein
mit der Produkttopologie 7", wenn wir Y; C X; fiir j € {1,2}
mit der induzierten Topologie (O;)y; versehen und Y als
Produkt von (Y1, (O1)y,) und (Y2, (O2)y,) betrachten.

(Beweis siehe Anhang).
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Beispiel 1.21

Sind f1: X1 — Y7 und fo: Xo — Y, stetige Abbildungen zwischen
topologischen Raumen, so ist

fi x h: Xy xXo = Y1 x Yo, (x1,x2) = (fi(x1), 2(x2))

stetig.

Bezeichnet pr;: X1 x Xz — X die Projektion, so ist namlich
fi x f = (f1 o pry, f2 0 pry) und die Komponenten dieser Funktion
sind stetig.

Sind f; und f» Homodomorphismen, so auch f; x f. )

Denn die Funktion (f)7! x (£)71: Y1 x Y2 — X1 x X ist stetig
und offenbar ist dies die Umkehrfunktion zu f; x f.
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Bemerkung 1.22

Gegeben n € N ist fiir jedes k € {1,..., n} die Abbildung
¥ R x R"™% 5 R”, () = (X1, ey Xk Yis e e oy Yik)

ein Homdomorphismus, wobei x = (x1,...,xx), ¥ = (V1, - -, Yn—k)-

Fiir Kugeln beziiglich der jeweiligen Maximumnormen gilt namlich

Y(BE (x) x BE"(y)) = B (¥(x, ).

Wir identifizieren haufig R” und R¥ x R"~k mittels ). |

Satz 1.23

Sind (X1, 1) und (X2, O,) topologische Rdume, so gilt:

(a) Ist Xi eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und
Xo eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, so ist
X1 x Xp eine (n + m)-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.
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(b) Haben Xj und X, abzihlbare Basen der Topologie, so auch
X1 X X2. J

Beweis. (a) Gegeben x = (x1, x2) € X1 x X3 gibt es eine
n-dimensionale Karte ¢1: U; — V4 C R” fiir X1 um x; und eine
m-dimensionale Karte ¢o: U, — Vo C R™ fiir X um x2. Dann ist

U1><U2

eine offene x-Umgebung in X1 x X, und Vi x V5 eine offene
Teilmenge von R" x R™ = R ™ _Nach Beispiel 1.21 ist weiter

(;31><¢21U1><U2—>V1XV2

ein HomGomorphismus, also eine (n + m)-dimensionale Karte fiir
X1 X X2 um X.

(b) Fiir j € {1,2} sei Bj eine abzahlbare Basis der Topologie auf
Xj. Dann ist B := {Uy x U>: Uy € By, Us € By} eine abzihlbare
Menge von offenen Teilmengen von X; x X. Um zu sehen, dass B
eine Basis fiir die Produkttopologie ist, sei U C X; x X5 eine
offene Teilmenge.
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Fiir alle x = (x1, x2) € U gibt es offene Teilmengen U, C Xj und
Vi € Xo mit x € Uy x V,, C U. Da B eine Basis der Topologie
auf Xj ist, ist Uy eine Vereinigung von Basismengen und eine
dieser enthalt x;. Nach Verkleinern von Uy darf also U, € B3
angenommen werden und ebenso V, € B,. Dann ist

x € Uy x Vi C U mit Uy x Vi € B und somit

U= J(Uex V)

xelU
eine Vereinigung von Mengen aus B, also B eine Basis. [J

Bemerkung 1.24. Das Beispiel 1.2 war sicher vielen mit dem
Wissen der Analysis 2 verstandlich. Wir konnen die Argumente
auch mit dem aktuell zusammengestellten Grundwissen der
Topologie begriinden: Die Projektion pry: R"” x R™ — R" ist stetig
(siehe Satz 1.20(a)), also auch pry |p (siehe Folgerung 1.13) und
die Koeinschrinkung ¢ = pry |), dieser Abbildung (siehe
Bemerkung 1.11 (b)). Die Umkehrfunktion ¢~1: V — M ist stetig
als Abbildung nach R" x R™, da sie stetige Komponenten hat
(Satz 1.20 (b)). Sie ist also stetig, nach Bemerkung 1.11(b).



Definition/Satz 1.25

Es seien X eine Menge und (f;);c, eine Familie von Abbildungen
fi: X; — X, wobei (Xj, O;) ein topologischer Raum ist fiir alle
Jj € J. Dann ist

O:={VCX:(vjeJ) () (V)eo}

eine Topologie auf X. Man nennt O die finale Topologie auf X. Sie
macht jedes f; stetig.

Beweis. Wegen (f)}(X) = X; € O; ist X € O und analog sieht
man, dass ) € O. Sind U,V € O, so ist fiir jedes j
FUNV)=fYU)nE (V) e

als Durchschnitt zweier offener Mengen und somit UNV € O. Ist
(Vi)ies eine Familie von Mengen V; € O, soist V :=J;¢, Vi € O,
da fiir jedes j € J 1(v) = U (V) € 0,

g - icl g I '
als Vereinigung offener Mengen.e Also ist O eine Topologie auf X.
Diese macht jedes f; stetig, denn £ (V) € O; fiir jedes V €.0. O
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Das folgende Lemma wird uns wiederholt ermdglichen, wichtige
Beispiele von Mannigfaltigkeiten zu konstruieren.

Lemma 1.26

Die Topologie auf einem topologischen Raum X sei final beziiglich
einer Familie (f)jc, von injektiven Abbildungen f;: X; — X mit
topologischen Raumen X;. Wir nehmen an, dass fiir alle /,j € J die
Menge

Ui = £7H6(X3)) = £7H(6(X) N 6(X))

in X; offen ist und die durch
Uji = Uij,  x = f7H(f(x))

gegebene Abbildung f; ; ein Homomorphismus. Dann gilt fiir jedes

iel:

(a) Das Bild fi(X;) ist offen in X.

(b) Die Ko-Einschrinkung £|i(X): X; — £;(X;) ist ein
Homdomorphismus, wenn wir f;(X;) mit der von X induzierten
Topologie versehen.
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Fiir jedes i € [ ist dann also f;(X;) offen in X und
- L. £(X;) = X; ein Homdomorphismus.

Beweis. Sei /i € /. Per Voraussetzung ist fiir jedes j € J das Urbild
Gil(ﬁ(X;)) = U;; offen in Xj, also f;(X;) offen in X per Definition
der finalen Topologie. Ist V C X; eine offene Teilmenge, so ist fiir
jedes j € J

(V)N 6(X) = (VN EH6(X)) = (VN Uiy),
also
(V) = £7HH(VINGX)) = £7HH(VNU)) = (VN Uy)
offen in X;. Folglich ist f;(V') offen in X und somit auch offen in
fi(Xi). O
Bemerkung 1.27

Sei X; Hausdorffsch fiir jedes j € J in der Situation von
Lemma 1.26 und es gebe eine stetige Abbildung g: X — Y in
einen Hausdorffschen topologischen Raum Y derart, dass fiir alle
x,y € X gilt: ist g(x) = g(y), so existiert ein j € J mit

x,y € fj(X;). Dann ist X Hausdorffsch.
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Seien namlich x # y aus X. Ist g(x) # g(y), so existieren in Y
disjunkte offene Umgebungen U von g(x) und V von g(y). Dann
sind g~ 1(U) und g~1(V) disjunkte offene Umgebungen von x
bzw. y in X. Ist g(x) = g(y), so existiert per Voraussetzung ein

J € J mit x,y € fj(X;). Da X; Hausdorffsch ist, existieren disjunkte
offene Umgebungen U und V von G_l(x) bzw. i;-_l(y) in X;. Dann
sind fj(U) und f;(V) disjunkte offene Umgebungen von x bzw. y
in X.

Beispiel 1.28: Projektive Raume
Gegeben n € N sei

P:={Rv:veR"™\ {0}}

die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorriaume von R"*1. Man

nennt P den n-dimensionalen reellen projektiven Raum und
schreibt dafiir auch P(R"*1) oder RP".
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Wir machen nun P zu einer n-dimensionalen topologischen
Mannigfaltigkeit. Gegeben (xi, ..., xn11) € R™1\ {0} schreiben
wir

[x1, ..y Xny1] = R(x1, ..., Xnt1)-
Wir betrachten fiir k € {1,...,n+ 1} die Abbildung
e R" = P, x=(x1,...,%n) = [X1y oy Xk—1, 1, Xky - -+, Xn);

diese ist injektiv, da fiir x # y die Vektoren

(X5 oy Xk—1,1, Xk, - ., xn) und (y1,...,Yk—1,1, Yks- .., ¥n) nicht
kolinear sind. Weiter ist

f(R™) = {[x1, ..., xnt1] € P: xx # 0}.
Wir versehen nun P mit der finalen Topologie beziiglich der
Familie (fx)ke(a,... ,n1}- Seien i,j € {1,...,n+1}. Dann ist

fi(R") N f;(R") = {[x1, ..., Xns1]: X; # 0 und x; # 0},
im Falle i < j ist weiter
Uj»i = 6_1(ﬁ(Rn)) = {(X17 . >Xn) e R™: Xj 7é 0}

offen in R". Ist i = j, so ist die Offenheit trivial. Im-Falle i >-j ist



Ui = fj-il(f,'(]Rn)) ={(x1,...,xn) € R": x;_1 # 0}
offen in R". Also ist f;(R") offen in P bzgl. der finalen Topologie.
Die Abbildungen f;;: U;; — U;j, x — £ *(f;(x)) sind bijektiv. Im
Falle i < j ist fiir x = (x1,...,X,) € Ui und
Y= (01, yn) € Uj; genau dann fi(x) = fi(y), wenn

[Xla--'7XI'—1717XI'7"')XI7] = [yla"'vyj—lal?yja"'ayn]a

wobei die linke Seite gleich

[x1/Xj—1, -, Xi—1/Xj—1,1/Xj—1, Xi/Xj—1, - . ., Xn/Xj—1] iSt mit einem
Reprasentanten, dessen j-te Komponente 1 ist. Also ist f; ;(x) =y
gleich

X1 xicr 1 X Xj—2 X Xn
AR M ) AR M PR |
X1 e X e e X X

und somit stetig in x. Analog ist f; ;(x) fiir i > j gegeben durch
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(2. 0 o % 12X %)
und somit stetig in x. Fiir alle i, ist auch (f;;)~! = f;; stetig,
folglich f; ; ein Homdomorphismus. Die Voraussetzungen von
Lemma 1.26 sind also erfiillt. Somit ist U; := f;(R") offen in P fiir
jedes j € {1,...,j} und ¢ :== £, ': U; — R" ein
Hom&omorphismus. Fiir jedes x = (xi,...,x,11) € R"T1\ {0} gibt
eseinj e {1,...,n+1} mit x; # 0, so dass also Rx € f;(R") = U,
und ¢; eine n-dimensionale Karte fiir P um Rx ist. Kénnen wir
noch zeigen, dass P Hausdorffsch ist, so ist P eine topologische
Mannigfaltigkeit.

Seien hierzu u # v € P. Existiert ein j € {1,...,n+ 1} mit

u,v € f;(R"), so existieren in R" disjunkte offene Umgebungen U
und V von zj-_l(u) bzw. G_l(v). Dann sind £;(U) und f;(V)
disjunkte offene Umgebungen von v und v.

Andernfalls existiert kein j € {1,...,n+ 1} mit u,v € f;(R").
Seien i,j € {1,...,n+ 1} mit u € f;(R") und v € fj(R"); dann ist



i # j. Nachdem wir notfalls u und v vertauschen, diirfen wir
annehmen, dass i < j ist. Es ist

V= {1 ovm) €R": Jyi] < 1/2)

eine offene Teilmenge von R” und somit V := f;(V’) offen in P.
Ebenso ist U" := {(x1,...,xn) € R": |xj_1| < 1/2} eine offene
Teilmenge von R” und U := f;(U’) offen in P. Nun existieren

a=(a,...,an) €R" und b=(b1,...,bp) €R"

mit u = fi(a) und v = fj(b). Da v ¢ U;, ist b; = 0. Da u & U;, ist
aj_1 = 0. Also sind U und V offene Umgebungen von x bzw. y.
Weiter ist U N V = (). Andernfalls gibe es nimlich ein
x=(x1,..., %) € U und ein y = (y1,...,yn) € V' mit

fi(x) = fj(y), so dass also y; # 0, xj_1 # 0 und

1 .
1>\y,-]:‘x_71’ sowie 1> [xj_1],
G

was einander widerspriache. Somit muss doch U N V. = ) sein. I
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Wir erinnern noch an drei topologische Grundbegriffe, die ab und
zu bendtigt werden:

Ist X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge, so ist
das Innere Y° von Y definiert als die Vereinigung aller Teilmengen
U von Y, die in X offen sind. Der Abschluss Y von Y ist definiert
als der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen A von X
mit Y C A. Der Rand von Y ist Y := Y\ Y°.

Dann ist Y die groBte in Y enthaltene offene Teilmenge von X. Es
ist Y die kleinste Y enthaltende abgeschlossene Teilmenge von X.
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§2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Es sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und
k € NoU {OO}

Definition 2.1

Eine Menge A von n-dimensionalen Karten ¢: Uy — V4 von M
heiBt C*-Atlas fiir M, wenn

Al Ugea Us = M; und
A2 Alle ¢, € A sind Ck-kompatibel, d.h.
P o ¢t p(Up N Uy) = 9(Up N Uy)
ist eine C*-Abbildung — siehe Skizze.

Bemerkung 2.2
(a) Sind f: X — Y und g: D — Z Abbildungen, so schreiben wir
kurz g o f fiir die Komposition

fAD)=FfFYDNY)= Z, xw— g(f(x))
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bzw. deren Koeinschrankung auf g(D N f(X)).

(b) Sind f und g stetige Abbildungen zwischen topologischen
Raumen und Y und D offene Teilmengen eines topologischen
Raums M, so ist DN Y offen in M und somit offen in Y, folglich
der Definitionsbereich f~1(D N Y) von g o f eine offene Teilmenge
von X.

(c) Die Abbildungen 1o ¢~ 1: ¢(Uy N Uy) — ¢(Us N Uy) in A2
werden Kartenwechsel genannt oder Ubergangsabbildungen. Sie
sind Ck-Diffeomorphismen, denn die Umkehrfunktion ist ¢ o 1)1,

Ein Ck-Atlas A auf einer topologischen Mannigfaltigkeit M heiBt
maximal, wenn fiir jeden Ck-Atlas B auf M aus AC B folgt, dass
A=B.

Definition 2.3

Eine C*-Mannigfaltigkeit ist eine topologische Mannigfaltigkeit M,
zusammen mit einem maximalen Ck-Atlas A auf M. Ist k = oo, so
sprechen wir auch von einer glatten Mannigfaltigkeit.
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Lemma 2.4

Ist M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und A ein
CKk-Atlas auf M, so sei Amax die Menge aller Karten Uy — Vi
von M derart, dass sowohl ¢ und % als auch ¥ und ¢
C*-kompatibel sind fiir alle ¢ € A. Dann gilt:

(a) Amax ist ein CX-Atlas auf M mit A C Amax.

(b) Fiir jeden Ck-Atlas B auf M mit A C Bist B C Amax.

Nach dem Vorigen ist Amax der groBte Ck-Atlas auf M, der A
enthilt; insbesondere ist Amax €in maximaler CX-Atlas, der A
enthdlt und durch diese Eigenschaft eindeutig festgelegt.

Beweis. (a) Ist 1) € A, so sind ¢ und v sowie ¥ und ¢
Ck-kompatibel fiir alle ¢ € A, da A ein C*-Atlas ist. Also ist
1) € Amax und somit A C Amayx. Insbesondere wird Al durch Amax
erfullt, denn
M2 |J Us2 | Up=m.
DE Amax pcA
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Sind 1,0 € Amax und x € 6(Uy, N Up), so gibt es ein ¢ € A mit
0~1(x) € Uy. Auf einer offenen x-Umgebung W, C Vj gilt dann

Yol t=(op o(pobt);

diese Funktion ist C* als Komposition von CX-Funktionen. Da die
offenen Mengen W, den Definitionsbereich 6(Uy, N Up) von

1 o 071 iiberdecken und v o 071y, eine Ck-Abbildung ist, ist
10§71 eine C*-Abbildung.

(b) Sei B ein Ck-Atlas mit A C B. Fiir jedes ¢ € B sind fiir jedes
¢ € B sowohl ¢ und v als auch ¢ und ¢ CK-kompatibel, da B ein
Ck-Atlas ist. Insbesondere gilt dies fiir alle ¢ € A C B, so dass also
1 € Amax und somit B C Amay. O

Bemerkung 2.5

Ist (M, .A) eine Ck-Mannigfaltigkeit, so benutzen wir das Wort
“Karte” im Folgenden nur noch fiir die Karten ¢ € A, nicht fiir
beliebige Karten im Sinne einer topologischen Mannigfaltigkeit.
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Beispiel 2.6

R" ist eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und allgemeiner
jede offene Teilmenge U C R".

Es ist namlich {idy} ein C°>°-Atlas und wir versehen U mit dem
zugehorigen maximalen C°-Atlas.

Beispiel 2.7

Ist (M, A) eine Ck-Mannigfaltigkeit, so auch jede offene Teilmenge
W C M.

Es ist namlich
{¢ € A: U¢ - W}

ein maximaler C*-Atlas auf W (Aufgabe P5). Wir versehen W mit
diesem Atlas und machen so W zu einer CX-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.8

Der n-dimensionale reelle projektive Raum RP" ist eine glatte
Mannigfaltigkeit.
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Dies ist ein Spezialfall der folgenden Beobachtung:

Satz 2.9

Sei n € Ny und k € Ng U {o0}. Ist jedes X; eine offene Teilmenge
von R" in der Situation von Lemma 1.26, jedes f;; eine
C*-Abbildung und X Hausdorffsch, so ist X eine
C"—Mannigfaltigkeit, zusammen mit dem maximalen CK-Atlas, der
den Ck-Atlas {f~1: i € I} enthilt. O

| A

Beispiel 2.10

Seien n € Ng und k, ¢ € Ng U {co} mit £ < k. Ist (M, A) eine
Ck—MannigfaItigkeit, so kénnen wir den maximalen C-Atlas Amax
bilden mit A C Anax. Man nennt (M, Anax) die M zugrunde
liegende C*~Mannigfaltigkeit.

Jede Ck-Mannigfaltigkeit lasst sich also auch als
C’-Mannigfaltigkeit mit £ < k betrachten.

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten



Definition 2.11

Es sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit und N eine
n-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung f: M — N
heiBt Ck, wenn sie stetig ist und die auf einer offenen Teilmenge
von Vj (und somit von R™) definierte Abbildung

pofodt:¢p(UsnfH(Uy)) — Vi CR"

CK ist fiir jede Karte ¢: Up — Vg CR™ von M und jede Karte
: Uy = Vi CR” von N (siehe Skizze).

Sind f: M — N und g: N — L beides Ck-Abbildungen zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten, so ist auch die Komposition go f: M — L
eine CK-Abbildung.

Beweis. Zunichst ist g o f stetig als Komposition stetiger
Abbildungen. Sei ¢: Uy — V, eine Karte fiir M und +: Uy — Vj
eine Karte fiir L. Die Komposition h := 1) o g o-f o ¢~ ist dann auf
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der offenen Teilmenge D := ¢(Uy N (g o £)~1(Uy)) von Vi
definiert. Um zu sehen, dass diese C¥ ist, sei x € D. Es sei

0: Up — Vjy eine Karte fiir N um f(¢~1(x)). Dann ist auf einer
offenen x-Umgebung in V;

h=vogofopt=(pogob Ho(fofogp )

Ck als Komposition von CK-Abbildungen zwischen offenen
Teilmengen von Vektorraumen. Also ist h eine CK-Abbildung. O

Bemerkung 2.13

Im vorigen Beweis und dem von Lemma 2.4 (a) haben wir die
Technik des “Einschiebens von Karten” benutzt, also auf einer
offenen Umgebung eines gegebenen Punkts eine Abbildung
umgeschrieben, in dem wir id = § 0 =1 (oder die Inverse einer
solchen Abbildung) in eine Komposition eingebaut und dann
umgeklammert haben, mit einer Karte 0: Uy — V.

Wir werden viele weitere Beispiele sehen.
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Lemma 2.14

Ist f: M — N eine stetige Abbildung zwischen

Ck-Mannigfaltigkeiten (M, Ap) und (N, Ay), so sind dquivalent:

(a) fist Ck;

(b) Fiir alle Atlanten A C Ap und B C Ay ist o fo¢ ! eine
Ck-Abbildung fiir alle ¢ € A und ¢ € B;

(c) Es existieren Atlanten A C Ay und B C Ay derart, dass
tofop ! eine CK-Abbildung ist fiir alle ¢ € A und ¢ € B;

(d) Fiir jedes x € M existieren eine Karte ¢: Uy — V, fiir M

um x und eine Karte ¢: Uy — Vy fiir N um f(x) derart, dass
ofop ! eine CK-Abbildung ist.

Beweis. Die Implikationen (a)=(b), (b)=-(c) und (c)=-(d) sind
trivial. Gilt (d) und sind o € Apy, 8 € Ay Karten, so gibt es fiir
x € a(Uy N F71(Ug)) eine Karte ¢ € Ay um a~1(x) und eine
Karte ¢ € Ay um f(a~1(x)) derart, dass 1) o f o ¢~ 1 eine
Ck-Abbildung ist. Auf einer offenen x-Umgebung ist dann auch
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Bofoa ™ =(Boyp ) o(bofod ) o(poa™)
eine Ck-Abbildung. Also ist f eine Ck-Abbildung und (a) folgt. O

Beispiel 2.15

Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f: U — R ist
genau dann CX im Sinne von Mannigfaltigkeiten, wenn f im Sinne
der Analysis 2 eine CX-Abbildung ist.

Dies folgt aus (a)<(c) in Lemma 2.14, angewandt mit den
Atlanten A = {idy} und B = {idgm} (da idgm of o (idy)~* = f).

Satz/Definition 2.16

Es seien (M, A;) C*-Mannigfaltigkeiten fiir j € {1,2}, der
Dimensionen n;. Versehen wir M := M; x M, mit der
Produkttopologie, so ist

A= {p1 X ¢p2: ¢1 € A1, ¢ € Ao}

ein Ck-Atlas fiir M. Wir versehen M mit dem maximalen Ck-Atlas
Amax, der A enthalt.




Man nennt (M, Anax) die Produktmannigfaltigkeit; diese hat
Dimension ny + no.

Beweis. Fiir alle ¢; € Ay und ¢ € Ay ist Uy, x Uy, ein offenes
Kastchen in My x Ms. Weiter ist V5, X Vj, ein offenes Kastchen in
R™ x R™ 2 R™*™ ynd

¢1 X (bg: U¢1 X U¢2 — Vfi)l X V¢2

ist ein Hombomorphismus. Gegeben (x1,x2) € M gibt es ¢1 € Ay
und ¢ € Ao mit x; € Uy, und xo € Uy,, so dass also

(x1,x2) € Ug, x Uy,. Die Definitionsbereiche der Produktkarten in
A liberdecken also M und somit ist Al durch A erfiillt. Sind auch
i € Aj fiir j € {1,2}, so ist

(é1 % ¢2) 0 (1 x ¥2) 7" = (d10 %1 1) x (¢20%57)
eine Ck-Abbildung, also A ein CK-Atlas. .
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Produktmannigfaltigkeiten M = M; x M, haben folgende
Eigenschaften.

(a) Die Projektion pr;: M — M; ist C* fiir j € {1,2}.
(b) Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit N ist eine Abbildung
f=(f,h): N = My x My genau dann CK, wenn f; und £
beide CX-Abbildungen sind.

Beweis. Gegeben x = (x1,x2) € M seien ¢;: U; — V; Karten fiir
M; um x;. Dann ist ¢1 x ¢, eine Karte fiir M um x. Nun ist

¢jo pr; o(¢p1 x ¢2)—1: \/¢1 X V¢2 — V¢j
die Projektion auf die j-te Komponente und somit eine
Ck-Abbildung, als Einschrankung der entsprechenden Projektion
R™ x R™ — R, die eine lineare Abbildung ist. Nach
Lemma 2.14(d) ist pr; eine C*-Abbildung.
(b) Ist f eine CX-Abbildung, so auch f; = pr; of, nach (a). Sind
umgekehrt f; und > beide Ck—AbbiIdungen, so sei x € N und



yj := fi(x). Fiir jede Karte ¢ von N um x und alle karten );
von M; um y; ist ¥ o f; o =1 eine CX-Abbildung. Da
(Y1 x ¢2)ofogp t=(hrofog  pohood™™)

eine Ck-Abbildung ist, ist f eine CX-Abbildung nach
Lemma 2.14(d). O

Definition 2.18

Eine Liegruppe ist eine Gruppe G, versehen mit einer glatten
Mannigfaltigkeitsstruktur, fiir welche die Gruppenmultiplikation

GxG—G, (x,y)—xy

und die Gruppeninversion G — G, x — x~ 1 glatt ist.

Beispiel 2.19
Fiir jedes n € N ist

| A\

GLy(R) := {A € R™": det(A) # 0} = det *(R \ {0})
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eine offene Teilmenge von R"*" = R™. Mit der glatten
Mannigfaltigkeitsstruktur als offene Teilmenge ist GL,(R) eine
Liegruppe.

Beweis. Matrixmultiplikation R"*" x R"*" — R"*" ist eine
bilineare Abbildung und somit glatt. Die Einschrankung auf die
offene Teilmenge GL,(R) x GL,(R) ist dann ebenfalls glatt. Die
Komponenten der Abbildung

GLy(R) = GL,(R) CR™", A AL

sind aufgrund der Cramerschen Regel rationale Funktionen in den
Matrixeintragen und somit glatte Funktionen. [
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Definition 2.20

Eine CK-Abbildung f: M — N zwischen Ck-Mannigfaltigkeiten
heiBt Ck-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und f~! eine
Ck-Abbildung ist.

Beispiel 2.21. Jede konstante Abbildung f: M — N zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten ist CX.

Beispiel 2.22. Fiir jede CX-Mannigfaltigkeit M ist die identische
Abbildung idy;: M — M ein Ck-Diffeomorphismus mit id,T/,1 =idy
(idp ist stetig und fiir alle Karten ¢, von M ist

Yoidyop™! =1 o¢! ein Kartenwechsel, also C*).

Beispiel 2.23. Ist f: M; x My, — N eine Ck—AbbiIdung mit
Ck—MannigfaItigkeiten My, My und N, so ist fiir jedes x; € M; die
partielle Abbildung

f(Xl,-): Mg—)N, X2i—>f(X1,X2)

Ck. Die Funktion g: My — My x My, xa + (x1, x2) ist namlich C¥,
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da beide Komponenten C* sind (die erste ist konstant, die zweite
idp, ). Also ist f(xi1,-) = f o g eine Komposition von
Ck-Funktionen, somit Ck.

Beispiel 2.24. Ist G eine Liegruppe, so ist die Gruppeninversion
n: G — G, g+ g ! ein C-Diffeomorphismus (denn 7 ist glatt
und non =idg, also n =n~1).

Satz 2.25

Ist G eine Liegruppe, so sind fiir jedes g € G die folgenden
Abbildungen C°°-Diffeomorphismen:

(a) Die Linkstranslation \;: G — G, h+— gh;
(b) Die Rechtstranslation pg: G — G, h — hg;

(c) Der zu g gehdrige innere Automorphismus /;: G — G,

h— ghg™!.

Beweis. (a) Die Gruppenmultiplikation u: G x G — G,

(g, h) — gh ist glatt. Nach Beispiel 2.23 ist fiir jedes g € G somit
Ag = u(g,-) glatt. Da A\g-10A\g = A\g o A\g1 = idg, ist A\g bijektiv
und (Ag)™! = A -1 ist glatt, somit Ag ein C°°-Diffeomorphismus.

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten



(b) zeigt man analog zu (a) oder benutzt p; =no Ag-107.

(c) Esist I; = Ag 0 pg-1, somit I, ein C*°-Diffeomorphismus unter
Benutzung von (a) und (b).! O

Ubrigens ist A\e = pe = le = idg mit dem Neutralelement e € G.
Fiir alle g, h € G gilt A\g oAy = Agh, pg 0 ph = phg und lg o lp = Igp.

Satz 2.26

Es sei (M, A) eine CX-Mannigfaltigkeit. Versehen wir eine offene

Teilmenge W von M mit dem maximalen C¥-Atlas

Aw = {p € A: Uy C W}, so gilt:

(a) Die Inklusion jiy: W — M ist Ck;

(b) Ist N eine Ck-Mannigfaltigkeit und f: M — N eine
Ck-Abbildung, so ist |y ebenfalls C;

(c) Ist N eine Ck-Mannigfaltigkeit, so ist eine Abbildung
f: N — W genau dann C¥, wenn jiy o f: N — M eine
Ck-Abbildung ist.

'Ubrigens ist auch I, = Pg—10 Ag.
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Beweis. (a) Die Abbildung jiy ist stetig. Fiir jedes x € W existiert
eine Karte ¢ € Ay, um x. Dann ist ¢ o jiy 0 p~1 = idyy eine
Ck-Abbildung. Nach Lemma 2.14(d) ist also jiy eine
C*-Abbildung.

(b) flw = f ojw ist CX als Komposition von C*-Abbildungen.

(c) Ist f eine Ck-Abbildung, so auch jiy o f. Ist umgekehrt jyy o f
eine CK-Abbildung, so ist f nach Bemerkung 1.11 stetig. Fiir jedes
x € N existiert eine Karte ¢ um x in N und eine Karte 1 € Ay,
um f(x). Da jyy o f eine CX-Abbildung ist, ist

bo(jwof)op ™t =gofog

eine CK-Abbildung. Also ist f eine C*-Abbildung, nach
Lemma 2.14(d). O
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Satz 2.27

Es seien (M, A) eine n-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit, U C M
und V C R" offene Teilmengen und ¢: U — V eine bijektive
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) ¢ ist eine Karte fiir M, also ¢ € A;

(b) ¢ ist ein Ck-Diffeomorphismus.

v

Beweis. (a)=-(b): Ist ¢ eine Karte, so ist ¢ ein Hom&omorphismus,
also stetig. Da ¢ € Ay und idy o o ¢~ 1 = idy eine CX-Abbildung
ist, ist auch ¢ eine CX-Abbildung nach Lemma 2.14(d). Da ¢!
stetig und ¢ o ¢~ L oidy = idy eine CX-Abbildung ist, ist ¢~ eine
Ck-Abbildung nach Lemma 2.14 (d), also ¢ ein
Ck-Diffeomorphismus.

(b)=(a): Ist ¢ ein CX-Diffeomorphismus, so sind ¢ und ¢~ beides
Ck-Abbildungen, somit beide stetig, also ¢ ein Homomorphismus.
Da ¢ eine CX-Abbildung ist, ist fiir alle 1) € Ay

. -1 -1
idy oo™ =¢ov
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eine CK-Abbildung; 1 und ¢ sind somit CX-kompatibel. Da ¢!
eine CK-Abbildung ist, ist weiter

Yog loidy =pog !

eine CK-Abbildung, ¢ und 1 somit CK-kompatibel. Da Ay ein
maximaler Ck-Atlas auf U ist, folgt mit Lemma 2.4, dass
¢ € (AU)max = AU- U

Bisher haben wir nur offene Untermannigfaltigkeiten von
gegebenen CK-Mannigfaltigkeiten kennen gelernt. Nun wenden wir
uns allgemeineren Untermannigfaltigkeiten zu, die niedrigere
Dimension haben kdnnen. Untermannigfaltigkeiten liefern viele
wichtige Beispiele von Ck-Mannigfaltigkeiten.? Sei M eine
m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit. Anschaulich: Eine Teilmenge
N C M ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn N
lokal in M liegt wie R” x {0} in R™. Praziser:

2Es lasst sich sogar zeigen, dass jede C¥-Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer

Basis der Topologie C*-diffeomorph ist zu einer Untermannigfaltigkeit von R”
fiir geniigend groBes n (Whitneyscher Einbettungssatz):
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Definition 2.28

Es seien (M, A) eine m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit und
ne€ {0,1,...,m}. Eine Teilmenge N C M heiBt n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M, wenn fiir jedes x € N eine Karte
¢: Uy — Vy CR™ fiir M um x existiert derart, dass

¢(Up N N) = Vi N (R x {0}) (1)
(siehe Skizze), also mit ¢ = (é1,...,Pm)
Uy NN = {x € Up: ¢nt1(x) = -+ = dm(x) = 0}. (2)

Die Karten ¢ € A, welche (1) erfiillen, nennen wir auch an N
angepasst. Fiir jede solche ist Uy N N offen in N (versehen mit der
induzierten Topologie) und Wy := {x € R": (x,0) € V4} offen in
R". Weiter ist

ON: U¢ NN — Wd)’ x = (P1(x), ..., dn(x))

ein Homdomorphismus mit Umkehrfunktion x — ¢~1(x,0).
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Lemma/Definition 2.29

Fiir jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit N von M ist

{¢n: ¢ € Aangepasst an N} ein C-Atlas fiir N, versehen mit der
von M induzierten Topologie. Mit dem zugehdrigen maximalen
CKk-Atlas Ay ist N also eine n-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit.

Wir versehen eine Untermannigfaltigkeit N immer mit dem Atlas
Apn (wenn nichts anderes gesagt wird). Da Karten ¢y (fiir an N
angepasste Karten ¢ € A) nennen wir
Untermannigfaltigkeits-Karten fiir N.

Beweis. Ist ¢ € A an N angepasst, so ist
h: Vo (R" x {0}) = Wy, (x,0)— x
ein Homdomorphismus mit Umkehrfunktion x — (x,0). Da
Von(R7<{0}) . . . . )
‘b‘uﬂ,mN ein Homéomorphismus ist, ist auch die

entsprechende Untermannigfaltigkeitskarte
VyN(R"%x {0
¢N = ho ¢|U¢|’1N {0})

ein Homoéomorphismus. Fiir jedes x € N gibt es nach

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten



Definition 2.28 eine an N angepasste Karte ¢ € A um x; dann ist
x € Uy NN, dem Definitionsbereich von ¢y. Gegeben an N
angepasste Karten ¢, € A schreiben wir ¢ = (¢1,...,%p). Da
1 o ¢! eine CX-Funktion ist, sind die Komponenten Yj o o1
ebenfalls CX-Funktionen fiir j € {1,...,m}. Fiir j € {1,...,n} sei
(1n); die j-te Komponente von 1)y; per Konstruktion ist

(j 0 7 1)(x,0) = ¥j(dp' (%)) = (¥n)j(dn" (%))

eine CK-Funktion von x € dn(Ug N Uy N N). Also ist iy o ¢X/1
eine CK-Funktion und somit sind ¢ und 1y C*-kompatibel; die
Menge der ¢y ist also ein CK-Atlas auf N. O

Beispiel 2.30

Ist U C R" eine offene Teilmenge und f: U — R™ eine
CK-Funktion, so ist der Graph graph(f) von f eine
Untermannigfaltigkeit von R" x R™ = R™™M 3|s
Ck-Mannigfaltigkeit (und von U x R™).

Die Menge Uy := V4 := U x R™ ist namlich offen in R” x R™ und



¢ Us = Vo, (xy) = (x,y = f(x))
ist ein Ck-Diffeomorphismus mit Umkehrfunktion
(x,y) = (x,y + f(x)), also eine Karte fiir die Ck-Mannigfaltigkeit
R" x R™. Weiter ist

graph(f) = {(x,y) € Us: ¢(x) € U x {0} },
also ¢(graph(f)) = V, N (R" x {0}).
Satz 2.31

Ist M eine m-dimensionale CK-Mannigfaltigkeit, n € {0,1,..., m}
und N C M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so gilt:

(a) Die Inklusionsabbildung jy: N — M, x ~ x ist C¥;
(b) Ist f: M — L eine Ck-Abbildung in eine Ck-Mannigfaltigkeit
L, so ist die Einschriankung f|y: N — L eine Ck-Abbildung;

(c) Ist L eine CX-Mannigfaltigkeit, so ist eine Abbildung f: L — N
genau dann CX, wenn jy o f: L — M eine CK-Abbildung ist.

Beweis. (a) Die Inklusion jy ist stetig, da N mit der induzierten
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Topologie versehen ist. Gegeben x € N existiert eine an N
angepasste Karte ¢: Uy — Vj fiir M um x. Ist ¢y Uy NN — Wy
die zugehorige Untermannigfaltigkeitskarte, so ist x € Uy N N und

(6 ojnodp)(x) = ¢(¢ (x,0)) = (x,0)
Ckinx e Ws. Also ist jy eine Ck-Abbildung.
(b) fly = f ojy ist C¥ als Komposition von Ck-Abbildungen.
(c) Ist f eine Ck-Abbildung, so auch jy o f. Sei umgekehrt jy o f
als Ck angenommen. Dann ist jy o f stetig und somit f stetig, da
N die von M induzierte Topologie tragt. Gegeben x € L existiert
eine Karte ¢ fiir L um x und eine an N angepasste Karte
Y Uy = Vi von M um f(x); sei n: Uy NN — Wy, die
entsprechende Untermannigfaltigkeits-Karte fiir N. Dann ist

(Yoinofod )(y)=((¥nofos )(y),0)

eine C*-Funktion von y € ¢(Us N f~1(Uy)), also auch
(Yn o fopt)(y). Somit ist f eine Ck-Abbildung. O

Zwei Fakten helfen mitunter, Untermannigfaltigkeiten zu erkennen:
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Lemma 2.32

Sei M eine m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit, n € {0,1,..., m}
und N C M eine Teilmenge. Jedes x € N habe eine offene
Umgebung @ in M derart, dass @ N N eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von @ ist. Dann ist N eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M.

A\

Beweis. Jede an Q N N angepasste Karte von @ ist eine an N
angepasste Karte von M.

Lemma 2.33

Seien My und M, beides m-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeiten
und N C M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.
Ist f: My — My ein C-Diffeomorphismus, so ist f(N) eine

)

n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, und f\,fV(N ist ein

Ck-Diffeomorphismus.

v

Beweis. Ist x € N und ¢: Uy — V;; eine an N angepasste Karte um
x fiir My, so ist f(U,) eine offene Umgebung von f(x) in M, und
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PYi=¢o f_1|;j("’u¢) ein Ck-Diffeomorphismus, also eine Karte fiir
M. Diese ist an f(N) angepasst, da

Y(F(N)NF(Up)) = v(F(NNUg)) = ¢(NN Ug) = VN (R" x {0}).
Also ist f(N) eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M,.
Da f eine Ck—AbbiIdung ist, ist nach Satz 2.31 auch f|y eine

C*-Abbildung und auch f|7v(N). Analog ist
(FIN) = £2 Nyt F(N) = F2(F(N)) = N eine
C*-Abbildung und somit f\fV(N) ein Ck-Diffeomorphismus. O

Beispiel 2.34

Der Einheitskreis S; ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
der glatten Mannigfaltigkeit R2.

Als Graph der C*°-Funktion f: |-1,1[— R, x — v/1 — x? ist

N :=S; N {(x1,x2) € R?: x > 0} nach Beispiel 3.20 eine
Untermannigfaltigkeit von Rx |0, oo[. Nun sind Drehungen um 90,
180 bzw. 270 Grad C*-Diffeomorphismen von R?, die die offene
obere Halbebene auf die linke, untere bzw. rechte offene
Halbebene H iiberfiihren und N auf H N'S; abbilden. Nach
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Lemma 2.33 sind diese Bilder Untermannigfaltigkeiten von H; nach
Lemma 2.32 ist S; folglich eine Untermannigfaltigkeit von R?.

Satz 2.35

Es seien (My, A1) und (Ma, Ay) Ck-Mannigfaltigkeiten der
Dimensionen m; bzw. my. Weiter seien Ny C My und N C M»
Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen ny bzw. ny. Dann ist
N := Ny x Ny eine (n1 + ny)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M := M; x M,. Die C¥-Mannigfaltigkeitsstruktur der
Untermannigfaltigkeit stimmt iiberein mit der
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf Ny x No, betrachtet als
Produktmannigfaltigkeit der CX-Mannigfaltigkeiten Ny und N.

Beweis. Gegeben (x1,x2) € Ny x No gibt es an N; angepasste
Karten ¢;: Uy, — Vi, € R™ von M; um x; fiir j € {1,2}. Sei
(¢j)n;: Ug; N N; — Wy, die entsprechende
Untermannigfaltigkeits-Karte fiir N; um x;. Die Abbildung

. n mi—n no my—ny n no mi—n my—np
f: R™ xR x R™ xR — R™ xR™” x R™M™™ xR )

(a, b, c,d) — (a,c, b, d) ist ein Isomorphismus-von Vektorrdumen;
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also ein Ck-Diffeomorphismus. Somit ist V := 6(V,, x V,,) offen

H mi+m

n R U o (61 % ¢): Uy, x Ugy — V

ein Ck—Diffeomorphismus, somit eine Karte fiir M; x M>. Diese
bildet (U¢1 X U¢2) N (/Vl X N2) auf W¢1 X W¢2 X {0} ab, ist also
an Ny x Ny angepasst. Also ist Ny x Ny eine Untermannigfaltigkeit
von Mj x M,. Die zugehdrige Untermannigfaltigkeitskarte ist
(¢1)n, X (P2)n,, also auch eine Karte des Produkts Ny x Np; die
zugehdrigen maximalen Ck-Atlanten sind also gleich. O

Satz 2.36

Ist G eine m-dimensionale Liegruppe, so gilt:

(a) Fiir jede Karte ¢: Ug — V; von G ist auch gUy — V,
x = ¢(g~1x) eine Karte.

(b) Eine Untergruppe H C G ist genau dann eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von G, wenn es eine Karte ¢: Uy — Vg
von G um das Neutralelement e gibt mit
&(Uy N H) = Vuyn (R" x {0}). Die glatte
Mannigfaltigkeitsstruktur auf H als Untermannigfaltigkeit

macht dann H zu einer Liegruppe.




Beweis. (a) Da die Linkstranslation Ag: G — G ein
C*°-Diffeomorphismus und somit ein Homéomorphismus ist, ist
gUgs = Ag(Uy) eine offene Teilmenge von G. Weiter ist

¢o /\g71]:fj¢ ein C*°-Diffeomorphismus (und somit eine Karte
fir G) als Komposition von zwei C*°-Diffeomorphismen.

(b) Ist ¢: Uy — Vi eine Karte fiir G um e mit

d(Up N H) = VN (R” x {0}), soist Uy N H eine

Untermannigfaltigkeit von Us. Da Ap: Uy — hUy ein

C°°-Diffeomorphismus ist, ist nach Lemma 2.33 fiir jedes h € H
h(Upy N H) = (hUy) " hH = (hUy) N H

eine Untermannigfaltigkeit von hUy; nach Lemma 2.32 ist H also

eine Untermannigfaltigkeit von G. Die Gruppeninversion

n: G — G ist glatt, also auch 5|y und 7|t} nach Satz 2.31 (a) und

(b); letztere Abbildung ist die Inversion in H. Die Gruppen-

multiplikation p: G x G — G ist glatt, also auch p|yxy bzgl. der

Untermannigfaltigkeitsstruktur und folglich p|f. ,, (Satz 2.31

(b)+(c)). Nach Satz 2.35 haben wir auch Glattheit der

Multiplikation von H auf der Produktmannigfaltigkeit H-x H. [J



Beispiel 2.37
Die spezielle lineare Gruppe
SLy(R) := {A € R¥*2: det(A) =1}
ist eine Untermannigfaltigkeit des Vektorraums R?*2 = R* aller

reellen 2 x 2-Matrizen, betrachtet als C*°-Mannigfaltigkeit (und in
dessen offener Teilmenge GL(R)).

Sei namlich W die Menge aller A = ( j 2 ) in R2<2 derart, dass

a # 0. Dann ist W eine offene Umgebung der Einheitsmatrix 1 in
R2%2_ Gegeben A € W ist genau dann

1 = det(A) = ad — bc,
wenn d = (1 + bc)/a ist. Es ist also
W N SLy(R) = graph(f)

fiir die C*°-Funktion f: U — R, (a, b,c) — (1 + bc)/a auf der
offenen Teilmenge U := {(a, b,c) € R3: a # 0}, wenn wir R2*2
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mit R* identifizieren mithilfe der Bijektion (und globalen Karte)

(i Z)H(a,b,c,d).

Graphen sind Untermannigfaltigkeiten; also greift Satz 2.36 (b).
Bemerkung 2.38

Allgemeiner ist fiir n € N die spezielle lineare Gruppe
SL,(R) = {A € R™": det(A) =1}

eine Untermannigfaltigkeit von R"*" (Ubung).

Im Hinblick auf hohere n beobachten wir, dass wir im Fall n = 2

die Gleichung det( A1 ) =1 auch lokal um 1 mit dem Satz
a1 a

iber implizite Funktionen nach ax; (= d) auflésen kdnnten, da

0
— t(A det(diag(1 = —
8322 A=1 ¢ ( ) a»n=1 € ( Iag( 7322)) d822

322:17&0,

- dax an=1
s . . . 1 0 .
wobei diag(1, ax2) die Diagonalmatrix ( ) ist.
0 ax
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§3 Tangentialvektoren, Tangentialraume und

Tangentialabbildungen

Sind U C R™ und V C R” offene Teilmengen und ist
f=(f,...,f): U— V eine Ck-Abbildung mit k > 1, so haben
wir an jeder Stelle x = (x1,...,xm) € U die Ableitung

f'(x): R™ — R"
zur Verfiigung, also diejenige lineare Abbildung, die in den
Standardbasen der Jacobi- Matrlx Jr(x) € R™™ entspricht mit den
Matrixeintragen (Je(x)); = 8X fi(x) fir i € {1,...,n} und
jed{l,...,m}.
Fiir eine C*-Abbildung f: M — N zwischen CK-Mannigfaltigkeiten
und x € M hatten wir gern Entsprechendes. Wir definieren fiir

x € M hierzu einen Vektorraum T, M (den Tangentialraum) und
eine lineare Abbildung

TXfZ TXM — Tf(X)N

Es gibt mehrere Moglichkeiten, Tangentialraume zu. definieren (die
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alle isomorph sind); unser Zugang benutzt sogenannte
“geometrische” Tangentialvektoren (Aquivalenzklassen von
Kurven).

Definition 3.1

Es sei M eine m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit mit

k € NU {co} und x € M. Ein Tangentialvektor an M in x ist eine
Aquivalenzklasse [y] von CK-Kurven v: |—¢,e[— M mit v(0) = x
(fiir beliebige € > 0) unter der folgenden Aquivalenzrelation:

Sind v: ]—¢,e[— M und n: |-0,6[— M beide CX-Kurven mit
~v(0) = n(0) = x, so schreiben wir v ~ 7, wenn

(¢07)(0) = (¢ on)'(0) (1)

fiir jede Karte ¢: Uy — V,, CR™ von M um x (siehe Skizze). Wir
schreiben T, M fiir die Menge aller Tangentialvektoren [y] an M
in x und nennen T,M den Tangentialraum an M in x.

Transitivitat, Reflexivitdt und Symmetrie der Relation sind
offensichtlich.
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Bemerkung 3.2

Ist (1) fiir ein ¢ erfiillt, so auch fiir jede andere Karte 1): Uy, — Vy,
um x, da

(Wor)(0) = 2| _ (o™ )o(r(8) = ($od™(6(x)) (67) (0)

nach der Kettenregel, was mit
(¥ 09~ 1)(6(x)) (¢ 0n)'(0) = (¢ 0 1)'(0) iibereinstimmt.
Per Definition der Aquivalenzrelation ~ ist fiir jede Karte
¢: Uy — Vy von M um x die Abbildung

hy: TxM = R, [7] = (¢ 07)'(0)

wohldefiniert und injektiv.

hy: TxM — R™ ist bijektiv.

Beweis. Gegeben v € R" gibt es ¢ > 0 mit ¢(x)+ ]—¢,e[v C V.
Dann ist
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v: e e[—= M, t ¢ Hb(x) + tv)
eine Ck-Kurve in M mit v(0) = x. Weiter ist
(¢ 07)(t) = ¢(x) + tv, also hy([Y]) = (¢ 27)'(0) = v.

Wir geben T, M die eindeutige Vektorraumstruktur, welche die
Bijektion hy: T, M — R™ zu einem Isomorphismus von
Vektorraumen macht, definieren also

tv = h;l(thqg(v)) und v+ w:= h;l(hd,(v) + hg(w))

fir viw € TyM und t € R.

Die Vektorraumstruktur ist von der gewahlten Karte unabhingig,
denn ist auch 1 eine Karte von M um x, so ist nach

Bemerkung 3.2 N
hy = (¥ 0 ¢77)(¢(x)) o hg;

dies ist ein Isomorphismus von Vektorraumen beziiglich der mittels
hg definierten Vektorraumstruktur auf T, M (als Komposition von
zwei Isomorphismen).
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Beispiel. Im Falle M = R™ konnen wir die globale Karte ¢ = idgm
benutzen; wir haben fiir x € R™ dann den
Vektorraum-Isomorphismus

hidgm : Tx(R™) = R™,  [y] — 7'(0)
mit Umkehrfunktion
R™ — T(R™), v [t x4+ tv].

Entsprechendes gilt fiir T,(U) im Falle einer offenen Teilmenge
UCR™.
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Definition 3.4

Es sei f: M — N eine C*-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten mit k € NU {oo} und x € M. Dann ist

Txf: TeM — Tf(x)Nv [’7] = [fo’Y]

wohldefiniert und eine lineare Abbildung; wir nennen T,f die
Tangentialabbildung von f an der Stelle x.

4

Wohldefiniertheit: Sind v und 7 beides CX-Kurven in M um x und
ist v ~ 1, so sei ¢: Uy — Vi, C R™ eine Karte von M um x. Fiir
jede Karte ¢: Uy, — V; CR" von N um f(x) gilt dann

(pofoy)(0) = (Yofog™togoy)(0) = (1hofod™ ) (¢(x)) (¢oy)'(0),
was mit (¢ o f o ¢ 1) (d(x)) (¢ 0 1) (0) = (¥ o f o) (0)

ibereinstimmt. Also ist f oy ~ f on als Kurve um f(x) in N.
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Linearitdt: Fir ¢ und v wie zuvor ist

(hyoTifohy M) (v) G1 p(F(e0(x)+t0)) = (Wofod ™Y (6(x)) v

~ dtli=o0

fiir jedes v € R™, also
hyo Txfohyt = (dofod ) (4(x) (2)

und folglich T, f = h;l o(pofog tY(¢p(x))o hy linear.

Satz 3.5 (Kettenregel)

Gegeben seien Ck-Abbildungen f: M — Nund g: N — L
zwischen CK-Mannigfaltigkeiten, wobei k € N U {oo}. Fiir jedes
x € M gilt dann

Tx(gof)= Teg o Txf.

Beweis. Fiir jedes [y] € TxM ist T¢ g Txf([7]) =
Te&([for]) =lgo(foy)]=[(gof)or] = Tu(gof)(H]). O



Es ist niitzlich, CK-Funktionen mit gewissen Eigenschaften der
Tangentialabbildungen genauer anzuschauen, entsprechend dem
Studium von bijektiven, injektiven und surjektiven linearen
Abbildungen zwischen Vektorraumen.

Topologische Vorbereitungen:

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen.

(a) Man nennt f eine topologische Einbettung (oder einen
Homd&omorphismus auf das Bild), wenn die Ko-Einschrankung
fIF): X — £(X), x — f(x) ein Homéomorphismus ist
beziiglich der von Y auf f(X) induzierten Topologie.

(b) Gibt es zu einem gegebenem x € X eine offene x-Umgebung
U C X derart, dass f(U) in Y offen und f|y: U — f(U) ein
Homdomorphismus ist, so nennt man f einen lokalen
Hom&omorphismus an der Stelle x. Ist f an jeder Stelle ein
lokaler Hom&omorphismus, so wird f ein lokaler
Homdéomorphismus genannt.
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Definition 3.6

Sei k € NU {co}. Eine Ck-Abbildung f: M — N zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten heiBt

Submersion, wenn T,f: T, M — T¢(,)N surjektiv ist fiir jedes
x € M;

Immersion, wenn T, f: T,M — T¢(, )N injektiv ist fiir jedes x € M,
étale, wenn T,f: T,M — T¢(,)N bijektiv ist fiir jedes x € M;

Einbettung von Ck-Mannigfaltigkeiten, wenn f eine Immersion ist
und eine topologische Einbettung.

Beispiele 3.7 Sei k € NU {o0}.

(a) Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit M ist die identische Abbildung

idy: M — M, x — x étale, denn wegen [idpy o] = [7] ist

T«(idp) = id7 m fiir alle x € M.

(b) Jeder CK-Diffeomorphismus f: M — N zwischen

Ck-Mannigfaltigkeiten ist étale, denn fiir jedes x € M ist wegen
idr,m = Txidy = Tu(f " o f) = (Tyyf 1) o Tuf



und id7, N = Trx)(f o 1) = (Tf) o Te()f ! die Abbildung
T, f invertierbar mit

(Tuf) ™t = Trof (3)

(c) Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit M und offene Teilmenge W C M
ist die Inklusionsabbildung jyv: W — M étale (und wir
identifizieren T, W mit T, M fiir x € W mithilfe des
Isomorphismus Ty (jw)).

Wabhlen wir eine Karte ¢: Uy — Vi, € R™ fiir W um x und
betrachten hy: TxM — R™ und die entsprechende Abbildung

8s: TxW — R™, so ist namlich

Tw = byt o (60w 0 1) (9()) ogs = b, 0 s

:ilem

ein Isomorphismus.

Definition 3.8

Sei k € NgU{oo}. Gegeben x € M wird eine Abbildung f: M — N
ein lokaler C*-Diffeomorphismus an der Stelle x genannt, wenn
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eine offene x-Umgebung U C M existiert derart, dass f(U) offen
in N und f|y: U — f(U) ein Ck-Diffeomorphismus ist. Ist f ein
lokaler Ck-Diffeomorphismus an jeder Stelle x € M, so nennt man
f einen lokalen C-Diffeomorphismus.

Satz 3.9

Sei k € NU {co}. Eine CK-Abbildung f: M — N zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten ist genau dann ein lokaler
Ck—DifFeomorphismus, wenn f étale ist.

Dies folgt aus

Sei k € NU {co}. Eine CK-Abbildung f: M — N zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten ist genau dann ein lokaler
Ck-Diffeomorphismus an einer Stelle x € M, wenn

Txf: TxM — TN ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

Beweis. Ist U C M eine offene x-Umgebung derart, dass f(U)



offen in N und f\z(u) ein Ck-Diffeomorphismus ist, so gilt mit den
Inklusionsabbildungen jy: U — M und jeyy: f(U) — N, dass

. . F
foju=flu=jrwo it

ist. Also ist Tef o Tuju = Trxpir(wy © Tx(FI1Y), wobei Ty,

T¢(x)Jf(uy und TX(f\Z(U)) Isomorphismen von Vektorraumen sind
und somit auch T,f.

Ist Txf ein Isomorphismus, so wahlen wir eine Karte
¢: Uy — Vi CR™ von M um x und eine Karte
Y Uy = Vyy CR” von N um f(x) und folgern aus

R™ = T,M = T¢, )N = R",
dass m = n. Nach Verkleinern von Uy und Vy ist g :=¢ofo ot
auf ganz V; definiert. Dies ist eine Ck-Abbildung; da

Tof = hyt o g'(g(x)) o hy

invertierbar ist, ist auch die lineare Abbildung g’(g(x)): R™ — R™
invertierbar. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion aus der

Analysis 2 gibt es eine offene g(x)-Umgebung W C V,, derart,



dass g(W) offen in Vy, ist und g|lw: W — g(W) ein
Ck-Diffeomorphismus. Dann ist ¢~*(W) eine offene Teilmenge
von M. Weiter ist f(¢~*(W)) = ¢~ 1(g(W)) offen in N und
fleiwy =¥ o glw o Blg-rwy: & (W) — F(¢~ (W) ist ein
Ck-Diffeomorphismus. O

Beispiel 3.11

Sei k € NU {oo}. Ist M eine Ck-Mannigfaltigkeit und N eine
Untermannigfaltigkeit, so ist die Inklusion jy: N — M eine
Einbettung von CX-Mannigfaltigkeiten.

Da wir N mit der von M induzierten Topologie versehen, ist jy
eine topologische Einbettung. Fiir x € N gibt es eine an N
angepasste Karte ¢: Uy — V3 € R"™ von M, so dass also mit der
Dimension n von N

UsN' N =Vyn (R x {0}).
Betrachte i: R” — R™, y — (y,0). Mit der zugehdrigen
Untermannigfaltigkeitskarte ¢p: Uy N N — W, (wobei
W, = i71(V,)) haben wir



$ojno by = ilw,.

Somit ist (¢ojnodpyt) (dn(x)) = i eine injektive lineare Abbildung

und somit auch Tyjy = hg o (¢ o j o ¢R]1)/(¢N(X)) o h;nl. Also ist
jn eine Immersion.

Fiir x € N identifizieren wir hdufig T, N mit dem Untervektorraum
Tjn(T«N) von T, M mithilfe der injektiven linearen Abbildung
Txjn: TxN — T, M, d.h. wir identifizieren v € T, N mit

Tun(v) € TM.
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84 Immersionen und Einbettungen

In §4 und §5 sei k € NU {oo}. Wir charakterisieren Immersionen,
anschlieBend Einbettungen von Ck-Mannigfaltigkeiten.

Definition 4.1

Wir betrachten Ck-Abbildungen f;: My — Ny und fo: Mo — N»
zwischen Ck-Mannigfaltigkeiten. Gegeben x € M; sagen wir,
sieht um x lokal aus wie f, wenn es einen Ck—DifFeomorphismus
¢: U — V zwischen offenen Teilmengen von M; und M, gibt und
einen Ck-Diffeomorphismus 1/: P — Q zwischen offenen
Teilmengen von N; und Ny, so dass

x e U, fl(U) CcP

und

fbo¢=1ofily. (1)
Aquivalent zu (1) ist auch

-1
hly =vofilyogd .




Beispiel 4.2

Fiir n < m ist die injektive lineare Abbildung
i:R"—=R™ y+—(y,0)

eine glatte Abbildung und eine Immersion.

Denn fiir jedes x € R" erhalten wir mit den Karten ¢ = idg» um x
und ¢ = idgm um i(x), dass

Tei = byl o (oio¢ 1) (¢(x))ohs = hytoiohy
"(6(x))=i

injektiv ist als Komposition injektiver Funktionen.

Fiir eine C*-Abbildung f: N — M zwischen CK-Mannigfaltigkeiten
der Dimensionen n und m sind dquivalent:

(a) f ist eine Immersion;
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(b) Esist n < m und um jeden Punkt x € N sieht f lokal aus wie
die injektive lineare Abbildung

i:R" = R™ y+—(y,0).

Beweis. Gilt (b), so gibt es fiir jedes x € N einen
Ck-Diffeomorphismus ¢ zwischen einer offenen x-Umgebung

U C N und einer offenen Teilmenge V C R” und einen
Ck-Diffeomorphismus v: P — @ zwischen offenen Teilmengen von
M und R™ derart, dass f(U) C P und io¢ =1 o f|y. Es folgt

Toxyi o Txp = Teayb o Tu(flu) = T o Txf.
Da Tx¢ ein Isomorphismus ist und nach Beispiel 4.2 Ty(,)i
injektiv, ist Tf injektiv, also f eine Immersion.

Gilt (a), so wahlen wir zu x € N eine Karte ¢: Uy — V3 C R”
fir N um x und eine Karte ¢: Uy — Vi, C R” fiir M um f(x).
Nach Verkleinern von Uy diirfen wir annehmen, dass f(U) C Uy.
Nach Ersetzen von ¢ durch ¢ — ¢(x) diirfen wir annehmen, dass
¢(x) = 0. Ebenso diirfen wir annehmen, dass
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P(f(x)) = 0. Da f eine Immersion ist, ist
a:=(pofop 1Y(é(x)): R" = R™
injektiv. Mit dem Basisergdnzungssatz finden wir
Wnitl, -, Wm € R™ derart, dass
R™ = a(R") ® Rwpy1 @ -+ B Rwpy,.

Dann ist

0: VoxR™" 5 R™, (v, trpas - tm) = (¥ofog )+ S tw;
Jj=n+1
eine CK-Abbildung derart, dass

' (0)(R™) = a(R") + Rwyi1 + - - - + Rwy,, = R™,

also #/(0): R™ — R"™ ein surjektiver Endomorphismus und somit
ein Automorphismus ist. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion
existiert eine offene 0-Umgebung Q C V;, x R™™" derart, dass
0(Q) offen in R™ und f|g: @ — 0(Q) ein CK-Diffeomorphismus
ist. Es ist (0) = (¢ o f 0 ¢~ 1)(0) = ¥(f(x)) = 0 € Vi. Nach
Verkleinern von Q diirfen wir 6(Q) C V,; annehmen, da 6 stetig



ist. Dann ist P := ¢ ~1(0(Q)) C U, eine offene Umgebung von
f(x) und
V= (0g) tovlp: P— Q

eine Karte von M um f(x). Weiter ist
U:=1{y € Uy: f(y) € Pund (4(y).0) € Q}
eine offene x-Umgebung in N und
1= ly: U— ¢(U) = V

eine Karte von N um x. Per Definition von U ist f(U) C P.
Gegeben y € U sei v := ¢(y); dann ist (v,0) € Q und somit

V(f(y)) = (BlQ) (v o fod™h)(v)) = (v,0) = i(v) = (io®)(y).

=6(v,0)

Also sieht f um x lokal aus wie /. O
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Bemerkung 4.4

Gegeben seien Ck-Abbildungen f: M — N und g: N — L
zwischen Ck-Mannigfaltigkeiten. Die folgenden Beobachtungen
folgen direkt aus der Kettenregel (Satz 3.5) und Beispiel 3.7 (b):

(a) Sind f und g Immersionen, so ist auch g o f eine Immersion.
Insbesondere ist dies der Fall, wenn f (bzw. g) eine Immersion
ist und g (bzw. ) ein CX-Diffeomorphismus.

(b) Sind f und g Submersionen, so ist auch g o f eine
Submersion. Insbesondere ist dies der Fall, wenn f (bzw. g)
eine Submersion ist und g (bzw. f) ein CX-Diffeomorphismus.

v

Sind f: X = Y und g: Y — Z topologische Einbettungen
zwischen topologischen Raumen, so ist go f: X — Z eine
topologische Einbettung, denn mit g|g(y) ist auch g|f((;()x)) ein
Homo&omorphismus und somit auch

(g0 F)EFODN = gl&T0V o £7X) In der Situation der

Bemerkung 4.4 folgern wir also aus (a):
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(c) Sind f und g Einbettungen von Ck-Mannigfaltigkeiten, so
auch f o g. Insbesondere gilt dies, wenn f (bzw. g) eine
Einbettung von Ck-Mannigfaltigkeiten ist und g (bzw. f) ein
Ck-Diffeomorphismus.

Satz 4.5

Gegeben eine CK-Abbildung f: N — M zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten sind dquivalent:

(a) f ist eine Einbettung von CX-Mannigfaltigkeiten;

(b) f(N) ist eine Untermannigfaltigkeit von M und
fIfN): N — f(N) ist ein C¥-Diffeomorphismus.

Beweis. Gilt (b), so ist die Inklusion j: f(N) — M nach

Beispiel 3.11 eine Einbettung von Ck-Mannigfaltigkeiten und somit
auch f = j o f|f(N) nach Bemerkung 4.4 (c).

Gilt (a) und ist y € f(N), so wahlen wir x € N mit y = f(x). Nach
Satz 4.3 (b) gibt es eine Karte ¢: Uy — V;; CR” von N um x und
eine Karte ¢: Uy, — V,, C R™ derart, dass f(U,) € Uy und
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pofogp i Vy— Vy
gleich i[y, ist mit i: R” — R™, v (v,0). Insbesondere ist

Vi x {0} = i(Vy) = (o fog™)(Vy) C V.
Nach Ersetzen von Vy, durch Vi, N (Vg x R™™") und Uy durch
Y71V N (Vy x R™7")) diirfen wir annehmen, dass
Vd) N(R" x {0}) = V¢ x {0}

ist. Da f eine topologische Einbettung ist, ist f(Ug) relativ offen in
f(N); es gibt daher eine offene Teilmenge Q C M derart, dass
f(Uy) = f(N) N Q. Nach Ersetzen von Q durch Q N Uy, diirfen wir
annehmen, dass @ C Uy gilt. Nach Ersetzen von Uy durch @ und
Vi durch 4(Q) diirfen wir annehmen, dass Uy, = Q, also

f(N) N Uw = f(U¢)
Dann ist
G(F(INY N Uy) = o(F(Ug)) = (o fogd)(Vy) =i(Vy)
=V, x {0} = VN (R" x {0)).



also 1) eine an f(NN) angepasste Karte von M und somit f(N) eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Die
Ko-Einschrankung f|"(M): N — f(N) ist CX, da f eine
Ck-Abbildung ist. Die Inklusionsabbildung j: f(N) — M ist CX, da
f(N) eine Untermannigfaltigkeit ist. Da f = j o f|f(N) eine
Immersion ist, ist fiir jedes x € N die Tangentialabbildung

Txf = Tf(x)jo Tx(f|f(N))

injektiv und somit auch T (f|f(M)): T,N — Te(x)f (N) injektiv. Da
sowohl T, N als auch T¢(,)f(N) die Dimension n haben, ist

T (f1F ) ein Isomorphismus. Also ist £|f(V) étale und somit ein
lokaler Diffeomorphismus. Als injektiver lokaler Diffeomorphismus
ist £]f(V) ein Diffeomorphismus. [J
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§5 Submersionen

Der folgende Satz gibt zwei Charakterisierungen von Submersionen
und erhellt ihre lokale Struktur. Bevor wir ihn beweisen, geben wir
zwei Anwendungen.

Satz 5.1

Es sei f: M — N eine CX-Abbildung, wobei M eine

m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit ist und N eine n-dimensionale

Ck-Mannigfaltigkeit. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist eine Submersion;

(b) Esist n < m und f sieht um jeden Punkt lokal aus wie die
Projektion pr;: R” =R"” x R™™" — R", (u,v) — u;

(c) Fiir jedes x € M existiert eine offene Umgebung W von f(x)
in N und eine CK-Abbildung o: W — M derart, dass
f oo =idw und o(f(x)) = x (f erlaubt lokale CX-Schnitte).

Prof. Dr. Helge Glckner Mannigfaltigkeiten



Folgerung 5.2

Es sei g: M — N eine surjektive Submersion zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten. Ist f: N — L eine Abbildung in eine
Ck-Mannigfaltigkeit L, so sind dquivalent:

(a) f: N — List Ck;

(b) foq: M — List Ck.

Beweis. Ist f eine CX-Abbildung, so auch f o g als Komposition
von CK-Abbildungen. Sei umgekehrt f o g eine CX-Abbildung. Fiir
jedes y € N gibt es ein x € M mit g(x) = y, da g surjektiv ist.
Nach Satz 5.1 gibt es eine offene y-Umgebung W in N und eine
Ck-Funktion o: W — M derart, dass goo =idy. Dann ist

flw =flwoidy =fo(gocg)=(foq)oo

eine CK-Funktion als Komposition von Ck—FunktiQnen. Schreibe
statt W auch W(y). Da (W(y)),ecn eine offene Uberdeckung
von N ist, ist f eine C¥-Funktion. O]
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Folgerung 5.3

Es sei M eine Ck-Abbildung und g: M — N eine surjektive
Abbildung in eine Menge N. Dann gibt es hochstens eine
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf N, die g eine Submersion macht.

Beweis. Fiir j € {1,2} schreiben wir N; fiir N, versehen mit einer
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur, welche g: M — N; zu einer
Submersion macht. Wir schreiben g; fiir g als Abbildung nach N;.
Nun betrachten wir die Abbildung

f: Ny — No, x+—=x.
Da f o g1 = g eine CX-Abbildung ist und g; eine Submersion, ist
f nach Folgerung 5.2 eine C*-Abbildung. Auch f~1 ist C¥, da
f~1oqg, = qi eine Ck—AbbiIdung und g, eine Submersion ist. Also
ist f ein Ck—DifFeomorphismus und somit Ny = No: wir haben die
gleichen offenen Mengen und die gleichen Karten. [
Beweis von Satz 5.1. (a)=(b): Zu x € M existiert eine Karte
¢: Uy — Vy CR™ fiir M um x und eine Karte ¢: Uy — V, CR"
fiir N um f(x); nach Ersetzen von U, durch Uy N f1(U,) diirfen



wir annehmen, dass f(Uy) C Uy. Da f eine Submersion ist, ist die
lineare Abbildung

(60 o671 ($(x)): R — R"
surjektiv, somit n < m. Der Kern der vorigen linearen Abbildung
hat die Dimension m — n; wir finden einen Isomorphismus vom
Kern nach R™~" und setzen diesen zu einer linearen Abbildung
a: R™ — R™" fort. Der Endomorphismus
((Yofo qﬁ_l)’(gb(x)), a): R" - R" x R" "= R"™

von R™ hat dann trivialen Kern, ist also ein Automorphismus.
Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion kénnen wir folglich nach
Verkleinern der offenen ¢(x)-Umgebung V4 C R™ erreichen, dass

0:=(pofopta) Vy—R"xR™!
offenes Bild hat und ein Ck-Diffeomorphismus nach (V) ist.
Dann ist § o ¢: Us — 0(V,;) C R™ ein Ck-Diffeomorphismus und
somit eine Karte fiir M. Es ist 1) o f o ¢~% = pry o6, also

-1 _ -1 -1 _ -1 _
Ypofo(fog)  =¢ofod o0l =priofold" =prfy,)-



(b)=(c): Gegeben y und x wie in (b) sei ¢: Uy — V;, C R eine
Karte fir M um x und ¢: Uy — Vi C R" eine Karte fiir N um y
derart, dass f(U,) C Uy und tpo fog™t =pry lv, Es gibt offene
Teilmengen P C R" und @ C R™ derart, dass P x @ C V, und
d(x) € P x Q. Sei q := pry(p(x)) € Q. Es ist

P=pri(PxQ)=(ofod )(PxQ)CV,

und P(y) = ¢(f(x)) = (Y o f 0 ¢~ 1)(d(x)) = pri(¢(x)) € P, also
W := ~1(P) eine offene y-Umgebung in N. Die Abbildung

oW —> M, W|—>gb_1(d)( ), q)

ist C* und o(y) = o(f(x)) =g o o(Yofos™)(d(x) =

o(¥~H(pri(6(x)))) = ¢~ (pra(é(x)), q) = ¢~ (()): . Weiter

ISntf(( )) = f(o7H((w), q)) = v (o fop ) (¥(w),q) =
L(p(w)) = w fiir jedes w € W.

(c) (a): Gegeben x € M wiahlen wir o: W — M wie in (b) mit
y = f(x). Aus f oo = idyy folgt idr,y = id7,w = Txf o Tyo.
Also ist T, f surjektiv. O
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56 Niveaumengen und Faserprodukte

Zur Motivation betrachten wir fiir m, n € Ny mit n < m die
Projektion

pri: R"xR™" 5 R (x,y) = x;

diese ist eine Submersion zwischen den glatten Mannigfaltigkeiten
R™ und R". Wir beobachten:

Beispiel 6.1
Ist S C R” eine Untermannigfaltigkeit, so auch (pr;)~%(S) € R™.

Denn (pr;)~1(S) = S x R™~" ist das kartesische Produkt der
Untermannigfaltigkeit S von R” und der Untermannigfaltigkeit
R™=" von R™~" nach Satz 2.35 also eine Untermannigfaltigkeit
von R” x R™™" = R™ mit dim(S x R™") = dim(S) + (m — n).

Bemerkung 6.2

Analoges gilt, wenn wir R”, R™ und R™~" als
Ck-Mannigfaltigkeiten betrachten mit k € NU {co}. Weiter
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konnen R” und R™~" durch offene Teilmengen P C R” und

®Q C R™M=" ersetzt werden und R™ durch P x Q: es ist

(pr1)~(S) = S x Q eine Untermannigfaltigkeit von P x Q fiir jede
Untermannigfaltigkeit S C P, mit pry: P x Q — P.

Beispiel 6.3

Fir n, m, P, Q, pr; und k wie zuvor sei Y := P x Q. Weiter sei X
eine CK-Mannigfaltigkeit und f: X — P eine CX-Abbildung. Dann
ist der “Egalisator”

E:={(x,y) e X x Y: f(x)=pri(y)}

eine Untermannigfaltigkeit der CX-Mannigfaltigkeit X x Y und die
Projektion m1: E — X, (x,y) — x ist eine Submersion.

Firxe X,y =(p,q) € P x Q = Y ist namlich genau dann

fF(x) =pri(y) = p,
wenn p = f(x). Somit ist E = graph(f) x Q. Da graph(f) eine



Untermannigfaltigkeit von X x P ist (mit Dimension dim(X), siehe
Aufgabe P9) und Q eine Untermannigfaltigkeit von Q, ist E nach
Satz 2.35 eine Untermannigfaltigkeit von X x Y, der Dimension
dim(X) + dim(Q) = dim(X) + (m — n). Fiir jedes (x,y) € E mit
y =(p,q) ist

o: X —=E, zw(z,(f(2),q))
ein Ck-Schnitt fiir 71 mit o(x) = (x,y), also 71 eine Submersion
nach Satz 5.1.
Analoges gilt fiir allgemeine Submersionen, da diese lokal wie pr;
aussehen.

Satz 6.4

Es sei f: M — N eine CX-Abbildung zwischen CX-Mannig-

faltigkeiten mit k € NU {oo}. Ist f eine Submersion, so gilt:

(a) Fiir jede Untermannigfaltigkeit S C N ist f~1(S) eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(b) Fiir jedes y € N ist f1({y}) = {x € M: f(x) = y} eine
Untermannigfaltigkeit von M.
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In (a) ist weiter dim(f~1(S)) = dim(S) + dim(M) — dim(N).
Beweis. (a) Gegeben x € f~1(S) gibt es eine Karte

¢: Uy — Vy CR™ von M um x und eine Karte
P Uy = Vi CR"” von N um f(x) derart, dass f(U,) C Uy, und

Yo fly, =pryo¢
mit pry: R™ = R"” x R™™" — R". Nach Verkleinern von V,, diirfen
wir annehmen, dass V;; = P x @ mit offenen Teilmengen P C R”
und @ C R™ " Nach Ersetzen von Vy, durch P diirfen wir
Vi, = P annehmen. Dann ist Uy, = 1/~ *(P) eine offene Teilmenge
von N und SN Uy, eine Untermannigfaltigkeit von Uy, der
Dimension dim(S). Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, ist 1)(S N Uy)
eine dim(S)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V,, = P und
nach Bemerkung 6.2 also L := (pry |pxq) "2 ((S N Uy)) eine
dim(S) + dim(M) — dim(N)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von V= P x Q. Dann ist =(f(2))

L) = : S
¢~ (L) = {z€ Us: pri(¢(2)) € ¥(SN Uy)}
= {z€Us: f(z) €S} =UynfY(S)



eine zu L diffeomorphe Untermannigfaltigkeit von Uy, da ¢ ein
Diffeomorphismus ist. Nach Lemma 2.32 ist f~1(S) eine
Untermannigfaltigkeit von M der genannten Dimension.

(b) Die einpunktige Menge {y} ist eine O-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von N, ihr Urbild nach (a) also eine
Untermannigfaltigkeit von M. [J

Beispiel 6.5

Die Sphire S, C R ist eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R"*1\ {0} (und von R"*1).

Es ist namlich

Sn = q_l({l})
mit der glatten Abbildung q: R™! 5 R, x — Z"H x-2 fiir
x = (x1,...,Xn+1). Diese hat an jeder Stelle x Gradlenten

Va(x) =2x #0,

so dass also die lineare Abbildung ¢'(x) = (Vq(x),-): R"™t - R
nicht die Nullabbildung ist und somit surjektiv. Also ist g eine



Submersion und die Niveaumenge S, nach Satz 6.4 (b) eine
Untermannigfaltigkeit von R"™1\ {0}, der Dimension (n+ 1) — 1.

Gegeben seien Ck-Mannigfaltigkeiten My, Mo und N mit
k € NU {oo} und Ck-Abbildungen f;: M; — N sowie
fr: My — N. Ist f, eine Submersion, so ist

E = {(x1,x) € My x My: fi(x1) = f2(x2)}

eine Untermannigfaltigkeit von My x M, und 71: E — My,
(x1,x2) + xq ist eine Submersion.

Beweis. Gegeben (x1,x2) € E gibt es eine Karte
¢: Uy — Vy CR™ fiir Mo um x> und eine Karte
P Uy — Vi C R fiir N um f(x2) = fi(x1) derart, dass
PlUe) S Upond s 1, = pry oo
mit der Projektion pri: R™ = R" x R™=" — R". Dann ist
W := (f1)~}(Uy) eine offene Umgebung von xq in My. Weiter ist



0 :=idyw x¢: W x Uy — W x Vy ein Ck-Diffeomorphismus und

=~ 1(pry(2))
OEN(W x Up)) = {(w,2) € Wx Vy: A(w) = (¢ '(2))}
= {(w,2) € W Vg op(h(w)) = pri(2)}

nach Beispiel 6.3 eine CX-Untermannigfaltigkeit von W x V,
derart, dass die Projektion p auf die W-Komponente eine
Submersion ist. Anwenden von 671 zeigt, dass E N (W x Uy) eine
Untermannigfaltigkeit von W x Uy ist. SchlieBlich ist 71 auf dieser
Menge gleich p o G\EQ(WX%) und somit eine Submersion. Nach
Lemma 2.32 ist E eine Untermannigfaltigkeit von My x M. O

Definition 6.7

Die Untermannigfaltigkeit E aus Satz 6.6 wird das Faserprodukt
von M; und M, genannt (genauer: von fi: M; — N und
fa: My — N); man schreibt

/\/Il XN M2 = [E,
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Auch bei der Notation My x M muss man im Hinterkopf
behalten, dass das Faserprodukt nicht nur von My, M> und N,
sondern auch von f; und £, abhidngt. Beispiele von Faserprodukten
lernen wir im folgenden Kapitel kennen.

Mit vertauschten Rollen von M; und M> sieht man:

Bemerkung 6.8

Ist f; statt /» eine Submersion in Satz 6.6, so ist ebenfalls
My xn My eine Untermannigfaltigkeit von M; x M,. In diesem Fall
ist mp: My Xy Mo — Ma, (x,y) — y eine Submersion.
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§7 Der Satz von Godement und G/H als Mannigfaltigkeit

Sei k € NU {oo}. Es ist moglich, diejenigen Aquivalenzrelationen
R C M x M auf einer Ck-Mannigfaltigkeit M zu charakterisieren,
fiir welche sich die Menge

M/R :={[x]: x € M}
der Aquivalenzklassen [x] := {y € M: xRy} derart zu einer
Ck-Mannigfaltigkeit machen l3sst, dass die kanonische Abbildung
qg: M — M/R, x — [x] zu einer Submersion wird (wobei xRy
meint, dass (x, y) € R). Der Satz von Godement (auch
Godement-Kriterium genannt) liefert solch eine Charakterisierung.

Satz 7.1 (Satz von Godement)

Fiir eine Aquivalenrelation R auf M sind dquivalent:

(a) Es gibt eine CX-Mannigfaltigkeitsstruktur auf M/R, welche
q: M — M/R, x — [x] zu einer Submersion macht;

(b) R ist abgeschlossen in M x M und eine Untermannigfaltigkeit;
zudem ist pro: R — M, (x,y) — y eine Submersion.
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Existiert sie, so ist die in (a) beschriebene CX-Mannigfaltigkeits-
struktur auf M/R automatisch eindeutig, nach Folgerung 5.3.

Beweis. (a)=-(b): Da die Mannigfaltigkeit N := M/R Hausdorffsch
ist, ist die Diagonale
Ay = {(x,x): x € N}
eine abgeschlossene Teilmenge von N x N. Da die Abbildung
gxq: MxM—=NxN, (x,y)—(q(x),q(y))

stetig ist, ist R = (g x q)"!(Ap) abgeschlossen in M x M. Man
beachte, dass

R ={(x,y) € M x M: q(x) = a(y)} = M x M

das Faserprodukt von M und M ist mit den Abbildungen
fi:=fh:=qg: M — N. Da g eine Submersion ist, ist R nach
Bemerkung 6.8 eine Untermannigfaltigkeit von M x M und
mo: R — M ist eine Submersion.

(b)=-(a): Diese Implikation begriinden wir spater. [J
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Folgerung 7.2

Es sei G eine Liegruppe und H C G eine abgeschlossene
Untergruppe, welche eine Untermannigfaltigkeit von G ist. Dann
gibt es genau eine glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf

G/H :={gH: g € G}, welche die kanonische Abbildung

q: G — G/H, g — gH zu einer Submersion macht. Die Abbildung

7:Gx G/H— G/H, (g,xH)— gxH

ist glatt. Ist H zudem ein Normalteiler, so ist G/H eine Liegruppe.

Im Beweis benutzen wir:
Lemma 7.3

Gegeben seien Ck—AbbiIdungen fi: Mi — Ny und f5: Mo — Ny
zwischen CK-Mannigfaltigkeiten, wobei k € NU {oo}.

(a) Sind f; und f, Submersionen, so auch
fl X f22 Ml X M2 — N1 X N2, (Xl,XQ) — (ﬂ(Xl), f2(X2))

(b) Sind i und f, Immersionen, so auch f; X f,.
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Beweis. Gegeben x = (x1,x2) € My X My seien ¢;: Uy, — Vi,
Karten von M; um x; und ¢;: Uy, — Vy, Karten fiir N; um f(x;)
derart, dass f;(Uy,;) C Uy, fiir j € {1,2}. Setzen wir
gj = g; o fjo gbjfl, so ist

Tu(fi x ) = hy L, 0 (81 % &2) (¢1(x), d2(x2)) © hgy xg,

mit (g1 x 82)'(81(x1), &2(%2)) = £1(1(x1)) X g3(d2(x2)). Diese
Abbildung ist surjektiv (bzw. injektiv), wenn die linearen

Abbildungen gj(¢1(x1)) und g5(p2(x2)) beide surjektiv (bzw. beide
injektiv) sind. O
Beweis von Folgerung 7.2. Sei R := {(x,y) € G x G: xH = yH}.
Gegeben (x,y) € G x G ist (x,y) € R genau dann, wenn
x~ty € H, somit
R=f"'(H)

mit der stetigen Abbildung

f:GxG—G, (x,y)—x1ly.

Also ist R abgeschlossen in G x G. Die Abbildung f ist zudem glatt
und sie ist eine Submersion. Gegeben (x,y) € G x G ist ndmlich
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0:G6G—GxG, zm (x,x2)
eine glatte Abbildung derart, dass f(o(z)) = x 1xz = z fiir alle
z € G, und zudem ist o(x1y) = (x,xx"1y) = (x, y); somit ist
(c)=(a) von Satz 5.1 anwendbar. Nach Satz 6.4 ist also
R = f~1(H) eine Untermannigfaltigkeit von G x G. SchlieBlich
sieht man mit (c)=-(a) in Satz 5.1, dass die glatte Abbildung
pro: R — G, (x,y) — y eine Submersion ist; gegeben (x,y) € R
ist mit h:= y~1x € H namlich die Abbildung

0:G—= R, zw(zh,z)

glatt und erfiillt pry oo =idg und o(y) = (yh,y) = (x, y). Nach
dem Satz von Godement gibt es also eine glatte
Mannigfaltigkeiotsstruktur auf G/H, die g zu einer Submersion
macht. Nach Lemma 7.3 ist

idgxq: GxG— GxG/H
eine Submersion. Sei u: G x G — G die glatte

Gruppenmultiplikation. Da 7 o (idg xq) = g o p glatt ist, ist nach



Folgerung 5.2 auch 7 glatt. Ist H ein Normalteiler, so sei

ii: G/H — G/H die Gruppeninversion und

fi: G/H x G/H — G/H die Gruppenmultiplikation. Da die
Gruppeninversion n7: G — G glatt ist, ist 7j o g = g o ) glatt, nach
Folgerung 5.2 also auch 7j. Da jfio (g X q) = g o u glatt ist und

q X q eine Submersion, ist nach Folgerung 5.2 auch ji glatt. OJ

Man nennt G/H auch einen homogenen Raum.
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48 Beispiele und weitere Fakten

Ist k € NU {oo} und f: M — N eine CK-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m und n, so kénnen wir
mit der folgenden Tatsache der linearen Algebra testen, ob fiir
jedes x € M die lineare Abbildung
— (o Fod ) (4(x): R - R”

injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) ist fiir eine Karte ¢ von M
um x und eine Karte ¢ von N um f(x), also

Tif = (hy) ' oo hy injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) ist
und somit f eine Immersion (bzw. eine Submersion, bzw. étale).
Die « beziiglich den Standardbasen darstellende Matrix ist die
Jacobimatrix Jy,fop-1(P(x))-

Lemma 8.1

Es sei a: R™ — R" eine lineare Abbildung und A = (a;;) die «
darstellende Matrix beziiglich den Standardbasen ey, ..., e, von R”
und fi,..., fm von R™, also a(fj) = D7, ajje; fur j € {1,...,m}.
Dann gilt:
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(a) « ist genau dann injektiv, wenn m < n und A den Rang m
besitzt.

(b) « ist genau dann surjektiv, wenn m > n und A den Rang n
besitzt.

(c) «ist genau dann bijektiv, wenn m = n und A den Rang m
besitzt. [J

Bemerkung 8.2 Im Falle von offenen Teilmengen P C R™ und
Q C R" ist eine Ck—AbbiIdung f: P — @ genau dann eine
Immersion (bzw. Submersion, bzw. étale), wenn an jeder Stelle
x € P die Ableitung

f'(x): R™ — R"

injektiv (bzw. surjektiv, bzw. bijektiv) ist, denn f = o f o ¢!
und somit Tf = (hy) "' o f/(x) o hy mit den globalen Karten
¢ :=idp und ¢ :=idg.

Prof. Dr. Helge Glckner Mannigfaltigkeiten



Beispiel 8.3

Die glatte Abbildung f = (f1,2): R — R?, t + (cos(t),sin(t))"
ist eine Immersion (keine Einbettung aber, da nicht injektiv).

In der Tat: Fiir jedes t € R ist J¢(t) = (—sin(t),cos(t))" nicht der
Nullvektor, also eine (2 x 1)-Matrix vom Rang 1.

Beispiel 8.4

Sei Ry die Menge der reellen Zahlen, versehen mit der diskreten
Topologie (jede Teilmenge ist offen) und zugehérigen
0-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeitsstruktur mit den Karten
{x} = {0} C R% = {0} fiir x € R. Dann ist die bijektive Abbildung

Ry — R, xm—x

eine Immersion, aber keine Einbettung von glatten
Mannigfaltigkeiten (da die Umkehrfunktion nicht stetig ist).

Ry hat keine abzdhlbare Basis der Topologie.



Gegeben seien Ck-Abbildungen f: M — N und g: N — L

zwischen CK-Mannigfaltigkeiten mit k € NU {oo}. Dann gilt:

(a) Ist gof: M — L eine Submersion, so auch g.

(b) Ist g o f eine Immersion, so auch f.

(c) Ist f eine Submersion und g o f eine Immersion, so ist auch g
eine Immersion.

(d) Ist g eine Immersion, so ist g o f genau dann eine Immersion,
wenn f eine Immersion ist.

(e) Ist f eine surjektive Submersion, so ist g o f genau dann eine
Submersion, wenn g eine Submersion ist.

Beweis. (a) Fiir jedes x € M ist Tx(gof) = T¢ng o Txf
surjektiv, also auch Ty (g surjektiv.

(b) Fiir jedes x € M ist Ty(g o f) = T¢(x)g o Txf injektiv, also
auch Tif injektiv.
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(c) Seien v, w € T¢, )N mit Trng(v) = Trg(w). Da Tif
surjektiv ist, gibt es a,b € T,M mit v = T,f(a) und w = T f(b).
Dann ist

Tx(gof)a) = Tre(Txf(a)) = Trpoe(v) = Teg(w)
= Tf(x)g( Txf(b)) = Tx(g © f)(b),

also a = b und somit v = w.

(d) Fiir jedes x € M ist T¢(,yg injektiv, also

ker(Tx(g o f)) = ker(Tr(g o Txf) = ker T, f. Eine lineare
Abbildung ist genau dann injektiv, wenn ihr Kern trivial ist.

(e) Fiir jedes x € M ist T, f(T,M) = T¢(, )N, somit

Te()8(TxN) = Tr()8(Txf(TxM)) = Tx(g o f)(TxM); es ist also
T¢(x)& genau dann surjektiv, wenn T,(g o f) es ist. [J
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Beispiel 8.6

Die Abbildung g: R — S;, t + (cos(t),sin(t)) ist glatt und étale,
also ein lokaler Diffeomorphismus (aber kein Diffeomorphismus, da
g nicht injektiv ist).

Da S; eine Untermannigfaltigkeit der glatten Mannigfaltigkeit R?
ist, ist die Inklusionsabbildung j: S; — R? eine Einbettung von
glatten Mannigfaltigkeiten, insbesondere also eine Immersion. Da
J © g nach Beispiel 8.3 einer Immersion ist, ist nach Lemma 8.5 (d)
auch g eine Immersion. Fiir jedes t € R ist also die lineare
Abbildung T:q: T¢R — T4)S1 injektiv und somit ein
Isomorphismus, da Definitionsbereich und Wertebereich
Vektorraume der gleichen Dimension (ndmlich 1) sind.

Beispiel 8.7
Sei k € NU {co} und f: M — N eine Ck-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten. Dann ist graph(f) eine

Untermannigfaltigkeit von M x N (sieche Aufgabe P9; vgl. Beispiel
2.30). Sei j: graph(f) — M x N die Inklusionsabbildung. Dann ist
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¥: M — graph(f), x+— (x,f(x))

ein Ck-Diffeomorphismus und j o ¢ = (idy, f) eine Einbettung von
Ck-Mannigfaltigkeiten.

Die Abbildung (idp, f): M — M x N, x — (x, f(x)) ist ndmlich
Ck, da ihre Komponenten Ck-Funktionen sind. Nach Satz 2.31 (c)
ist also auch 1) = (idp, )[8?PP(f) eine CK-Abbildung. Die
Abbildung pr;: M x N — M, (x,y) ~ x ist CX, also auch

T1 1= Pry graph(r)- Nun ist pry o1 = idpy und ¥ o 71 = idgrapn(s),
also ¢ ein C-Diffeomorphismus. Nach Bemerkung 4.4 (c) ist dann
j o1 eine Einbettung von CK-Mannigfaltigkeiten.

Beispiel 8.8

Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit M mit k € NU {oo} ist die Diagonale
Ay = {(x,x): x € M}

eine Untermannigfaltigkeit von M x M und die Abbildung
¥: M — Ay, x — (x,x) ein CK-Diffeomorphismus.
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Es ist namlich Ay, = graph(idpy) und ¢ = (idp, idM)|graph(idM), so
dass ein Spezialfall von Beispiel 8.7 vorliegt.

Beispiel 8.9

Gegeben seien CX-Mannigfaltigkeiten M und N mit k € NU {co}.
Dann ist fiir jedes y € N die Abbildung

iy: M —=MxN, x~—(x,y)

eine Einbettung von CX-Mannigfaltigkeiten.

Fiir die konstante Abbildung f: M — N, x — y ist iy = (idy, f);
nach Beispiel 8.7 ist diese Abbildung eine Einbettung von
Ck-Mannigfaltigkeiten, zudem graph(f) = M x {y} eine
Untermannigfaltigkeit von M x N und

(idps, £)[E2PPF): M — M x {y}, x = (x,y) ein
Ck-Diffeomorphismus. [

Der folgende Spezialfall eines Satzes von Sard wird mehrmals von
Nutzen sein.
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Satz 8.10 (Satz von Sard)

Es sei k € NU {co} und f: M — N eine Ck-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten mit M # (). Hat die Topologie von M eine
abzahlbare Basis, so gilt:

(a) Ist dim(M) < dim(N), so hat das Bild f(M) leeres Inneres
in V.

(b) Ist f surjektiv, so ist dim(M) > dim(N).

Bemerkung 8.11

Beispiel 8.4 zeigt, dass die Schlussfolgerungen von Satz 8.10 falsch
werden konnen, wenn M keine abzdhlbare Basis besitzt.

<

Bemerkung 8.12

Auch fiir k = 0 wiirden die Schlussfolgerungen von Satz 8.10
falsch, z.B. gibt es surjektive stetige Abbildungen f: R — R? und
f: R — R3 (sogenannte “raumfiillende Kurven).

Beweis von Satz 8.10. In der Situation von (b).ist
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f(M)° = N = f(M) # 0, also (a) anwendbar.

(a) Wir nehmen f(M)®° # 0 an und fiihren einen Widerspruch
herbei. Sei y € f(M)° und eine Karte ¢: Uy, — V; C R" fiir N
um y. Dann ist W := f=1(f(M)° N Uy,) eine offene, nicht leere
Teilmenge von M und f(W) = f(M)° N Uy, also

P(F(M)° 1 Uy) = 9(F(W))
eine offene, nicht leere Teilmenge von V;, (und von R"). Nach
Ersetzen von f durch ¢ o f|y diirfen wir also annehmen, dass
N = R". Sei A der gegebene maximale C¥-Atlas auf M. Sei weiter
B eine abzihlbare Basis der Topologie auf M und B’ die Menge
aller B € B, fiir welche eine Karte ¢ von M existiert mit
Definitionsbereich B. Fiir jede Karte ¢: Uy — V;; € R™ von M ist
Uy eine Vereinigung gewisser Basismengen B € B und auch
¢|g: B — ¢(B) eine Karte fiir M, somit B € B'. Folglich ist
M = Ugep B. also A" := {¢p: B € B'} C A ein abzihlbarer
Atlas. Fiir jedes B € B’ ist

—1
fo(os) " : ¢(B) = R"



eine CK-Abbildung, wobei ¢g(B) eine offene Teilmenge von R™ ist
mit m < n. Fiir jedes ¢ > 0 wird dann f(B) = (f o ¢5")(#5(B))
durch abzihlbar viele Wiirfel mit Gesamtvolumen < e liberdeckt,
es ist also f(B) eine sogenannte Lebesgue-Nullmenge von R" (vgl.
Bemerkung 7.12 des Skripts zur Reellen Analysis von Prof.
Glockner). Dann ist auch die abzihlbare Vereinigung

eine Lebesgue-Nullmenge und somit f(M)° = (), Widerspruch. O

Bemerkung 8.13

Identifizieren wir R? mit der komplexen Zahlenebene C, so ist
S1 ={z € C: |z| = 1} eine Untergruppe der multiplikativen
Gruppe (C\ {0},-) des Korpers C; letztere ist eine Liegruppe.

C* :=C\ {0} ist namlich eine offene Untermannigfaltigkeit von
C = R2. Weiter ist zw € C* eine glatte Funktion von
(z,w) € C* x C* (da zw € C bilinear in (z,w) € C x C ist) und



N1 X — Iy
(x+1iy) RPN

ist glatt in (x,y) € R?\ {(0,0)}.

Da S; eine Untermannigfaltigkeit von R? = C ist, ist S; auch eine
Untermannigfaltigkeit der offenen Teilmenge C* und somit eine
Liegruppe. Der surjektive lokale C*°-Diffeomorphismus g: R — S.
t > (cost,sint) = e’ aus Beispiel 8.6 ist ein
Gruppenhomomorphismus.

Fiir alle s, t € R ist namlich
q(t + S) — ei(t+s) — eit+is — eiteis — q(t)q(s).

Man nennt S; die Kreisgruppe. )

Bemerkung 8.14

Fiir s,t € R ist e® = et genau dann, wenn 1 = e/5~1) also
s—te2nl.
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Beispiel 8.15

Fiir jede irrationale Zahl € R\ Q (z.B. 6 := v/2) ist die
Abbildung

v:R—S; xS1, t (e, et

glatt, injektiv und eine Immersion, deren Bild in S; x S; dicht ist
aber leeres Inneres hat.

Bemerkung 8.16

Wir werden in diesem Kapitel auch zeigen, dass S; x S;
diffeomorph ist zum Torus T C R3.

N,

Das Beispiel 8.15 ermdglicht also, die reelle Gerade dicht auf den
Torus zu wickeln (“dichte Wickelung™).

Definition 8.17

In Analogie S; X S; nennt man fiir n € N das n-fache kartesische
Produkt (S1)” = S1 X - -+ X S1 einen n-Torus. Dieser ist eine

n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und eine Liegruppe mit den
komponentenweisen Operationen.
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Begriindung zu Beispiel 8.15. Mit g: R — S; wie oben ist
~v(t) = (q(t), g(0t)), also v ein Gruppenhomomorphismus und
glatt. Da pry oy = g eine Immersion ist, ist nach Lemma 8.5 (b)
auch ~ eine Immersion. Ist v(t) = (1,1), so ist t € 27Z und
Ot € 277, es gibt also n,m € Z mit t = 2wn und 0t = 2wm. Waire
t # 0, so ware auch n # 0 und somit

g_2rm _2tm _m

t 2mn n

Widerspruch. Also ist t = 0, folglich der Kern ker(y) = {0} die
triviale Untergruppe von (R, +) und somit ~y injektiv. Nach dem
Satz von Sard (Satz 8.10) ist y(R)° = (), insbesondere also ~ nicht
surjektiv. Zum Nachweis der Dichtheit des Bildes nutzen wir:

Lemma 8.18
Fiir jede irrationale Zahl 6 ist die Abbildung

n: 7 — Sla n—s en27ri9 — (e27ri9)n

ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+) nach (Sy,-), dessen Bild
in Sq dicht ist.
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Beweis. Ist (n) = 1, so ist n2wf = 2wrm mit einem m € Z. Ware
n#0, so wire 8 = m/n € Q, Widerspruch. Also ist ker(n) = {0}
und 71 somit injektiv. Da S; eine abgeschlossene, beschrinkte
Teilmenge von R? und somit kompakt ist, besitzt die Folge
(n(n))nen eine konvergente Teilfolge (n(nk))ken. Sei z € Sy der
Limes. Zu € > 0 gibt es ein kg € N derart, dass |n(ng) — z| < /2
fiir alle k > kg. Wahlen wir £ > k > kg, so ist also

e > |n(ne)—n(nk)| = [n(ne)| [1=n(ne) = n(ne)| = [1=n(nk—ne)| = [1-w|
mit 1 # w := n(ng — ng) € n(Z). Wir schreiben w = e/ mit
0+# ¢ € [—m,w]. Sei ¢ > 0; der Fall ¢ < 0 ist analog. Es gibt ein
kleinstes n € N mit n¢ > 2x. Dann iiberdecken die Kreisbogen
B = {e": t e [jo,(j +1)g]}

fir j € {0,1,...,n} den Kreis Sy, da die Intervalle
li = [jo, (j + 1)¢] das Intervall [0, 2n] iiberdecken. Da /; Lange
< = hat, hat jeder Punkt in B; héchstens den Abstand

e/UHDe _ eli?| = | — 1| =|w -1 <e
vom Punkt e/ = w/ € n(Z). Also ist n(Z) dicht in.S;. [J



Dichtheit des Bildes in Beispiel 8.15. Gegeben (z,w) € S; x S;
existiert wegen der Surjektivitdt von g ein t € R derart, dass

q(t) = z.

Nach Lemma 8.18 gibt es eine Folge (nk)ken in Z derart, dass

q(2779nk) — q(@t)
fiir kK — oo und somit
a(0( + 27n)) = 4(O1)a(20m) = G(0(0)) s = w-

Da q(t + 2mny) = q(t) = z fiir jedes k € N, folgt
y(t + 2mnk) = (q(t + 2mng), q(O(t + 2mni))) — (z, w)

fiir k — oo, so dass also (z, w) im Abschluss von v(R) enthalten
ist. Da (z, w) beliebig war, ist y(R) = S; x Sy gezeigt. O
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Sei R > 0 und r €]0, R[. Wir betrachten den Kreis
K := {(R+rcos(B),0, rsin(B)): B € R} = {(x,0,2): (x—R)*+2*> = r?}
in der x-z-Ebene in R3 und die entsprechende Rotationsfliche

T :={(x,y,z) € R®: (V/x2 +y2 — R)? + 22 = r?},

welche ein Torus in R3 ist. Diese ist eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit der offenen Teilmenge

U= {(x,y,2) €R3: (x,y) #0und (v/x2 + y2 — R)? + 2% > 0}

von R3 (also auch von R3), da

T= (%))
eine Niveaumenge ist fiir die glatte Abbildung f: U — R,
(x,y,2) = (\/x2 4+ y2 — R)? 4 z?; diese ist eine Submersion, da
ihr Gradient
V(x,y,z) = (1 = R/Vx*+ y?)2x, (1 + R/V/X? 4 y?)2y, 22)
fiir kein (x, y, z) € U verschwindet.



Die glatte Abbildung
R + rcos(3)
P R—- K, [+ 0
rsin()
ist surjektiv und ®(31) = ®(B2) genau dann, wenn [, — 51 € 27Z.
Fiir a € R sei D(a) € R3*3 die Drehmatrix, die um den Winkel o
um die z-Achse dreht, also
cos(a) —sin(a) O
D(a) = | sin(a) cos(a) O
0 0 1
Fiir Spaltenvektoren vi,vs €10, 00[ x {0} x R ist
D(a1)vi = D(a2)vo genau dann, wenn v; = v, und
ap — aq € 2n7Z. Die Abbildung
V:S; xS; =T, (&% eP)— D(a)d(B)

ist also wohldefiniert. Weiter ist sie bijektiv.

Satz 8.19
V:S; xS; — T ist ein C*°-Diffeomorphismus.
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Beweis. Die Abbildung g: R — Sy, t — et ist surjektiv und étale,
also eine surjektive Submersion. Somit ist auch

gxq:RxR—S; xS, (o,8)— (e"o‘,e’ﬂ)

eine surjektive Submersion (siehe Lemma 7.3 (a)). Da
h:=WVo(qxq): R2—R3 (a, ) — D(a)®(B) glatt ist, ist nach
Folgerung 5.2 auch W eine glatte Abbildung. Wir zeigen, dass h als
Abbildung nach T eine Submersion ist; nach Lemma 8.5 (a) ist
dann auch WV eine Submersion und somit étale, da

dim(S; x S1) = 2 = dim(T). Es geniigt zu zeigen, dass

H'(a, B) € R3*2 fiir alle (c, B) den vollen Rang 2 hat. Nun ist

ah —rsin(B)
a0 = D(a)®'(8) = D() 0
r cos(3)
Da D(a + t) = D(a)D(t), ist D'(«0) = D(a)D'(0) mit
0 -1 0
pDO=|1 0 o0
0 0 O
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und somit

Oh

0
520, 8) = D(a)D'(0)(5) = D(a) ( R+ rcos(a) ) ;

0

dieser Vektor und g—g(a,ﬂ) sind linear unabhingig, da die zwei

Vektoren
—rsin(3) 0
0 und R + rcos(a)
rcos(/3) 0

es sind, auf die D(«) jeweils angewandt wird. [
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89 Gruppenwirkungen und homogene Raume

Definition 9.1

Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Abbildung
o: Gx X=X, (g,x)—gx

heiBt Linkswirkung von G auf X (oder kurz: Wirkung), wenn gilt:
W1 e.x = x fir alle x € X;
W2 Fiir alle x € X und g, h € G ist g.(h.x) = (gh).x.

Das Paar (X, o) nennt man dann eine G-Menge.

Man sagt auch, G wirkt (oder operiert) auf X via o.
Gegeben x € X nennt man
Gy :={geG:gx=x}

die Standgruppe von x und G.x := {g.x: g € G} die Bahn von x.
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Die Abbildung
G—> X, g—gx

heiBt Bahnabbildung. Existiert ein x € X mit G.x = X, so nennt
man die Wirkung transitiv.

Wir wiederholen eine elementare Tatsache.

Ist (X, o) eine G-Menge und x € X, so gilt:
(a) Gy ist eine Untergruppe von G.

(b) Die Abbildung f: G/Gyx — G.x, gGx — g.x ist wohldefiniert
und eine Bijektion.

Beweis. (a) Wegen e.x = x ist e € Gy. Sind g, h € G, so ist
(gh).x = g.(h.x) = g.x = x, also gh € Gx. Ist g € Gy, so ist
g lx=gl(gx)=(g7'g)x =ex=x,also g1 € G,.
(b) Ist gGx = hGy, so ist h = gk mit einem k € G, und somit
h.x = (gk).x = g.(k.x) = g.x, somit f wohldefiniert.



Ist f(gGx) = f(hGx), so ist g.x = h.x, also

(h™1g).x = h71.(g.x) = h™1.(h.x) = (h"1h).x = e.x = x, somit
h~lg € G, und folglich gG, = hG,. Die Abbildung f ist also
injektiv. Gegeben y € G.x existiert ein g € G mit y = g.x. Dann
ist y = f(gGx), also f surjektiv. O

Beispiel 9.3

Jede Gruppe G ist eine G-Menge mit der Gruppenmultiplikation
G x G — G, (g,x)— gx als Wirkung. Allgemeiner: Ist H C G
eine Untergruppe, so ist G/H eine G-Menge mit der Wirkung

GxG/H— G/H, (g,xH)+— gxH.

Konjugationswirkung: Auch G x G — G, (g,x) — gxg 1 ist fiir

jede Gruppe G eine Wirkung.

Bemerkung 9.4
Es sei (X, 0) eine G-Menge und x € X. Ist G eine Liegruppe und
Gx eine Untermannigfaltigkeit von G, so konnen wir G/ Gy die
glatte Mannigfaltigkeitsstruktur geben, welche die kanonische
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Abbildung g: G — G /Gy, g — gGx zu einer Submersion macht
(siehe Folgerung 7.2). Da die Abbildung

f:G/Gy — G.x, gGx— g.x

eine Bijektion ist, kdnnen wir der Bahn G.x die glatte Mannig-
faltigkeitsstruktur geben, welche f zu einem C°°-Diffeomorphismus
(und die Bahnabbildung eine Submersion) macht. Ist die Wirkung
zudem transitiv, ist also X = G.x eine glatte Mannigfaltigkeit.

Die Wirkung o: G x X — X wird dann glatt, denn o o (idg xf) ist
glatt; letzteres gilt, da idg x g eine surjektive Submersion ist und

oo(idg xf)o(idg xq): G x G—= X, (g,h)— f(q(gh))
glatt ist.
Ist X bereits eine glatte Mannigfaltigkeit und o: G x X — X glatt,
so ist die Bahnabbildung G — G.x C X glatt nach X und somit
nach Folgerung 5.2 auch f: G/Gx — G.x C X glatt, da f o g die
glatte Bahnabbildung ist. Im Falle einer transitiven Wirkung ist also
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f:G/Gy— X

eine Bijektion und glatt.

Bemerkung 9.5

Sei 0: G x X — X transitiv und glatt. Wir werden spéater sehen,
dass f immer eine Immersion ist. Hat G (und somit G/Gy) eine
abzdhlbare Basis der Topologie, so ist dim(G/Gy) > dim(X) nach
dem Satz von Sard, folglich dim(G/Gx) = dim(X) und f ein
C*°-Diffeomorphismus.

Wir konnen die gegebene glatte Mannigfaltigkeit X dann also mit
G/ Gy identifizieren.

Beispiel: GraBmann-Mannigfaltigkeiten

Fir ne€ Nund r € {0,1,...,n} sei Gr, (R) die Menge aller
r-dimensionalen Untervektorraume F C R”. Triviale Falle
vermeidend sei 0 < r < n. Beachten Sie, dass die orthogonale
Gruppe O(n) := {A € R™": ATA =1} auf Gr, ,(R) operiert via
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AF :={Aw: we F}

fir A€ O(n), F € Gr, 5(R). Die orthogonale Gruppe ist eine
Untermannigfaltigkeit von GL,(R), also eine Liegruppe, nach
Aufgabenblatt 5. Die Wirkung ist transitiv, denn ist F € Gr, ,(R),

so konnen wir eine Orthonormalbasis v, ..., v, von F wahlen und
diese zu einer Orthonormalbasis v, ..., v, von R" ergidnzen. Die
Matrix A mit den Spalten vi,..., v, ist dann in O(n) und es ist

A(R" x {0}) = F.

Die Standgruppe O(n)x von x := R" x {0} C R" besteht aus den
Blockdiagonalmatrizen der Form

diag(B, C)

mit B € O(r) und C € O(n — r), wie wir sogleich begriinden; diese
ist eine zu O(r) x O(n — r) diffeomorphe Untermannigfaltigkeit
von R™" und somit auch von O(n) (siehe Lemma 9.7).
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Satz 9.6

Gr, n(R) kann so zu einer glatten Mannigfaltigkeit gemacht
werden, dass die Bahnabbildung

O(n) = Gryn(R), A A(R" x {0})

zu einer Submersion wird.

Dann ist Gr, ,(R) diffeomorph zu

O(n)/ O(n)x = O(n)/(O(r) x O(n —r)).

Zum Beweis haben wir noch die Gestalt der Standgruppe zu
begriinden. Offenbar enthilt diese die beschriebenen
Blockmatrizen. Ist A € O(n)y, so schreiben wir A als Blockmatrix

B U
(7 5)
mit B € R"™*". Da A.x = x, folgt L = 0. Wir zeigen noch, dass
U =0 ist und somit A = diag(B, D); da die Spalten von A eine

Orthonormalbasis von R” bilden, bilden die Spalten.von B eine



solche fiir R und diejenigen von D eine fiir R"~", so dass also
B € O(r) und C € O(n—r). Da AT = A~1 in der Standgruppe
von x ist, lasst A automatisch das orthogonale Komplement

x+ = {0} x R"~" beziiglich des Standard-Skalarprodukts (-, -)
invariant, denn fiir alle v € x und w € x1t ist

(v,Aw) = (ATv,w) =0
wegen ATv € x, folglich Aw € x*. Also ist U =0. [J
Lemma 9.7

Sei k € NU {oc} und M eine CK-Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Ist N eine Untermannigfaltigkeit von M und L eine
Untermannigfaltigkeit von N, so ist L auch eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(b) Ist N eine Untermannigfaltigkeit von M und L eine
Untermannigfaltigkeit von M mit L C N, so ist L auch eine
eine Untermannigfaltigkeit von N.

Beweis. (a) Da die Inklusionsabbildungen jy: N — M und



ji: L — N Einbettungen von Ck-Mannigfaltigkeiten sind, ist auch
jn o ji eine Einbettung von Ck-Mannigfaltigkeiten (Bemerkung
4.4 (c)), nach Satz 4.5 also L = (jiy ojr)(L) eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(b) Die Inklusionsabbildung j; : L — M ist glatt, also auch

Ji/N: L — N. Daj; = jyoji|N eine Immersion ist, ist auch j |V
eine Immersion (Lemma 8.5 (b)). Ebenso muss ji | eine
topologische Einbettung sein, da j; = jy oji|"N eine solche ist. Also
ist j. |V eine Einbettung von CK-Mannigfaltigkeiten. Nach Satz 4.5
ist also L = (ji|V)(L) eine Untermannigfaltigkeit von N. OJ

Wirkung von GL,(C) auf der komplexen projektiven Geraden CP?

Fiir jedes n € N ist GL,(C) = det™}(C \ {0}) eine offene
Teilmenge von C"*" = R27 und eine Liegruppe.3

Wie im Reellen (Beispiele 1.28 und 2.8) macht man zudem die

3Die Glattheit der Multiplikation sieht man wie im Reellen; die
Matrixeintrige von A~" sind iiber C rationale Funktion in den Matrixeintragen
ajx von A, ihr Real- und Imaginarteil also reelle rationale Funktionen von
Re(ajx) und Im(aj) und somit glatt.




komplexe projektive Gerade CP? aller eindimensionalen komplexen
Untervektorrdume von C2 zu einer glatten Mannigfaltigkeit. Die
Topologie auf CP? ist final beziiglich den Abbildungen

fi:C—CP, zw—C(1,2z)

und
f,: C—CP, z+ C(z,1),

deren Bilder U; := {C(v1, v2): v1 # 0} bzw.
Uz := {C(v1, v2): v» # 0} offen sind und die sich zu
Homdomorphismen auf das Bild koeinschranken, deren Inverse

¢j: Uy — C fiir j € {1,2}

Karten sind und einen C°°-Atlas bilden, da die Kartenwechsel
komplexe rationale Funktionen und somit glatt sind. Mit dem
zugehorigen maximalen C>-Atlas ist CP! also eine 2-dimensionale
glatte Mannigfaltigkeit.* Die surjektive Abbildung

*Da die Kartenwechsel holomorph sind, kénnte man CP* auch als komplex

1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit auffassen, eine sogenannte
“Riemannsche Flache”.

Prof. Dr. Helge Gldckner Mannigfaltigkeiten




q: C?\ {(0,0)} - CP!, v~ Cv
ist glatt auf der offenen Teilmenge W4 aller v = (vi, v2) mit
vi # 0. Denn g(v) € U; und wegen

q(v) = C(vi, ) = Cwvi(1,va/v1) = C(1, vo/v1) = ¢f1(v2/v1)

ist p1(q(v)) = vi/v2 glatt in (vi, v2). Schreiben wir vi = x + iy
mit x,y € R, so sind

%(le oq)(vi,v) =1/v;

und a%((bl o q)(v1,v2) = i/v1 iiber R linear unabhingig, so dass
also (¢1 © g)'(v) den vollen Rang 2 besitzt und somit g|u, eine
Submersion ist. Analog ist g auf der offenen Menge aller

v = (vi, v2) mit vo # 0 glatt und eine Submersion und somit ist g
eine surjektive Submersion. Die Wirkung

o: GLy(C) x (C2\ {(0,0)}) = C2\ {(0,0)}, (A, w)+— Aw

ist glatt (als Einschrankung einer bilinearen Abbildung); hierbei
wird w als Spaltenvektor betrachtet. Die Abbildung
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7: GLy(C) x CP! — CP!, (A, Cw)+— A(Cw) = CAw
ist wohldefiniert und offenbar ebenfalls eine Wirkung. Wir kiirzen
G := GLy(C) ab. Da idg xq eine surjektive Submersion ist und

To(idg xq)=qoo

glatt ist, ist 7 glatt. Man nennt A := 7(A, -): CP! — CP? die zu
A € GL2(C) gehérige gebrochen lineare Abbildung. Beachte, dass

CP! = R(C)U{C(1,0)}.

Bemerkung 9.8

In der komplexen Funktionentheorie identifiziert man gern C und
f(C) mittels der Bijektion f,: C — £(C). Schreibt man
oo := C(1,0), so ist also

CP! = CU {o0}.

Gegeben z € C und A = ( ;i 2 ) € GL,(C) ist
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Afy(z) = CA(z,1)7 = (C( Zis
cz+ d # 0. In diesem Fall ist
A.f(z) = C(cz + d)(i;ig, 1) = fz(ijis) mit der obigen
Identifikation also

) € f(C) genau dann, wenn

~ az+b
Alz) = cz+d’
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Symmetrische Gruppen. Fiir jede Menge X ist die Menge S(X)
aller bijektiven Selbstabbildungen ¢: X — X eine Gruppe mit
Komposition als Gruppenverkniipfung, dem Neutralelement idx
und der inversen Abbildung ¢! als Inversem von ¢ € S(X).

Ist G eine Gruppe und o: G x X — X, (g,x) — g.x eine Wirkung
auf einer Menge X, so gilt:

(a) Fiir jedes g € G ist g := o(g,:): X — X eine Bijektion.

(b) Die Abbildung G — S(X), g — g ist ein
Gruppen-Homomorphismus.

(c) Schreiben wir x ~ y fiir x, y € X genau dann, wenn y € G.x,
so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir jedes x € X ist die
Aquivalenzklasse {y € X: x ~ y} genau die Bahn G.x von x.

Beweis. (a) und (b): Fiir das Neutralelement e € G gilt nach W1
e(x) = e.x = x fir alle x € X; also ist & = idx. Nach W2 ist fiir
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alle g,he Gund x € X
(& o h)(x) = g(h(x)) = g.(h.x) = (gh).x = gh(x),

—

also goﬁ = éF Insbesondere ist g/*\1 ocg=g lg==e=idx und
analog g o g~ ! = idx, also g eine invertierbare Abbildung mit
Umkehrfunktion g~ = g—1.

(c) Da x = e.x, ist x ~ x. Ist x ~ y und y ~ z, so existieren
g,he€ G mity=g.xund z= h.y. Dann ist also

z = h.(g.x) = (hg).x, somit x ~ z. Ist x ~ y, so gibt esein g € G
mit y = g.x. Dann ist g71.y = g7 1.(g.x) = (g "1g).x = x, also
auch y ~ x. Somit ist ~ eine Aquivalenzrelation. Per Definition ist
x ~ y genau dann, wenn y € G.x. Die Aquivalenzklasse von x ist
also {y e X: x~y} =Gx. O

Jede orthogonale Matrix A € O(2) hat Determinante 1 oder —1.
Da die einpunktige Menge {1} in {1, —1} C R relativ offen ist, ist

SO(2) == {A € 0(2): det(A) = 1} = (det 5" ({1})

eine offene Teilmenge von O(2) und somit eine Liegruppe.
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Transitive Wirkung von SL(R) auf der oberen Halbebene. Sei
H:= {z € C: Re(z) > 0}.

Satz 9.10

Fiir A € SLp(R) bildet die zugehérige gebrochen lineare Abbildung
A die obere Halbebene H auf sich ab, wir erhalten also eine glatte
Wirkung

o: SLR) xH—H, (Az)~— //4\(2) = Az

Die Wirkung ist transitiv. Die komplexe Einheit / hat Standgruppe
SLy(R); = SO(2); die Abbildung f: SLy(R)/SO(2) — H,
ASO(2) — A.i ist ein C*°-Diffeomorphismus.
Beweis. Sei z € H und A = ( i 3 ) € SLa(R). Ist ¢ =0, so ist

d # 0 wegen 1 = det(A) = ad — bc und somit cz+d = d # 0. Ist

c # 0, soist Im(cz 4+ d) = cIlm(z) # 0, also ebenfalls cz + d # 0.

Also ist stets Alz) = az+b

cz+d’




Erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners liefert

ﬂ(z) _ (az+b)(cz+d)  ac|z]* + adz + bcz + bd
~ (cz+d)(cz+d) lcz + d|?
mit Imaginarteil
=det(A)=1
—f—
adlm(z) — bclm(z)  (ad — bc)Im(z)  Im(z) S0
|cz + d|? ez +d2 ez +d? '
also ist A(z) € H. Wir erhalten somit eine Wirkung
az+b
SLr(R) x H — H A
2()>< — Il (,Z)i—>cz+d

fiir A wie oben. Diese ist glatt, da sie eine Einschrankung der
glatten Wirkung GL>(C) x CP! — CP! ist. Fiir A wie oben gilt

genau dann A(i) = i, wenn 25 = i, was zu
ai+b=d—c
dquivalent ist, also zu a = d und b = —c. Die Standgruppe der

imaginaren Einheit / ist also
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SLy(R); = {A = <i _;: ) sa,c € Rund 1 =det(A) = a%+ C2} = S0(2).

Sei G := SLy(R). Fiir jedes z € H enthélt die Bahn G.z die
horizontale Gerade durch z, denn fiir jedes b € R ist

1 b z+b
(10)amztt

Wir behaupten, dass ]0,00[i C G.i. Nach dem Vorigen ist dann
x+iy € G.iy = G.i fir alle x €¢ R und y €]0,00], also G.i = H.
Zum Beweis der Behauptung sei y > 0. Fiir t € R ist

t t:
e 0 i:eI:ezti
0 et et ’

was gleich iy ist, wenn wir t := % In(y) wahlen. Die Wirkung von

SLy(R) auf H ist also transitiv.
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Da SL»(R) dreidimensional ist und SO(2) die Dimension 1 hat, hat
der homogene Raum SL,(R)/SO(2) die Dimension 2. Sei

g: SLa(R) — SLa(R)/SO(2), A+ ASO(2)

die kanonische Submersion. Wir zeigen nun, dass die
Bahnabbildung

o' SLy(R) » H, A A

eine Submersion ist. Fiir die bijektive Abbildung

f: SLo(R)/SO(2) — H, ASO(2) + A.i ist dann f o g = o' eine
Submersion, nach Folgerung 5.2 und Lemma 8.5 (e) also f eine
Submersion. Da Definitions- und Wertebereich die gleiche
Dimension 2 haben, ist f étale, also ein lokaler Diffeomorphismus
und somit ein Diffeomorphismus. Gegeben A € SLy(R) sei

z := A.i. Wir betrachten die glatten Kurven ~,7: R — SLo(R) mit
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’y(t)z(cl) §>A und n(t):<%t 69t>A.

Mit der globalen Karte ¢ := idy kénnen wir hy betrachten wie in
Kapitel 3. Es geniigt zu zeigen, dass die Vektoren

d

ho(Tac (0]) = |, (n(e))

LO00) wnd h(Tao' () = 2|

im reellen Vektorraum C = R? linear unabhingig sind. Der erste ist

1t Z_i
t=0\ 0 1 /7 dtle=o

also reell und von 0 verschieden. Der zweite ist

d et 0 z—i etz d
t=o\ 0 et )"  dt

dt t—oe-t  dtl=o
dieser Vektor hat nicht verschwindenden Imaginérteil und ist somit
linear unabhangig vom ersten. [
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§10 Weitere Grundlagen

Wir stellen ein Lemma iiber Untermannigfaltigkeiten bereit sowie
zwei liber Produktmannigfaltigkeiten und gehen dann kurz auf
topologische Grundlagen ein, namlich Quotiententopologien,
Quotientenabbildungen und offene Abbildungen. Diese Grundlagen
werden in §11 im Beweis des Satzes von Godement benutzt.

Im ganzen Kapitel sei k € NU {oo}.

Es sei M eine C*k-Mannigfaltigkeit, x € M und F ein
Untervektorraum von T, M. Dann existiert eine
Untermannigfaltigkeit N von M mit x € N und T, N = F.

Beweis. Sei ¢: Uy — Vi C R™ eine Karte von M um x mit

#(x) =0und hy: T(M — R™ der zugehérige Isomorphismus aus
Kapitel 3. Ist n die Dimension von F, so ist hg(F) ein
n-dimensionaler Untervektorraum von R™ und wir finden einen
Vektorraum-Automorphismus «: R™ — R™ derart, dass
a(hy(F)) =R" x {0}. Dann ist auch avo ¢: Uy — (V) eine



Karte fiir M und hqop = a0 hy, wir diirfen daher
hg(F) =R" x {0} annehmen. Dann ist

N = 671 (R x {0}) N Vi)

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M und ¢ eine an N
angepasste Karte. Ist jiy: N — M die Inklusionsabbildung, so ist

pojn=1i0dn
mit i: R” - R” x R™™" y — (y,0) und der zu ¢ gehdrigen
Karte ¢y, folglich

hg o T (jn) =i 0 hg,
mit Bild R" x {0} = hy(F). Da hy: TuM — R™ ein
Isomorphismus von Vektorrdumen ist, folgt im(Tx(jn)) = F; die
linke Seite identifizieren wir mit T, N. O

Gegeben CK-Mannigfaltigkeiten M; und M sei
pri: My x My, — M;j die Projektion auf die erste Komponente und
pro: My x M, die Projektion auf die zweite. Fiir jedes

X = (X1,X2) € My x M, ist dann
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b= (TX prq, TX pr2): TX(Ml X Mz) — Tx1 Ml X TX2M2

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Die Umkehrabbildung sendet
(V]_, V2) € TX1M1 X TX2M2 auf TXII.X2(V1) + TX2jX1(V2) =: \U(Vl, V2)
unter Benutzung der Ck—AbbiIdungen I, My — My X My,

y = (y,x2) und jy, : My — My x My, y — (x1,y).

Beweis. ¢ und V sind lineare Abbildungen zwischen
(m1 + my)-dimensionalen Vektorraumen mit my := dim(Mjy) und
my := dim(Ma). Es ist

(CD © \U)(Vl, V2) = CD(TXI in(Vl)) + ¢(TX2jX1(V2))'
Der erste Summand ist
=idM1 :CX2
— —
(Txl(prl O’X2)(V1)’ Txl(pr2o’X2)(V1)) = (Vlvo)

mit der konstanten Abbildung c,,: M1 — Ma, y — x2. Analog
sieht man, dass der zweite Summand (0, v2) ist und somit
(PoW)(v1,v2) = (v1,w2), also Po W =id auf T, ,M; x T,,M,. Es



ist also W injektiv und aus Dimensionsgriinden somit ein
Isomorphismus. Weiter ist ® = PoWo W1 =idoW~l =y~-1

Wir identifizieren v € T (M; x Mp) mit ®(v) € T,, My x T,,Ms,
etwa in Lemma 10.3, das erst spater bendtigt wird.
Lemma 10.3

Ist in der Situation von Lemma 10.2 N eine C*-Mannigfaltigkeit
und f: My x My — N eine CX-Funktion, so gilt fiir alle
x = (x1,x2) € My x My und alle (v1,vp) € T, My x Ty, Ms

T f(Vla V2) = x1 sz(vl) + TX2fX1(V2)

mit 0 My — N, y — f(xq1,y) und £2: My — N, y — f(y, x).

<

Beweis. Mit V, iy, und j,, wie in Lemma 10.2 ist f,, = f o iy, und
f*2 = f o j,, also
Tf(V(v1,v2)) = Tef (T (1)) + Txf(To i (v2))
= Ta(f oso)(v1) + To(f 0 ix)(v2)
= T (1) + Tipfy(v). O



Offene Abbildungen und Quotientenabbildungen
Definition 10.4

Es sei (X, O) ein topologischer Raum, Y eine Menge und
g: X — Y eine surjektive Abbildung. Die finale Topologie Oy,
auf Y beziiglich g wird die Quotiententopologie auf Y genannt.

Fiir jede Teilmenge V C Y gilt also:
V ist offen in der Quotiententopologie auf Y < g~1(V) ist offen in X.
Ubergang zu Komplementen zeigt, dass fiir jede Menge A C Y gilt:
A ist abgeschlossen in Y mit der Quotiententopologie
& g I(A) ist abgeschlossen in X.

Eine surjektive Abbildung g: X — Y zwischen topologischen
Raumen (X, O) und (Y, T) heiBt Quotientenabbildung, wenn T
die Quotiententopologie ist, also T = Osp.

Jede Quotientenabbildung ist stetig: Ist V C Y offen, so ist V
offen in der Quotiententopologie, also g~1(V) offen.in X.
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Lemma 10.5

Es sei g: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen
topologischen Raumen und f: Y — Z eine Abbildung in einen
topologischen Raum Z. Dann sind dquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) f o q ist stetig.

Beweis. Da g stetig ist, folgt (b) aus (a). Gilt (b), ist fiir jede
offene Teilmenge U von Z das Urbild

(foq)™H(U) =g~ (f71(V))

offen in X, somit f~1(U) offen in der Quotiententopologie auf Y.
Also ist f stetig. O

Definition 10.6

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen wird
eine offene Abbildung genannt, wenn f(U) in Y offen ist fiir jede
offene Teilmenge U C X.
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Man beachte, dass f(U) offen ist, wenn f(U) eine Umgebung von
f(x) ist fir jedes x € U.

Ist eine stetige Abbildung g: X — Y zwischen topologischen
R3aumen offen und surjektiv, so ist g eine Quotientenabbildung.

Beweis. Sei V eine Teilmenge von Y. Ist V offen in Y, so ist

g 1(V) offen in X, da g stetig ist. Sei umgekehrt g~*(V/) offen

in X. Da g eine offene Abbildung ist, ist dann q(g~*(V)) offen

in Y. Da g surjektiv ist, ist V = g(g~*(V)); nach dem Vorigen ist
diese Menge offen in Y. [J

Beispiel 10.8

Jede Submersion f: M — N zwischen CX-Mannigfaltigkeiten ist
eine offene Abbildung. Jede surjektive Submersion ist eine
Quotientenabbildung.

Ist ndmlich U C M eine offene Teilmenge und x € U, so gibt es
nach Satz 5.1 (c) eine offene Umgebung W von f(x) in N und eine
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Ck-Abbildung o: W — M derart, dass o(f(x)) = x und
f oo = idy. Nach Ersetzen von W durch o=1(U) diirfen wir
annehmen, dass o(W) C U. Dann ist

F(U) 2 Flo(W)) = idw (W) = W

und somit f(U) eine Umgebung von f(x). Die letzte Aussage folgt
mit Lemma 10.7.

Lemma 10.9

Eine Quotientenabbildung g: X — Y zwischen topologischen
Riumen ist genau dann eine offene Abbildung, wenn g=1(g(U))
offen in X ist fiir jede offene Teilmenge U C X.

Beweis. Ist g eine offene Abbildung, so fiir jede offene Teilmenge U
von X das Bild q(U) in Y offen, wegen der Stetigkeit von g also
g 1(q(V)) offen in X. Ist umgekehrt g~*(q(U)) offen fiir jede
offene Teilmenge U von X, so ist g(U) offen in Y (also g eine
offene Abbildung), da Y die Quotiententopologie tragt. [J
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Lemma 10.10

Ist g: X — Y eine stetige, surjektive, offene Abbildung zwischen
topologischen Raumen, so ist Y genau dann Hausdorffsch, wenn

E:={(x1,x) € X x X: q(x1) = q(x)}
eine abgeschlossene Teilmenge von X x X ist.

Beweis. Ist Y Hausdorffsch, so ist die Diagonale
Ay ={(y,y): x € Y} in Y x Y abgeschlossen. Da die Abbildung
gxq: XxX—=YxY, (x,x)~ (q(x1),g(x2)) stetig ist, ist

E=(qxq) " (Ay)

in X x X abgeschlossen. Ist E abgeschlossen und sind y1 # y»
in Y, so finden wir Elemente x; € X mit q(x;) = y; fiir j € {1,2}.
Dann ist (x1,x2) € E. Da (X x X) \ E offen ist, finden wir offene
xji-Umgebungen V; C X fiir j € {1,2} mit

V1 X VQQ(XXX)\E
Fiir alle (v1,w) € Vi x V, ist q(v1) # q(w), folglich
qg(V1) N g(V2) = 0. Da q eine offene Abbildung ist, sind g(V4) und

q(V2) somit disjunkte offene Umgebungen von-y; bzw. y,. O



§11 Beweis des Satzes von Godement

Es fehlt nur noch: Beweis von (b)=>(a) in Satz 7.1.

Wir setzen (b) voraus, setzen N := M/R und betrachten die
kanonische Abbildung g: M — N, x — [x]. Wir versehen N mit der
Quotiententopologie; diese macht g zu einer Quotientenabbildung.

q ist eine offene Abbildung und N Hausdorffsch.

Die Abbildung pr;: R — M, (x,y) — x ist stetig. Ist U C M
offen, so ist

g (q(V) = {yeM:(3xeU)yl=k}
= {yeM: (3x e U) (x,y) € R} = prp((pr1)*(V))

eine offene Teilmenge von X, denn (pr;)~1(U) ist offen wegen der
Stetigkeit von pry und pr, ist per Voraussetzung eine Submersion,
somit nach Beispiel 10.8 eine offene Abbildung. Die
Voraussetzungen von Lemma 10.9 sind nachgewiesen, also g eine
offene Abbildung. Da per Voraussetzung
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{(x,y) e MxM: q(x) =q(y)} =R
in M x M abgeschlossen ist, ist N Hausdorffsch (Lemma 10.10).
Schritt 2
Sei U C M eine offene Teilmenge derart, dass es eine
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf q(U) gibt, die q|y: U — g(U) zu
einer Submersion macht. Dann gilt:
(a) Ist V C U eine offene Teilmenge von U, so ist g(V) offen in
q(U) und f|y: V — q(V) ein Submersion.
(b) Esist U’ := q~1(q(U)) eine offene Teilmenge von M mit
U C U’ und fiir die obige Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf
q(U) = q(U’) ist auch q|y: U" — g(U) eine Submersion.

Nach Schritt 1 ist g(V') offen in g(U); der Rest von (a) ist klar.
Offenbar ist U C q~1(q(U)) =: U’; da q(U) offen und q stetig ist,
ist U" offen. Da q(x) = q(y) fir alle (x,y) € R, gilt auf der
offenen Teilmenge Y := (U x U')N R von R

qlvopraly =qluopr|y. (1)
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Die rechte Seite ist eine Submersion als Komposition von
Submersionen® und insbesondere CX. Nun ist pr,|y: Y — U’ eine
Submersion und surjektiv, da zu jedem y € U’ ein x € U existiert
mit g(y) = q(x), so dass also (x,y) € (U x U')N R =Y. Da die
linke Seite von (1) wie die rechte CX ist, ist g|ys nach

Folgerung 5.2 eine Ck-Abbildung. Nach Lemma 8.5 (e) ist gl
eine Submersion, da gy o pry |y es ist.

Sei (Uj)jey eine offene Uberdeckung von M derart, dass fiir jedes
J € J die Abbildung q|y;: U; — q(U;) eine Submersion ist fiir eine
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf q(U;). Dann erlaubt N eine
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur, die g zu einer Submersion macht.

Da die Ck-Mannigfaltigkeitsstuktur auf g(U;) nach Schritt 2 (b)
auch q\UJ{ zu einer Submersion macht mit U; := g 1(q(U;))), diirfen
wir nach Ersetzen von U; durch U; annehmen, dass jedes U; eine

®Da ¢: R — R, (x,¥) — (v, x) ein Diffeomorphismus ist, ist mit pr, auch
pr; = pr, o1 eine Submersion.
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saturierte Teilmenge von M ist, also U; = ¢~1(q(U;)). Fiir alle

i,j € Jist V= q(Ui)Nq(U) eine offene Teilmenge von q(U;) und
W:=q (V)

sowohl eine offene Teilmenge von g~1(q(U;)) = U; als auch

von U;. Die von g(U;) auf der offenen Teilmenge V induzierte

Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur macht gl : W — V nach

Schritt 2 (a) zu einer Submersion. Gleiches gilt fiir die von g(U;)

auf V induzierte Mannigfaltigkeitsstuktur. Die von q(U;) und

q(U;) auf V induzierten CX-Mannigfaltigkeitsstrukturen sind also

gleich, nach Folgerung 5.3. Nach Aufgabe P14 (a) gibt es somit

eine Mannigfaltigkeitsstruktur auf N, welche q(U;) fiir jedes j € J

zu einer offenen Untermannigfaltigkeit macht. Da q|y; eine

Ck-Abbildung in die Untermannigfaltigkeit q(U;) ist, ist gy, auch

Ck als Abbildung nach N. Ist \;: q(U;) — N die

Inklusionsabbildung, so ist Tq(,)A; fiir jedes x € Uj ein

‘ZJ(UJ'))

Isomorphismus. Da T(q| ) surjektiv ist, ist auch

TxCI|Uj = TqpaAj © TXq|Z5Uj) surjektiv, also jedes q\Uj und somit g

eine Submersion.



Fiir jedes xg € M existiert eine offene xg-Umgebung U C M, eine
Untermannigfaltigkeit S C U und eine CK-Abbildung r: U — S

derart, dass o) = g(r(x)) fiir alle x € U (2)
und q(s) # q(t) firalles#tinS. (3)

Fiir jedes x € U gibt es also genau ein s € S mit [x] = [s], ndmlich
s = r(x). Insbesondere ist r(s) = s fiir jedes s € S und r(U) = S.

Wenn das stimmt, kénnen wir den Beweis beenden: Da r|s = idg,
ist Ty(r): TxM — TS surjektiv fiir jedes x € S und somit T,(r)
surjektiv fiir y in einer x-Umgebung in U (Aufgabe P13 (b)). Nach
Verkleinern der offenen Obermenge U von S diirfen wir also
annehmen, dass r: U — S eine Submersion ist. Es ist g(S) = q(U)
offen in N und weil ¢ := q|s: S — q(S) eine Bijektion ist, kénnen
wir g(S) so zu einer Ck-Mannigfaltigkeit machen, dass ¢ zu einem
Ck-Diffeomorphismus wird. Dann ist g|y = q|sor = ¢ o r eine
Komposition von Submersionen, also eine Submersion U — q(U).
Da xp beliebig war, greift Schritt 3 und beendet den Beweis.
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Wir identifizieren T, )(M x M) mit T,;M x T, M mit dem
Isomorphismus (T(,; x) Pr1s T(xo,x) Pr2), Wie in Lemma 10.2 (mit
auf ganz M x M definierten Projektionen). Setzen wir

E:={ve T M:(v,0) € TR}

so ist £ x {0} = ker T(,; «,) Pra mit pry: R — M wie zuvor. Sei
m :=dim(M), r := dim(R). Da pr, eine Submersion ist, folgt
r=m+dim(E). Sei F C T,,M ein zu E komplementarer
Untervektorraum, also T,;M = E @ F. Dann ist

dim(F) =m—dim(E) =2m —r.
Nach Lemma 10.1 existiert eine Untermannigfaltigkeit S’ von M
mit xo € S’ und T,, S’ = F. Nach Ubergang zu einer xo-Umgebung
in S’ diirfen wir annehmen, dass S’ = g~1({0}) fiir eine
Submersion g: V — RM=dim(F) — Rr=m auf einer offenen
xo-Umgebung V C M, da m — (2m — r) = r — m. Dann ist

Y :=(xM)NR

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R, denn
¥ = h~1({0}) mit der Submersion h := g o pry |(vxm)nr-



Die Tangentialabbildung T, ,)(Pra ) : T(xp )X =+ TxM ist ein
Isomorphismus.

Da Definitions- und Wertebereich m-dimensionale Vektorraume
sind, genligt es zu zeigen, dass die Tangentialabbildung injektiv ist,

also ker(T(XO,XO)(pr2 |v)) = {0}. Aber

ker( T(x0,%) Pr2 I¥)) = ker( T (x0,%0) pry) N Tixo0) = {0},
—_—— N —
=Ex{0} C T (xg o) (' XM)=F x T,y M

da ENF = {0}. Nach Lemma 3.10 gibt es eine offene

(X0, x0)-Umgebung U C X derart, dass pro(U) offen in M und
pro |U3 U— sz(U)

ein Ck-Diffeomorphismus ist. Nach Verkleinern von U diirfen wir
annehmen, dass -
U=XnN (U1 x U)

mit offenen Umgebungen U; und U, von xg in M. Nach Ersetzen
von U, durch U; N U, diirfen wir annehmen, dass U, C U;. Nach
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Ersetzen von U, durch pry(U) diirfen wir annehmen, dass

Uz = pry(U). Also ist
f = pro ‘(U1><U2)QZ: (U1 X U2) N — U,

ein Ck-Diffeomorphismus. Da proof 1=fof 1= idy,, ist
f~1: Uy — (Up x Uz) N von der Form

x = (r(x),x)

mit einer CX-Funktion r: U, — Uy, die wegen
(r(x),x) € X = (8" x M)N R automatisch r(x) € S’ erfiillt.

Fir alle x € SN U, ist r(x) = x. J

Denn (r(x),x) € U aber wegen Up C Uy ist auch (x,x) €
(U1 x U2) N (S" x M)N R = U. Da pr, | injektiv ist, impliziert
pr2(r(x),x) =X = pr2(X>X))
dass r(x) = x. Es ist
U:={xe€ Uy: r(x) € U2}

eine offene Teilmenge von U, und somit S := S NU eine
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Untermannigfaltigkeit von U. Fiir x € U ist dann r(x) € Ua N S'.

Esist r(U) C S, also r|y eine CK-Abbildung U — S. J

Fiir alle x € U ist namlich r(x) € U, N'S’, somit
r(r(x)) = r(x) € Us, folglich r(x) € U und somit
r(x)e UnS"'=S.

Fiir jedes x € U gibt es genau ein s € S mit g(x) = q(s), namlich ’
s = r(x).

Fiir x € U ist r(x) € S und (r(x),x) = f}(x) € UC £ C R, also
q(x) = q(r(x)). Ist s € S und g(x) = q(s), so ist
(s,x)e(S'xM)NR=X sowiese SC UC U, C U und
x€UC Uy, also (s,x) € LN (U1 x Uz) = U. Auch ist

(r(x),x) = f~}(x) € U. Da pr, | injektiv ist, folgt aus

pr2(S,X) =X= pr2(r(x),x),

dass s = r(x). Dies beendet Schritt 4 und somit den Beweis des
Satzes von Godement. [l.
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§12 Abschneidefunktionen und Partitionen der Eins

Wir konstruieren Beispiele von Ck-Funktionen auf CX-Mannig-
faltigkeiten, zur spateren Benutzung. Ausgangspunkt sind ent-
sprechende Funktionen auf R™. Es sei || - ||2 die euklidische Norm.

Fir m € N und reelle Zahlen 0 < r < R gibt eine C*°-Funktion
f: R™ — R derart, dass fiir alle x € R™

f(x) =1 wenn ||x|]2 < r; f(x)=0 wenn ||x]2 > R;

und f(x) € ]0,1[ wenn r < ||x]2 < R.

Die folgenden Uberlegungen (die vielen aus der Analysis 1 oder
einem Proseminar bekannt sein kdnnten) nutzen beim Beweis.

Sei f: R — R eine stetige Funktion. Sind f]j_ of und fljo o
C! und besitzt die Funktion (flr\{0})" eine stetige Fortsetzung
g: R = R, soist f eine C1-Funktion und f' = g.
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Beweis. Nach dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung ist die Funktion

h:[0,00] > R, x> f(l)—f—/xg(t)dt
1

stetig differenzierbar und es ist h'(x) = f(x) fiir alle x > 0, da
gl10,00] = (fljo,00)’- Da h und f stetig sind, folgt £(0) = h(0). Also
besitzt f an der Stelle O eine rechtsseitige Ableitung und diese ist
H(0) = g(0). Mit der Hilfsfunktion

X

]—00,0] = R, x»—>f(—1)+/ g(t)dt
-1

sehen wir analog, dass f an der Stelle 0 eine linksseitige Ableitung
besitzt und diese gleich g(0) ist. Also existiert f'(0) und ist gleich
g(0), somit f' = g stetig. O

Fiir jedes Polynom p: R — R ist die folgende Funktion glatt:

0 wenn x < 0;
1/x)e 1/* wenn x > 0.
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Beweis. Wir zeigen per Induktion nach k € Ny, dass fiir jedes p
obiges f eine CX-Funktion ist. Induktionsanfang: f ist an jeder
Stelle x #£ 0 stetig und linksseitig stetig an der Stelle 0 mit
linksseitigem Grenzwert 0 = f(0). Fir 0 < x — 0 gilt

lim f(x) = lim M = |im M =0.
x\0 xN\0 el/x y—oo e

Also ist auch der rechtsseitige Grenzwert gleich 0 = £(0) und somit
f stetig an der Stelle 0.

Gelte die Induktionsbehauptung fiir ein k € Ng. Nun ist f/(x) =0
fiir x < 0; Nach Produkt- und Kettenregel gilt fiir x > 0

F1(x) = P (1/x)(~1/x2)e Y+ p(L/x)e /*(1/x%) = q(1/x)e 2/

mit der Polynomfunktion g: R — R, y +— —y?p’(y) + y?p(y). Per
Induktionsanfang lasst sich f’ via 0 — 0 fortsetzen zu einer
stetigen Funktion g, die per Induktionsvoraussetzung sogar eine
CKk-Funktion ist. Nach Lemma 12.2 ist f also C! mit f' = g. Da
dies eine Ck-Funktion ist, ist f eine CK*1-Funktion. O]
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Fiir alle reellen Zahlen a < b existiert eine glatte Funktion
g: R — R derart, dass

g|]—oo,a] =1, g(]av b[) - ]0’ 1[ und g|[b,oo[ =0.

Beweis. Sei f die glatte Funktion aus Lemma 12.3, mit p = 1. Fiir
r:=b—aistdann h: R = R, x — f(x)f(r — x) eine glatte
Funktion derart, dass h(x) = 0 fiir alle x € |—00, 0] U [r, co[ und
h(]0, r[) € ]0, oo[. Die Funktion H: R — R,

_, Jo h(¥)dt
T

ist Vielfaches einer Stammfunktion von h und somit glatt. Weiter
gilt H|j—oc,0) = 0, H|[; o[ = 1 und es ist H|jg , streng monoton
wachsend, somit H(]0, r[) C ]0, 1[. Also leistet g: R — R,

x +— H(b — x) das Gewiinschte. [J

Beweis von Satz 12.1 Man definiere f: R” — R via
f(x) := g((||x]|2)?), wobei g: R — R wie in Lemma 12.4 ist mit
a=r?und b=R? [




Definition 12.5

Ein topologischer Raum K heiBt kompakt, wenn er Hausdorffsch ist
und jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt. Eine Teilmenge K eines topologischen Raums X heiBt

kompakt, wenn K in der von X induzierten Topologie kompakt ist.

Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen
Raums ist kompakt; jede kompakte Teilmenge eines
Hausdorffschen topologischen Raums ist abgeschlossen.

Definition 12.6

6

Ein topologischer Raum X heiBt lokalkompakt, wenn er
Hausdorffsch ist und fiir jedes x € X und jede x-Umgebung U C X
eine kompakte Umgebung K von x in X existiert mit K C U.

Jede x-Umgebung enthilt also eine kompakte x-Umgebung.
Beispiel 12.7
R™ ist lokalkompakt sowie jede offene Teilmenge W C R™.

®Siehe z.B. Satz 29.1 im Skript zur “Einfiihrung in die Funktionalanalysis”
von H.G. im WS 2020/2021.
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Zu jedem x € W und jeder x-Umgebung U C W existiert namlich
ein r > 0 derart, dass die abgeschlossene Kugel B,(x) beziiglich
der euklidischen Norm in U enthalten ist; die Kugel ist kompakt.

Beispiel 12.8

Jede m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M ist
lokalkompakt.

Gegeben x € M und eine x-Umgebung U C M finden wir eine
Karte ¢: Uy — Vi, € R™ fiir M um x. Da die offene Teilmenge V,
von R™ |okalkompakt ist, existiert eine kompakte ¢(x)-Umgebung
Lin Vi mit L C ¢(Us N U). Dann ist K := ¢~ (L) eine kompakte
x-Umgebung in M mit K C U.

Definition 12.9

Ist X ein topologischer Raum, E ein Vektorraum und f: X — E
eine Funktion, so nennt man den Abschluss

supp(f) := {x € X: f(x) # 0}

den Tréger von f.
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Ist M eine Ck-Mannigfaltigkeit, so existiert fiir jedes x € M und
jede x-Umgebung U C M eine glatte Funktion h: M — R derart,
dass h(M) C [0, 1], supp(h) C U und h|yw =1 fiir eine
x-Umgebung W C U.

Beweis. Es sei ¢: Uy — V;, € R™ eine Karte von M um x. Nach
Ersetzen von ¢ durch ¢ — ¢(x) diirfen wir ¢(x) = 0 annehmen. Fiir
ein R > 0 gilt BR(0) C ¢(Ug N U) fiir die abgeschlossene Kugel
bzgl. der euklidischen Norm auf R™. Wir wahlen f: R™ — R wie
in Satz 11.1, mit R wir zuvor und r := R/2. Dann ist L := supp(f)
eine abgeschlossene Teilmenge von Bg(0), also kompakt. Weiter
ist K := ¢ (L) kompakt und somit abgeschlossen in M.
Definieren wir h: M — R via

h(y) := f(#(y)) wenn y € Us:

0 wenn y € M\ K,

so ist h eine CX-Funktion auf den offenen Mengen U, und M\ K
und somit CX. Es ist supp(h) € K C U, die weiteren erwiinschten
Eigenschaften gelten per Konstruktion. [J



Ist X ein topologischer Raum und E ein endlich-dimensionaler
Vektorraum, so schreibt man C.(X, E) fiir den Vektorraum aller
stetigen Funktionen f: X — E mit kompaktem Trager supp(f). Ist
k € No U {cc} und M eine CX-Mannigfaltigkeit, sei analog

CK(M,E)

der Vektorraum aller CX-Funktionen f: M — E mit kompaktem
Trager. Kiirze C.(X) := C(X,R) und CX(M) := CX(M,R) ab.”
Im Rest des Kapitels sei stets k € Ng U {o0}.

Folgerung 12.11

Auf jeder Ck-Mannigfaltigkeit M trennt CX(M) die Punkte, d.h.
fiir alle x # y in M existiert ein f € CX(M) mit f(x) # f(y).

Beweis. M \ {y} ist eine x-Umgebung, enthilt also eine kompakte
x-Umgebung K, da M lokalkompakt ist. Nach Satz 12.10 gibt es
eine Ck-Funktion f: M — R mit f(x) = 1 und supp(f) C K

"Manchmal meint man damit auch Riume komplexwertiger Funktionen.
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C M\ {y}, so dass y & supp(f) und folglich f(y) =0 # f(x). O
Folgerung 12.12 (Vorgegebener Funktionskeim)

Es seien M eine Ck-Mannigfaltigkeit, x € M und g: U — R” eine
CK-Funktion auf einer offenen x-Umgebung U C M, mit n € N.
Dann existiert eine CX-Funktion f: M — R" derart, dass

flw = g|w fiir eine x-Umgebung W C U. Man kann zudem
erreichen, dass f € CX(M,R") und supp(f) C U.

<

Beweis. Nach Satz 12.10 gibt es eine CX-Funktion h: M — R mit
kompaktem Trager K := supp(h) C U derart, dass h|y = 1 fiir
eine x-Umgebung W C U. Dann ist
h(y)g(y) wenn y € U;

0 wenn y € M\ K
auf U und auf M\ K eine CX-Funktion und somit Ck. Weiter ist
supp(f) € K C U. Per Konstruktion ist f|y = glw. O

Ist X eine lokalkompakter topologischer Raum, K C X eine
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kompakte Teilmenge und U C X eine offene Teilmenge mit
K C U, so existiert eine kompakte Teilmenge L C U mit K C L°. J

Beweis. Da X lokalkompakt ist, existiert zu jedem x € K eine
kompakte x-Umgebung L, C U. Die Inneren liefern eine offene
Uberdeckung (L2)yek fiir K in X; da K kompakt ist, existieren
X1,...,%Xp € K mit

KCLy u---ulLy.

Die rechte Seite ist in L° enthalten fiir die kompakte Menge
L=L,U---UL, CU. O

Definition 12.14

Ein topologischer Raum X heit o-kompakt, wenn es eine Folge
(Kn)nen von kompakten Teilmengen K, C X gibt mit

X = UHEN Kn.

Jeder lokalkompakte, o-kompakte topologische Raum besitzt eine
kompakte Ausschépfung (Kj)qen im folgenden Sinn.
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Lemma 12.15

Ist ein topologischer Raum X lokalkompakt und o-kompakt, so
existiert eine aufsteigende Folge

Ki C K> C

von kompakten Teilmengen K, von X derart, dass X =
und K, C K2, ; fiir jedes n € N.

neN

Beweis. Aufgrund der o-Kompaktheit von X existiert eine Folge
(Ln)nen kompakter Teilmengen von X mit Vereinigung X. Wir
setzen Ki := L;. Ist n € N und sind kompakte Teilmengen

Ki,..., K, von X bereits konstruiert mit L; C K; fiir alle
je€{l,...,n} und K; C KﬁH fir alle j € {1,...,n — 1}, so liefert

Lemma 12.13 (mit U = X) eine kompakte Teilmenge K,+1 von X
derart, dass
KnULpt1 © Kopq

Dann leistet (Kj,)nen das Gewiinschte; insbesondere ist
Upen Kn = X da L, C K, furJedes n und UneN n=X. 0O



Beispiel 12.16. Mit Kugeln beziiglich der euklidischen Norm
auf R™ ist - -
B1(0) € B>(0) € -

eine kompakte Ausschopfung von R™, denn fiir jedes n € N ist

Bn(0) € Bt1(0) = (Bn41(0))°

Definition 12.17

Eine Familie (A;j)jcs von Teilmengen A; eines topologischen
Raums X heiBt lokal endlich, wenn fiir jedes x € X eine
x-Umgebung W C X existiert derart, dass die Menge

{jed: ANW 0}

endlich ist.

Definition 12.18

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit. Eine C*-Partition der Eins
auf M ist eine Familie (h;);c; von Ck-Funktionen h;: M — R
derart, dass gilt:
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(a) Fiir jedes j € Jist hj(M) C [0, 1];
(b) Die Familie (supp(h;))jey der Trager ist lokal endlich;
(c) Fiir jedes x € M ist 3, hj(x) = 1.

Bemerkung 12.19 Beachten Sie, dass in (c) nur endlich viele
Summanden von 0 verschieden sind. Besser: Ist x € M und

W C M eine x-Umgebung derart, dass
Jo = {j € J: supp(h;) N W # 0}
endlich ist, so gilt fiir alle y € W

>_hily) =
Jj€Jo
und alle anderen Summanden in 3., hj(y) = 1 sind 0.

Definition 12.20
Eine Ck-Partition der Eins (hj)jcy auf einer Ck-Mannigfaltigkeit M
heiBt einer offenen Uberdeckung (U;)ic; von M untergeordnet,
wenn fiir jedes j € J ein i € | existiert mit supp(h;) C U;.
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Fiir jede o-kompakte Ck-Mannigfaltigkeit M und jede offene
Uberdeckung (U;)jc; von M existiert eine dieser untergeordnete
Ck-Partition der Eins (h;)jcs auf M.

Beweis. Fiir jedes x € M existiert ein i(x) € | mit x € Uj(,). Nach
Lemma 12.15 gibt es eine kompakte Ausschépfung (Kp)nen
von M. Wir setzen K_1 := Ky := (). Fiir n € N ist dann

Ly:= Ky \ K2
eine kompakte Teilmenge von M und
Qn = Kr(,)+1 \ Kn—2

eine offene Teilmenge von M mit L, C Q. Da L, 2 K, \ K1, ist
Upen Ln = X. Sind n,m € N und m < n— 3, so ist
Qm € Kmi1 C Kp—2, also @, N Q, = 0. Folglich gilt

(Vn,meN) |[n—m|>2 = Q,NQm=0. (1)
Gegeben n € N und x € L, existiert nach Satz 12.10 eine
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Ck-Funktion g, € CX(M,R) derart, dass g, (M) C [0,1],
supp(gn,x) € Ujx) N @n und gy x(x) = 1. Dann bilden die Mengen
g2(]0,00[) fiir x € L, eine offene Uberdeckung von L, in Q.
Somit existiert eine endliche Teilmenge ®, C L, derart, dass

Lo | gnx(10,00]). (2)
xed,
Wir setzen J— U (n} x &
neN

Dann ist (supp(gn,x))(nx)cs eine lokal endliche Familie von
Teilmengen von M. Fiir jedes y € M existiert namlich ein n € N
mit y € L,. Dann ist W := @, eine offene y-Umgebung derart,
dass W N Qn = 0 fiir alle m € N mit |m — n| > 2; also ist

{(m,x) € J: supp(gmx) N W # (0}
enthalten in der Vereinigung aller {m} x ®,, mit m € N und
|m — n| < 2, einer endlichen Menge. Dann ist

gM—=R, vy Y gaxly)
(n,x)ed
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eine Ck-Funktion, denn fiir y, W und n wie zuvor ist

g’W: Z ng,x’W

|[m—n|<2xc®p

eine endliche Summe von Ck-Funktionen. Aus (2) folgt, dass
g(x) > 0 fiir alle x € M. Dann ist hp«(y) := gnx(y)/g(y) € [0,1]
fir alley € M und h,x: M — R eine Ck-Funktion fiir alle

(n,x) € J. Weiter ist fiir jedes y € M

S ) = Y gnnly) = () = 1,

(e g(y) (e g(y)

was den Beweis beendet. [
Definition 12.22

Ein topologischer Raum X heit parakompakt, wenn er
Hausdorffsch ist und fiir jede offene Uberdeckung (U;);e; von X
eine lokal endliche offene Uberdeckung (V})jc, von X existiert
derart, dass fiir jedes j € J ein i € | existiert mit V; C U;.

(So dass also (V})je; der Uberdeckung (U;)e; untergeordnet ist).



Wir zeigen nun nach etwas Vorbereitungen:

Ist M eine parakompakte Ck-Mannigfaltigkeit, so existiert fiir jede
offene Uberdeckung (U;)ic; von M eine ihr untergeordnete
C*-Partition der Eins auf M.

Als Hilfsmittel betrachten wir topologische Summen.
Definition 12.24

Es sei (Xj, O})jecs eine Familie topologischer Raume mit

Xi N X; =0 fir alle i # j in J. Versieht man X := J;c, X; mit der
finalen Topologie O beziiglich den Inklusionsabbildungen

Aj: Xj — X, x — x, so nennt man X die topologische Summe der
topologischen Raume X;.

Nach Lemma 1.26 ist also jedes X offen in X und eine Teilmenge
U C X; ist genau dann offen in (Xj, O;), wenn sie es in (X, O) ist.

Es sei X ein topologischer Raum und (A;);c, eine lokal endliche




Familie von Teilmengen A; C X. Dann gilt:

(a) Auch die Familie (Aj)jc, der Abschliisse ist lokal endlich.
(b) Fiir jede kompakte Teilmenge K C X ist die Menge

(et KNA; 0}

endlich.

Beweis. (a) Jedes x € X hat eine offene Umgebung W in X
derart, dass die Menge

JoZ:{jEJ:AjﬂW#Q}

endlich ist. Ist j € J\ Jp, so ist A; C X'\ W. Da letztere Menge
abgeschlossen ist, folgt A; € X\ W und somit A;n W = (). Also ist

(e ANW#D = J

endlich.

(b) Jedes x € K hat in X eine offene Umgebung W(x) derart, dass
Jei={jeJ: AinW(x) # 0}

endlich ist. Da K kompakt ist, gibt es x1,...,x, € K derart,dass
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KC W(x)U---UW(xp).

Fiir j € J folgt aus Aj N K # () dann also Aj N W(xk) # 0 fiir ein
k € {1...,n} und somit j € J,,. Folglich ist

(e ANK#DChyU-U g

die rechte Menge ist endlich, also auch die linke. [J

Ein lokalkompakter topologischer Raum X ist genau dann
parakompakt, wenn er eine topologische Summe von o-kompakten,
lokalkompakten topologischen Raumen ist.

Beweis. Ist X parakompakt, so wahlen wir fiir jedes x € X eine
relativ kompakte, offene Umgebung U(x) von x in X. Es existiert
eine der Uberdeckung (U(x))xex untergeordnete lokal endliche
offene Uberdeckung (Vj)jes von X. Fiir jedes j € J existiert also
ein x € X mit V; C U(x) und somit ist V; relativ kompakt.

Gegeben x,y € X schreiben wir x ~ y genau dann, wenn ein
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n € N und xg, x1,...,X, € X existieren derart, dass xp = x, x, = y
und fiir alle k € {0,...,n— 1} ein j € J existiert mit

{X, xk41} € V.

Mit xg := x1 := x sehen wir, dass x ~ x fiir alle x € X. Sei nun
X ~ y wie oben und y ~ z mit Elementen

y=20,21, ... ;Zm =12

derart, dass fiir jedes k € {0,...,m — 1} ein j € J existiert mit
{2k, zk+1} C V. Dann ist x ~ z unter Benutzung der Elemente

X =X0yeeesXn_1,Xn =Y = 20,21, - - -y Zm = Z.
Ist x ~ y via X = X0, X1,...,Xp = Y, SO ist ¥ ~ x via
Y = Xpn, Xp—1, ..., X0 = X. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X.

Wir zeigen, dass die Aquivalenzklassen [x] offen in X (also
lokalkompakt) sind und zudem o-kompakt.

Ist y € [x], so existiert ein j € J mit y € V;. Fiir jedes z € V ist
dann {y,z} C Vj, folglich y ~ z und somit z € [x], also V; C [x]
und somit [x] eine Umgebung von y. Also ist [x] offen.
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Gegeben x € X und n € N sei Cy(x) die Menge aller y € [x], fir
welche x = x, . . = y wie oben gewdhlt werden kdnnen zu
dem gegebenen n. Da (V})jes nach Lemma 12.25 (a) lokal endlich
ist, ist b := {j € J: x € V;} endlich und somit
ax)=Uv
J€h
kompakt. Ist bereits Cy(x) = U;¢), V; mit einer endlichen

Teilmenge I, C J, so ist fiir jedes j € I, die Menge
Ji = {i € J: V; N Cp(x) # 0} endlich, nach Lemma 12.25 (a)

und (b). Mit Iyt = U J;

J€Eln
ist dann Coy1(x) = Ujey,,, V; kompakt. Also ist [x] = [J,cy Ca(x)
o-kompakt. Die Umkehrung zeigen wir nur fiir Mannigfaltigkeiten
(Bemerkung 12.28). Allgemeiner Fall: Aufgaben P21 & P18 (d). O

Beweis von Satz 11.23. Wir schreiben M als eine topologische
Summe o-kompakter offener Teilmengen M, fiir a € A. Fiir jedes
a € A finden wir auf M, eine CK-Partition der Eins (haj)jcs,,
welche (U; N M,);e; untergeordnet ist. Fortsetzen durch-0
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ermoglicht uns, die Funktionen h,; als Ck-Funktionen auf M zu
betrachten. Dann bilden die Funktionen h,; mit a€ Aund j € J,
eine CK-Partition der Eins auf M, die (U;);c; untergeordnet ist. [

Bemerkung 12.27

Ist eine Ck-Mannigfaltigkeit M eine topologische Summe
o-kompakter offener Untermannigfaltigkeiten, so zeigt der vorige
Beweis, dass es zu jeder offenen Uberdeckung (U;);e; von M eine
ihr untergeordnete C¥-Partition der Eins (hj)jes gibt. Dann ist

(hJ-_l(]O,oo[))jGJ eine lokal endliche offene Uberdeckung von M,
welche (U;)jc; untergeordnet ist; also ist M parakompakt.

Satz 12.28

Eine topologische Mannigfaltigkeit M ist genau dann o-kompakt,
wenn die Topologie von M eine abzihlbare Basis besitzt.

| A

Beweis. Fiir x € M sei ¢: Uy — V, C R™ eine Karte von M um x.
Da die Topologie von V/, eine abzahlbare Basis besitzt, hat auch
die Topologie auf U, =: W(x) eine abzahlbare Basis B(x).



Ist M = |, Kn mit kompakten Teilmengen K, existiert fiir jedes
n € N eine endliche Teilmenge ¢, C K, mit K, C UXe% W(x).
Dann ist B := U,y Uxeo, B(x) eine abzahlbare Basis fiir M.
Gegeben eine offene Menge U C M st fiir alle n € N und x € ¢,
namlich U N W(x) eine Vereinigung von Mengen aus B(x) und
somit aus B; gleiches gilt fiir U = J,,cy Uxeo, (U N W(x)).

Hat umgekehrt M eine abzihlbare Basis B der Topologie, so ist
B :={V € B: V ist relativ kompakt}

eine abzdhlbare Menge offener Mengen. Fiir jede offene Teilmenge
U C M hat jedes x € U eine kompakte Umgebung K, C U. Es
existiert ein Vi € B mit x € V, C (K)°. Dann ist V, € B’ und
somit U eine Vereinigung von Mengen aus B’, somit auch B’ eine
Basis. Insbesondere ist M = Jy e V = Uyep V o-kompakt. O
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§13 Tangentialbiindel und Tangentialabbildungen

In diesem Kapitel sei k € NU {oc}. Ist (M, A) eine
m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit mit dem maximalen
Ck-Atlas A, so betrachten wir die Vereinigung

™ := ] T.M
xeM
aller Tangentialraume. Wir wollen TM zu einer
Ck—1-Mannigfaltigkeit machen, dem Tangentialbiindel von M.

TM ist eine Vereinigung disjunkter Mengen. ]

Ist v € TxM fiir ein x € M, so ist namlich v eine Aquivalenzklasse
von Ck-Kurven v: ]—¢,e[ — M mit £ > 0 und v(0) = x; fiir jedes
v € v ist also v(0) = x und somit ist x durch v festgelegt.
Insbesondere ist die Abbildung

arm: TM—> M, v~ x wennveTM

wohldefiniert und es ist mrp([7]) = 7(0).



Fiir jede Karte ¢: Uy — Vi3 € R™ von M erhalten wir eine
Abbildung

To: TUs = Vo xR™, 1] = (6(1(0)),(¢07)'(0)). (1)

Diese ist injektiv, denn ist To([y]) = To([n]) =: (x,y), so sind
[7], [n] € T4-1(xyM und mit dem Isomorphismus
hy: Ty-100M — R™ aus §3 ist

hs([7]) = (¢ 07)'(0) =y = hy([n]),

also [y] = []. Umgekehrt kénnen wir fiir (x,y) € V,, x R™ den
Tangentialvektor v := h;l(y) € T4-1(x)M betrachten und erhalten
To(v) = (x,y); also ist T¢ auch surjektiv und somit bijektiv.

Betrachten wir
T(¢p 1) :=(Te) ™ : VyxR™ = TU, C TM

als Abbildung nach TM, so konnen wir TM mit der finalen
Topologie beziiglich der Familie (T (¢~ 1))sc4 versehen.
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Satz 13.1
Fiir jede m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit (M, A) gilt:
(a) Fiir jede Karte ¢ € A ist TUy offen in TM und
To: TUy — Vy x R™ ein Homéomorphismus;
(b) mrpm: TM — M ist stetig;

(c) TM ist Hausdorffsch und eine 2m-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit;

(d) {T¢: ¢ € A} ist ein Ck~1-Atlas fiir TM. Mit dem
zugehdrigen maximalen Ck~1-Atlas ist TM also eine
Ck—1-Mannigfaltigkeit;

(e) mrm: TM — M ist Ck—! und eine Submersion;

(f) Hat die Topologie von M eine abzihlbare Basis, so auch die
Topologie von TM.

Im Falle k =1 ist TM lediglich eine topologische Mannigfaltigkeit
und die stetige Abbildung w1y : TM — M eine Submersion im
folgenden Sinn (der nicht unbedingt von anderen benutzt wird).
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Definition 13.2

Es sei M eine m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und N
eine n-dimensionle topologische Mannigfaltigkeit mit n < m. In der
Vorlesung nennen wir eine Abbildung f: M — N eine Submersion,
wenn M lokal aussieht wir die Projektion pry: R"” x R™™" — R".

Wir benutzen hierbei Definition 4.1 auch fiir kK = 0; ein
CO-Diffeomorphismus ist dann also ein Homdomorphismus.

Bemerkung 13.3

(a) Wir machen die Charakterisierung von CK-Submersionen fiir
k > 1 aus Satz 5.1(b) im Falle k = 0 also einfach zur Definition
einer Submersion.

(b) Da pry: R” x R™" — R" eine offene Abbildung ist, ist jede
CO-Submersion insbesondere eine offene Abbildung.

(c) Beachten Sie, dass die Satze 6.4 (iiber Urbilder von
Untermannigfaltigkeiten) und 6.6 (iiber Faserprodukte) sowie
deren Beweise fiir k = 0 giiltig bleiben.
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Fiir den Beweis von Satz 13.1 ist folgende Tatsache niitzlich.

Lemma 13.4

Es sei X ein topologischer Raum, dessen Topologie final ist
beziiglich einer Familie (f;)jc; von Abbildungen f;: X; — X mit
topologischen Raumen X;. Fiir jeden topologischen Raum Y und
jede Abbildung f: X — Y sind dann 3quivalent:

(a) f ist stetig;

(b) fofi: Xj — Y ist stetig fiir jedes j € J.

v

Beweis. (a)=-(b): Nach Satz 1.25 ist jedes f; stetig. Ist f stetig, so
also auch f o f;.

(b)=(a): Sei f o f; fiir jedes j € J stetig. Fiir jede offene Teilmenge
U C Y ist das Urbild

(o f)7H(U) = £ (FH(V))

dann offen in X;. Per Definition der finalen Topologie ist also
f~1(U) offen in X. Somit ist f stetig. [J
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Beweis von Satz 13.1. (b) Fiir alle ¢ € A ist
(T¢)™L: V, x R™ — TM die Abbildung
(x,y) = [t = ¢ H(x + ty)],

denn ¢(¢ 1(x + Oy)) = x und

d| _ d(¢ U (x+ty)) = &|,_ (x+ ty) = y. Folglich erfillt
WTMOT(QZ) ) V x RM™ - M

(x,y) = mm([t = ¢7H(x + ty)]) = 67 (), (2)
was stetig in (x,y) ist. Nach Lemma 13.4 ist w1y also stetig.
(a), (c) und (d): Fiir jede Karte ¢: Uy — V, von M ist
TUy = (mm) " (Up)
offen in TM, da w1 nach (b) stetig ist. Fiir ¢,1 € A ist also
TUs N TU,y offen in TU, und folglich
To(TUs 1 TU) = (T(6™) (T, 1 TU)

offen in Vi, x R™, da T(¢™!) stetig ist. Letztere Menge ist gleich
dem Urbild



(T(6™)) " (m7m(Us N Uy))
= (mrmo T(671)7H(Up N Uy) = (¢ 0 pry) (U N Uy)
= pry (@(Up N Uy)) = ¢(Up N Uy) x R™

mit pry: Ug x R™ — Uy, (x,y) — X, siehe (2). Die bijektive

Abbildung T o T(¢71): ¢p(Us N Uy) x R™ — h(Uy N Uy) x R™

ist gegeben durch

(x,y) = Tt = ¢ (x+ty)]) = (&7 (X)), Gl oo(¥00™ ) (x+ty))
= ((¥oo™)(x), (Yod 1) (x)(v))

und somit eine C¥~1-Funktion. Auch die Umkehrabbildung ist
Ck=1 da sie von der selben Form ist mit vertauschten Rollen von
¢ und 9. Also ist T¢po To~ ! ein Ck~1-Diffeomorphismus und
insbesondere ein Hom&omorphismus. Nach Lemma 1.26 ist also
jedes To: TUy — Vi x R™ ein Homéomorphismus. Nach

Bemerkung 1.27 mit g := wrp ist TM Hausdorffsch.
Nach Satz 2.9 ist {T¢: ¢ € A} ein Ck1-Atlas auf TM.
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(e) wrm ist stetig und fiir jedes ¢ € A ist

pomrmo T(¢1): Vy x R™ — Vy
nach (2) die Projektion (x,y) + x. Da diese C¥~1ist, ist g1
eine Ck—1-Funktion. Nach dem Vorigen sieht weiter w1y lokal aus
wie die Projektion pry: R™ x R™ — R™; daher ist w1y eine
Submersion.
(f) Ist B eine abzihlbare Basis von M, so auch die Teilmenge B’
aller U € B, fiir welche eine Karte ¢: Uy — V; von M existiert mit
U C Ug; man kann dann sogar U = U, annehmen, da ¢]<Z(U) eine
Karte ist. Sei B = {U,: n € N} und ¢,: U, — V,, CR™ eine
Karte von M mit Definitionsbereich U, fiir n € N. Da

Tén: TUy, — Vj x R™

ein Homoomorphismus ist und die Topologie auf V,, x R™ eine
abzdhlbare Basis hat, hat die Topologie auf TU, eine abzdhlbare
Basis B,,. Da (TU,)nen eine offene Uberdeckung von TM ist, ist
dann | J,cy Bn eine Basis fiir die Topologie auf TM und diese ist
abzahlbar als abzidhlbare Vereinigung abzahlbarer Mengen. [J
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Satz 13.5

Ist f: M — N eine Ck-Abbildung zwischen CX-Mannigfaltigkeiten,
so ist

TF: TM — TN, [v]~ [f o]
eine Ck~1-Abbildung derart, dass
nrno Tf =fommy,

also Tf(T. M) C TN fiir alle x € M. Zudem ist
Tflr,m = Tif: TeM — Te)N linear fiir alle x € M.

Beweis. Fiir jedes x € M und [y] € T M gilt

TeyN 2 Txf([v]) = [f o 7] = Tf([7]). Also ist Tf wohldefiniert
und hat alle behaupteten Eigenschaften (siehe Definition 3.4),
wenn wir noch die Ck~1-Eigenschaft nachweisen. Fiir jedes xo € M
sei ¢: Uy, — Vi, C R" eine Karte von N um f(xp) und

¢: Up = Vi CR™ eine Karte von M um xg mit f(Uy) C Uy.
Dann sind T¢: TUy — Vg x R™ und Ty: TU, — Vi x R”
Karten fiir TM bzw. TN mit Tf(TUy) C TUy-und-es ist



TypoTfo(Tg)™t: Vy x R™ — V, x R die Abbildung
(x,y) = To([t = (o~ (x + )
= ((W(F(710)): Gl oV (F(07Hx + 1))
= (Wofog )(x),(Worfog 1Y (x)(x)),
welche Ck~1 ist in (x, y). Somit ist
Tflry, = (T¢) Lo (T o Tfo(Tg) o Te

ck-t und somit Tf eine Ck=1-Funktion, da die Mengen TU, eine
offene Uberdeckung von TM bilden. O

Satz 13.6
Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit M gilt
T(idp) =id1am -

Fiir alle C*-Abbildungen f: M — N und g: N — L zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten gilt

T(gof)= Tgo Tf.
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Beweis. Die erste Aussage gilt, da T idy([y]) = [idpm o] = [7]. Die
zweite Aussage ist die Kettenregel (Satz 3.5). [J

Bemerkung 13.7

Fiir jedes k € NU {oo} ist T nach Satz 13.6 ein kovarianter
Funktor von der Kategorie der Ck-Mannigfaltigkeiten und
C*-Abbildungen in die Kategorie der C¥~1-Mannigfaltigkeiten und
Ck=1_Abbildungen. Beachten Sie, dass wir auf jedem
Tangentialraum T, M = n7,({x}) eine Vektorraumstruktur
gegeben haben und Tf| 7,y stets linear ist. Wir werden spater TM
als ein sogenanntes CX~1-Vektorbiindel betrachten und kénnen T
dann als Funktor in die Kategorie der Ck~1-Vektorbiindel und
deren Morphismen auffassen.

Konvention 13.8
Ist U eine offene Teilmenge von R™, so ist ¢ :=idy: U — U eine
globale Karte und es ist

T¢: TU— UxR™




(wie in (1)) eine Karte fiir TU und somit ein
Ck=1_Diffeomorphismus. Wir identifizieren TU mit U x R™ mit
Hilfe des Diffeomorphismus T ¢.

Wir werden also alle Abbildungen nach TU stets stillschweigend
von links mit T ¢ komponieren, um sie als Abbildungen nach

U x R™ auffassen zu konnen. Entsprechend sind alle auf TU
definierten Abbildungen stets stillschweigend von rechts mit
(T¢)~! zu komponieren, um eine Abbildung mit Definitionsbereich
U x R™ zu erhalten. Mit pry: U X R™ — Uist pryoT¢ = mry.

Definition 13.9

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit und f: M — U eine
CKk-Abbildung in eine offene Teilmenge U C R”. Identifizieren wir
TU mit U x R", so ist Tf eine Abbildung TM — U x R". Wir
schreiben

df: TM — R"

fiir die zweite Komponente dieser Abbildung.
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Bemerkung 13.10. Im Detail (und ohne Identifizierungen) schauen
wir in der vorigen Situation mit ¢ := idy also die C¥~1-Funktion
TéoTF: TM — U x R,

D = To(lf o) = (8((F 0 7)(0)), &l,o(@ o 07)(1))
(F(1(0), Gl i—o(F 2 )(2))
= (F(rrm([¥])). (F 2 7)'(0))

an, mit T¢ wie in (1). Deren zweite Komponente df ist CK~! und
nach dem Vorigen gegeben durch

df ([7]) = (f 2 7)'(0).
Fiir festes x € M st diese Funktion linear in [y] € T M, denn mit
dem Isomorphismus hy: Tr U — R" aus Kapitel 3 ist

df ([7]) = hs(TxF (7)),
wobei hg und T, f linear sind.

Bemerkung 13.11. Betrachten wir eine Karte ¢: Uy — V3 C R™
einer C¥-Mannigfaltigkeit als eine CX-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten, haben wir im Sinne von Satz 13.5 eine
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Tangentialabbildung
To: TUy — TVy.

Fiihren wir nun die Identifizierung von TV mit Vj; x R™ durch
mithilfe des C¥~1-Diffeomorphismus Tidy,: TVy — Vg x R™ wie
in (1) und Konvention 13.8, so erhalten wir die Abbildung

Tidy, oT¢: TUy — Vi x R™,  [y] = (%(0), (¢ 0 7)'(0)),

die wir in (1) als T¢: TUp — Vi x R™ bezeichnet hatten. Mit den
kiinftig geltenden Identifizierungen aus Konvention 13.8 sind die
zwei konkurrierenden Bedeutungen von T ¢ also konsistent.

Bemerkung 13.12

Fiir ein x € Uy konnen wir statt hy (wie in §3) zudem kiinftig
do|1,m schreiben fiir den zur Karte ¢: Uy — Vi C R™ von M
um x gehorigen Isomorphismus

.M — R™,

in allgemein verstandlicher Notation.

v
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Definition 13.13

Sei V C R" offen. Man nennt

df: TM — R"
das Differential der CX-Abbildung f: M — V.

Fiir festes x € M ist df |1 ,m: TxM — R" linear, denn mit dem
Isomorphismus

hiay: T (R") = R", [y] = +/(0)

aus §3 ist df|7.pm = hig, © Txf: [y] = (f 0)'(0) und letztere
Abbildung ist linear.

Ist f: U— V eine CX-Abbildung zwischen offenen Teilmengen
UCR™und V CR" soist df: U x R™ — R" die Abbildung

(x,y) = () (y)-
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Beweis. Wir identifizieren (x,y) € U x R™ mit dem
Tangentialvektor [t — x + ty] € T, U und erhalten

d(xy) = 5|t o) =F0). O

Lemma 13.15 (Kettenregel)

Ist g: M — N eine CK-Abbildung zwischen CK-Mannigfaltigkeiten
und f: N = V eine CX-Abbildung in eine offene Teilmenge

V CR" so ist
=550l d(f og) = (df) o Tg.

Beweis. d(f o g) ist die zweite Komponente von
T(fog)=TfoTg=(fomy,df)o Tg. O

Gegeben CK-Mannigfaltigkeiten M; und M sei
prj: My x My — M; die Projektion auf die jte Komponente fiir
j € {1,2}. Die folgende Abbildung ist ein Ck~1-Diffeomorphismus:
© = (T pry, Tpr2) T(My x I\/I2) — TMy x TMs.




Beweis. Ist x = (x1,x2) € My X M, so ist ©O(v) € T,,M; x T,,M>
fir ve T (M1 x M), also (m1pm, X m1m,)(©(v)) = x. Somit ist ©
injektiv, wenn ©| 1, p injektiv ist fiir jedes x = (x1,x2) € My x My
=: M. Letzteres ist erfiillt, denn nach Lemma 10.2 ist
@|TxM = (TX pPre, TX pr2): TXM — TX1M1 X TX2M2

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Daraus folgt auch, dass ©
surjektiv ist und somit eine Bijektion. Sind ¢;: U; — V; C R™
Karten fiir M; fiir j € {1,2}, soist T¢;: TU; — V; x R eine
Karte fiir TM; fiir j € {1,2} und somit T¢1 x T ¢ eine Karte fiir
TM; x TM,. Weiter ist ¢1 X ¢» eine Karte fiir My x M, und somit
T(¢1 x ¢2) eine Karte fiir T(My x Mo). Sei 7j: Vi x Vo = V; die
Projektion auf die jte Komponente. Dann ist

(Tor x Tgp)o©o T(d1 x ¢2) " (3)
die Abbildung V4 x Vo x R™ x R™ — (V4 x R™) x (V4 x R™)
mit jter Komponente

T(¢j)o T(prj)o T(pr' x ¢y t) = T(gjopr; o(pr x ¢y 1)) = T(m)),
(x1, %2, y1, ¥2) — (mj(x1, X2), dmj(x1, X2, ¥1, ¥2)).-= (X}, yj). Die
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Abbildung in (3) schickt also (x1, x2, y1, ¥2) auf (x1, y1, X2, ¥2) und
ist somit ein CK~1-Diffeomorphismus und folglich étale. Da ©
bijektiv und étale ist, ist © ein Ck~1-Diffeomorphismus. [J

Im folgenden Lemma sei 0, der Nullvektor des Vektorraums T, M.
Lemma 13.17
Fiir jede Ck-Mannigfaltigkeit M ist

Oy M—TM, x— 0, T M
eine Ck~1-Abbildung mit
TTM © OM = IdM .

Weiter ist Ops(M) = {0x: x € M} eine Untermannigfaltigkeit
von TM und 0p|*(M) - M — 0y (M) ein C*—1-Diffeomorphismus.

Man nennt Oy (oder auch 0p(M)) den Nullschnitt von TM.

Beweis. Fiir jede Karte ¢: Uy — V3 € R™ von M ist
To: TUy — Vg x R™ eine Karte fiir TM, also-ein



Ck—1_Diffeomorphismus. Da Vi, x {0} eine Untermannigfaltigkeit
von V, x R™ ist, ist

(Tp) M (Vy x {0}) = 0 (M) N TU,

eine Untermannigfaltigkeit von TUy. Also ist 0p(M) eine
Untermannigfaltigkeit von TM, nach Lemma 2.32. Da

T¢oOmlu, 09 Vo — Vo x R™

die Abbildung x — (x,0) und somit C¥~1 ist, ist Omlu, eine
Ck=1_Abbildung und somit Oy eine C¥~1-Abbildung. Da
WTM(OX) = X, ist

T™TM © OM - IdM
Also ist 0y injektiv und folglich 0p|%(M) bijektiv. Weiter ist
T1Mloy(m): OmM(M) — M eine CK~1-Abbildung mit
7TTM|OM ) © OM\OM(M) = idps. Komposition von rechts mit
(0,\/,\0"/’(’\/’))_1 zeigt, dass (0p|OM(M))~1 = TrMlo,, (M) €ine
Ck=1_Abbildung, also OM\OM(M) ein Ck~1-Diffeomorphismus ist. [J



Beispiel 13.18

Sei G eine Liegruppe mit dem Neutralelement e, der
Gruppenmultiplikation p: G x G — G, (x,y) — xy und der
Inversion n: G — G, x — x~ L. Dann ist TG eine Liegruppe mit

Tu: TGxTG=T(GxG)— TG

als Gruppenmultiplikation, dem Neutralelement O, und der
Inversion T7. Der Nullschnitt 0g: G — TG ist ein glatter
Gruppenhomomorphismus und es gilt

Tu(v,w) = TA(w) + Tpy(v) (4)

firalle v,w e TG mitve T,Gund w € T,G.

Hierbei ist \x: G — G, z — xz die Linkstranslation mit x und
py: G — G, z+— zy die Rechtstranslation mit y.
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Beweis. Wir identifizieren ([y1],[12]) € TG x TG mit
[(71,72)] € T(G x G). Dann ist

[v]-[v2] == Tullnl, [v2]) = Te(l(n,72)]) = [ro(v1,72)] = [1172]
mit y172: t = y1(t)72(t). Wegen
([l - [2]) - [yl = [t = (r(E)v2()v3 ()] = [l - ([v2] - [r3])

=m(t)(r2(t)73(t))
ist die Multiplikation - auf TG assoziativ. Nun ist 0, = [t — €],
also [y] - [0¢] = [t — ~(t)e] =[] fiir alle [y] € TG und analog
Oc - [v] =[], somit O ein Neutralelement fiir TG. SchlieBlich ist
D1 Tu(l]) = b1t = A(0) 7] = [t 4 (01(1) ] = [t ] =0

fiir alle [y] € TG und analog T7([7]) - [7] = Oe, also jedes [v]
invertierbar mit inversem Element T7([y]). Nach Lemma 10.3 ist
firallex,y€e Gundve 7,6, we T,G

Tu(v,w) = T/ (v) + Tpx(w) = Tpy(v) + TA(w).

SchlieBlich ist 0 - 0, = TA«(0,) + Tpy(0x) = 0x, + Oy, = Oy, O




Fiir jede Liegruppe G ist die Abbildung

GxTG— TG, (x,v)r— TA(v)=:x.v

glatt und eine Wirkung von G auf TG.

Beweis. Sei pi: G x G die glatte Gruppenmultiplikation. Dann ist
Tu: TG x TG — TG glatt. Da auch der Nullschnitt
O0g: G — TG, x +— 04 glatt ist, ist die Abbildung

GXTG = TG, (x,v)+— Tu(0x,v)= TA(v)+Tpy(0x) = TA(v)

glatt, wobei v € T, G mit y := m7g(v) und (4) benutzt wurde. Da
Ae =idg, ist e.v = TA(v) = Tidg(v) = v. Da Aco A, = )\, ist
(xy).v = TAqy(v) = TATA (V) = x.(y.v). Also ist (x,v) — x.v
eine Wirkung von G auf TG. [J

Identifizieren wir x € G mit 0, € TG, soist x.v =0, -v=x-vVv
mit der Multiplikation -: TG x TG — TG.



Ist M eine Ck-Mannigfaltigkeit, so kénnen wir fiir jedes x € M
jeden Tangentialvektor v € T, M im Vektorraum T, M mit einer
reellen Zahl r multiplizieren und erhalten so eine Abbildung

Rx TM — TM, (r,v) — rv.

Fiir x, y € M konnen wir Tangentialvektoren v e TM, w € T M
nur addieren, wenn x = y ist und somit (v, w) im Egalisator

{(v,w) € TM x TM: mrm(v) = mrm(w)};

da 7y TM — M eine Submersion ist, ist dieser nach Satz 6.6
eine Untermannigfaltigkeit von TM x TM, das Faserprodukt
™ XM ™.

Fiir jede CK-Mannigfaltigkeit M sind folgende Abbildungen CK~1:

w:Rx TM — TM, (r,v) — rv;

a: TMxy TM = TM, TMx TaM 3 (v,w) = v+w € T,M.
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Beweis. Fiir jede Karte ¢: Uy — V3 € R™ von M st
To: TUy — Vg x R™ eine Karte fiir TM und

Toopo(idgxTo 1) Rx (Vyx R™) = V; x R™
die Abbildung (r,x,y) — To(rTo 1(x,y)) =
(6(¢~1(x)), do(rTo ™ (x, ¥)) = (x, (T~ (x,y)) = (x, ry),
also C¥~1. Die offenen Mengen (TM x TM) N (TU, x TU,)
tiberdecken das Faserprodukt und auf solchen ist « die
Einschriankung der CX~1-Funktion

TotoBo(Todx Te): TUy x TUy — TUy

mit 3: V¢XRmX V¢XRm—> V¢XRm,
(x1,y1, X2, y2) = (x1,y1 + y2), somit CK~1. [

Definition 13.21

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit. Ein C¥—1-Vektorfeld auf M ist
eine Ck~1-Abbildung X: M — TM derart, dass X(p) € T,M fiir
alle p € M, also

TTM © X = IdM .
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Die Menge Vcr—1(M) aller Ck—1-Vektorfelder auf M ist ein
Untervektorraum von
I1 7=m.

peM

Beweis. Fiir X, Y € Vc«—1(M) sei X + Y punktweise definiert via
(X +Y)(p) = X(p) + Y(p)
fir p € M, berechnet in T,M. Da (X, Y): M — TM x TM eine
Ck—1-Abbildung ist und somit auch C¥~1 in die
Untermannigfaltigkeit TM xpy TM, ist
X+Y=ao(X,Y):M—>TM

(mit a: TM xpg TM — TM wie in Satz 13.20) eine
Ck—1-Abbildung und somit ein Ck~1-Vektorfeld. Analog benutzen
wir die Multiplikation mit Skalaren auf T,M, um

(=X)(p) := rX(p) € TpM

zu definieren fiir X wie zuvor und r € R; wegen
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X =p(r,-)oX
ist dann rX eine CX~1-Funktion M — TM und somit ein
Ck—1.Vektorfeld. O

Im Falle k = oo schreiben wir kiirzer V(M) := Voo (M) fiir den
Vektorraum der glatten Vektorfelder auf einer glatten
Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 13.23. Wir betrachten eine offene Teilmenge U C R™, so
dass also TU = U x R™ und 71y =pry: U X R™ — U,

(x,y) — x. Genau dann ist eine CXk-Funktion X: U — U x R™ ein
Ck-Vektorfeld, wenn pry o X = idy, also

X = (idy, a)
mit einer CX-Funktion a = (a1,...,am): U — R™.

Bemerkung 13.24. Vektorfelder interessieren aus zwei Griinden.

(a) Zum einen ermoglicht jedes Ck~1-Vektorfeld X: M — TM auf
einer C¥-Mannigfaltigkeit M das Studium von
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Differentialgleichungen der Form

Y(t) = X(7(1))
auf M, wobei v: I — M eine Ck-Kurve auf einem offenen Intervall
| C R ist und
v(t) = T'y(t, 1) = [5 — ’7(1‘ + S)] € TA/(t)M
fiir t € . Lésungen von Differentialgleichungen und die
zugehorigen Fliisse sind von groBem Nutzen.

(b) Zum anderen kann jedes glatte Vektorfeld X: M — TM auf
einer glatten Mannigfaltigkeit M genutzt werden, um glatte
Funktionen f: M — R" zu differenzieren: es ist

Xf:=df o X: M= R"
wieder eine C*°-Funktion. Im Falle n =1 ist
Lx: C®(M)— C*(M), f— Lx(f):=X.f
eine sogenannte Derivation der assoziativen Algebra C*°(M), wie

wir bald sehen werden, und der Vektorraum V(M) der glatten
Vektorfelder kann derart zu einer Liealgebra gemacht werden; dass
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die Abbildung )y ger(C®(M)), X Ly

zu einem injektiven Liealgebra-Homomorphismus (und sogar einem

Isomorphismus) wird. Auch die Liealgebra-Struktur auf V(M) und
die Differentialoperatoren Lx sind von groBem Nutzen.

Beispiel 13.25. Sei U C R™ eine offene Menge,

a=(a1,...,am): U— R™ eine glatte Funktion und X := (idy, a)
das zugehdrige glatte Vektorfeld auf U. Mit den
Standard-Einheitsvektoren ey, ..., ey, fiir R™ gilt fir jedes

f e C®(U) und jedes x € U

£x(F)(x) = (df o X)(x) = df(x, a(x)) = df (x, > aj(x)e;)

j=1
i i of
= Y ai(x)df(x,¢) = 3(x) 5, (%),
j=1 j=1 /
es ist also Lx der lineare Differentialoperator Lx = ZJ'":l aja%

w0 . oo 00 of
erster Ordnung mit B - C>®(U) — C=(U), f — o



13.26. Ist ¢: M — N ein Ck-Diffeomorphismus zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten mit k € NU {oc} und X: M — TM ein
Ck=1_Vektorfeld, so kdnnen wir ein Ck~1-Vektorfeld Y: N — TN

definieren via®
Y:=TgoXogp L

Eine C-Kurve v: | — M auf einem offenen Intervall | C R erfiillt
genau dann die Differentialgleichung

A(t) = X(7(1)) (5)
fiir alle t € I, wenn ¢ o v die folgende Differentialgleichung erfiillt:
(¢ o) (t) = Y((¢o7)(t)) (6)

X und Y sind wegen Y o ¢ = T¢ o X namlich im folgenden Sinne
¢-verkniipft und es greift dann Lemma 13.28. N.B. #(t) := TH(t,1)

®Es ist Y namlich C*~! und fiir jedes p € N ist
Y(p) = T¢(X(¢_1(P))) € T</>(</>_1(p))N = T,N.
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Definition 13.27

Es sei ¢: M — N eine CK-Abbildung zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten. Zwei CK~!-Vektorfelder X: M — TM und
Y: N — TN werden ¢-verkniipft genannt, wenn T¢po X = Y o ¢.

Lemma 13.28

Gegeben eine CK-Abbildung ¢: M — N zwischen Ck-Mannig-

faltigkeiten seien X: M — TM und Y: N — TN liber ¢

verkniipfte Vektorfelder. Sei v: | — M eine C'-Kurve auf einem

offenen Intervall / C R. Dann gilt:

(a) Lost v die Differentialgleichung (5), so I6st ¢ o~y die
Differentialgleichung (6).

(b) Ist ¢ eine Immersion, so 16st v genau dann die DGL (5), wenn
¢ o~y die DGL (6) lost.

v

Beweis. (a) Gilt 4(t) = X(vy(t)), so folgt
To(1(t)) = TH(X(v(1))- (7)



Die linke Seite von (7) ist

To(Ty(t,1)) = T(do)(t,1) = (do7)(2);

die rechte Seite ist

(Y 0 9)(n(8)) = Y((¢ 0 7)(2))-
Also gilt (6).
(b) Ist ¢ eine Immersion, so ist T, ;)¢ injektiv fiir jedes t € /.

Folglich ist (5) dquivalent zu (7). Wie in (a) lasst sich letztere
Gleichung zu (6) umschreiben. O

Bemerkung 13.29

Ist X: M — TM via ¢: M — N mit Y: N — TN verkniipft und
Yviay: N— Lmit Z: L — TL verkniipft, so ist X via
ogp: M — L mit Z verkniipft.

In der Tat ist

Zo(yod) = (Zow)od = TthoYod = Tiho TgoX = T(hog)oX.
Als Diffeomorphismus ¢ kdnnen wir eine Karte wahlen.
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Definition 13.30

Ist X: M — TM ein Ck~1-Vektorfeld auf einer
Ck-Mannigfaltigkeit M, so ist fiir jede Karte ¢: Uy — Vg von M

TooX|y,0p™': Vy— Vy xR

ein CK~1-Vektorfeld auf Vj;, also von der Form (idy,, Xs) mit einer
Ck=1_Funktion Xp: Vi — R™. Man nennt Xy den lokalen
Reprisentanten fiir X beziiglich der Karte ¢.

Bemerkung 13.31

(a) Ist U C R™ eine offene Menge und n: | — U eine C!-Kurve,
so ist

i(t) = (n(t),n'(t))
fir alle t € 1, denn n(t) = Tn(t,1) = (n(t),dn(t,1)) mit
dn(t,1) = | _on(t +s1) = G2(t) =7/ (t).
(b) Per Konstruktion sind X|y, und (idy,, X;) iiber ¢ verkniipfte

Vektorfelder.



(c) Eine C*-Kurve v: | — M mit Bild im Definitionsbereich U
der Karte ¢ erfiillt nach Lemma 13.28 genau dann die DGL
Y(t) = X(7(t)), wenn ¢povy: | — V,; CR™ die DGL

(¢ o) (8) = (idv,, X5)((¢ 0 7)(t))

erfiillt, also

((go)(1), (¢ 07) (1) = ((¢ 0 7)(t), Xs((& 0 )(1))

gilt (unter Benutzung von (a)). Dies gilt genau dann, wenn

(poy)(t) = Xs((¢07)(t)) (8)

erfiillt ist. Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung wie in der
Reellen Analysis (oder Analysis 2).

(d) Setzen wir in (c) n := ¢ o, so zeigt Induktion nach j € Ny
mit j < k, dass 17 eine C/t1-Funktion ist. Ist namlich 1 schon C/,
so ist ) = X, o7 eine CJ-Funktion, somit 7 eine C/*1-Funktion.
Also ist i und somit vy eine CK-Funktion.
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Erganzungen zu §13

Mitunter ist es vorteilhaft, nicht nur mit offenen Teilmengen
U C R™ zu arbeiten, sondern mit offenen Teilmengen eines
beliebigen endlich-dimensionalen reellen Vektorraums E. Die
folgenden Uberlegungen und Konventionen sind dann von Nutzen.

13.32. Wir stellen zunichst fest, dass alle Normen auf E zueinander
aquivalent sind, also die gleiche Topologie auf E definieren (mit der
wir fortan arbeiten). Wahlen wir einen Isomorphismus a: E — R™,
so ist fiir jede Norm || - || auf E namlich || - || o @~ eine Norm auf
R™ und wir wissen aus der Analysis 2, dass all diese zueinander
dquivalent sind. Wir kdnnen somit von offenen Teilmengen U C E
sprechen. Als Abbildung von (E, || - ||) nach (R™, || - || o a71) ist «
eine bijektive Isometrie, also ein Homoéomorphismus.

13.33. Fiir jede offene Teilmenge U C E und « wie zuvor ist

V := a(U) offen in R™ und a|y: U — V ein Homdomorphismus,
also U eine glatte Mannigfaltigkeit mit dem von {«|y} erzeugten
maximalen C°°-Atlas.
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13.34. Eine Abbildung v: | — U auf einem offenen Intervall / C R

heiBt differenzierbar an einer Stelle t € /, wenn die Ableitung

v (t) = lims_ye 22 (7(s) — v(t)) existiert. Ist v iiberall

differenzierbar und 7/: | — E stetig, wird ~ stetig differenzierbar
genannt. Ein ~ wie zuvor ist genau dann C! nach U als
C!-Mannigfaltigkeit, wenn « o v stetig differenzierbar ist (denn a/y
ist eine Karte). Da a und a~! stetig und linear sind, ist Letzteres
genau dann der Fall, wenn ~ als Weg im normierten Vektorraum E
stetig differenzierbar ist (also 7/ existiert und stetig ist), wie man
leicht sieht; es ist dann (o) = a o7/

13.35. Die Abbildung ¢: TU — U x E, [y] — (7(0),7/(0)) macht
das folgende Diagram kommutativ, in dem die anderen
Abbildungen C°°-Dlffeomorphismen sind, also auch :

¥

TU — UXxE
N L(afy) xa
Ta VxE
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Analog zu Konvention 13.8 identifizieren wir TU mit U x E via 1,
identifizieren also v € TU mit ¢(v) € U x E. Die
Umkehrabbildung ist gegeben durch (x,y) — [t — x + ty].

13.36. Ist M eine C*X-Mannigfaltigkeit und f: M — U eine

Ck-Abbildung, so schreiben wir df : TM — E fiir die zweite

Komponente von Tf: TM — TU = U x E. Wortlich ist dies die

zweite Komponente von ¢ o Tf und somit die Abbildung

[v] = (f 27)'(0).

13.37. Ist M eine CK-Mannigfaltigkeit mit k € NU {co} und

f: U — M eine C*-Abbildung, so betrachten wir nach 13.35 Tf

als eine Ck~1-Abbildung U x E — TM (die ausfiihrlich notiert

Tf ot~ List). Fiir x € U ist T, U = {x} x E; wir haben also
Tf = Tf"rxui {X} X E— Tf(X)M.

Halten wir das erste Argument fest, so erhalten wir die Abbildung

Tuf(x,): E = TrgM, y = Tif(x,y). Mitunter schreiben wir

einfach T,f fiir diese Abbildung T,f(x,-), um die umstindliche

Notation und Doppelung des Buchstabens x zu vermeiden.
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13.38. Ist Tif: T, U = {x} x E = T¢(yM ein Isomorphismus von
Vektorrdumen und somit f(U) offen und f: U — f(U) ein
Ck-Diffeomorphismus nach Verkleinern der offenen
x-Umgebung U, so ist auch Tif(x,-): E — T¢)M ein
Isomorphismus und somit auch die Umkehrabbildung
Tof(x, )7L Tr(xyM — E. Diese ist die zweite Komponente der
Abbildung (T f)™! = Ty (F1): TrpgM — T, U = {x} x E, so
dass also

(Txf(x, ) = d(F ) 7 ym

bzw. mit der Kurzschreibweise T, f: E — T¢(, )M aus 13.37

(Tef) ™! = d(F D7 ym-
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§14 Algebren, Liealgebren und Derivationen

Wir halten K € {R,C} als Grundkéorper fest.

Definition 14.1

Eine Algebra iiber K ist ein K-Vektorraum A, zusammen mit einer
bilinearen Abbildung 5: A x A — A.

Definition 14.2

Ist (A, B) eine Algebra und gilt mit xy := 5(x, y) fiir alle
x,Yy,z € A das Assoziativgesetz

x(yz) = (xy)z,

so nennt man (A, 3) eine assoziative Algebra. Existiert zudem ein
Element 1 € A mit 1a = al fiir alle a € A, so nennt man 1 das
Einselement und (A, 3) eine assoziative Algebra mit Eins. Eine
assoziative Algebra wird kommutativ genannt, wenn xy = yx fiir
alle x,y € A.

Insbesondere ist jede assoziative Algebra mit Eins ein Ring.
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Beispiel 14.3. Fiir jeden K-Vektorraum E ist die Menge Endk(E)
aller K-linearen Selbstabbildungen o.: E — E ein Untervektorraum
von EE und eine assoziative K-Algebra mit Einselement idg mit
Multiplikation

Endx(E) x Endg(E) — Endg(E), (a1,a2)— a1 0 .
Beispiel 14.4. Fiir jeden topologischen Raum X ist
C(X) := C(X,K) eine kommutative assoziative K-Algebra mit
Eins, wenn wir (fg)(x) := f(x)g(x) definieren. Das Neutralelement
ist die konstante Funktion X — K mit Wert 1.
Beispiel 14.5. Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist
C*®(M) := C*®(M,K) eine kommutative assoziative Algebra mit
Eins, wenn wir (fg)(x) := f(x)g(x) setzen; Einselement ist die
konstante Funktion mit Funktionswert 1.
Definition 14.5.
Eine K-Algebra g mit bilinearer Multiplikation

gxg—g (xy)—[xy]
heiBt Liealgebra, wenn gilt:
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LAL Fir alle x,y € g gilt [y, x] = —[x, y] (Antisymmetrie).
LA2 Fiir alle x,y,z € g gilt die Jacobi-ldentitat

[X7 [y,Z]] + [}/7 [Z7X]] + [Z, [X,y]] =0.

Man nennt [x, y]| die Lieklammer von x und y.

Aus [x, [y, z]] gehen die weiteren Summanden der Jacobi-Identitat
durch zyklisches Vertauschen von x, y und z hervor.

Beispiel 14.6

Fiir jede assoziative Algebra A mit Multiplikation (x,y) — xy ist
auch die Kommutatorklammer

[x,y] :== xy — yx

bilinear in (x,y) € A und diese macht A zu einer Liealgebra A;.

Es ist namlich [y, x] = yx — xy = —(xy — yx) = —[x, y]. Aus
[x,[y, z]] = x(yz — zy) — (yz — zy)x = xyz — xzy —yzx + zyx folgt
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[ ys 2l + Iy, [z 4] + [z, [x, v]]
= XYyZ — XZy — YZX + ZyX + YyZX — yXZ — zXy + Xzy
+ zxy — zyx — xyz + yxz = 0. Il

Definition 14.7

Ist E ein K-Vektorraum, so schreibt man gl(E) := (Endk(E)), fur
Endg(E), versehen mit der Kommutatorklammer.

Definition 14.8
Es sei (A, 8) eine K-Algebra. Ein Abbildung 6: A — A wird
Derivation genannt, wenn ¢ linear ist und

(Vx,y € A)  d(B(x,y)) = B(6(x),y) + B(x,(y))-

Beispiel 14.9

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M und jedes glatte Vektorfeld
X: M — TM ist
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Lx: C®(M) = C®(M), frs Lx(f):=X.f:=dfoX

eine Derivation von C*(M).

Sind f,g € C*°(M) und p € M, so ist X(p) = [7] fiir eine glatte
Kurve v: ]—¢,e[ = M mit v(0) = p und
Lx(fg)(p) = d(fg)(X(p)) = ((f8) 0%)'(0) = ((f o 7)(g 7)) (0)
= (f29)(0))8(+(0)) + f(7(0))(g ©7)'(0)
= (£xf)(p)e(p) + f(p)(Lxg)(p)
nach der Produktregel, also Lx(fg) = (Lxf)g + fLxg.
Definition 14.10

Eine Teilmenge ) einer Liealgebra g heiBt Unter-Liealgebra, wenn b
ein Untervektorraum ist und [x, y] € b fiir alle x,y € b.

<

Satz 14.11

Fiir jede Algebra (A, () ist die Menge det(A) aller Derivationen
von A eine Unter-Liealgebra von gl(A).

<
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Beweis. Offenbar sind Linearkombinationen von Derivationen
wieder Derivationen. Sind d1, 02 € der(A), so gilt fiir alle x,y € A

61(62(B(x, ¥))) = 61(B(d2(x), y) + B(x, 62(y))
= B(01(62(x)), ¥)+B(02(x), 61(y))+B8(01(x), 62(y))+8(x, 61(d2(y))-
Beim Abziehen von d2(01(8(x, y))) =
B(62(01(x)), y) + B(01(x), 62(y)) + B(02(x), 61(y)) + B(x, 62(d1(y))
|6schen sich die zwei mittleren Terme aus und wir erhalten
((61 0 62) — (62 0 61))(B(x, y))
= B((61 062 — 02 001)(x), y) + B(x, (1 0 62 — 62 0 61)(y)),

also [d1,82](8(x, y)) = B([61,62](x), ) + B(x, [01,2](y)). Somit
ist [01, 02] € Der(A). O

Definition 14.12

Eine Abbildung ¢: g — b zwischen Liealgebren heiBt
Liealgebra-Homomorphismus, wenn ¢ linear ist und

(Vx,y €g) o(lx,y]) = [op(x), o(y)]-

Im folgenden werden Liealgebren iiber K = R betrachtet.




§15 Die Liealgebra der glatten Vektorfelder auf M

Unser Ziel ist, fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M eine Lieklammer
V(M) x V(M) — V(M), (X,Y)— [X, Y] von glatten
Vektorfeldern einzufiihren, welche die Abbildung

L: V(M) = dee(C®(M)), X v Lx (1)

zu einem Liealgebra-Homomorphismus macht. Fiir f € C*°(M) ist
Lx(f) = df o X linear in X, da df(X(p)) = df|r,m(X(p)) fiir alle
p € M linear in X ist. Also ist £ aus (1) eine lineare Abbildung.

Die lineare Abbildung £: V(M) — det(C*°(M)) ist injektiv.

Beweis. Ist X € V(M) \ {0}, so gibt es ein p € M mit X(p) # 0. Ist
¢ =(P1,...,0m): Up = Vg C R™ eine Karte von M um p, so ist

d¢|TpM = (d(f)1|7'p/\//, .. .,d(ﬁm‘Tpm)i TpM — R™

ein Isomorphismus, also d¢;(X(p)) # 0 fiir ein j € {1,..., m}.
Nach Folgerung 12.12 existiert ein f € C*°(M) derart, dass
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flw = ¢j|w fiir eine p-Umgebung W C M. Dann ist

Lx(f)(p) = df(X(p)) = do;(X(p)) # 0,
somit Lx # 0. Also ist ker(£) = {0}, folglich £ injektiv. [J
Ist U C R™ eine offene Teilmenge, kdnnen wir zu
a=(a1,...,am) € C®°(U,R™) das zugehdrige Vektorfeld (idy, a)
betrachten: wir kiirzen ab

L= ﬁ(idu,a) (2)
und erhalten eine injektive lineare Abbildung
L: C®(U,R™) — ver(C>®(V)), ars L,. Fir f =(f,...,fm) in
C*®(U,R™) und a € C*(U,R™) sei a.f:=(idy, a).f =dfo(idy, a),

also
a.f = (df o(idy,a),...,df, o (idy,a)) = (a.f,...,a.fn).

Definiere eine Abbildung [-,-]: C*(U,R™)? — C*°(U,R™) via
[a,b] :=a.b—b.a fir a,be C*(U,R™),

diese ist bilinear und antisymmetrisch.

Lemma 15.2

Fiir alle a, b € C°(U,R™) ist L, 5 = [La, Lb]-
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Beweis. Fiir a=(a1,...,am), b= (b1,...,bm), f € C®(U) ist

La(Lo(F)) = L, ijal,

i
- $ (e ()
Jj=1 %
. 0b; Of - O%f
= 2. a kaxka Z"kbfa O
j,k=1 j,k=1

siehe Beispiel 13.25. Fiir Lp(L,(f)) gilt eine analoge Formel mit
vertauschten Rollen von a und b. Da nach dem Satz von Schwarz
die Differentiationsreihenfolge in den zweiten Ableitungen keine
Rolle spielt, heben sich diese in der Differenz auf und wir erhalten

[La: Lo)(F) = Lo(L6(F)) - zm; o = L(f) mi

~ ob; 0a;
¢ = (ak—J — bkﬁ) = a.bj — b.aj und c:=(c1,.--,¢m),

i
1L
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also c =a.b—b.a=[a,b]. O
Gegeben eine Algebra (A, ) schreiben wir fiir x,y,z € A

Jac(x,y,z) = 5(X75(y72)) + B(yvﬂ(zvx)) +B(Z75(X7y))'

(C*(U,R™),[,"]) ist eine Liealgebra.

Nach Lemma 15.12 gilt fiir a, b,c € C*°(U,R™)
‘cJac(a,b,c) = Jac(ﬁaa Ly, ‘CC) =0,

da der C*°(U) eine Liealgebra ist und dort die Jacobi-Identitit gilt.
Also gilt die Jacobi-ldentitdt auch in (C*°(U,R™),[-,]). O
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Bisher kénnen V(U) zu einer Liealgebra machen fiir offene Mengen
U CR™, via

[(idy, a), (idy, b)] := (idy, a.b — b.a).

Die folgende Charakterisierung ist niitzlich.

Lemma 15.4

Es seien ¢: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten und X: M — TM sowie Y: N — TN glatte
Vektorfelder. Dann sind aquivalent:

(a) X und Y sind ¢-verkniipft.
(b) Fiir jede glatte Funktion f: N — R ist (Y.f)o ¢ = X.(f o ¢),
also Ly (f)o¢p = Lx(f o).

Beweis. Gilt (a), so gilt fiir alle f € C*>(N)

(Yflop=dfoYop=df o Tpo X =d(fop)oX =X.(fog),

also (b). Ist (a) falsch, so existiert ein p € M derart, dass



Y(#(p)) # To(X(p)). Beides sind Elemente von T,y N. Wahlen
wir eine Karte ¢ = (¢1,...,%n): Uy = Vi CR” von N um ¢(p),
so ist dw-,-(b(p),\/: Typ)N — R" ein Isomorphismus, es existiert also
einje€{l,...,n} mit

dyi(Y(o(p))) # dvj(To(X(p)))-
Nach Folgerung 12.12 gibt es ein f € C°°(N) derart, dass
flw = ¥j|w fiir eine ¢(p)-Umgebung W C N. Dann ist
(X.(fog))(p) = d(fod)(X(p)) = df (TH(X(p))) = d(To(X(p)))

verschieden von

(Y.£)(o(p)) = df (Y(¢(p))) = dibi(Y(¢(p))),
also (Y.f)op # X.(fo¢). O
Wir formulieren eine erste Fassung des Lemmas iiber verkniipfte
Vektorfelder (Lemma 15.9), fiir Vektorfelder auf offenen Mengen.
Lemma 15.5

Es sei ¢: U — V eine glatte Abbildung zwischen offenen
Teilmengen U C R™ und V C R". Weiter seien X;: U — TU und
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Yi: V. — TV glatte Vektorfelder fiir j € {1,2}. Sind X; und Y1
iiber ¢ verkniipft und X, und Y; iiber ¢ verkniipft, so sind auch
[X1, X2] und [Y1, Y2] liber ¢ verkniipft.

Beweis. Fiir f € C*°(V) wenden wir Lemma 15.4 zweimal an:

‘Cyl(‘cyz(f)) °0¢= £X1(£Y2(f) ° ¢) - ,Cxl(ﬁxz(f o ¢))
Analog ist Ly,(Ly,(f)) o ¢ = Lx,(Lx,(f © ¢)), folglich

Lviv)(f)od = [Ly, Ly](f) oo

= Ly,(Ly,(f))od— Ly,(Lyy(F)) oo

= Lx(Lx(f o)) = Lx(Lxi(f o))

= [£X1’ ‘CXQ](f ° ¢) = E[X1,X2](’r © ¢)
wobei die erste und letzte Gleichheit auf Lemma 15.2 beruht. Nach
Lemma 15.4 sind somit [Xi, X2] und [Y1, Ys] iiber ¢ verkniipft. OJ
15.6 (Kartesische Produkte). Fiir jede Familie (g;)jcs von
Liealgebren (gj, [, "]g;) kann man den Vektorraum g := [[;c, g; zu
einer Liealgebra machen via [(x)jey, (v))jeJ] := ([Xj,yj]gj)je_j.
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Sei nun M eine glatte Mannigfaltigkeit mit dem maximalen
C*°-Atlas A. Fiir jede Karte ¢: Uy — Vg C R™ in A kdénnen wir
X € V(M) seinen lokalen Reprasentanten

Xy =dpoXy, o0t € C®(Vy,R™)

zuordnen. Dieser hangt linear von X ab, denn
Xp(x) = d¢|T¢71(X)MX(¢_1(x)) ist linear in X. Die Abbildung

p: V(M) = T C®(Ve, R™), X = (Xp)gea
peA
ist also linear. Dann gilt:

Lemma 15.6

Das Bild im(p) ist die Menge aller (a5)pea € [[4es C(V,R™),
welche die folgende Bedingung () erfiillen: Fiir alle ¢, € A sind
die zu

a¢‘¢(U¢ﬂU¢) und a’l/1|’¢'(U¢ﬁUw)

gehorigen Vektorfelder verkniipft sind liber
T, ::gbog/)*l: ¢(U¢ﬂ U¢) —>¢(U¢ﬂ Uw). |
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Beweis. Es ist X[y, zu (idy,, Xs) verkniipft, also X|y,nu, zu
(idg(uynuy)s Xslo(uynuy)) ber dlu,nu, verkniipft, folglich
(idg(u,nuy ) Xolouynu,)) 2u Xlu,nu, tber (élu,nu,) ™
verkniipft. Weiter ist X|U¢0Uw zu (id¢(U¢ﬂUw)>Xw’d)(UdﬁUw)) tiber
WUWUw verkniipft. Nach Bemerkung 13.29 ist also
(!d¢(U¢mUw)>X¢|¢(U¢mU¢)) iiber ¢|u,nu, © (¢luynu,) = Tyg zu
('dw(U¢ﬁUw)7Xw|1/)(U¢ﬂUw)) verkniipft, d.h. p(X) = (X¢)¢€A
erfillt (x).

Erfiillt (ag)pea € [[4ea C(Ve, R™) die Bedingung (x), so
wahlen wir fiir p € M eine Karte ¢: Uy — V5 um p und setzen

X(p) := To  (¢(p), ag(4(p))).

Dann ist X(p) unabhangig von der gewahlten Karte, denn ist auch
p € Uy, so ist 7y 4(¢(p)) = ¢(p), also

(¥(p), ap(¥(p)) = ((idv,,ap) 0 7y.)(D(P)) TTye((idv,, as)(S(p))
= Trye(d(p), as(4(p)))
nach (x) und wegen ¢y "1o 7y 4 = ¢~ |¢(U¢0Uw) somit
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TYH((p), ap(¥(p)) = T~ Try4(d(p)as(4(p)))
= To 1 (e(p), as(6(p)))-
Da X|y, = T¢ 1o (idy,, Xs) o ¢ glatt ist fiir jedes ¢ € A, ist X
ein glattes Vektorfeld auf M und per Konstruktion ist
p(X) = (ag)pea, somit (ag)pca € im(p). O

im(p) ist eine Unter-Liealgebra von [, 4 C*°(V4, R™).

Beweis. Sind (ag)gc.a und (bg)eca im Bild von p, so sind fiir alle

¢, € Amit VJ := ¢(Uy N Uy) C V, die Vektorfelder
(idvg’%’vg) und (idv$,a¢\v$) tiber 7 4 verkniipft. Ebenso sind
(idvj’b¢’v$) und (idv$,bwlv$) iiber 7 4 verkniipft. Nach

Lemma 15.5 sind dann auch

[(idyw, aglye), (idyw, aglye)] = (idye, [aslye, bslye]) = (idys, [ag, belly»)
und [(id\/;fv a¢|v$)7 (id\/qf? a¢|v$)] = (id\/:fv [ay, b¢]|\/$) tiber 7,4



verkniipft. Also erfiillt

[(a)sea, (by)ocal = ([ag, by]) e
die Bedingung (*) und somit ist [(ag)sc.A, (bg)pca] € im(p). O
Da p: V(M) — im(p) ein Isomorphismus von Vektorraumen ist,
konnen wir auf V(M) via
X, Y] = p X ([p(X), p(V)]) fir X, Y € V(M)
eine bilineare Abbildung [-,-]: V(M) x V(M) — V(M) definieren,
die aus V(M) eine Liealgebra macht und p: V(M) — im(p) zu
einem Isomorphismus von Liealgebren. Es ist [X, Y] also dadurch
festgelegt, dass
[X, Yo = [Xo, Yol = Xo. Yo — Y. Xy
fiir alle Karten ¢ von M. Wir nennen [X, Y] die Lieklammer der
Vektorfelder X, Y € V(M).
Satz 15.8

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist die injektive lineare
Abbildung
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L: V(M) = det(CP(M)), X s Lx

ein Liealgebra-Homomorphismus, also
[,[ny] =[Lx,Ly]=Lx oLy — Ly o Lx fir alle X, Y € V(M).

Beweis. Sei p € M und ¢: U — V C R™ eine Karte fiir M um p.
Fiir jedes Z € V(M) sind Z|y und (idy, Z,) durch ¢ verkniipfte
Vektorfelder; fiir jedes g € C*°(M) gilt somit

Lx(g)luod ™ = Lx,(glu)od ™ = Liay,z,(g0¢ ) = Lz,(g00™ ")

nach Lemma 15.4, mit Kurzschreibweise wie in (2) aus §15.
Gegeben X, Y € V(M) und f € C°°(M) wenden wir letztere
Formel zweimal an (zuerst mit Z := X und g := Ly (f), dann mit
Z =Y und g := f) und erhalten

Lx(Ly(f))o¢ ' = Lx,(Ly(F)od™) = Lx,(Ly,(fod™)).

Mit vertauschten Rollen von X und Y gilt eine entsprechende
Formel, so dass also



[£x, Ly](F) o™ = Lx(Ly(f))od™ — Ly(Lx(f)) oo™
= Lx,(Ly,(fod ™) — Ly, (Lx,(Fod™))
= [Lx, Ly, )(foo™h) = Lix, v, (foo™)
= Lixy,(fod™) =Lixy(f) oo™

hierbei wurde Lemma 15.2 benutzt und schlieBlich die eingangs
gezeigte Formel mit Z := [X, Y] und g := f. Auswerten an der
Stelle ¢(p) zeigt, dass [Lx, Ly](f)(p) = Lix,y1(f)(p) und somit
[Lx, Ly](f) = Lx,v)(f), da p € M beliebig war. Also ist

[Lx, Ly]= Lix,y)- O

Lemma 15.9 (Lemma iiber verkniipfte Vektorfelder)

Es sei ¢: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten. Weiter seien X;: M — TM und Y;: N — TN
glatte Vektorfelder fiir j € {1,2}. Sind X; und Y iiber ¢ verkniipft
und X und Y5 iiber ¢ verkniipft, so sind auch [Xi, Xz] und

[Y1, Y2| tiber ¢ verkniipft.
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Beweis. Wir kénnen den Beweis von Lemma 15.5 wiederholen,
wobei lediglich U und V durch M bzw. N zu ersetzen sind und
Lemma 15.2 durch Satz 15.8. O

Bemerkung 15.10

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist £: V(M) — der(C>(M))
auch surjektiv, somit ein Isomorphismus von Liealgebren,
V(M) = der(C>*(M)).

Wir zeigen dies nur im Spezialfall einer offenen Menge

U= H ]aj, bj[ - RrR™
j=1
mit —oo < aj < bj < oo fiir j € {1,..., m}. Daraus folgt der
allgemeine Fall (Ubung P27). Fiir § € det(C>®(U)) zeigen wir, dass
6 = Lx mit
X = (idy, d(pry), .-, 0(prm)),
wobei pr;: U — R die Projektion auf die jte Komponente ist. Fiir
die konstante Einsfunktion 1: U — R gilt 1 = 11, also
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0(1) = 6(11) = 6(1)1 + 15(1) = 26(1),
folglich §(1) = 0. Also ist d(g) = 0 fiir jede konstante Funktion g.
Behauptung: Fiir alle f € C*°(U) und festes z = (21, e, Zm) €U
gibt es glatte Funktionen h; € C*°(U) mit hj(z) = 8X 2 ) fur
J€A{1,..., m} derart, dass

Zh xj —zj) firalle x = (x1,...,xp) € U,

also f = >, hj - (pr; —z) und somit wegen der Produktregel

m

3(f)(2) = 6(F=f(2))(2) =Z hj)(2) (pri(2) — ) +hi(2) 8(pr; —2)(2) ) = Lx(F)(2).

=0 =5(pr})(2)

Denn f(x) — f(z) ist Teleskopsumme von Summanden der Form

f(Xla---7Xj—17Xj7Zj+17"-72m) - f(le"‘7Xj—17zjvzj+l7"'72m)
% of
= % —— (X1, Xj—1, 6, Zj41, . .- Zm) dt = hi(x)(xj — Z))

Prof. Dr. Helge Glckner Mannigfaltigkeiten



fir j € {1,..., m} mit

L of
hj(x) = ?(Xl, oo X1, 2 + s(Xj — Z), Zj41, - - ., Zm) dS,
0 0%

wobei t = z;j + s(x; — z;), dt = (x; — z;) ds substituiert wurde.
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§16 Die Liealgebra einer Liegruppe

Wir ordnen jeder Liegruppe G eine Liealgebra L(G) zu und jedem
glatten Gruppenhomomorphismus f: G — H einen Liealgebra-
Homomorphismus L(f): L(G) — L(H). Als Vektorraum ist

L(G) = T.G der Tangentialraum von G am Neutralelement e. Fiir
g € G sei )\gG = Ag: G = G, h— gh die Linkstranslation.

Definition 16.1

Ein glattes Vektorfeld X: G — TG auf einer Liegruppe G heiBt
linksinvariant, wenn

TAg(X(h)) = X(gh) fiiralle g, h€ G. (1)

Die rechte Seite von (1) kénnen wir auch als X(Az(h)) lesen, so
dass also fiir jedes g € G verlangt wird, dass

(TAg)o X =XoAg.

Ein glattes Vektorfeld X auf G ist somit genau dann linksinvariant,
wenn X zu X iiber A\g verkniipft ist fiir jedes g € G. J
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Die linksinvarianten Vektorfelder bilden einen Untervektorraum
V(G), des Vektorraums V(G) der glatten Vektorfelder auf G. Es
ist V(G), sogar eine Unter-Liealgebra von V(G), denn sind

X,Y € V(G)y, so sind fiir jedes g € G sowohl X zu X iiber Ay
verkniipft als auch Y zu Y liber A\ verkniipft; nach Lemma 15.9
sind [X, Y] und [X, Y] iiber Ag verkniipft, also [X, Y] € V(G),.
Satz 16.2

Fiir jede Liegruppe G mit Neutralelement e ist die Abbildung

eve: V(G)y — TG, X — X(e)

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Fiir v € TG ist
ve := (eve) }(v): G — TG gegeben durch

vi(g) :i= TAg(v) firgeG.
Die bilineare Abbildung
TeG X TeG — TG, (v,w)— [v,w] = [vy, wy](e)

macht T.G zu einer Liealgebra L(G) und eve: V(G); — L(G) zu

einem Isomorphismus von Liealgebren.
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Beweis. Wir benutzen die glatte Wirkung G x TG — TG,

(g,v) — g.v aus Satz 13.19. Zunichst ist X € V(G), durch X(e)
festgelegt, denn fiir jedes g € G ist X(g) = X(ge) = g.X(e); also
ist eve injektiv. Gegeben v € T.(G) definieren wir

vi(g) :=g.ve TG

fir alle g € G. Dann ist vy: G — TG glatt, somit v, € V(G). Fiir
alle g, h € G ist vy(gh) = (gh).v = g.(h.v) = g.v(h), also
v € V(G)y. Da (v)(e) = v, ist eve surjektiv und (eve)1(v) = v,
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Fiir jeden glatten Homomorphismus ¢: G — H zwischen
Liegruppen ist L(¢) := Te(d): TeG — T.H ein
Liealgebra-Homomorphismus von L(G) nach L(H).

Beweis. Fur g € G gilt ¢(gx) = d(g)P(x) fir alle x € G, also
¢o )\G ¢( o ¢. Fiir v € L(G) folgt
£ =L(#)(v)

—_—
To(vi(g)) = TH(TAZ (v)) = TAliy) To(v) = (L($)(v))e(4(8)),
d.h. v, € V(G), und (L(¢)(v))e € V(H)¢ sind ¢-verkniipft.

(¢
Analoges gilt fiir w € L(G) an Stelle von v. Nach Lemma 15.9 sind
)

auch [vg, wg] und [(L(#)(v))e, (L(¢)(w))e] lber ¢ verkniipft, also
insbesondere

[(L(2)(v))e: (L(@)(W))el(¢(e)) = To([ve, we](e))-

Die rechte Seite ist T¢([v, w]) = L(¢)([v, w]), die linke ist wegen
¢(e) = e gleich [L()(v), L(¢>)( )l O
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Es ist L(idG) = idL(G) da Te(idc;) = idTe(G) und
L(v) o ¢) = L(v) o L(¢) fiir glatte Gruppenhomomorphismen
¢: G — Hund ¢: H— K zwischen Liegruppen, da

Te(1 0 ¢) = Tep o Teg. Also gilt:

L ist ein kovarianter Funktor von der Kategorie der Liegruppen und
glatten Gruppenhomomorphismen in die Kategorie der
endlich-dimensionalen reellen Liealgebren und
Liealgebra-Homomorphismen.
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§17 Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten und Fliisse

Sei M eine C*k-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oo} und

X: M — TM ein Ck—1-Vektorfeld. Eine auf einem offenen, nicht
leeren Intervall / C R definierte C*-Funktion ~: | — M wird eine
Losung der Differentialgleichung

y(t) = X(y(1)) (1)
genannt, wenn (t) = X(v(t)) fiir alle t € / gilt. Sind t; € R und
Yo € M gegeben und gilt zudem ty € I und (t9) = yo, so nennt
man -y eine Lésung des Anfangswertproblems

y(t) = X(y(t)), y(to) = yo. (2)
Allgemeiner:

Fiir ein offenes Intervall J C R nennen wir eine CX~!-Funktion
f:dJxM-—TM

ein zeitabhangiges C*—!-Vektorfeld auf M, wenn f(t,p) € T,M
fiir alle t € J und p € M. Eine auf einem offenen, nicht leeren
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Intervall I C J definierte C!-Funktion v: | — M wird eine Lésung
der Differentialgleichung

y(t) = f(t,y(t)) (3)

genannt, wenn *(t) = f(t,y(t)) fir alle t € / gilt. Sind tp € J und
yo € M gegeben und gilt zudem ty € / und v(tp) = yo, so nennt
man -y eine Lésung des Anfangswertproblems

y(t) = f(t,¥(t),  y(to) = yo- (4)
Zwei Eigenschaften sind wesentlich.
Definition 17.1

Wir sagen, die DGL (3) erfiillt lokale Eindeutigkeit von Lésungen,
wenn fiir alle Losungen v1: 1 — M und 72: lh — M von (3) gilt:
Ist 71(t0) = ’yg(to) fiir ein tg € L N b, so ist ’yl\W = 72‘W fur eine
to-Umgebung W C 1 N k. Existiert fiir alle (tp, yo) € J X M eine
Losung des Anfangswertproblems (4), so sagen wir, die DGL (3)
erfiillt lokale Existenz von Losungen.
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Erfiillt (3) lokale Eindeutigkeit von Losungen und sind v1: i — M
sowie y2: b — M Lésungen von (3) derart, dass v1(to) = v2(to)
fir ein to € h N b, so ist ’)/1|[lm/2 = ’)’2’/1012.

Beweis. Die Teilmenge
E:={tehnh:y(t)=%()}=(y,7)"(Am) von h NI ist
(relativ) abgeschlossen, da M Hausdorfsch und somit die Diagonale
Ap € M x M abgeschlossen ist. Da (3) per Voraussetzung lokale
Eindeutigkeit von Losungen erfiillt, ist E zudem offen. Weiter ist
E #0,daty€ E. Da Iy N | ein Intervall und somit
zusammenhangend ist, folgt h N kL = E, also v1|,nn = Y2|hnn- O

Erfiillt (3) lokale Eindeutigkeit und lokale Existenz von Losungen,
so gibt es fiir alle (to, yo) € J X M eine Losung ¢4, v, : Ity — M
des Anfangswertproblems (4), die maximal ist in dem Sinne, dass
I C Ity und v = ¢y, |s fiir jede Losung v: | — M des
Anfangswertproblems (4).
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Beweis. Gegeben (tp, yo) € J x M betrachten wir die Menge A
aller Lésungen v: I, — M des Anfangswertproblems (4). Als
Vereinigung von offenen Intervallen, die tg enthalten, ist

lto,yo := U,en Iy €in offenes Intervall mit tg € Iy . Fiir t € I,y sei

Droyo(t) :=(t) wenn t € I, fiirein v €A

Dies liefert eine wohldefinierte Funktion ¢y, o I o — M; ist
namlich t € [, und t € I, mit v,n € A, so folgt mit Lemma 17.2
aus ¥(to) = yo = n(to), dass v|1,n1, = 7|11, und somit

v(t) = n(t). Per Konstruktion ist ¢y,,|1, = 7 fiir jedes v € A,
folglich ¢4, ,, eine Cl-Funktion, eine Losung des
Anfangswertproblems (4) und maximal. OJ

Erfiille (3) lokale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Sind
(to, ¥0), (t1,y1) € J x M und existiert ein s € Iy o N Iy, mit

¢to7}/0(5) = ¢t1,y1(5)' SO ist Iyyy = lty,yr UNA Gty = Pty -

Beweis. Sei z := ¢, ,(S) = ¢¢,,,(5). Da ¢y, , die DGL (3) Iost



und ¢y (5) = z gilt, ist Iy o C Is und ¢y \ = ¢s,z|/zoly0. Somit
ist ¢s , eine Losung von (3) mit ¢s -(to) = ¢4y, (to) = yo, woraus
ls.z C Iy, folgt. Esist also [s , = Iy, und somit ¢z o = @s 2.

Analog sehen wir, dass ¢¢, , = @57, also Gy g = P57 = P11y, U

Definition 17.5

Erfiillt die DGL (3) lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen, so definieren wir

2= U lioyo % {(to,y0)} S I x I x M
(to,y0)EIXM

und nennen

FI: Q = M, (t,to,y0) = dty,(t)

den zugehdrigen Fluss. Schreibe auch Fl 4 (yo) := FI(t, to, y0).
Fiir (t,t0) € J x J sei Q¢ 1y = {y0 € M: (t, to, yo) € Q}.

Soll die benutzte Funktion hervorgehoben werden, schreiben wir
auch Qf und FIf statt Q und FI.



Gilt gy, = J fiir alle (to, yo) € J x M, wird das zeitabhangige
Vektorfeld f vollstiandig genannt. Ein Vektorfeld X: M — TM
heiBt vollstéindig, wenn R x M — TM, (t, p) — X(p) es ist.

Bemerkung 17.6. Im Fall eines vollstandigen zeitabhangigen
Vektorfelds ist also Q = J x J x M, der Fluss

Fl: Jx JxM—=M
ist global definiert und es ist Q2 , = M fiir alle t, tp € J.

Beispiel 17.7

Fiir a € C betrachten wir die DGL y’'(t) = ay(t) auf
M := C = R?, also y(t) = f(t,y(t)) mit

fRxC—-T(C)=CxC, (tz)+(z,az).

Die DGL erfiillt lokale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
und f ist vollstandig mit

Flt.t,(v0) = ea(t_to)yo fiir alle t,to € R und yg € C.




Fiir to € R und yp € C ist ¢y o R — C, t = 2(170) 5 wegen

toyo (1) = ae?(t=0)yy = ap, . (t) eine Losung der DGL und somit
des Anfangswertproblems (4), da ¢4, ,,(to) = €0 = yo. Lokale
Eindeutigkeit folgt, wenn wir zeigen konnen, dass fiir jede Losung
v: I — C der DGL und to € / stets y(t) = e®(t=0)~(ty) gilt fiir
alle t € 1, also h(t) := e~2(t=1)~(t) konstant ist mit Wert

h(t) = v(to). Da h(ty) = v(to), folgt letzteres aus
H(t) = —ae™(t70)y (1) — e72(t70) o/(1) = 0.
—~—
=ay(t)

Fiir alle, die die Matrix-Exponentialfunktion

RMXmM _y RmxXm Ay oA .— e %A" kennen, sei angemerkt:

Bemerkung 17.8 Eine zu 17.7 analoge Rechnung zeigt,? dass fiir
jede Matrix A € R™*™ die DGL y/(t) = Ay(t) auf R™ lokale
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen erfiillt, das Vektorfeld
R™ — T(R™) =R™ x R™, x — (x, Ax) vollstandig ist und
Flt.(,(v0) = e(t_tO)Ayg fir alle t, to € R und yp € R™.

*Mit h(t) = e~ (704 (¢).
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Lemma 17.9

Erfiillt (3) lokale Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen, so gilt

fiir den zugehorigen Fluss FI: Q — M:

(a) Fir alle (to,y0) € J x M ist (to, to, yo) € Q2 und
Flto,to(}/O) = )0-

(b) Gegeben ty, t1,t2 € J und yp € M mit (t1, to, yo) € Q gilt
genau dann (ty, to, yo) € Q, wenn (to, t1, Flg, ¢ (y0)) € Q. In
diesem Fall ist Fly, ¢ (Fly 15 (v0)) = Fley 6 (v0)-

(c) Fur alle t,tg € J ist Flg 1(Qt.4,) = Q4.+ und es ist
Flt.t: Q¢ 1y — Q4+ eine Bijektion mit (F|t,to)_1 = Flg ¢

Beweis. (a) Es ist tg € Iy, und Flg +,(¥0) = ¢1,00(t0) = yo-

(b) Mit zp := Fltl,to()/O) ist ¢t1720(t1) =20 = Fltlvto(yo) = ¢to7)/o(t1)-
Nach Lemma 17.4 ist ¢y, 5o = ¢ty.,y,- Also (2, t1,20) € Q &
tr € Iy 7o = lty.yo < (t2, 0, ¥0) € 2. In diesem Fall ist

F|t2,f1(20) = ¢t1,20(t2) = ¢t01_y0(t2) = F|t2,to(y0)-
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(c) Fiir yo € Q¢4 sei zg := Fly ¢,(y0). Dann ist ¢¢ 5 (t) = 20 =
Flt.to(Y0) = 1,00 (t), nach Lemma 17.4 also ¢¢ 7, = ¢ry.y0-
Insbesondere ist tg € Iy, vy = It 7, somit (to, t,z9) € Q und folglich
29 € Qyy ¢ Also gilt Fle 1 (Qe,,) C Qg ¢ Zudem ist

Fleo,t(Flt,2(¥0)) = Fleg,1(¥0) = Yo

nach (b), insbesondere _
Flto,t o Flt,to = |th,t0 (5)

und Flg ¢ Q¢ — M injektiv. Da auch Flg, +(Q¢,.¢) C Q¢ gy, ist
Flt,to(Qt,to) 2 F|t,t0(F|t0,t(Qt0,t)) = Qto,t-

Also ist Fly 1) (Q¢,6,) = Q,¢, somit Fle g0 Qp ¢ — Q4+ auch

surjektiv und somit bijektiv. Nach (5) ist dann Flg, ; = Fltftlo. d

Definition 17.10

Es sei f: X x Y — Z eine Funktion, wobei X ein topologischer
Raum ist und (Y, dy) sowie (Z, d7) metrische Rdume sind.

(a) Man sagt, f erfiillt eine Lipschitzbedingung, wenn ein
L € [0, oo existiert mit dz(f(x, y1), f(x,y2)) < Ldy(y1,y2)

firallexe X, y1,m €Y.




(b) Man sagt, f erfiillt eine lokale Lipschitzbedingung, wenn fiir
alle (xo, y0) € X x Y eine xp-Umgebung U C X und eine
yo-Umgebung V' C Y existiert, so dass f|yxv eine
Lipschitzbedingung erfiillt.

Man nennt L eine Lipschitzkonstante. Zur Betonung spricht man
in (a) auch von einer globalen Lipschitzbedingung. Analysis-Stoff:

Satz 17.11 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
Sei J C R ein offenes, nicht leeres Intervall, U C R™ offen und
f: JxR™— R™ eine stetige Funktion, die eine lokale

Lipschitzbedingung erfiillt. Dann erfiillt die DGL y'(t) = f(t, y(t))
lokale Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. [

Lemma 17.12

Seien U C R" und V C R™ offene Teilmengen und

f:UxV =R (x,y) — f(x,y) eine stetige Funktion derart,
dass die partiellen Ableitung g—;j: U x V — R existiert und stetig

ist, fiir alle j € {1,...,m} (z.B. f ist C). Dann erfiillt f eine
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lokale Lipschitzbedingung. Sind zusatzlich alle der genannten
partiellen Ableitungen beschrankte Funktionen und ist V' konvex,
so erfiillt f eine globale Lipschitzbedingung.

Beweis. Wir versehen R™ und R’ mit der Maximum-Norm. Sei
(x0,¥0) € U x V. Da die partiellen Ableitungen stetig sind, kdnnen
wir nach Verkleinern der xg-Umgebung U und der yp-Umgebung V
annehmen, dass alle der partiellen Ableitungen beschrankte
Funktionen sind und V konvex (was unter der Zusatzvoraussetzung
am Schluss schon ohne Verkleinern der Fall ist). Also ist

M = max{||0f /Oy1i|oc;s - - -, |OF /OYml|loc} < 00

mit ||g|loo := sup{|lg(x,¥)|lec: (x,y) € U x V} fiir Funktionen
g: UxV =R Firalle x € Uund y,y € V mit

yi =11, y1,m) und yo = ()/217-”7)/2m) ist
f(x,y2) = f(x, 1) / Z By, (v + t(y2 = y1)) (2 — y1) dt,

da f(x,y2) = (1) mit ~: [O, 1] = RE t e f(x, 1+ t(y2 —y1)); also
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1£(x, y2)—f(x, 01 ||oo<Z/ 10F/0yjllc |y2, — v, dt < mM [[y2—y1][oo.
<M <lly2=y1lloo

Bemerkung 17.13 Sei f: U x R™ — R stetig und

f(x,-): R™ — R’ fiir jedes x € U eine lineare Abbildung, also
f(x,y) =211 aj(x)y; mit aj(x) := f(x, €). Fiir xo € U existiert
eine xp-Umgebung Uy C U, auf der 0f /0y; = aj o pry beschrankt
ist fiir alle j € {1,..., m}. Nach Lemma 17.11 erfiillt f|y,xrm eine
globale Lipschitzbedingung.

Definition 17.14
Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oc}, X ein
topologischer Raum und f: X x M — TM eine Funktion derart,
dass f(x,p) € TpM fiir alle (x, p) € X x M. Wir sagen, f erfiille
eine lokale Lipschitzbedingung, wenn fiir alle (xg, yo) € X X M eine
xo-Umgebung @ C X existiert und eine Karte ¢: Uy — V;; C R™
um yo derart, dass

dg o floxu, o (idg x¢™1): @ x Vy — R™




eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt. )

Bemerkung 17.15. Nach Lemma 17.12 ist Letzteres sicher dann
der Fall, wenn X eine Ckfl—MannigfaItigkeit, k > 2 und f eine
Ck=1_Funktion ist (mit @ = X und fiir jede Karte ¢ um yp).

Wie zuvor sei M eine CK-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oo}. Es sei
J C R ein offenes Intervall und f: J x M — TM ein
zeitabhingiges C*¥~1-Vektorfeld auf M.

17.16. Fiir eine Karte ¢: Uy — Vi, C R™ von M definieren wir den
lokalen Repridsentanten von f in der Karte ¢ als

fs: Jx Vg —=R™  dpofol(idyxet).
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Lemma 17.17
Sei ¢ eine Karte fiir M und | C J ein offenes, nicht leeres Intervall.
Eine C!-Funktion v: | — M mit v(/) C Uy 6st genau dann die
DGL (3), wenn ¢ o~y die DGL

Y'(t) = fu(t, (1))

6st, also (¢ o y)'(t) = f4(t, (¢ o ¥)(t)) fiir alle t € /.

Beweis. Fiir t € [ gilt wegen der Injektivitdt von d¢’Tw(t)M genau
dann 4(t) = f(¢t,~(t)), wenn

do(§(t)) = do(f(t,7(t))) (6)

gilt. Die linke Seite von (6) ist (¢ o v)'(t), die rechte
fo(t, (¢ 07)(1)). O
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Sei f: Jx M — TM ein zeitabhingiges CK~1-Vektorfeld. Ist k > 2
oder k =1 und f erfiillt eine lokale Lipschitzbedingung, so erfiillt
die DGL (3) lokale Existenz und lokale Eindeutigkeit von Losungen.

Beweis. Sind 71: /1 — M und 72: kb — M Loésungen der DGL (3)
und 1 (to) = Y2(to) =: yo fiir ein to € h N b, so gibt es ein offenes
to enthaltendes Teilintervall @ C /; N b und eine Karte

¢: Uy — Vy CR™ fiir M um yq derart, dass f¢|Q><V¢ eine lokale
Lipschitzbedingung erfiillt (im Falle k > 2 gilt dies fiir jede Karte ¢
um yo mit @ := h Nk, da f; dann cl ist). Dann sind ¢ o 71|¢g und
¢ o 72| @ Losungen von y'(t) = f,(t, y(t)) und stimmen an der
Stelle ty liberein. Nach Satz 17.11 gibt es eine tg-Umgebung

W C Q mit ¢ ov1|lw = ¢ o y2|w, woraus miw = 72|w folgt.
Gegeben (to, yo) € J x M wahlen wir Q und ¢ wie zuvor. Nach
Satz 17.11 hat das Anfangswertproblem y'(t) = f4(t, y(t)),

y(to) = ¢(¥0) eine Lésung n: J — V,, auf einem offenen, nicht
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leeren Intervall J C Q. Dann ist ¢! o7 eine Lésung fiir
y(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo. O

Bemerkung 17.19 (Lésungen autonomer Systeme)

Ist X: M — TM ein Ck~1-Vektorfeld, v: | — M eine Lésung von

y(t) = X(y(t)) (7)

und a € R, so ist auch n: [ +a — M, t — ~(t — a) eine Losung
der DGL (7).

v

Firy: l+a— 1, t—t—aist namlich Ty: (I+a) xR — [ xR
die Abbildung (t,s) — (¢(t), dy(t,s)) = (t — a,s) und

() = (you)(t) = T(you)(t,1) = To(Ty(t,1))
TH(t = a,1) = (t — a) = X(7(t = a)) = X(n(¢))-
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Erfiillt (7) zudem lokale Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen,
so gilt fiir alle (to, o) E R x M und a € R

liyota = ltgray Und Ggtaye(t) = Pty (t—a) fiir alle t € Iyt ay,.

Dan: lyy +a— M, t — ¢y (t — a) eine Losung der DGL ist
mit 7(to + a) = @4y, (to) = Yo, ist ndmlich

Ifov)/o +ac /to-l-a,)/o (8)

und n= ¢to+a,yo‘lt0,y0+a- 9)
Ersetzen von ty durch ty 4+ a und a durch —a in (8) liefert

lig+a,y0 — @ C o,y gilt. Also ist v +a D lty4a,, und folglich
sind beide Mengen gleich; aus (9) wird somit 7 = ¢y 1a,,-

Beispiel 17.20 (Fliisse zu linksinvarianten Vektorfeldern)

Sei G eine Liegruppe mit Neutralelement e. Sei v € L(G) = T.G
und vy: G — TG das zugehdrige linksinvariante Vektorfeld. Da
dieses (und somit auch f: R x G — TG, (t,g) — v(g)) glatt ist,
erfiillt die DGL v(t) = ve(y(t)) (10)



lokale Existenz und lokale Eindeutigkeit von Losungen. Wir zeigen,
dass das Anfangswertproblem

y(t) = vi(y(t)), y(0)=e (11)
eine auf ganz R definierte Losung 7, := ¢ hat und der Fluss von
(10) gegeben ist durch

FERxRx G— G, (t ty,g)+— g(t—to) (12)

Sei vy i=¢ge: lo,e — G die maximale Lésung von (11). Fiir jedes
g € G ist das Vektorfeld v, zu sich selbst \g-verkniipft, nach
Lemma 13.28 somit A\, o, eine Losung der DGL (10) mit

(Ag 21 )(0) = g (0) = g; es ist also e C fo,g und

b0,g(t) = g (t) fiir alle t € Iy e. Nach Bemerkung 17.19 ist fiir
alle 2 € R weiter lpe +aC lpg +a= 14 und

Gag(t) = pog(t —a) firalle t € Iy + a. (13)

Fiir ein € > 0 ist |—¢,¢[ C lpe. Fiir alle a € Iy kénnen wir
g = (a) = ¢o,e(a) wahlen und erhalten

3+]—€,€[ Ca+ IO,e - Ia,g = /0,e
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wegen Lemma 17.4. Also ist Ip e = R und nach (13) somit /, , =R
fir alle (a,g) € R x G und FI(t,a,g) = ¢ag(t) = g (t — a).

Satz 17.21

Ist G eine Liegruppe, so gibt es fiir jedes v € L(G) = T.G genau
einen glatten Gruppenhomomorphismus

w: (R, +)—= G

mit 4, (0) = v. Dieser ist die maximale Lésung des
Anfangswertproblems (11).

Man nennt -y, auch eine glatte Einparametergruppe.

Beweis. Sei 7, : R — G die maximale Losung von (11). Da das
linksinvariante Vektorfeld vy glatt ist, ist 7, nach Bemerkung
13.31(d) glatt. Fiir alle t,s € R ist nach (12)

W(s+t) = Fls_¢(e), 7 (t) = Flo_¢(e) und Flgo(1(£)) = 1 ()1 (s).
Also gilt
Y(s+t) = Fls _¢(e) = Fls o(Flo,—¢(€)) = Fls.o(7 (1)) = 1 ()1 (s),



wobei das zweite Gleichheitszeichen auf Lemma 17.9 (b) beruht.
Somit ist 7, ein glatter Gruppenhomomorphismus. Weiter ist
34(0) = (7(0)) = vele) = v.

Ist v: R — G ein glatter Gruppenhomomorphismus mit §(0) = e,
so betrachten wir fiir t € R die Linkstranslationen )\IF: R — R,
s+ t+sund )\g(t): G — G, x — 7(t)x. Fir alle s € R ist

(70 AF)(5) = At +5) = ()r(s) = (A 0 N)(S),
somit y o \F = )\G(t) o~y und folglich

(70 XE) (0) = (AS(e) ©7)'(0) = TASyH(0) = TAS v = we(y(1)),
wobei wegen TAR(0,1)(t,1) die linke Seite gleich #(t) ist. Zudem
ist 7(0) = e. Also ist 7y eine Losung auf ganz R definierte Losung

des AWP (11) und wegen der Maximalitat von 7, somit v =~,. O

Definition 17.22

Die Exponentialfunktion einer Liegruppe G ist definiert als

expg: L(G) = G, v (1),
wobei v, : R — G die glatte Einparametergruppe mit 4,(0) = v ist.
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Ist G eine Liegruppe, so gilt v,(t) = expg(tv) fiir alle v € L(G)
und t € R.

Beweis. Gegeben v und tist ¢: R = R, s — ts ein glatter
Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (R, +), also
n:=v09: R— G, s 7,(st) eine glatte Einparametergruppe.
Wegen T1(0, 1) = (16(0), dux(0,1)) = (0,1/(0)) = (0, 1) ist

1(0) = T(w)(T¥(0,1)) = T(w)(0,t) = tT(7)(0,1) = t4,(0) =
tv, also 7 = 7, und somit expg(tv) = 71, (1) = (1) = v, (t). O
Wir untersuchen nun die Abhangigkeit der Losungen von DGLn
von Parametern und Anfangsbedingungen, in folgender Situation.

17.24. Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € NU {00}, weiter
N eine Ck~1-Mannigfaltigkeit, J C R ein offenes Intervall und

fiNxXJIJxM—TM

eine Ck~1-Abbildung derart, dass f(x, t,p) € T,M fiir alle
(x,t,p) € N x J x M. Im Fall k =1 nehmen wir zusatzlich an,
dass f: (N x J) x M — TM eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt.



Fiir jedes x € N kdnnen wir die Differentialgleichung

y(t) = f(x, t,y(t)) = £(t, ¥(t)) (14)

betrachten mit dem zeitabhingigen C*k~-Vektorfeld

fx :==f(x,): Jx M — TM, welches eine lokale Lipschitzbedingung
erfiillt. Die DGL (14) erfiillt also lokale Existenz und Eindeutigkeit
von Lésungen und wir kdnnen den zugehorigen Fluss betrachten,

Fif< QF — M.
Dann ist Fl(x, t, to, vo) := F'Eto(YO) also genau fiir (x, t, to, yo) in

Q= U{X}XQ&

xeN

definiert und wir erhalten so einen Fluss mit Parametern
FI: Q > M
mit Q C N x J x J x M. Wir schreiben auch
By (1) == FIE 4 (v0) := Fl(x, t, to, y0)-
Ziel ist der folgende Satz.
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In der Situation von 17.24 ist Q2 eine offene Teilmenge von
N x J x J x M. Der Fluss mit Parametern, Fl: Q2 — M, ist eine
Ck—1_Abbildung.

Vor dem Beweis betrachten wir ein Beispiel.

Folgerung 17.26

Fiir jede Liegruppe G ist die Exponentialfunktion exps: L(G) — G
eine glatte Abbildung mit Toexpg = id;(g). Insbesondere ist expg
ein lokaler C*°-Diffeomorphismus an der Stelle 0.

Wir identifizieren hier T(L(G)) mit L(G) x L(G) wie in 13.35,
wobei ToL(G) mit {0} x L(G) identifiziert wird. Letzteren
Vektorraum identifizieren wir mit L(G) via (0, v) — v (vgl. 13.37).
Beweis von Folgerung 17.26. Die Linkswirkung G x TG — TG,
(g,v) — g.v ist glatt, somit

fLG)xRxG— TG, (v,t,g)— g.v=v(g)
eine glatte Abbildung. Fiir jedes v € L(G) ist das linksinvariante
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Vektorfeld v, nach Beispiel 17.20 vollstandig, also f, := f(v, )
vollstandig, somit Q% = R x R x G. Der Definitionsbereich des
Flusses mit Parametern ist also

Q=L(G)xRxRxG

und nach (12) und Satz 17.23 ist der Fluss mit Parametern
gegeben durch

Fi(v, t, to,g) = g (t — to) = gexps((t — to)v).

Nach Satz 17.25 ist der Fluss FI mit Parametern eine glatte
Abbildung, insbesondere also auch

expg: L(G) - G, v—Fl(v,1,0,¢e)
glatt. Wir brauchen nur noch zu beobachten, dass fiir v € L(G)
Toexpg(v) = Texpg(0,v) = Texpg([t— tv]) = [t — expg(tv)]
= wl=Tw(lt = t]) = T (0,1) =% (0) = v

unter Benutzung geometrischer Tangentialvektoren. [J
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Um Satz 17.25 zu beweisen, benutzen wir ein lokales Resultat aus
der Analysis-Literatur (siehe Bemerkung 17.28 (a)).

Satz 17.27

Es seien W C R" und U C R™ offene Teilmengen, J C R ein
offenes Intervall und f: W x J x U — R™ eine C*-Funktion mit
k € No U {oc}, die im Falle k = 0 eine lokale Lipschitzbedingung
auf (W x J) x U erfiillen soll. Dann gibt es fiir alle

(x,t,y) € W x J x U eine offene x-Umgebung Wy C W, ein
offenes Intervall Jo C J mit t € Jy und eine offene y-Umgebung
Uo C U derart, dass fiir alle (x, to, o) € W x Jo x Uy eine Losung
: Jo — U des Anfangswertproblems

.50
y'(t) = f(x, t,y(t)), y(to) = o

existiert und die folgende Abbildung C¥ ist:

S Wy x Jp x Jo x Ug — U, (X, t, to,yo) — gb);o,}’o(t)‘

Beweis von Satz 17.25. Sei (xo, to, t1, y1) € Q; wir zeigen, dass Q
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eine Umgebung von (xo, t2, t1, y1) und Fl auf einer offenen
Umgebung von (xo, t2, t1,y1) in N x J x J x M eine
Ck_l—Abbildung ist. Wir nehmen an, dass to > ty; der Fall tr < t;
|dsst sich analog zeigen. Wir betrachten die Menge © aller 7 € J
mit 7 > t; derart, dass € fiir alle t € [t;, 7] eine Umgebung von
(x0, t, t1,y1) ist und Fl auf einer offenen Umgebung von

(xo, %, t1, y1) eine CK~1-Abbildung ist. Aus Satz 17.2719 folgt, dass
Jo N [t1,00[ C © fiir ein offenes Intervall Jo C J mit t; € Jy. Also
ist © nicht leer und 0 :=sup© > t;.

Ist @ > tp, ist t, < 7 fiir ein 7 € © und wir sind fertig. Andernfalls
wiare 0 < t, somit § € J und wir erhalten wie folgt einen
Widerspruch: Mit Satz 17.27 finden wir ein offenes Intervall J» C J
mit 0 € J,, eine offene xp-Umgebung P C N und eine offene
Flg?tl(yl)—Umgebung U> C M derart, dass
PXJ2XJ2><U2QQ

und Fl auf dieser Menge CK—1 ist.

O Angewandt auf f ;= d¢ o f o (idg x idy, x¢~') mit einer offenen
xo-Umgebung Q C N, einem offenen Intervall J; C J mit t1 € J1 und einer
Karte ¢: Uy — Vi C R™ derart, dass f, eine lokale Lipschitzbedingung-erfiillt.
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Es gibt ein 7 € © mit 7 € Jp; da ¢y, stetig ist, diirfen wir nach
VergréBern von 7 annehmen, dass

0 (T) e Us.

t1,y1

Per Definition von © existieren offene Intervalle J; C Jund | C J
mit t; € J1 und 7 € I, eine offene xp-Umgebung P C N und eine
offene y;-Umgebung Y C M derart, dass P x I x J;1 x Y C Q und
FI auf dieser Menge C*~1 ist. Insbesondere ist der Fluss dort stetig
und somit diirfen wir nach Verkleinern von P, I, J; und Y
annehmen, dass

FI(P x I x /1 x Y) C Us.
Wir diirfen weiter annehmen, dass P C Q. Fir alle
(x,t, t1,%0) € P x J» x J; X Y ist dann nach Lemma 17.9 (b)

FIt o, (vo) = Fle - (FI7 1, (00)) = FI(x, £, 7, FI(x, 7, t1, y0))

definiert (also P x J» x J; x Y C Q) und die rechte Seite Ck~1 in
(x, t, t1, ¥0) und somit [t1, 00[ N2 C O. Dies aber ist eine
Umgebung von # in R, im Widerspruch zu § = sup©. [J

Bemerkung 17.28. (a) Satz 17.27 findet man 3hnlich etwa in



der Quelle G./Neeb. Ein entsprechendes Resultat fiir festes tp (und
nur fir k > 1) ist Satz 3.7.1 bei Cartan; man kann verdnderliche ty
als Parameter einfiihren und den Satz darauf zuriickfiihren (siehe
Aufgabe P30). Man vergleiche auch Dieudonné oder Lang.

(b) Natiirlich sind auch Lésungen v: I — M von Differential-
gleichungen interessant im Falle nicht notwendig offener, nicht
entarteter Intervalle | C R. Ebenso zeitabhangige
Ck—1-Vektorfelder J x M — TM mit einem nicht notwendig
offenen Intervall J (z.B. J =10,1]) und die zugehdrigen
Differentialgleichungen, oder Parameter in einer nicht notwendig
offenen Teilmenge eines Vektorraums (z.B. Parameter in [0, 1]). All
diese Fille findet man in G./Neeb mit behandelt. In der Vorlesung
vermeiden wir Differentialrechnung auf nicht-offenen Mengen
soweit moglich, da die zusatzlichen Probleme eher im Bereich der
Analysis liegen.
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§18 Abgeschlossene Untergruppen von Liegruppen

Wir studieren die Exponentialfunktion einer Liegruppe und zeigen:

Ist G eine Liegruppe, so sind fiir eine Untergruppe H &quivalent:

(a) H ist eine abgeschlossene Teilmenge von G;

(b) H ist eine Untermannigfaltigkeit von G.

Wie iblich identifizieren wir in (b) TeH mit Tejy(TeH) C TG,
wobei ji: H — G die Inklusionsabbildung ist; wir identifizieren also
L(H) mit der Unter-Liealgebra L(jy)(L(H)) von L(G). Der Beweis
von Satz 18.1 wird zeigen, dass

L(H) = {v € L(G): expg(Rv) C H}, (1)
also L(H) = {v € L(G):(Vt € R) exps(tv) € H}. Im Beweis nutzt
Satz 18.2 (Trottersche Produktformel)
Ist G eine Liegruppe, so gilt fiir alle v, w € L(G)

exp(v+w) = lim (expg(v/n)expg(w/n))"
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Beweis. Sei pi: G X G — G die Gruppenmultiplikation.
Identifizieren wir T(¢ o)(G x G) mit TeG x T.G = L(G) x L(G),
so ist T(e )t nach Beispiel 13.18 die Abbildung

Tie,eppt: L(G) X L(G) — L(G), (v,w)— v+ w. (2)

Es existiert eine offene 0-Umgebung W C L(G) derart, dass
expc (W) eine offene Einsumgebung in G ist und
expg lw: W — expg(W) ein C*°-Diffeomorphismus, also

log := (expg |w) ™t expg(W) — W
eine glatte Funktion. Da To(expg) = id;(g), wenn wir
To(L(G)) = {0} x L(G) mit L(G) identifizieren, folgt aus
Telog = (To(expg |w)) ™, dass

dlog | 6y = idi(c)

(siehe 13.38). Es existiert eine offene Einsumgebung Q C G mit
QQ C exp(W). Gegeben v, w € L(G) gibt es ein € > 0 mit
expg(tv),expg(tw) € Q fiir alle t € |—¢, €], so dass

v(t) := log(expg(tv) expg(tw))



eine C*°-Funktion ~y: ]|—¢, e[ — L(G) definiert. Nach (2) ist
%L:O(expc(tv) expg(tw)) = %L:O expg(tv) + %L:O expe(tw) = v+ w

und somit

lim 1(fy(t) —(0)) =+'(0) = dlog(v + w) = v + w.

t—0 t

Mit der Nullfolge t, = 1/n (wobei n so groB, dass 1/n < ¢), folgt

nvy(1/n) = W —=+'0)=v+w

fiir n — oo; beachte 7(0) = log(e) = 0. Da expg stetig ist, folgt
(exp6(1(1/m))" = expa(n1(1/n)) = expg(v + w). O
Beweis von Satz 18.1. (a)=(b): Sei g := L(G) und
h:={veg: expg(Rv)C H}.

Fiir 0 € g gilt 0 € h wegen exp(R0) = exps({0}) = {e} C H. Ist
v € b, so ist expg(Rtv) C exps(Rv) C H fiir jedes t € R und
somit tv € . SchlieBlich gilt fiir alle v,w € hund t € R

expe(t(v+w)) = expe(tv+iw) = nll)ngo (expG(tv/n) expG(tw/n))’7 € H,
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da H abgeschlossen ist und (expg(tv/n)expg(tw/n))" € H fiir
jedes n € N; hierbei wurde die Trottersche Produktformel benutzt.
Also ist b ein Untervektorraum von g. Dann ist g = & F mit
einem komplementdren Untervektorraum F. Die Funktion

Y:hx F =G, (xy)— expg(x)exps(y)
ist glatt und erfiillt T+ ((0,0),(x,y)) = x + y wegen (2), so dass
also Tovp: To(h x F) — g ein Isomorphismus von Vektorraumen
ist. Es gibt somit eine offene (0,0)-Umgebung W C h x F derart,
dass U := (W) offen in G und 9|y : W — (W) ein
C°-Diffeomorphismus ist. Ohne Einschrankung sei W = Wj x W,
mit offenen 0-Umgebungen Wi C § und W, C F. Fiir alle x € Wy
ist dann 1 (x,0) = expg(x) € H. Wir behaupten:

Nach Verkleinern von W kann erreicht werden, dass
(V(x,y) € W) ¥(x,y) eH = y=0. (3)

Erfillt W (3), kann der Beweis beendet werden: Es sei
a: h x F— R™ ein Vektorraum-lsomorphismus mit
a(h x {0}) = R® x {0} und a({0} x F) = {0} x R™*. Dann ist




V = a(W) offen in R™ und ¢ := o (¢|w)"t: U — V eine
Nach Satz 2.36 (b) ist H also eine Untermannigfaltigkeit von G.

Sei jy: H — G die Inklusionsabbildung. Wir identifizieren T.H mit
im(Teju) C TeG, also mit

Teju(T(on) ({0} xR)) = To ({0} x (R*x{0})) = Tw({(0, 0)} xbx {0}) =b.
Ware die Behauptung falsch, so gabe es eine Folge (Xpn, Yn)neN
in W derart, dass ¢(xn, yn) € H und y, # 0 fiir alle n € N und
(xn, yn) — (0,0) fiir n — co. Da expg(xn) € H, folgt
expg(yn) = eXpG(Xn)ilw(men) €H.

Wir wahlen eine Norm || - || auf F und beobachten, dass

S={yeF:|yl=1}

ein beschrinkte, abgeschlossene Teilmenge von F = R™~¢ ist und
folglich kompakt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
daher annehmen, dass die Folge der 1

1ynll
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konvergent ist gegen ein v € S. Wir zeigen nun, dass

expg(tv) € H fiir alle t > 0. Dann ist auch

expe(—tv) = expg(tv) ™! € H und expg(0v) = expc(0) = e € H,
somit v € b im Widerspruch zu h N F = {0}.

Sei also t €]0, co[. Unter Benutzung der GauBklammer setzen wir

kn := [t/|lyall] € No und ry := (t/llyall) — ka € [0,1[.

Dann gilt r,y, — 0 fiir n — oo weil ||r,,y,,|| = rnllynll < llyal] — 0.
Weiter gilt

KnYn =+ fayn = t——yn — tv,

T nH

also auch kny, — tv. Da expg(knyn) = expg(yn)* € H und H in

G abgeschlossen ist, folgt exps(tv) = Ii_)m expc(knyn) € H.
n—oo

(b)=-(a): Sei g € G im Abschluss von H. Da g eine zu einer Kugel
in R™ homoomorphe und somit metrisierbare Umgebung hat,
existiert eine Folge (hy)nen in H mit h, — g. Sei K eine kompakte
e-Umgebung in H und U eine e-Umgebung in G mit UN H C K.
Da die Abbildung G x G — G, (x,y) + x~ly stetig ist, gibt es
eine e-Umgebung V C G mit V-1V C U. Da gV eine



g-Umgebung ist, existiert ein N € N derart, dass h, € gV fiir alle
n > N. Fiir alle n,m > N ist dann

hth,eViglgv=v-lvcu

und somit h,1h, € UNH C K. Da K kompakt und somit in G
abgeschlossen ist, folgt fiir m — oo

h,lg € K C H.
Also ist g = hp(h;lg) € HH C H. O

Lemma 18.3

Sei ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus zwischen Liegruppen.
Ist |y glatt fiir eine offene e-Umgebung U C G, so ist ¢ glatt.

Beweis. Fiir jedes g € G ist gU eine offene g-Umgebung und
gb.\gu = )\g(g).o Qﬂu_o A§,1|gu glatt, unter Benutzung von
Linkstranslationen in G bzw. H. [J

Lemma 18.4
Jede Liegruppe G hat eine o-kompakte offene Untergruppe.
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Beweis. Ist K eine kompakte e-Umgebung in G, so ist auch

K1 := KUK~ kompakt und auch K11 := K1K, = u(K1 x Kp)
fir n € N, mit der Gruppenmultiplikation p: G x G — G. Die
Teilmenge U := [ J,cn Kn von G ist also o-kompakt und zudem
unter Multiplikation und Invertieren abgeschlossen, also eine
Untergruppe. Diese ist eine e-Umgebung in G. Fiir jedes g € U ist
Ag(U) = U auch eine g-Umgebung in G, da die Linkstranslation
Ag: G — G ein Hombéomorphismus ist. Also ist U offen. [

Satz 18.5 (Natiirlichkeit der Exponentialfunktion)

Fiir jeden glatten Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen
Liegruppen gilt ¢ o expg = expy oL(¢).

Beweis. Fiir v € L(G) ist 7,: R — G, t — expg(tv) ein glatter
Gruppenhomomorphismus mit 4,(0) = v. Weiter ist

T(g)(v): R = H, t = expy(tL(#)(v))
der eindeutige glatte Gruppenhomomorphismus mit 7, (4)(v) (O)
L(¢)(v). Nunist n := ¢ o, : R — H ein glatter Gruppen-
homomorphismus mit 7(0) = T¢(9,(0)) = Té(v) = L(¢)(v)



und folglich 7 = v1(4)(v), insbesondere also

expyy(L()(v)) = Y(p)(v) (1) = 1(1) = ¢(1(1)) = ¢(expg(v)). T
Folgerung 18.6

Ist ¢: G — H ein glatter Gruppenhomomorphismus zwischen
Liegruppen, so gilt:
(a) ker ¢ ist eine Untermannigfaltigkeit von G und
L(ker ¢) = ker L(¢).
(b) Ist ¢ injektiv, so ist L(¢) injektiv und ¢ eine Immersion.
Ist G zudem o-kompakt, so gilt:
(c) Ist ¢ surjektiv, so ist L(¢) surjektiv und ¢ eine Submersion.
(d) Ist ¢ bijektiv, so ist L(¢) bijektiv und ¢ étale (also ein C°°-Diffeo.)j

Beweis. Ist L(¢) injektiv, surjektiv oder bijektiv, so auch T,¢ fiir
jedes g € G, da Ty,¢ = Te)\g’(g) olL(¢)o Tg)\g,l; somit ist ¢ eine
Immersion, eine Submersion bzw. étale.

(a) ker ¢ = ¢~ 1({e}) ist abgeschlossen, also eine Untermannig-
faltigkeit mit L(ker ¢p)={v € L(G): expg(Rv) C ker ¢} (Satz 18.1).



Ist v € ker L(¢), so ist fiir alle t € R

¢(expg(tv)) = expy(tl(9)(v)) = expy(0) = e,
also exp(Rv) C ker ¢ und somit v € L(ker ¢). Ist umgekehrt
v € L(ker(¢)), so ist expg(Rv) C ker ¢, also

expy(tL(¢)(v)) = ¢(expg(tv)) = e
fiir alle t € R. Da expy auf einer 0-Umgebung injektiv ist, folgt
L(¢)(v) =0, also v € ker L(¢). Aus (a) folgt unmittelbar auch (b).
(d) Nach Satz 8.10 ist dim(G) > dim(H). Da L(¢): L(G) — L(H)
nach (b) injektiv ist, ist auch dim L(H) > dim L(G); die
Dimensionen sind also gleich und L(¢) ist ein Isomorphismus.
(c) Nach (a) und Folgerung 7.2 kdnnen wir Q := G/ ker ¢ so zu
einer Liegruppe machen, dass q: G — Q, g+ g ker ¢ eine
Submersion wird. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen
bijektiven Gruppenhomomorphismus v: @ — H derart, dass
Y oq= ¢, also (g kerp) = ¢(g) fiir alle g € G. Dieser ist nach
Folgerung 5.2 glatt. Nach (d) ist L(%)) bijektiv, also

L(¢) = L(¢)) o L(q) surjektiv. O



Jeder stetige Gruppenhomomorphismus ¢: G — H zwischen
Liegruppen ist glatt.

Beweis. Nach Lemma 18.3 geniigt es zu zeigen, dass ¢|y glatt ist
fiir eine offene e-Umgebung U C G. Wegen Lemma 18.4 diirfen wir
somit annehmen, dass G o-kompakt ist. Somit ist auch der Graph

M:={(g.¢(g)): g € G}

o-kompakt, da h:= (idg,¢)|": G =T, g+ (g, ¢(g)) stetig und
surjektiv ist. Als Graph eines Gruppenhomomorphismus ist I eine
Untergruppe der Liegruppe G x H und diese ist abgeschlossen, da
¢ stetig ist. Nach Satz 18.1 ist I eine Untermannigfaltigkeit von
G x H. Die Abbildung 7: I — G, (g, h) — g ist glatt und ein
bijektiver Gruppenhomomorphismus, nach Folgerung 18.6 (d) also
ein C>-Diffeomorphismus. Folglich ist 71 = h glatt, somit auch
die zweite Komponente ¢. [J
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§19 Mehr iiber Transformationsgruppen

Wir setzen §9 fort. Sei G eine Liegruppe und (M, o) eine G-Menge
mit der Wirkung o: G x M — M, (g, x) — g.x. Wir zeigen:

Satz 19.1

Ist M ein Hausdorffscher topologischer Raum und o stetig, so gilt:

(a) Fiir jedes x € M ist der Stabilisator G, eine abgeschlossene
Untergruppe und Untermannigfaltigkeit von G; es gibt eine
eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf der Bahn G.x,
welche die Bahnabbildung G — G.x, g — g.x zu einer
C°°-Submersion macht. Diese macht die Inklusion G.x — M
stetig und die Abbildung G/Gx — G.x, gGx — g.x zu einem
C*°-Diffeomorphismus.

Ist G o-kompakt und M lokalkompakt, so gilt zudem:

(b) Wirkt G transitiv auf M, so ist die Abbildung f: G/Gx — M,
gGy — g.x ein Homdomorphismus.

Hierbei betrachten wir G/ Gy als glatte Mannigfaltigkeit wie in
Folgerung 7.2.



Satz 19.2
Ist M eine CX-Mannigfaltigkeit mit k € NU {co} und ist o
Ck, so gilt mit der C>°-Mannigfaltigkeit G /G, aus Folgerung 7.2:

(a) Fiir jedes x € M ist die Abbildung f: G/Gx — M, gGy — g.x
eine CK-Immersion.

Ist G o-kompakt, so gilt zudem:

(b) Wirkt G transitiv auf M, soist f: G/Gx — M, gGy — g.x
ein Ck-Diffeomorphismus.

Bemerkung 19.3. In der Situation von Satz 19.1 (b) bzw. 19.2 (b)
konnen wir M die glatte Mannigfaltigkeitsstruktur (mit maximalem
C*°-Atlas A) geben, welche f zu einem C°-Diffeomorphismus
macht. Diese ist mit der gegebenen Topologie auf M bzw. dem
gegebenen maximalen Ck-Atlas B vertriglich (im Sinne A C B),
da f fiir die gegebene Topologie ein Homoomorphismus (bzw. ein
Ck-Diffeomorphismus nach (M, B)) ist. Fiir die glatte
Mannigfaltigkeitsstruktur ist o: G x M — M glatt, denn die
Wirkung 7: G x G/Gyx — G /Gy, (g, hGx) — ghGy ist nach



Folgerung 7.2 glatt. Also ist f o 7 = o o (idg xf) glatt und somit
auch o, daidg Xf: G x G/Gx — G x M ein
C>°-Diffeomorphismus ist fiir (M, A).

Unter den genannten Voraussetzungen |3sst sich also sagen:

Stetige transitive Wirkungen o: G x M — M einer Liegruppe sind
fiir eine eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur A auf M glatt
und war o bereits C* fiir einen maximalen CX-Atlas B auf M, so
ist A C B.

Beweis von Satz 19.1. a) Die Untergruppe G, = o(-, x)~1({x}) ist
abgeschlossen, nach Satz 18.1 also eine Untermannigfaltigkeit. Fiir
den Rest von (a), siehe §9. (b) zeigen wir im Anhang zu §19.

Beweis von Satz 19.2. (a) Die C*°-Mannigfaltigkeitsstruktur auf
G/Gyx macht q: G — G/Gy, g — gGx zu einer Submersion. Die
Bahnabbildung 0% := o(:,x): G — M ist C*° und f o g = ¢*, also
f glatt (Folgerung 5.2). Fiir g € G sind 05 :=0(g,"): M = M
und 75: G/Gx = G /Gy, hGx — ghG, Diffeomorphismen und
forg =o0gof, fiirz:=gGy also T,f o TG 7g = Txog0 Tg,f und



somit T,f genau dann injektiv, wenn Tg¢ f es ist. Ist

w € ker(Tg,f), so gibt es ein v € L(G) mit w = T.q(v). Sei

Y (t) = expg(tv) fiir t € R. Fiir g, h € G ist gh.x = g.(h.x), also
(6% 0 Ag)(h) = (o4 0 0*)(h), folglich

0¥oXg=0g00 und To*o TA; =Togo To™. (1)

Wegen foq = 0" ist To*(v) = Tf(Tq(v)) = Tf(w) = 0. Setzen
wir n(t) := v, (t).x fir t € R, so ist n = 0 0 ~,, somit

n(t) = To*((t)) = TUX(T)\%(t)(v)) = To,, () To*(v) =0,

wobei die dritte Gleichheit (1) benutzt. Also ist n: R - M
konstant, somit 7, (t).x = 7,(0).x = e.x = x fiir alle t und folglich
Y(t) € Gx. Also ist g o, konstant und somit

w = Tq(v) = Tq(7+(0)) = Ta([w]) = [gon] = 0.

(b) Nach (a) ist fiir jedes z € G/G, die Tangentialabbildung

T.f: T;(G/Gx) = T¢zyM injektiv und somit bijektiv, da nach
dem Satz von Sard dim T,(G/Gx) > dim T¢;)M. Die bijektive
Abbildung f ist also étale und somit ein Ck-Diffeomorphismus. []



Anhang zu §19

Zum Beweis von Satz 19.1(b) benétigen wir weitere Topologie. Ist
K ein kompakter topologischer Raum, so gilt fiir jede Familie
(Aj)jes abgeschlossener Teilmengen A; C K mit J # (:

ist njeJAj ?é @

Sonst wire (K \ A})jes eine offene Uberdeckung von K, hitte also
eine endliche Teiliiberdeckung (K \ Aj)jce; es ergdbe sich
ﬂj€¢ Aj = (0 im Widerspruch zur Annahme.

Ist ﬂj@ A;j # () fiir jede endliche, nicht leere Teilmenge ® C J, so J

Lemma 19.4 (Satz von Baire fiir lokalkompakte Raume)

Ist X # (0 ein lokalkompakter topologischer Raum und (Ap)nen
eine Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit X = [J,cy An
so existiert ein n € N mit A9 # ().

Beweis. Wire A% = () fiir alle n € N, so wire U, := X \ A, eine
nicht leere, dichte offene Teilmenge von X fiir jedes n € N und
MNhen Un = 0. Wihle x; € Ur; dann hat x; eine kompakte



Umgebung Ki in U;. Sind kompakte Teilmengen K; C U; mit
Kj # 0 bereits gefunden fiir j € {1,..., n} derart, dass K; C K?,,
fir alle j € {1,...,n— 1}, so ist K2 eine offene, nicht leere
Menge. Da U1 dicht ist, existiert ein xp41 € Upy1 N KP. Da X
lokal kompakt ist, existiert eine kompakte Teilmenge

Knt1 C Unr1 N KL mit x,11 € K7, ;. Jede der kompakten Mengen
K ist abgeschlossen in der kompakten Menge K und

N1 Ki = Ki # 0; also ist ey Un 2 Moy Kn # 0, Widerspruch.

Lemma 19.5 (Offenheitssatz fiir transitive Wirkungen)

Es sei G eine o-kompakte Liegruppe, X ein lokalkompakter top.
Raum und o: G x X — X eine stetige, transitive Wirkung. Fiir
jedes x € G ist dann die Bahnabbildung G — X, g — g.x offen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede e-Umgebung U C G die
Menge U.x eine x-Umgebung ist, denn fiir jedes g € G und jede
g-Umgebung W C G ist dann W.x = o, ((g 1 W).x) eine
g.x-Umgebung, da o, :=o(g,-): X = X ein Homéomorphismus
ist. Nun ist G = UneN K, mit kompakten Teilmengen K, C G. Es
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existiert eine kompakte e-Umgebung V C G mit V1V C U.
Dann ist K,, € ®,V mit einer endlichen Teilmenge ¢, C K, also
G = U, co 8V mit der abzdhlbaren Menge & := oy ®». Da

X = G.x = zeco(gV)-x mit den kompakten, also abgeschlossenen
Mengen (gV').x, gibt es nach Satz 19.4 ein g € ¢ mit

((gV).x)° # 0. Anwendung von 0,1 zeigt, dass (V.x)° # (). Sei
etwa v.x € (V.x)° mit v € V. Anwenden von o1 liefert
x€(viVx)eCUx. O

Beweis von Satz 19.1 (b). Nach Lemma 19.5 ist die
Bahnabbildung 0% := o(+,x): G — M offen. Die kanonische
Abbildung q: G — G/ Gy ist ein surjektive Submersion, also eine
Quotientenabbildung. Da f o g = o stetig ist, ist die bijektive
Abbildung f nach Lemma 10.5 stetig. Fiir jede offene Menge
UC G/Gyist f(U) = f(q(qg~1(V))) = o*(g~1(U)) offen in M,
also f offen. [J
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§20 Mehr zu Differentialgleichungen

Fir k € NU {00} betrachten wir folgende Situation:

20.1 Es sei J C R ein offenes Intervall und f: J x M — TM ein

zeitabhingiges Ck~1-Vektorfeld, das im Fall k = 1 eine lokale

Lipschitzbedingung erfiille. Fiir tg € J und yg € M sei

Dto.y0: lto,y0 — M die maximale Losung des Anfangswertproblems

y(t) = f(t)y(t))a y(tO) =)o

Weiter sei  := (4, yo)esxm ltoe X {(t0,%0)} € J X J x M und
FI: Q — M, (t, to,yo) — F|t71_-0(y0) = ¢t0,y0(t)

der zugehorige Fluss.

Wir geben ein Kriterium dafiir, dass f vollstandig ist, also /z, ,, = J
fiir alle (to, yo) € J x M.

Anwendung von Satz 17.25 mit Parametermenge N := {0} liefert:

Q ist offen in J x J x M und der Fluss FI: Q — M ist Ck-1. O
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Ist M in 20.1 kompakt, so ist f: J x M — TM vollstandig.

Dies folgt aus dem nichsten Satz, da die Wahl K := M andernfalls
einen Widerspruch ergibe.

Satz 20.4
Ist in der Situation von 20.1

sup Iy, < supJ (1)

(bzw. inf I, ,, > inf J), so existiert fiir jede kompakte Teilmenge
K C M ein ti € Iy, y, derart, dass ¢y, (t) & K fiir alle t > tk
(bzw. t < tk) in J.

Beweis. Gelte (1); die zweite Situation diskutiert man analog.
Ware die Schlussfolgerung falsch, so gibe es eine Folge (tp)nen in
lty.yo derart, dass z, 1= ¢y, y,(tn) € K fiir alle n € N und

tn — sup Iy o =: 7 fiir n = 0o. Da 7 < sup J nach (1), ist 7 € J.
Um jeden Punkt x aus K gibt es eine Karte ¢ und x liegt im
Urbild einer kompakten Kugel um ¢(x); dieses. ist metrisierbar. Da
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die Urbilder der entsprechenden offenen Kugeln K iiberdecken,
folgt: Man kann K durch endlich viele metrisierbare kompakte
Mengen Ki, ..., K, iiberdecken. Da eine davon z, enthalt fiir
unendlich viele n, diirfen wir nach Ubergang zu einer Teilfolge
annehmen, dass K zudem metrisierbar ist. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge kann somit die Folge (z,)nen konvergent angenommen
werden. Sei z der Limes. Dann ist (7,7, z) € . Da Q offen ist und
(T, tn, zn) = (7,7, 2), existiert ein n mit (7, tn, Pty (tn)) € Q.
Nach Lemma 17.9(b) ist dann 7 € Iy, y, und Fl ¢ (Fls, +,(v0)) =
Flr & (y0). Da ly y, offen ist, folgt sup Iy, ,, > 7, Widerspruch. [J

Satz 20.5

In 20.1 sei N eine Untermannigfaltigkeit und abgeschlossen in M.
Es sei f(t,p) € T,N fiir alle (t,p) € J x N, also

h:= f|yxn: Jx N — TN ein Ck—1-Vektorfeld auf N. Ist k = 1, so
erfiille h eine lokale Lipschitzbedingung. Fiir (to, yo) € J x N sei
Dto.y0° lto,y0 — M die maximale Losung des Anfangswertproblems

y(t) = f(t,¥(t)), y(to) =y
auf M. Dann gilt ¢, ,,(t) € N fiir alle t € Iy, und ¢y, y, ist die
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maximale Lésung des Anfangswertproblems y(t) = h(t, y(t)),
y(to) = yo auf N. J

Beim Beweis nutzt folgende Beobachtung:

Lemma 20.6

Ist N eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer
Ck-Mannigfaltigkeit M mit k € NU {oo}, so ist TN eine
2n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TM und die
Ck=1_-Mannigfaltigkeitsstruktur auf TN als Untermannigfaltigkeit
stimmt liberein mit derjenigen als Tangentialbiindel von N.

Ist j: N — M die Inklusionsabbildung, so ist Tj injektiv; wir
identifizieren TN mit der Teilmenge Tj(TN) von TM.

Beweis. Fiir p € N sei ¢: Uy — V, € R™ eine an N angepasste
Karte von M um p, also ¢(Uy N N) = Vg N (R"” x {0}). Wir
betrachten die linearen Abbildungen pry: R” x R™™" — R”",
(x,y) — xund i: R” - R™, x> (x,0). Setzen wir

W, = i71(Vy) = i71(V, N (R" x {0})), so ist



on: Uy NN — Wy CR”, x — pri(é(x)) eine Karte fiir N und
Ton: T(Uqgﬂ N) — Wiy x R"
eine Karte des Tangentialbiindels TN. Wir haben
Ti:R"xR" = R" xR", (x,y)+~ ((x,0),(y,0)).
Wegen i o ¢y = ¢ o jly,nn ist
To(TUs N TN) = To(T(Up N N)) = Te(Ti(T(Us N N))) = TiTon(T(Up N N))
= Ti(Ws xR") = Wy x {0} x R" x {0}.
Mit dem Vektorraum-Automorphismus «: R>™ — R?™,
(a, b, c,d) — (a,c, b,d) fiir a,beR", ¢,d € R " ist
aoTo: TUy — o Vy x R™) =: Q eine Karte fiir TM derart, dass
(o TP)(TU, N TN) = W, x R” x {0} = Q N (R?" x {0});
es ist also o T¢ eine an TN angepasste Karte. Somit ist TN eine
2n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von TM. Mit der
Projektion 7: R2" x R(m=") — R2" ist o a0 Ti = idgem. Die zu
a o T¢ gehdrige Untermannigfaltigkeitskarte (o To) gy =
mo(ao Te)o Tjlry,ntn = moao Tio Toy stimmt mit T(dy)
iiberein: Gleiche Ck~1-Mannigfaltigkeitsstruktur auf: TN. [J
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Beweis von Satz 20.5. Das Urbild

A= (’Yto»/o)il(lv)

ist abgeschlossen in Iy, da 74, stetig und N in M
abgeschlossen ist. Da 7y, ,,(to) = yo € N, ist tg € A, also A # (.
Fiir jedes 7 € A hat das Anfangswertproblem y(t) = h(t,y(t)),
¥(T) = Yto,y0(7) eine Losung n: | — N auf einem offenen Intervall
I C Iy, mit 7€ /. Ist j: N — M die Inklusion, so sind die
Vektorfelder h(t,-): N — TN und f(t,-): M — TM fiir jedes

t € J liber j verkniipft, somit j o ) eine Losung von

y(t) = f(t,y(t)), Y(7) = bty,y0(7) (vgl. Lemma 13.28) und somit
JonN = .- Esist also | C A und somit A offen. Da Iy,
zusammenhangend ist, folgt A = Iy, . Also ist ¢y, (t) € N fiir
alle t € Iy, ,,. Die Abbildung v: Ity o — N, t = g, (t) ist C und
wie in Lemma 13.28 sieht man, dass v das Anfangswertproblem
y(t) = h(t,y(t)), y(to) = yo lost. Die Losung ist maximal, da jede
Losung auch eine von y(t) = f(t, y(t)), y(to) = yo ist. O
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§21 Vektorbiindel und Kozykel

Tangentialbiindel wurden schon diskutiert; nun lernen wir
allgemeinere Vektorbiindel kennen. Zunidchst ein Spezialfall.

Definition 21.1

Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € Ng U {oo} und F ein
endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Das triviale
Ck-Vektorbiindel iiber M mit typischer Faser F ist die
C*-Mannigfaltigkeit E:=MxF,

zusammen mit der Projektion pry: E — M, (x,y) — x und der
eindeutigen Vektorraumstruktur auf

E. = (pr1)~1({x}) = {x} x F, welche die bijektive Abbildung
E. — F, (x,y) — y zu einem Isomorphismus von Vektorraumen
macht.

Allgemeine Vektorbiindel sehen lokal aus wie triviale.
Definition 21.2
Sei M eine C*k-Mannigfaltigkeit mit k € Ng U {oo} und F ein




endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Ein C*-Vektorbiindel
iiber M ist eine CK-Mannigfaltigkeit E, zusammen mit einer
surjektiven CK-Abbildung 7: E — M und einer Vektorraum-
struktur auf E, := 7~ 1({x}) fiir x € M, wenn fiir jedes xp € M
eine lokale Trivialisierung von E existiert iiber einer offenen
Teilmenge U C M mit xg € U, also ein Ck-Diffeomorphismus

0: Ely — Ux F auf E|y:=n"1(U)

derart, dass gilt:
(i) Fiir jedes x € U ist §(Ex) = {x} x F, also pry 00 = 7|g|, mit
der Projektion pry: U x F — U, (x,y) — x;
(ii) Setzen wir 0, :=pryo060: E|y — F mit pry: U X F — F,
(x,y) — y, soist fiir jedes x € U die Einschrankung 6:|g, :
E, — F linear (also ein Isomorphismus von Vektorraumen).

Man nennt E den Totalraum des Vektorbiindels, M seine Basis, 7
die Biindelprojektion und E, die Faser von E iiber x.
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Beispiel 21.3. Fiir jede m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit M mit
k € NU {oo} ist das Tangentialbiindel TM mit der
Biindelprojektion w7y : TM — M ein Ck~1-Vektorbiindel iiber M
mit typischer Faser R". Fiir jede Karte ¢: Uy — V, C R von M
ist die Abbildung

(7TTU¢,d¢): TU¢ — U¢ x R™
eine lokale Trivialisierung (Diffeo, da gleich (¢! x idgm) o T¢).

Bemerkung 21.4. Ist (E, ) ein Ck-Vektorbiindel iiber M mit
typischer Faser F und H ein zu F isomorpher Vektorraum (z.B.

H :=R" mit der Dimension n von F), so ist E auch ein
Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser H, da man lokale
Trivialisierungen wie oben von links mit dem C¥-Diffeomorphismus
idy xa komponieren kann, mit einem Isomorphismus a: F — H.
Man konnte also stets F = R” wahlen; es ist jedoch hilfreich fiir
manche Konstruktionen, allgemeinere Fasern zuzulassen.

Fiir jedes Ck-Vektorbiindel (E, ) iiber M ist 7: E — M eine



Ck-Submersion. Weiter ist der Nullschnitt Op;: M — E,
x — 0y € E, eine Einbettung von Ck-MannigfaItigkeiten.

Beweis. Per Definition sieht 7 lokal aus wie die Projektion
pri: M x F— M, (x,y) — x und somit wie die Projektion
R™ x R" — R™, mit m = dim(M) und n = dim(F). Nach Satz 5.1
(bzw. Definition 13.2) ist 7 also eine Submersion. Fiir jedes x € M
gibt es eine lokale Trivialisierung 0: E|y — U x M von E um x.
Nun ist @ ein Ck-Diffeomorphismus und

0 o Opm|y = (idy,0)
mit der konstanten Nullfunktion U — F als zweiter Komponente,
also CX. Folglich ist Op|y eine C*-Abbildung. Da (idy,0) lokal
aussieht wie i: R™ — R™ x R", z — (z,0), sieht auch Oy, lokal so
aus, ist also eine Immersion (Satz 4.3). Da m o Oy = idpy, ist Oy
weiter eine topologische Einbettung (mit stetiger Umkehrfunktion
7T|OM(M)), also eine Einbettung von CK-Mannigfaltigkeiten. [J

Definition 21.6.
Ein Ck-Vektorbiindel 7: E — M mit typischer Faser F heiBt
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trivialisierbar, wenn es eine globale Trivialisierung gibt, also eine
lokale Trivialisierung 6: E — M x F mit Definitionsbereich E.

Beispiel 21.7

Fiir jede Liegruppe G ist das Tangentialbiindel TG mit
n1c: TG — G ein trivialisierbares Vektorbiindel mit typischer
Faser T.G = L(G).

| \

Da m76: TG — G eine Submersion ist, ist TG = (77¢) 1 ({e})
eine Untermannighfaltigkeit von TG. Mit der glatten Wirkung
GxTG— TG, (g,v) — TAg(v) ist also

0: TG — G x T.G, v (m16(v), 716(v) " 1v)
eine glatte Abbildung, deren zweite Komponente auf T,G gleich
TgAg-1: TgG — TG und somit linear ist. Die glatte Abbildung

GxTG— TG, (g,v)—g.v

ist die Umkehrfunktion zu € und somit 6 eine globale
Trivialisierung.
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Beispiel 21.8

Das Mébiusband kann als glattes Vektorbiindel E iiber dem
Einheitskreis M := S; betrachtet werden, mit typischer Faser R
(ein “Geradenbiindel”). Es ist nicht trivialisierbar.

Das Komplement E \ Op(M) des Nullschnitts ist némlich
wegzusammenhingend (siehe Skizze). Fiir jedes triviale
Geradenbiindel M x R ist jedoch

(M xR)\ (M x{0}) = M x (R\ {0})
nicht wegzusammenhéngend, und Analoges gilt fiir trivialisierbare
Geradenbiindel iiber M (siehe Ubung).
21.9 Neue Vektorbiindel aus gegebenen (Beweise spiter).
Sei k € No U {00} und M eine Ck-Mannigfaltigkeit.
Whitney-Summe zweier Vektorbiindel

Sind m1: E; — M und ma: E, — M Ck-Vektorbiindel mit typischer
Faser F1 bzw. F, soist £E1 @ E> := [J ey ((El)x X (Eg)x) ein
Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F; x F und

m: E1® Ey — M, (v,w) — m1(v) = ma(w).
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Fir einen endlich-dimensionalen reellen Vektorraum F sei

F* := Homg(F,R) sein Dualraum, der Vektorraum aller linearen
Abbildungen A: F — R (auch "“lineare Funktionale”) genannt.

Dualbiindel
Fiir jedes C*-Vektorbiindel E mit typischer Faser F ist

E* = | (E)*
xEM
ein Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F* und der
Biindelprojektion 7: E* — M, XA — x fiir A € (Ex)*.

Beachten Sie, dass (Ex)* N (E,)* =0 fiir x # y in M, da
E, N E, = 0 und wir einem A € (E,)* seinen Definitionsbereich
ablesen konnen.

Insbesondere haben wir fiir jede m-dimensionale
Ck-Mannigfaltigkeit M mit k € NU {oo} das zum
Tangentialbiindel TM duale Ck~1-Vektorbiindel

"M = (TM)*
iber M, mit typischer Faser (R™)* (das Kotangentialbiindel).
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Fiir das Tensorprodukt von Vektorrdumen sei auf Aufgabe P39
verwiesen. Viele Fachmathematik-Studierende haben es bereits
kennen gelernt (z.B. in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis im
WS 20/21); fiir Lehramtsstudierende ist es hier kein Priifungsstoff.

Tensorprodukte von Vektorbiindeln

Sind 71: E; — M und m5: E, — M C*-Vektorbiindel mit typischer
Faser F; bzw. F», so ist

EE®E = U ((E1)x ® (E2)x)
xeM
ein Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F; ® F, und
77 1({x}) = (E1)x ® (E2)x, wobei die Tensorprodukte (E1)x ® (Ez)x
zueinander disjunkt gewahlt werden fiir verschiedene x.

’

Fiir ein Vektorbiindel E — M haben wir rekursiv die
Tensorpotenzen E®" := E®("~1) & E fiir n > 2. Wir setzen
E®0 .= M x R.
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Tensorbiindel

Ist M eine CX-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oo}, so haben wir fiir
n, m € Ny das Tensorbiindel

(TM)®" ® (T*M)=.

Weitere Konstruktionen sind moglich, z.B.

Vektorbiindel linearer Abbildungen

Sind 71 E; — M und mp: E; — M C*-Vektorbiindel mit typischer
Faser F1 bzw. Fy, so ist

HomR(El, Eg) = U HOmR((El)x, (E2)X)
xeM

ein Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser Homg(F1, F2) und
m: Homg(Ei1, E2) = M, a — x fiir o € Homg((E1)x, (E2)x)-

Definition 21.10
Sei k € No U {oo}. Fiir j € {1,2} sei (Ej,7;) ein Ck-Vektorbiindel

Prof. Dr. Helge Gldckner Mannigfaltigkeiten




mit typischer Faser F; iiber einer CX-Mannigfaltigkeit M;. Eine
Ck-Abbildung ¢: E; — E, heiBt Morphismus von
Ck-Vektorbiindeln, wenn fiir jedes x € M ein f(x) € M, existiert
derart, dass ¢((E1)x) € (E2)f(x) und die Einschrdnkung von ¢ zu
einer Abbildung (E1)x — (E2)f(x) linear ist.

Dann ist also mpo¢=fom,
folglich f eine Ck-Abbildung, da 71 eine surjektive Submersion ist.

Ist T 0 ¢ = f o 1, so nennt man ¢ auch einen Morphismus von
Ck-Vektorbiindeln iiber f.

Ein Morphismus ¢: E; — E» von CK-Vektorbiindeln wird Iso-
morphismus von C*-Vektorbiindeln genannt, wenn ein Morphismus
Y1 Ey — Eq existiert mit ¢ o ¢ = idg, und ¢ o) = idg,.

Ist M := My = M, und ¢ ein Isomorphismus von
Ck-Vektorbiindeln iiber idy, so nennen wir ¢ eine Aquivalenz von
Vektorbiindeln. Existiert eine solche, heiBen die C*-Vektorbiindel
(E1,m1) und (Ep,m2) liber M &quivalent.



Beispiel 21.11 Fiir jede Ck-Abbildung f: M; — M, zwischen
Ck-Mannigfaltigkeiten mit k € NU {oo} ist Tf: TM — TN ein
Morphismus von Ck—1_Vektorbiindeln iiber f (damrno Tf = fomrm
und Tf|r,m: TeM — Ty N linear ist).

21.12. Ist F ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, so
schreiben wir GL(F) fiir die Gruppe aller Vektorraum-
Automorphismen von F (also GL(F) := Autg(F)). Ist a: F — R”"
ein Isomorphismus von Vektorraumen, so ist die Abbildung

Endg(F) — Endg(R"), B+ aofoa?

ein Isomorphismus unitaler assoziativer R-Algebren, bildet also
GL(F) auf GL(R") ab. Durch Zuordnung der darstellenden Matrix
beziiglich der Standard-Basis von R” haben wir weiter einen
Isomorphismus unitaler assoziativer R-Algebren,

Endg(R") — R™",

der GL(R") auf die offene Menge GL,(R) C R"*" der Algebra der



reellen (n x n)-Matrizen abbildet. Also ist GL(F) eine offene
Teilmenge des Vektorraums Endg(F) = R"*" aller
Endomorphismen von F und somit eine glatte Mannigfaltigkeit.
Eine Abbildung f: N — GL(F) von einer Ck-Mannigfaltigkeit N
nach GL(F) (oder Endg(F)) ist genau dann C, wenn

fNxF—F,  (xy)~ f(x)()
eine Ck-Abbildung ist (Aufgabe P35).

Definition 21.13

Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k € Ng U {oo} und (E, 7)
ein Ck-Vektorbiindel iiber M mit typischer Faser F. Eine Familie
(6)jes von lokalen Trivialisierungen 0;: E|y, — U; x F von E
heiBt Vektorbiindel-Atlas, wenn M = | J;, U;.

Sei pry: M x F — F die Projektion (x,y) + y. Per Definition einer
lokalen Trivialisierung ist fiir jedes j € J und x € U; die Abbildung

pr209j|EX: E.— F

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Fir alle<,j € J und x=in
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der offenen Menge Uj; := U; N U ist also
gii(x) = praobile, o (praobjlg) ™" € GL(F).
Es ist weiter gi(E’Uij) = U,'J' X F= ej(E’U,-j) und
9,‘09;1: UU X F — U,'j x F

ein Ck-Diffeomorphismus, gegeben durch (x,y) — (x, g;j(x)(y))
fiir alle (x,y) € Uj x F. Fiir x € Ujj und v € E, ist ndmlich

0;j(v) = (x,y) mit y:=(prao0jlg)(v)
und somit (6; o 91._1)(X,y) =0;(v) = (x, (pry00;)(v)) mit
v = (pryo0;|g, )" (y). Die Abbildung

(g9)": Uy x F = F, (x,y) = gi(x)(y)
ist Ck als zweite Komponente der CK-Abbildung 6; o ijl. Also ist
gij: Uj — GL(F) eine C*-Abbildung. Fiir alle i € J und x € U; ist
g,-;(x) = id/:, da

gii(x) = praobile, o (praobile,) .

Fiir alle /,j,£ € Jund x € U; ¢ := U; N U; N Uy ist-weiter



8ij(x) o gje(x) = gie(x), denn

gi(x)ogje(x) = (pry 0 0ile, )o(pra 0 61l e,) " o(pra o Oile, Jo(pry 0 Oele,) ™ = gie(x),
da die Komposition der mittleren zwei Isomorphismen (die
zueinander invers sind) gleich idg, ist.

Man nennt (gjj); jcs den vom Vektorbiindel-Atlas (6;);e
induzierten Kozyklus.

Nach dem Vorigen ist dieser ein GL(F)-wertiger Ck-Kozyklus zur
offenen Uberdeckung (U;)jcy, im folgenden Sinn.

Definition 21.14

Ist G eine Liegruppe, M eine Ck- Mannigfaltigkeit mit

k € No U {oco} und (U;)jey eine offene Uberdeckung von M, so

setzt man Uj; := U; N U; sowie Uy := U; N U; N Ug fiir alle

,J,E € J und nennt eine Familie (gj;)i jcs von C*-Abbildungen
i Uj — G einen G-wertigen C*-Kozyklus zur Uberdeckung,

wenn giji(x) = e fiir alle i € J und x € U; und

gii(x)gje(x) = gie(x) firalle i,j,¢ € Jund x € Ujp.




Wegen gii(x)gji(x) = gii(x) = e ist stets gji(x) = g,-j(x)_l.

Satz 21.15 (Eindeutigkeitssatz)

Es seien M eine CX-Mannigfaltigkeit mit k € No U {00}, F ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und (Ej, 1) sowie (Ep, )
Ck-Vektorbiindel iiber M mit typischer Faser F. Gibt es fiir eine
offene Uberdeckung (Uj)jes von M Vektorbiindel-Atlanten von
lokalen Trivialisierungen 0, : E1]Uj — U; x F fiir E; und

©;: Ea|y; — U;j x F fiir By, die den gleichen GL(F)-wertigen
Kozyklus (gjj)ijes induzieren, so sind E; und E; dquivalente
Ck-Vektorbiindel.

Genauer: Die Abbildung
b B = By, v ©71(0(v)) fiirj € Jund v € Eiy,

ist eine Aquivalenz von CK-Vektorbiindeln.

Beweis. 1) ist wohldefiniert, denn fiir v € (E1), mit x € Ui N U; ist
01 (0;(v)) = ©;(x, (pra ojl(£,),)(v))



(Pr200;l(&,),) " © Pra ojl(gy). ) (v)

pry 00l(£,),) " © 8ii(x) o gji(x) o pry obi|(g,), ) (v)
= (prp 09:‘!(52)) o pry obi|(g,), ) (V)
= 07 16:(v)).

1

(
-

Fiir alle j € J ist @Il O@j: E1|Uj — E2|Uj ein
Ck—DifFeomorphismus. Ist x € M, so existiert ein j € J mit x € U;.
Fiir alle v € (E1)x ist dann

$(v) = (pra 0 Bjl(g),)  ((Pra 0 b)), ) (v)) (1)

n (E2)x, also m 0 ¢p = m1. Nach (1) ist ¥|(g,), : (E1)x = (E2)x
zudem linear in v. O

Satz 21.16 (Existenzsatz)

Es seien M eine CX-Mannigfaltigkeit mit k € No U {oo}, F ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und (U;);c; eine offene

Uberdeckung von M. Zu jedem GL(F)-wertigen Ck-Kozyklus
(gi)ijes zu (U;)jey existiert dann ein CK-Vektorbiindel (E, )
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mit typischer Faser F, fiir das ein Vektorbiindel-Atlas von lokalen
Trivialisierungen 0;: E|y, — U; x F existiert, der den gegebenen
Kozyklus induziert.

Wir folgern dies aus einem Lemma.
Lemma 21.17

Es seien M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € Ng U {oo}, F ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und (gjj)i jcs ein GL(F)-wertiger
Ck-Kozyklus zu einer offenen Uberdeckung (Uj)jes von M. Fiir
eine Menge E und eine surjektive Abbildung 7: E — M sei auf
jeder Faser E, := = 1({x}) eine Vektorraumstruktur gegeben.
Weiter gebe es bijektive Abbildungen ¢;: E|y, — U; x F fiir j € J
derart, dass pr, 0 6;|g, linear ist fiir alle x € U; (mit

Ely, := 7 *(U))) und

(6067 1)(x,¥) = (x, 85(x)(¥)) (2)
firalle i,j € J, x € UiNU; und y € F. Dann existiert eine
Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf E, die (E,7) zu einem
Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F macht und (0))jes
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zu einem Vektorbiindel-Atlas. Dieser induziert den gegebenen
Kozyklus (g,'j),'JeJ.

Beweis. Die Abbildungen 9]1: Uj x F — E sind injektiv fiir alle

J € J und haben Bild E|y;. Fiir alle i,j € J ist das Urbild
((0;)"1)"Y(E|u,) = (Ui N'U;) x F offen und

(6; )10 t: Uy x F— Uy x F ist die CX-Abbildung aus (2).
Nach Lemma 1.26 macht die finale Topologie auf E beziiglich der
Familie (GJ._l)J-eJ jede der Mengen E|y; zu einer offenen Teilmenge
von E und 6; zu einem HomGomorphismus; nach Bemerkung 1.27
(angewandt mit 7: E — M) ist E Hausdorffsch. Unter Benutzung
der Ck-Mannigfaltigkeitsstruktur auf E]Uj, welche

0;: E|ly, — Uj x F zu einem C*-Diffeomorphismus macht, sind die
Voraussetzungen von Aufgabe P14 (a) erfiillt; es gibt also eine
eindeutige CK-Mannigfaltigkeitsstruktur auf E, welches jedes t; zu
einem CX-Diffeomorphismus (und somit zu einer lokalen
Trivialisierung) macht. Nach (2) ist der von (6;)c, induzierte
Kozyklus gleich (gjj)ijes. O
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Beweis von Satz 21.16. Es sei

X:=J{} xUyx FSIxMxF.

Fir (7, x1, y1), (j,x2,§/2) schreiben wir (i,x1,y1) ~ (J, 2, y2), wenn
x1 = xo und y1 = gjj(x)(y2). Aus den Kozyklus-Bedingungen folgt,
dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist. Schreibe [/, x, y] fiir die
Aquwalenzklasse von (i,x,y) € X und E := X/~ fiir die Menge
aller Aquivalenzklassen. Die Abbildung 7: E — M, [i, x,y] — x ist
wohldefiniert, denn aus [/, x1, y1] = [J, X2, y2] folgt x1 = x2. Wir
schreiben E|y := 7~ 1(U) fiir offene Mengen U C M und

Ey := 77 1({x}) fiir x € M. Fiir jedes j € J ist

% Uj X F— E7 (Xay) — [.j7X7y]
injektiv, denn [j, x1, y1] = [J, x2, 2] gilt genau dann, wenn x; = x»
und y; = gjj(x)(y2) = y2. Per Konstruktion gilt
(mow)(x,y) =x firalle (x,y) € U xF,
also ¥j({x} x F) C E. Es gilt sogar ©;({x} x F) = E, denn ist
[i,x,y] € Ex, soist (j, x, gji(x)(y)) ~ (i,x,y), also



[i,x, y] = [, x, 8ji(x)(y)] = ¥j(x. &i(x)(y)). Somit ist
Yi(Uj x F) = E|y,, also
0j = ;' Ely, — U x F
eine Bijektion. Nach dem Vorigen ist v;(x, gij(x)(y)) = ¥j(x,y)
firallei,j € J, xc€ UiNU; und y € F, somit

(6007 1)(x,¥) = (x, g5(x)(¥))-
Fiir x € M wahlen wir j € J mit x € U; und geben E, die
Vektorraumstruktur, die pry00)|g, : Ex — F zu einem
Isomorphismus von Vektorraumen macht. Ist auch x € U; fiir ein
i € 1, so ist nach dem Vorigen dann auch
proobilg, = gij(x) o pry o 0j|g, ein Isomorphismus von
Vektorraumen. Wir konnen nun Lemma 21.17 anwenden. [
21.18. Ist F ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so sei
F* := Homg(F,R) sein Dualraum aller linearen Funktionale
A: F — R. Fiir eine lineare Abbildung «: F; — F, betrachten wir
die duale lineare Abbildung

o Fy = Ff, A= doq;
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es gilt (idg)* = idg+ und (a0 B)* = B* o a*. Ist @ wie oben
invertierbar, so auch a* und es ist (a~1)* = (a*)7!, da
(a™H*oa* =(aoa™)* = (idg,)* = idr+ und analog a* o (a™1)* = idg,+.

Beispiel 21.19 (Dualbiindel)

Ist F ein endlich-dimensionaler Vektorraum, k € Ng U {oo} und
(E,m) ein Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F iiber einer
Ck-Mannigfaltigkeit M, so sei J die Menge aller lokalen
Trivialisierungen von E. Fiir j € J sei 0 := j: E|y; — U; x F mit
der offenen Teilmenge U; € M. Dann kann

E* = | J(E)

xeM

mit mg-: E* — M, A — x wenn X € (Ex)* in eindeutiger Weise
derart zu einem Ck-Vektorbiindel mit typischer Faser F* gemacht
werden, dass fiir jedes j € J die Abbildung ©;: E*|y, — U; x F*,
A= (x,((prao8ilg) 1) (V) fiir A € (Ex)* eine lokale
Trivialisierung ist.

Sei (gijj)i jes der vom Vektorbiindel-Atlas (6;);c; induzierte
GL(F)-wertige C¥-Kozyklus. Die Abbildung Endg(F) — Endg(F*),
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a — o ist linear, also Ck. Mit Ui := U; N U; bilden die
Abbildungen hj;: Uj — GL(F*), x — (gii(x)71)* = gji(x)* einen
GL(F*)-wertigen C*-Kozyklus zur Uberdeckung (U;)jc,. Weiter ist
©jo G)j_l(x, A) = (x, hjj(x)(N)) fur alle i,j € J, x € UiN U;j und
A€ F* da
pra((© 007 1)(x,A)) = (((pr200ile)™) o (praobjl£)*) (A)
= (praoble, o (praobile) ™) (N)
= (i(x)) () = hi(x)(A).
Also ist Lemma 21.17 anwendbar.
Beispiel 21.20 (Whitney-Summen)
Es seien (Ey,71) und (Ez, m) CK-Vektorbiindel iiber einer
Ck-Mannigfaltigkeit M mit k € No U {oo}; die typischen Fasern
seien F1 bzw. F. Es sei J die Menge aller Paare (61, 62) von
lokalen Trivialisierungen 6 von E; und 62 von E, iiber der gleichen
offenen Menge U C M. Fiir j € J schreiben wir j = (9},0?) mit
9}: E1|UJ. — Uj x Fy und HJ?: E2|Uj — Uj x F,. Dann kann

<
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Er@ B = | (E)x x (E2)x)
xeM
mit 7: By @ E; = M, (v1,v2) — m1(v1) = m2(v2) in eindeutiger
Weise derart zu einem C*-Vektorbiindel mit typischer Faser

F1 x F, gemacht werden, dass fiir jedes j € J die Abbildung
@ji (El b E2)|Uj — Uj X (Fl X Fz),

v = (v1,v2) = (w(v), (prz 0 67)(v1), (pr3 0 67)(v2))

eine lokale Trivialisierung ist, wobei prf: M x F; — M, (x,y) + x
fur ¢ € {1,2}.

Sei (g,-Jl-),-JeJ der induzierte GL(F;)-wertige CK-Kozyklus und
(g,-f),-JEJ der GL(F,)-wertige. Da die Abbildung

EndR(Fl) X EndR(Fg) — EndR(Fl X Fg), (OJ,B) = o X 6 linear,
also C¥ ist und ein Homomorphismus assoziativer unitaler
R-Algebren, sind die Funktionen

. 1 2
hij: UinU; = GL(F1 x Fp), x— g,-j(x) X g,-j(x)



Ck und bilden einen GL(F; x F,)-wertigen Kozyklus. Weiter ist

©; 007! (x, y1,¥2) = (x, hi(x) (1, y2)) fiir alle i, j € J, x € UiN U
und (y1,y2) € F1 X Fp, da mit pro: M x (F1 X F2) — F1 X Fp und
pry: M x F; — Fy fiir £ € {1,2} die ¢-te Komponente von

pra((©j o @J-_l)(x,yl,yg)) gegeben ist durch

(pra 0 b7 l(ey). © (Pra 0 6l ().) ) (x, ve) = g(x)(v0)-

Also ist Lemma 21.17 anwendbar.

Die weiteren in 21.9 angekiindigten Konstruktionen fiihrt man
analog aus (siehe Aufgaben P36 und P43).
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Ist E ein endlich-dimensionaler Vektorraum, so wird bekanntlich
eine bilineare Abbildung

ExE—-R, (v,w)—(v,w)

ein inneres Produkt auf E genannt, wenn (w,v) = (v, w) fiir alle
v,w € E (Symmetrie) und (v,v) > 0 fiir alle v € E mit (v,v) =0
genau dann, wenn v = 0 (positive Definitheit).

Definition 21.21

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oc}. Eine
Ck=1_Abbildung g: TM & TM — R wird eine k — 1 mal stetig
differenzierbare Riemannsche Metrik auf M genannt, wenn fiir
jedes x € M die Einschrankung

8x ‘= g|TXM><TXM: TXM X TXM — R

ein inneres Produkt auf T, M ist.

<
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Bemerkung 21.22. (a) Meist nimmt man k = oo und reserviert das
Wort “Riemannsche Metrik” fiir glatte Riemannsche Metriken.

(b) Viel mehr iiber Riemannsche Metriken und die zugehorige
Riemannsche Geometrie kdnnen Sie ab dem Wintersemester in
Prof. Fleischhacks Differentialgeometrie 141 lernen. Hier im Kurs
“Mannigfaltigkeiten” beriihren wir nur das Gebiet.

Auf jeder parakompakten CK-Mannigfaltigkeit M mit k € NU {co}
existiert eine k — 1 mal stetig differenzierbare Riemannsche Metrik.

Beweis. Fiir jedes z € M existiert eine Karte ¢,: U, — V, CR™
von M um z und eine C*-Funktion &, € CX(M,R) mit
&,(M) C[0,1], supp(é2) C U, und &,(z) =1 (siehe Satz 12.10).
Dann ist W, := (&,)71(]0, oo[) eine offene z-Umgebung in M. Sei
(-,): R™ x R™ — R das Standard-Skalarprodukt. Wir definieren
s TM® TM — R via
(v, w) = { E(x)(d9z(v), dgpz(w)) wenn x € Uy;

0 wenn_x € M\ supp(&;)



fiir x € M und (v,w) € TxM x T,M. Die Funktion s% ist Ck=1 (s.
21.40 fiir Details) und (s?)x := s%| T.Mx T, M ist positiv semidefinit
fiir alle x € M. Fiir x € W ist (s%)x positiv definit, also ein
inneres Produkt. Wir wihlen nun eine Ck~1-Partition (h;);c, der
Eins, welche der offenen Uberdeckung (W) 2em untergeordnet ist
(siehe Satz 12.21). Fiir jedes j € J existiert also ein z(j) € M mit
supp(h;) C W,(j). Jedes xo € M hat eine offene Umgebung @
derart, dass Jp := {j € J: supp(h;) N Q # 0} eine endliche Menge
ist. Fir alle x € Q ist dann

g =Y hi(x) (") =) hi(x) : M x TeM — R
jed Jj€db
eine endliche Summe von symmetrischen Bilinearformen, die
positiv semidefinit sind, und somit positiv semidefinit. Fiir jedes
x € M existiert ein j € Jy mit hj(x) > 0, so dass fir alle v e TM
mit v # 0 also

g(v,v) > hi(x)(s*)x(v, v) = hi(x)& () (x)(dd(j) (V). dby(v)) > O,

da x € supp(h;) € W,(jy und &,jy(w) > 0 fiir alle w € WZ(J)

Somit ist gx: TxM x T,M = R posmv defmlt also’ ein inneres



Produkt. Definieren wir g(v, w) := gx(v, w) fiir x € M und
v,w e T, M, soist fiir x € M und Q wie oben
glviw)=2%"icp hi(mrm(v))s?U) (v, w) eine Ck~1-Funktion von
(v,w) € (TM @ TM)|q, also g eine CK~1-Funktion.

21.24. Ist E ein reeller Vektorraum und n € Ny, so nennt man eine
n-lineare Abbildung

B:E"—R
eine alternierende n-Linearform auf E, wenn [3(x) = 0 fiir alle
x=(x1,...,xn) € E" derart, dass 0 < i < j < n existieren mit
x; = xj; oder aquivalent, wenn fiir alle 0 </ < j < n und
x=(x1,...,xp) € E"

ﬁ(xla ey X1y Xjy Xid L oo oy Xj—15 Xiy Xjdb1y - - - aXn) = 75(X)

(dies folgt aus Aufgabe P42). Eine alternierende 0-Linearform ist
eine beliebige Abbildung {0} = E® — R, mit dem Nullvektor
O € E.
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Definition 21.25

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oo}. Weiter sei
n € Ng und

TM®" = TM@--- & TM

die Whitney-Summe von n Kopien von TM (mit
TM® := U, em(TxM)° = Usem{0x} = Om(M) = M x {0}).
Eine Ck~1-Abbildung

w: TM®" 5 R

wird eine k — 1 mal stetig differenzierbare Differentialform vom
Grad n auf M genannt, wenn fiir jedes x € M die Einschrankung

e o= W\(TMGBH)X

eine alternierende n-Linearform ist. Im Falle n > 1 ist hierbei
(TM®"), = TyM x - -- x T,M das n-fache kartesische Produkt,
wir haben also

wx: M x -+ x TyM — R.
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Bemerkung 21.26.

(a) Meist nimmt man k = oo und reserviert das Wort
“Differentialform” fiir glatte Differentialformen. Differentialformen
vom Grad n werden kiirzer auch n-Formen genannt.

(b) Im Falle n = 0 entspricht eine k — 1 mal stetig differenzierbare
0-Form w: TM®® = Op(M) — R der Ck~1-Abbildung f: M — R,
x > w(0x).

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k € No U {oo}, weiter F ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und (E, ) ein Ck-Vektorbiindel
tiber M mit typischer Faser F. Sei J die Menge aller lokalen
Trivialisierungen von M. Fiir j € J schreiben wir

0j :=Jj: Ely; — U; x F. Sei (gj)i jes der vom Vektorbiindel-Atlas
(6))jes induzierte GL(F)-wertige CX-Kozyklus und Uj := U; N U;
furi,je J.

Satz/Definition 21.27

Fiir jede CX-Mannigfaltigkeit N und jede CX-Abbildung f: N — M
bilden die Urbilder W; := f=1(Uj;) fiir j € J eine offene
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Uberdeckung von N und die CX-Abbildungen hjj ;== gijj o f\W,—ij
fiir i,j € J einen GL(F)-wertigen CX-Kozyklus auf N. Wir
schreiben (f*(E), nrf) fiir ein CX-Vektorbiindel iiber N mit
typischer Faser F derart, dass ein Vektorbiindel-Atlas (©;);cs mit
©;: f*(E)lw, — W, x F den Kozyklus (hj;)i jcs induziert.

Bemerkung 21.28 (a) Ist N C M eine Untermannigfaltigkeit und
f: N — M die Inklusionsabbildung, so kénnen wir
f(E):=Ely=|JECE
xeN

wahlen und 7f = |g),: E|n — N. Fir jedes j € J ist namlich

QJ(E’UJ N E‘N) = (UJ N N) x F
eine Untermannigfaltigkeit von U; x F und folglich E|y, N E|y eine
Untermannigfaltigkeit von E|(,. Da E|y;, in E offen ist, ist folglich

E|n eine Untermannigfaltigkeit von E, der Durchschnitt
E|y; N E|p offen in E[y und

Oj = bjlewnel,  EInNEly, = (NN Uj) x F



ein Ck-Diffeomorphismus. Fiir die gegebene Vektorraumstruktur
auf E, fiir x € N ist pr, 0©j|g, = pry 0 6j|g, linear und weiter

(0j0071)(x,) = (x,gi(x)(y)) = (x, (g5 © F)(x))
fiir alle (x,y) € W; x F mit W; = U;n N = f1(U)).
Man nennt E|y auch die Einschrinkung von E auf N.

(b) Fiir allgemeines f kann man

F(E):== | J{x} x Erpy) SN x E
xeN
wihlen, mr: F*(E) — N, (x,v) — x und fiir W, := f~1(U;) die
lokalen Trivialisierungen
01 U (X} x Ergg) = Wi x F, - (x,v) = (x,pra(6(v)))
xeW;
mit pry: M x F — F, (x,y) — y (Ubung). Hierbei ist f*(E) das
Faserprodukt N x s E beziiglich f: N — M und der Submersion
m: E — M und somit eine Untermannigfaltigkeit von N x E.
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Definition 21.29

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit, F ein endlich-dimensionaler
Vektorraum, (E, ) ein Ck-Vektorbiindel iiber M mit typischer
Faser F und Y C F ein Untervektorraum. Eine Teilmenge D C E
heiBt Untervektorbiindel mit typischer Faser Y, wenn ein
Vektorbiindelatlas (6;)jc, von lokalen Trivialisierungen

0j: Ely, — U;j x F existiert derart, dass fiir alle j € J

Qj(Dﬂ E‘Uj) = Uj xY.

Bemerkung 21.30. Da U; x Y eine Untermannigfaltigkeit von
Uj x Fist, ist DN E]UJ. eine Untermannigfaltigkeit der offenen
Teilmenge E|Uj von E und somit D eine Untermannigfaltigkeit

von E. Die Abbildung |p ist C¥ und es ist
Dy = (r|p) ({x}) = DN Ec = 67 ({x} x Y)
ein Untervektorraum von E,. Jede der Abbildungen
@j = 9j|DmE|Uj: Dn E|Uj — U xY



ist ein C-Diffeomorphismus und pr, 0 ©;|p, = (pry o 0;|g,)|p, ist
linear fiir alle x € U;. Also ist D ein Ck-Vektorbiindel mit typischer
Faser Y.

Beispiele:

Definition 21.31

Ist M eine m-dimensionale CK-Mannigfaltigkeit mit k € N U {oo},
so nennt man fiir n € {0, ..., m} ein Untervektorbiindel D C TM

mit typischer Faser R" x {0} auch eine n-dimensionale regulére
Vektordistribution auf M.

Beispiel 21.32

Ist M eine m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit mit k € N U {oo}
und N C M eine Untermannigfaltigkeit, so ist TM]N ein
Ck-Vektorbiindel iiber N mit typischer Faser R™. Ist M
parakompakt, so existiert eine Riemannsche Metrik

g: TM® TM — R und wir kénnen das zugehorige

Normalenbiindel (TN)J_ — U (TXN)J_
xeN
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bilden mit (T, N)* == {v € T.M: (Yw € TN) gx(v, w) = 0}. J

Um zu sehen, dass (TN)* ein Untervektorbiindel von TM|y ist,
nutzen uns sogenannte lokale Rahmen. Auch bei der Diskussion
regularer Vektordistributionen (Satz von Frobenius) werden sie ein
wichtiges Hilfsmittel sein.

Definition 21.33

Sei (E, ) ein C*-Vektorbiindel iiber einer CX-Mannigfaltigkeit M,
mit k € Ng U {oo}. Ein lokaler C*-Schnitt der Biindelprojektion
7. E — M ist eine CK-Abbildung o: U — E auf einer offenen
Teilmenge U C M derart, dass wo o = idy.

Beispiel 21.34. Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k € N U {oco},
so ist ein lokaler CK=1-Schnitt fiir 77 : TM — M eine
Ck=1_Abbildung X: U — TM auf einer offenen Menge U C M mit
mrmo X = idy; also ist X ein Ck~1-Vektorfeld X: U — TU auf U.

Definition 21.35
Es sei F ein endlich-dimensionaler Vektorraum der Dimension
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n € Ny. Weiter sei k € No U {oo} und (E, 7) ein Ck-Vektorbiindel
mit typischer Faser F iiber einer CK-Mannigfaltigkeit M. Gegeben
¢ € {0,...,n} nennt man ein ¢-Tupel (o1, ...,0¢) von lokalen
Ck-Schnitten

01,...,0p: U— E

auf einer offenen Teilmenge U C M einen £-dimensionalen lokalen
Rahmen fiir E, wenn fiir alle x € U die Vektoren o1(x), ..., 0(x)
in E, linear unabhangig sind. Lokale n-dimensionale Rahmen mit
n = dimg(F) nennt man einfach lokale Rahmen fiir E.

Beispiel 21.36. Ist (£, 7) ein Ck-Vektorbiindel iiber M mit
n-dimensionaler typischer Faser F und 0: E|y — U X F eine lokale
Trivialisierung von M, so bilden fiir jede Basis by, ..., b, von F die
Ck-Funktionen

o U—E, xw=0(x,b)

fir j € {1,..., n} einen lokalen Rahmen fiir E auf U. Denn es ist
(70 0j)(x) = (07 (x, bj)) = (pry 0 0)(071(x, b;)) = x fiir jedes



x € U, also jedes o; ein lokaler C/-Schnitt. Da die Vektoren
bi,...,bn in F linear unabhingig sind und pryo0|g : Ex — F ein
Isomorphismus von Vektorrdumen ist, sind die Vektoren

aj(x) = (pra08|e,) " (by)
fir j € {1,...,n} in E, linear unabhingig.
Satz 21.37

Es sei k € NoU {oo} und (E, ) ein Ck-Vektorbiindel mit typischer
Faser F iiber einer CK-Mannigfaltigkeit M. Es sei n := dimg(F),
¢e€{0,...,n} und D C E eine Teilmenge derart, dass

D, := D N E, fiir jedes x € M

ein /-dimensionaler Untervektorraum von E, ist. Sei Y C F ein
{-dimensionaler Untervektorraum. Dann sind dquivalent:

(a) D ist ein Untervektorbiindel von E mit typischer Faser Y

(b) Fiir jedes xp € M existiert ein ¢-dimensionaler Rahmen
(01,...,0¢) von E auf einer offenen xg-Umgebung U C M
derart, dass D, = spang(o1(x),...,0¢(x)) fir alle x € U.
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Beweis. (a)=-(b): Fiir xo € M gibt es eine offene xo-Umgebung

U C M und eine lokale Trivialisierung 6: E|y — U x F von E
derart, dass O(E|y N D) = U x Y. Ist by, ..., by eine Basis fiir Y,
so bilden die CX-Funktionen

o;: U— E, x— 07Y(x, b))

fiur j € {1,...,¢} einen (-dimensionalen Rahmen fiir E auf U. Da
prool|g,np: Dx — Y ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist,
bilden die Vektoren oj(x) = (pry of|p,) " (b;) fiir j € {1,...,¢}
eine Basis fiir Dy.

(b)=-(a): Nach Bemerkung 21.4 diirfen wir annehmen, dass

F =R" und Y = R’ x {0}. Mit x9, U und o7,..., 0, wie in (b)
diirfen wir nach Verkleinern von U annehmen, dass eine lokale
Trivialisierung 6: E|y — U x F existiert. Sei

0r := pryof: E|y — F. Nach dem Basierginzungssatz gibt es
bet1,. .., b € F, die zusammen mit den b; := 6(0j(x0)) fiir
J€{1,...,0} eine Basis fiir F = R" bilden. Da GL,(R) offen in
R ist, konnen wir nach Verkleinern von U erreichen, dass fir

alle x € U die Matrix ®(x) mit den Spalten



(02 0 0;)(x)
fir j € {1,...,¢} sowie byy1,..., b, invertierbar ist. Dann ist auch
die Abbildung
Q: Ely = UxF, v (x(v),d(n(v)) (V)

eine lokale Trivialisierung fiir E und da ©(0j(x)) = (x, &), ist
O(Dy) = O(spang(oi1(x),...0¢(x))) = {x} x spang(e1,...,e) =
{x} x Y mit Y := R’ x {0}, also D ein Untervektorbiindel von E
mit typischer Faser Y. [
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Zwei Beobachtungen helfen, Differenzierbarkeit von Abbildungen in
Whitney-Summen von Vektorbiindeln oder auf Whitney-Summen
von Tangentialbiindeln nachzupriifen.

Bemerkung 21.38

In der Situation von Beispiel 21.20 ist E; & E, eine
Untermannigfaltigkeit von E; x E>. Somit ist fiir eine
Ck-Mannigfaltigkeit N eine Abbildung f: N — E; & E, genau dann
Ck, wenn pryof : N — E; und pryof : N — E, beide C* sind mit
den Projektionen pr;: E1 x Ey — Ej, (v1,v2) = v; fiir j € {1,2}.

v

Jedes x € M hat eine offene Umgebung U C M, zu der es lokale
Trivialisierungen 6°: Ey|y — U x Fy gibt fiir £ € {1,2}; es ist

O: (BE@B)|y— UxFixF, (vi,v)~(0'(v1),pr3(6%(v2)))
eine lokale Trivialisierung mit prg: U x Fp — F;. Nun ist
Y UxUxFixFy — UxFixUxFy, (x1,x2,y1,y2) = (x1, ¥1, X2, y2)
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ein Ck-Diffeomorphismus und ¢: U — U x U, x — (x, x) eine

Einbettung von CK-Mannigfaltigkeiten. Also ist auch
h:=1vo(¢xidrxr)o®: (E1® E)ly — Ux F1x UxF
eine Einbettung von CX-Mannigfaltigkeiten, das Bild also eine

Untermannigfaltigkeit S der rechten Seite. Die Abbildung ist
jedoch die Einschriankung des CK-Diffeomorphismus

0! x 0% Ef|ly x Baly = Ux Fi x Ux R,

auf (E1 © Bp)|u, also (E1 @ E;)|y eine Untermannigfaltigkeit der
offenen Teilmenge Ei|y x Ez|y von Ej x E,. Fiir die gegebene
Mannigfaltigkeitsstruktur auf (E; @ E3)|y und diejenige als
Untermannigfaltigkeit ist h: (E1 ® Ez2)|y — S ein
Ck-Diffeomorphismus, die Strukturen sind also gleich.
Bemerkung 21.39. Ist M eine CX-Mannigfaltigkeit mit

k € NU {00}, so ist fiir jede Karte ¢: Uy — V, C R™ die
Abbildung TUy — Uy x R™, v — (m1m(v), do(v)) eine lokale
Trivialisierung fiir TM, also

(TMEBTM)|U — U¢XRmXRm, (Vl, V2) — (7TTM(V1), dgf)(vl), dgf)(Vz))
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eine lokale Trivialisierung fir TM & TM. Folglich gilt:
Die Abbildung ¢: (TM & TM)|y, — V4 x R™ x R™,

(vi, v2) = (@(mTm(ve)), do(vi), dp(v2))

ist eine Karte fiir TM & TM mit Umkehrfunktion
(<, y1,¥2) = (T¢Hx, ), T H(x, y2)).
Analog fiir TM®" mit n € N. Beachte (¢(mrm(w1)), dp(v1)) = T(v1).
Beispiel 21.40. Im Beweis von Satz 21.23 wurde fiir eine Karte
¢, U, — V, eine Abbildung s*: TM & TM — R betrachtet, die
auf (TM @ TM)|y, gegeben war durch

(v, w) = &(mm(v)){dez(v), dpz(w)).
Mit obiger Karte ¢ fiir TM & TM (zu ¢ := ¢,) ist

(SZ © 1/1_1)(X7)/17)/2) = fz(¢_1(x))<y17y2>

eine Ck~1-Funktion von (x, y1,y2) € Vi x R™ x R™, folglich s?
eine C¥~!-Funktion auf (TM & TM)|y,.
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Fiir jede CX-Mannigfaltigkeit M und jedes Ck-Vektorbiindel (E, )
iiber M ist die folgende Abbildung C¥ (die Multiplikation mit Skalaren):

pw:Rx E— E, (t,v)— tv.

Beweis. Fiir jedes lokale Trivialisierung 6: E|y — U x F (mit der
typischen Faser F) gilt

tv =07 (0(tv)) = 07 (n(v), t pra(6(v)))
fiir alle (t,v) € R x E|y, mit der Projektion pry: U x F — F. Also
ist 11|rxE|, und somit y eine C*-Abbildung. O

21.42. Ist F ein Vektorraum, (-,-): F x F — R ein inneres Produkt
und sind vy, ..., v € F linear unabhingig, so kénnen wir das
Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren anwenden: Wir
definieren rekursiv 1
Wj 1= ———h;
{hj. hy)
furj e {1,...,¢} mit



j—-1
hj == v; — g (wi, vj)w;.

i=1
1
Vi,V1

In Falle j = 1 haben wir h; = v; und wy = >v1. Dann gilt

(wi,wj) = 6j furalle i,j e {1,...,¢} (3)
und

spang(wi,...,w;) = spang(vi,..., ;) firalle j € {1,...,0}. (4)

Wir setzen GSO((-,-), v1,...,vp) := (wy,...,w) € Ft. J

Lemma 21.43

Sei M eine m-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit mit k € NU {oo}

und g: TM @ TM — R eine k — 1 mal stetig differenzierbare

Riemannsche Metrik auf M; fiir x € M sei gy := g|T,mMxT.M- Es

sei N C M eine Untermannigfaltigkeit, ¢ € {1,..., m} und

01,...,0¢0: U— TM)|p ein f-dimensionaler lokaler Rahmen fiir
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TM|n auf einer offenen Teilmenge U C N. Setzen wir fiir x € U
(r1(x), ..., 7e(x)) := GSO(gx, 01(x), . . . , oe(X)),

soist 7q,...,7¢: U — TM|y ein lokaler Rahmen fiir TM|y und

(a) spang(oi(x),...,0i(x)) = spang(11(x), ..., 7j(x)) fiir alle
x€eUundje{l,... 0}

(b) (71,...7e) ist ein orthonormaler Rahmen in dem Sinne, dass
&x(7i(x), 7j(x)) = 0 fiir alle x € U und i,j € {1,...,¢}.

Beweis. (a) und (b) gelten nach (3) und (4). Wir miissen nur noch
sehen, dass 71, ..., 7 alle Ck~1 sind. Da TM|n nach Bemerkung
21.28 eine Untermannigfaltigkeit von TM ist, sind o1, ...,0, auch
Ck=1 als Abbildungen nach TM. Also ist (o1,01) eine
Ck=1-Abbildung U — TM x TM und somit auch Ck~1 als
Abbildung nach TM & TM (siehe Bemerkung 21.38). Folglich ist

V- ogo(o1,01)
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eine Ck~1-Abbildung (unter Benutzung von Lemma 21.43).

Ebenso ist fiir j € {2,...,¢} 1

— h:
V- ogo(hh)
Ck=1 weil die folgende Funktion Ck=1 ist:

j—-1
hj = O'j—Z(gO(T,',O'J'))T,'. (]
i=1

Lemma 21.44

Es seien M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € No U {oo} und
g: TM @ TM — R eine Riemannsche Metrik der Klasse C<1.
Weiter seien N eine Untermannigfaltigkeit, E C TM|y ein
Untervektorbiindel und H C E ein Untervektorbiindel. Dann ist

7j

H* .= {v € E: g«(v,w) =0 fiir alle w € H, mit x := wrp(v)}
ein Untervektorbiindel von E. [Also (H*), = (Hx)* C Ex.]

<

Insb. erhalten wir mit E := TM|y und H := TN, dass (TN)* (wie
in Beispiel 21.32) ein Untervektorbiindel von TM|p-ist.
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Beweis. Es sei n die Dimension der typischen Faser von E und

¢ € {0,...,n} die Dimension der typischen Faser von H. Gegeben
x € M gibt es eine lokale Trivialisierung 6: E|y — U x R" mit

x € U derart, dass O(H|y) = U x (R x {0}). Setzen wir

0j(z) = 07"(z. ¢)

fir j € {1,..., n} mit den Standard-Basisvektoren e, ..., e, fiir
R", soist 01,...,00: U — H ein lokaler Rahmen fiir H und
01,...,0n: U — E ein lokaler Rahmen fiir E. Es sei

T1,...,Tn: U — E der zugehorige orthonormale Rahmen aus

Lemma 21.43. Fiir jedes z € U ist dann

H, = spang{o1(2),...,00(2)} = spang{7i(2),...,7(2)},

somit 7441(2), ..., Ta(2) eine Orthonormalbasis fiir (H;)* C E,.
Insbesondere ist 7j41,...,7,: U — E ein (n — {)-dimensionaler
Rahmen mit (H1), = (H,)* = spang{7r41(2),...,7a(2)} und

nach Satz 21.37 somit H ein Untervektorbiindel von E. O
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21.45. Es sei M eine CK-Mannigfaltigkeit mit k € Ng U {c0} und
(E,7) ein CK-Vektorbiindel iiber M mit typischer Faser F. Wir
schreiben I -«(E) fiir die Menge alle globalen C*-Schnitte von E,
also Ck-Funktionen o: M — E mit mo o = idy. Ist k = oo,
kiirzen wir I'(E) := ¢ (E) ab.

Lemma 21.46
In der Situation von 21.45 gilt:

(a) Tck(E) ist ein Untervektorraum von [, s Ex.

(b) Fiir jede Ck-Funktion f: M — R und jedes o € I c«(E) gilt
fo € T cx(E) fiir die Funktion fo: M — E, x — f(x)o(x).

(c) Die R-bilineare Abbildung CX(M) x T c«(E) — T c«(E),
(f,0) — fo macht I c«(E) zu einem Modul iiber der unitalen
assoziativen R-Algebra CK(M).

Beweis. (a) Es ist Oy € ' «(E). Sind 01,02 € T c«(E), so ist
o1(x) + o2(x) € E fiir jedes x € M, also w((o1 + 02)(x)) = x.
Fiir jede lokale Trivialisierung 6 = (7|y,62): E|y — U x F ist
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(01+02)(x) = 971(9(0'1(X)+0'2(X))) = Gfl(x, (02001)(x)+(02002)(x))

eine Ck-Funktion von x € U. Ebenso ist to € I c«(E) fiir alle

t € Rund o € I'«(E), als Spezialfall der folgenden Rechnung mit
der konstanten Funktion f: M — R, x — t.

(b) Fiir x € M ist f(x)o(x) € Ex, also w(f(x)o(x)) = x. Nach
Lemma 21.41 ist fo = p o (f,0) eine CK-Funktion nach E.

(c) Durch Auswerten an x € M verifiziert man, dass 1o = o,
(hf)o = f(ho), (i + h)o = fioc + fo und

f(o1 + 02) = foy + foy fiir alle f, f, b € CK(M) und
0,01,02 € er(E). Il

Bemerkung 21.47. Fiir eine Ck-Mannigfaltigkeit M mit

k € NU {oo} ist [ ck-1(TM) = Vx-1(M) der bereits zuvor
betrachtete Vektorraum der Ck—1-Vektorfelder auf M. Fiir k = oo
ist insbesondere I'( TM) = V(M).
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Ein weiteres Lemma iiber Rahmen ist von Nutzen.

Lemma 21.48

Es sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit mit k € No U {0}, (E,7) ein
Ck-Vektorbiindel iiber M mit n-dimensionaler Faser F und

01,...,0n: U— E ein lokaler Rahmen auf einer offenen Teilmenge
U C M. Dann ist

n
P UxR” = Ely, (x,1) =Y toj(x)
j=1

mit t = (ty,...,t,) €in C*-Diffeomorphismus und ! eine lokale
Trivialisierung fiir E. Fiir jeden lokalen C*-Schnitt o: U — E ist

n

0= fio

j=1
mit eindeutigen fi, ..., f, € CK(U).

Beweis. Offenbar ist ¢ bijektiv und Ck. Es geniigt, U durch die
Mengen einer offenen Uberdeckung von U zu ersetzen. Wir diirfen
daher annehmen, dass eine lokale Trivialisierung
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0= (7T|E\U>92): E|U — UxR"
existiert. Fiir jedes x € U ist die Matrix ®(x) mit den Spalten
02(c1(x)), ..., 02(0n(x)) in GL,(R) und ®: U — GL,(R) ist Ck.
Wenn wir t als Spaltenvektor betrachten, ist

00, 1) = (x, 3 62(05(x))) = (x, ®(x)1).
j=1

Also ist ©: E|y — U x R", v (7(v), ®(7(v))~1(02(v))) die
Umbkehrfunktion fiir 1. Diese ist C¥, also v ein
Ck-Diffeomorphismus. Da ©|g, linear ist, ist © eine lokale
Trivialisierung fiir E.

Esist pr,o©o0 = (f,...,f,) mit Ck-Funktionen

fi,...,fp: U— R. Fiir jedes x € U ist dann

o(x) = w(@(r(x)) = ¥ (x. 3 f(x)g) = Y (X))
=1 j=1

Fiir jedes x € U ist 01(x), ..., 0n(x) eine Basis fiir E, also sind
fi(x), ..., fa(x) eindeutig festgelegt durch o(x) = 3 7, fi(x)oj(x).
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§22 Der Satz von Frobenius

Wir stellen den Satz von Frobenius vor; er wird in Anhang B
bewiesen.

22.1. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

Eine Teilmenge N C M, zusammen mit einer glatten
Mannigfaltigkeitsstruktur auf N, wird eine immersierte
Untermannigfaltigkeit von M genannt, wenn die
Inklusionsabbildung jy: N — M, x — x eine glatte Immersion ist.

Fiir x € N identifizieren wir dann T, N mit T, jn(TxN) C T M.
Die Topologie 7 der Mannigfaltigkeit NV kann echt feiner sein als
die von M induzierte Topologie Op. Ist (N, 7) zusammenhingend,
so sprechen wir von einer zusammenhangenden immersierten
Untermannigfaltigkeit.

Eine immersierte Untermannigfaltigkeit N von M heiBt initiale
Untermannigfaltigkeit, wenn fiir jede glatte Mannigfaltigkeit L eine
Abbildung f: L — N genau dann glatt ist, wenn jyof: L — M
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22.2. Es sei M eine o-kompakte glatte Mannigfaltigkeit und

D C TM eine regulidre Vektordistribution auf M. Eine
zusammenhangende immersierte Untermannigfaltigkeit N C M
wird eine Integralmannigfaltigkeit zu D genannt, wenn T, N = D,
fir alle x € N.

Satz 22.3 (Satz von Frobenius)

Es sei M eine g-kompakte glatte Mannigfaltigkeit und D C TM
eine reguldre Vektordistribution auf M. Dann sind dquivalent:

(a) D ist integrabel, d.h. zu jedem x € M existiert eine
Integralmannigfaltigkeit N C M zu D mit x € N,

(b) D ist involutiv, d.h. ['(D) ist eine Unter-Liealgebra von V(M).

Sind die Bedingungen erfiillt, so existiert fiir jedes x € M eine
Integralmannigfaltigkeit B zu D mit x € B, die eine initiale
Untermannigfaltigkeit von M ist und maximal im folgenden Sinne:
Jede Integralmannigfaltigkeit N € M zu D mit NN B # () ist eine
offene Untermannigfaltigkeit von B.
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Man nennt B das Blatt zu D um x; die Blatter bilden eine
Partition von M.

Involutivitat bedeutet: Fiir alle glatten Vektorfelder
X,Y: M — TM mit X(M), Y(M) C D ist auch [X, Y](M) C D.

Beispiel 22.4. Auf der gelochten Ebene M := R?\ {(0,0)}
betrachten wir

D:={(x,y) e MxR? (x,y) =0} CMxR2=TM

unter Benutzung des Standard-Skalarprodukts (-, -) auf R?. Es ist
D eine reguldre Vektordistribution (Aufgabe P37). Diese ist
integrabel, denn die Kreise

S i={(x1,x) € R?: X12 +X22 = r2}

um den Ursprung sind Integralmannigfaltigkeiten (und die Blatter).
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Mit Lemma 22.5 und 22.6 kann man oft Involutivitdt nachrechnen.

Es seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, X, Y: M — TM glatte
Vektorfelder und f, g € C°>°(M). Dann haben die glatten
Vektorfelder £X und gY die Lieklammer

[fX,gY] = fg[X, Y]+ f(Lxg)Y — (Lvf)gX.

Beweis. Fiir jede Karte ¢: Uy — V;; € R™ von M seien
Xs:=dpoXogp™le C®(Vy,R™), Yy :=dpoYogpl
fo:=fogpl: Vy— Rund gs:=gop L Dannist (fX)y = Xy,
(gY)e = 84 Yy und mit der Produktregel
((f6X5)-(80 Yo))(x) d(gs Ys)(x, fs(x) X (x)) = f5(x)d(gs Yo)(x, Xs(x))

= fs(x)d(gs)(x; Xs(x)) Yo (x) + f5(x)&s (x)d Y5 (x, X4(x))
fs (x)(Xo-82 ) (%) Yo (x) + fo(x) g6 (x)(Xo- Y5 ) (x).

Analog ist ((g5Ys).-(f5X5))(x) =
86 () (Yo 5) () X5 (x) + 86 (x)fe (x)(Ys-X) (x), somit
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[f6 X s 86 Yol = fo86[ X, Yol + 15(Xs-86) Yoo — 86( Yo 15) Xy
Mit Lemma 15.4 (b) folgt die Behauptung. [

Es sei D eine regulare Vektordistribution auf einer glatten
Mannigfaltigkeit M, mit typischer Faser der Dimension n. Gibt es
einen Rahmen Xi,..., X, € [(D) C V(M) derart, dass

[Xi, Xj] € [(D) fiir alle i,j € {1,..., n}, so ist D involutiv.

Beweis. Sind X, Y € (D), so existieren nach Lemma 21.48
fiy...,fp € C®°(M) und gi,...,8, € C>°(M) derart, dass
X =31 fiXiund Y =377 g X;. Dann ist

n

X, Y] =" [fiXi gX]]
ij=1
mit [£;,X;, g;X;] = figj[Xi, Xj] + fi(Lx.8)X; — (Lx;fi)giXi € T(D),
also D involutiv. [

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten



Aus dem Satz von Frobenius folgern wir:

Folgerung 22.7

Ist G eine Liegruppe, so gibt es fiir jede Unter-Liealgebra h C L(G)
auf der von exp¢(h) erzeugten Untergruppe H C G eine eindeutige
initiale Untermannigfaltigkeitsstruktur. Diese macht H zu einer
zusammenhangenden Liegruppe mit TeH = b.

Beweis. Unter Benutzung der Wirkung G x TG — TG,
(g,v) = gv:i=TX(v)ist 0: TG — G x TG,
v (m76(v), m16(v)L.v) eine globale Trivialisierung fiir TG.

Setzen wir

D:=|]egbh,

geaG

so ist (D) = G x b, also D ein Untervektorbiindel von TG und
somit eine reguldre Vektordistribution. Wir wahlen eine Basis
by, ..., by fiir h und schreiben X; := (b;); € V(G) fiir das zu b;
gehorige linksinvariante Vektorfeld fiir j € {1,...,n}. Dann ist
Xi,...,Xn: G — D ein Rahmen fiir D. Fiir alle i,j € {1,...,n} ist
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[Xi, Xj1 = ([bi, bj])e

das zu [b;, bj] € bh gehorige linksinvariante Vektorfeld auf G, also
[Xi, Xil(g) = g.[bi, bj] € D fiir alle g € G. Nach Lemma 22.6 ist D
somit involutiv, nach dem Satz von Frobenius folglich integrabel.
Gegeben g € G sei By C G das Blatt zu D mit g € B;. Wir zeigen

yBy = By, fiiralley,g € G. (1)
Daraus wird folgen, dass H := B, eine Untergruppe ist.
Fiir jedes g € G ist die Inklusionsabbildung jz: By — G eine
Immersion und Tjg(TxBg) = Dx fiir alle x € B,. Gegeben y,g € G
geben wir N := yB, die glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, die
Ay|B,: Bg = N, x + yx zu einem C*°-Diffeomorphismus macht.
Dann ist N zusammenhadngend. Fiir die Inklusion j: N — G gilt
also ist j eine C*°-Immersion und fiir alle x € N gilt
T(TeN) = TA, Tjg TA TN = TA Tje T)-1,Bg = TAy Dy, = D
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Somit ist N eine Integralmannigfaltigkeit fiir D mit yg € N und
somit N eine offene Untermannigfaltigkeit von B,,. Insbesondere
ist yBg C Byg. Analog ist y_lByg C B,-1,, = Bg, also Byg C yB,
und folglich gilt (1).
Wir zeigen nun, dass H := B, eine Untergruppe von G ist.
Zunichst ist e € B, = H. Fiirallex ¢ Hist e € x 'H = B, 1,
also B,-1 = B, = H und somit x~! € H. Gegeben x,y € H ist
x~1 € H, also e € xH = By und somit By = B, = H, woraus
xy € xH = xBe = By, = H folgt. Also ist H eine Untergruppe.
Sei pg: G x G — G, (x,y) — xy bzw. py: H x H — H die
Gruppenmultiplikation, ng: G — G, x +— x" Y bzw. ny: H — H
die Gruppeninversion. Da G eine Liegruppe ist, sind pug und ng
glatt. Mit der Inklusion j.: B = H — G, x + x sind

Je © ftH = 116 © (Je X je) und je 0 my =1 © Je
glatt. Da H eine initiale Untermannigfaltigkeit von G ist, sind
folglich py und ny glatt, also H eine Liegruppe. Die von
expy( TeH) erzeugte Untergruppe S von H ist eine e-Umgebung in
H, da expy an der Stelle 0 ein lokaler Diffeomorphismus.ist
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und somit e € (expy(TeH))° C S°. Das folgende Lemma liefert
nun S = H. Wegen der Natiirlichkeit der Exponentialfunktion ist

expg () = expg(Teje(TeH)) = Je(exp(TeH)) = expy(TeH),

also S = (exp¢(h)). Die initiale Untermannigfaltigkeitsstruktur ist
eindeutig nach Lemma 22.9. J

Die Liegruppe H = (exp¢(h)) aus Folgerung 22.8 nennen wir die
integrale Untergruppe von G zur Unter-Liealgebra hh C L(G). J

Traditionell nennt man H eine analytische Untergruppe.

Lemma 22.8

Es sei G eine Gruppe, versehen mit einer Topologie, welche

Ag: G — G, x — gx stetig macht fiir alle g € G. Dann gilt: Hat
eine Untergruppe H C G nicht leeres Inneres, so ist H offen in G
und abgeschlossen. Ist G zudem zusammenhingend, so ist H = G.

Die Voraussetzungen an G sind fiir jede Liegruppe erfiillt sowie
jede topologische Gruppe.



Beweis. Fiir jedes g € G ist \g ein Hom&omorphismus, da
(Ag) ™' = Ag-1. Sei x € HO. Fiir jedes y € H ist dann
¥y = Ay-1(x) ein innerer Punkt von A\, —1(H) = H, da A1 ein
Homdomorphismus ist. Also ist H offen in G. Das Komplement
von H ist von der Form G\ H = U xH

x€G\H
und somit offen als Vereinigung der offenen Mengen xH = A (H).
Somit ist H abgeschlossen. Ist G zusammenhangend, so muss
H = G sein, das H offen, abgeschlossen und nicht leer ist. [J

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und N C M eine Teilmenge.
Fir ¢ € {1,2} sei Oy eine Topologie auf N und .A; ein maximaler
C*>-Atlas derart, dass (N, Oy, Ay) eine initiale Unter-
mannigfaltigkeit von M ist. Dann gilt O; = O, und A; = A,.

Beweis. Fiir £ € {1,2} sei Ny := (N, Oy, Ay); die Inklusion
Je: Np — M ist glatt. Betrachte f: Ny — Np, x — x. Da joof = j;
glatt ist und N- initial, ist f glatt. Analog ist f~1: Np — Nj glatt.
Also ist idy = f: Ny — No ein C*°-Diffeomorphismus. [
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§23 Tubulare Umgebungen

Ein Satz der Differentialtopologie wird in Anhang C-E bewiesen:

Satz 23.1 (Existenz tubularer Umgebungen)

Es sei M eine parakompakte glatte Mannigfaltigkeit und N eine
Untermannigfaltigkeit von M, die eine abgeschlossene Teilmenge
von M ist. Dann existiert ein C*°-Vektorbiindel (E, ) iiber N,
eine offene Menge Q@ C E mit On(N) C Q und ein C*°-Diffeo-
morphismus 1: @ — P fiir eine offene Menge P C M mit N C P.

Man nennt P eine tubulare Umgebung von N in M. Diese ist also
diffeomorph zu einer offenen Umgebung des Nullschnitts

On(N) = {04 € Ex: x € N} in einem Vektorbiindel E iiber N. Der
Beweis zeigt, dass man fiir E das Normalenbiindel (TN)- C TM|y
nehmen kann fiir eine Riemannsche Metrik auf M.

Beispiel 23.2. Der zum Kreis S; diffeomorphe Aquator S; x {0} in
der Sphire S; € R3 hat eine tubulare Umgebung, die zu einer offe-
nen Umgebung des 0-Schnitts im Zylinder S; x R (dem trivialen

Geradenbiindel iiber S;) diffeomorph ist: siehe Skizze (+Aufg.P41).



§24 Alternierende Multilinearformen

Es seien E und F reelle Vektorraume und k € Np.

Definition 24.1

Eine k-lineare Abbildung w: E*k — F heiBt alternierend, wenn

w(vi,...,vk) =0

fir alle vi,...,vx € E derart, dass / < j in {1,..., k} existieren
mit v; = v;. Alternierende k-lineare Abbildungen w: E¥ — R nennt
man alternierende k-Linearformen.

Wir schreiben AltX(E, F) C FE* fiir den Vektorraum aller
alternierenden k-linearen Abbildungen w: EX — F und
AltK(E) := AltX(E,R). Weiter sei E* := Homg(E,R) der
Dualraum von E.

Beispiel 24.2

Fiir alle A1,..., Ak € E* erhalten wir ein Element
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AL A ... A X € AItK(E) via

)\1(V1) )\1(Vk)
(M A AX)(vay e, vk) i=det : :
)\k(vl) )\k(vk)

Es sei Link(E, F) der Vektorraum aller k-linearen Abbildungen
w: EK — F und Sj die symmetrische Gruppe aller Permutationen
von {1,..., k}. Dann ist

Sk x Link(E, F) — Link(E,F), (o,w)+ ow

mit (o.w)(va, ..., vik) = W(Ve(1)s - - -, Vo(k)) eine Wirkung von Sy
auf Link (E, F) derart, dass fiir jede Permutation o die Abbildung
o.w € Ling(E, F) linear von w € Link(E, F) abhingt (Ubung).

Fiir w € Link(E, F) sind dquivalent:
(a) w € AltK(E, F);
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(b) o.w =sgn(o)w fiir alle o € Sk;

(c) 7.w = —w fiir alle Transpositionen 7 € Sg, d.h. wenn zwei
Argumente vertauscht werden.

Beweis. Vergleiche Aufgabe P42 fiir (a)<(c). Die Implikation
(b)=>(c) ist trivial. Gilt (c), so schreiben wir o € S also Produkt
von Transpositionen, o = 7, - - - 71. Wir haben m.w = —w. Ist
(17 m)w=(—1Ywfiirein j € {1,...,n—1}, so ist
(71 11w = T ((~1Yw) = (~1Y 710 = (1)
Per Induktion ist also o.w = (7 - 71).w = (—1)"w = sgn(o)w
und somit gilt (b) [J Sei E nun endlich-dimensional in 24.4 bis 24.6.
Lemma 24.4
Es sei by,..., by, eine Basis fiir E und w € Altk(E, F).
(a) Sind j1,...,jk € {1,..., m} paarweise verschieden und
Yooy =i, -y dk} mit ip <--- <, so st
w(bj, ..., bj) =sgn(o)w(by,...,bj)
mit 0 = o, . j, € Sk derart, dass ig(ey = Je fir £ € {1,... k}.
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(b) Ist auch n € AltX(E, F) und
w(bi, ..., b)) =n(bi,...,bi)

fir alle ip, ..., ik € {1,...,m} mit ip <--- < g, so ist w = 1.

Beweis. (a) Setzen wir vy := b;, fiir £ € {1,..., k}, so ist

bje = b,'g(z) = Vg(g), somit

w(bjl, ey bjk) = w(vg(l), ey ( )) = sgn( ) (V1, ey Vk)
= sgn(o)w(by, ... bj).
(b) Fiir vq,..., vk € E schreiben wir vy = ij 1 aej, bj, mit
azj, € R. Dann ist (wobei “p.v.” fiir “paarweise verschieden" steht)

m

wvi,...,w) = E : al7j1"'akaw(bjl""7b.ik)
Jiseenk=1
m
= E a17j1---akaw(bjl,...,bjk)
PV 1,k =1
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m

= Z vy ki s8n(jy,..j )w(biys - - - b)) (1)

P-VJi,-uk=1
mit {j1,...,Jjk} = {f,..., ik} und i < --- < ix. Die analoge
Rechnung fiir n(v1, ..., vk) mit n statt w fiihrt ebenfalls auf (1), so

dass also w(vi,...,vk) =n(va,...,v). O
Erinnerung an lineare Algebra: Ist by, ..., b, eine Basis fiir E, so
kdnnen wir jedes v € E schreiben als

v = Z b} (v)b;
j=1

mit eindeutigen Koeffizienten bf(v) € R. Diese hangen linear von
v € E ab, so dass also b, ..., b}, € E*. Man nennt bj,..., b}, die
duale Basis fiir E*; es gilt
b (b;) = ¢ firalle i,j € {1,..., m}.
Sind ip <+ <igundj1 <--- < jxin{l,...,m}, so gilt
* * k
(bi1 ARERVA bik)(ij SRR bjk):det ((6i;l,’jl/)[,b,l/:1) :51'1,/1 T 5ik7jk' (2)



Soll die Determinante von Null verschieden sein, muss jede Spalte
namlich von 0 verschieden sein, woraus {ji,...,jk} C {i,..., ik}
folgt und somit Gleichheit der zwei Mengen.

Satz 24.5

Die Elemente b A ... A b} mit iy <--- <k in {l,..., m} bilden
eine Basis fiir AltX(E). Fiir jedes w € AltK(E) ist

w= Y w(by,...,by)bi A...Ab}. (3)

i< <ig

v

Beweis. Lineare Unabhiangigkeit: Ist
Zil<"'<ik fiy,..i by A ... A b =0 mit Koeffizienten r;, _; € R, so
ist wegen (2)

= Z Fiv,.yii b:’i ARERNA b:i(bjw b)) =

<<l ™
k =3y jy 0

ikodk
furalle j < -+ <jkin {1,..., m}.
Erzeugendensystem: Schreiben wir 1) fiir die rechte Seite von (3),



so gilt wegen (2) fur alle j1 < ... < ji

77(bj1: ey bjk) = w(bjl, ey bjk)'

Nach Lemma 24.4(a) folgt hieraus n = w. O

Fiir jede Teilmenge | C {1,..., m} mit k Elementen gibt es
eindeutige i1 < -+ < ik in {1,...,m} mit | = {i,...,ik}. Es gibt
daher so viele k-Tupel (i1, ..., ik) wie k-elementige Teilmengen

von {1,...,m}, also ( 7: ) Stiick. Also:

Bemerkung 24.6

Ist m := dimg(E), so ist Alt“(E) ist ein reeller Vektorraum der

7: ) Ist k > m, so ist Alt“(E) = {0}. Weiter ist

Alt™(E) eindimensional, namlich Alt™(E) =R bj A ... A b},

Dimension (

Zudem hat Alt'(E) = E* die Dimension m und es ist Alt°(E) = R.
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Sie kennen die Leibnizsche Regel: Fir A = (aU)f{jzl € RF¥K jst

det(A) = Z sgn(0)a15(1)320(2) " * Ak (k)-
€Sy

Sind )\1, .. -,)\k € E* und Wi = Zj'(zl ay')\j mit
A= (3ij)f'(,j:1 € RF¥k so ist

,ul/\.../\uk:det(A))\l/\.../\)\k.

Beweis. Fiir paarweise verschiedene (p.v.) ji1,...,jk € {1,...,k}
sei 0, j. € Sk die Permutation mit o(i) = j; fiir alle
i€{l,..., k}. Dann gilt

k k
,ul/\.../\,u,k:Z~--Zalj1---akjk)\jl/\.../\/\J-k
=1 =1
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= Z aij, - dkj, )\jl/\.../\/\jk
—_——

1, Jk P-V.
JLseedk P =sgn(ojy....j ) A1 A Ak

= Z sgn(o) A15(1) " Ako(k) MA L AXN=det(A) AL A LA A
€Sy
das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, da die Abbildung
(i, --sJk) = 0j,...j, nach Sy bijektiv ist. [

Satz 24.8
Fiir k,¢ € N gibt es genau eine bilineare Abbildung

A: ARK(E) x AItY(E) — AIRKYY(E),  (w,n) = w A7
derart, dass
()\1/\.../\)\k)/\()\k+1/\.../\>\k+g):)\1/\.../\>\k+g (4)

fir alle Ay ..., Ak € E™.

v

Prof. Dr. Helge Gléckner Mannigfaltigkeiten




Im Beweis nutzen simple Voriiberlegungen. Es sei

X :={k+1,...,k+(} und S; := Sx die Gruppe aller
Permutationen von X. Sind 71 € S und m € S, so erhalten wir
ein Element m L7y € Skyp via

. m(j) wenn je{1,... k};
d m(j) wenn j€ {k+1,... . k-+0}.

(a) Ist o € Sk, soist 6 := o Uidx € Sk und

sgn(o) = sgn(5), (5)
denn ist o ein Produkt von j Transpositionen, so auch &.
(b) Die Abbildung ¢: {1,...,¢} — X, i — i+ k ist bijektiv und
S)— S, 00— ¢~ 1 oo o¢ ein Isomorphismus von Gruppen. Fiir
o € S, definieren wir

sgn(o) == sgn(¢p oo o).

Dies ist (—1)/, wenn wir o (und somit ¢! o o o ¢) als Produkt von

J Transpositionen schreiben konnen, also auch 6 :=idy; U0,
Wiederum gilt daher (5).

(c) Fiir my € S und 13 € S ist w1 LIy = 7y o7, folglich
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sgn(m U mp) = sgn(71 o ) = sgn(m1) sgn(72), also
sgn(m U ) = sgn(m) sgn(m2). (6)

(d) Es sei Sk die Menge aller o € Sk derart, dass ol .« und
o|x monoton wachsend sind. Die Abbildung

SkngSkXSé—}S/H_g, (0,771,772)»—>ao(7r1|_l7r2)

ist dann eine Bijektion.
Beweis von Satz 24.8. (i) Fiir w € Alt“(E) und 1 € AltY(E) ist

wen: EXY S R, (yi, o ykee) = W, (ks - Yicre)
eine (k + ¢)-lineare Abbildung. Wir definieren

1
wAn= o Z sgn(o) o.(w ®n), (7)
€Sk
so dass also fiir alle y1, ooy Ykre € E

(WA (Y1, -+ Yhte) = k'é' Z Sgn(a)w(ya(l)w"7yu(k))n(ya(k+1)7--‘7y<7(k+€))'

TESKte
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Als Linearkombination (k + ¢)-linearer Abbildungen ist auch w A
(k + £)-linear. Wir zeigen w An € Alt“T4(E). Fiir jedes 7 € Sy ist

r(wAy) = k'igl S sgn(0) m(o-(w 2 m))

TE€Skye
1
i D sEn(p)p(w@n) = sgn(m) (w An),

PESkye

da sgn(o) = sgn(m) sgn(7) sgn(o) = sgn(m) sgn(p) mit p:=mwoo
und Ski¢— Skie, o7 o o =p bijektiv ist. Also w/\neAItkM(E).
(ii) Wir zeigen nun, dass

WwAn= Z sgn(o) o.(w @ n). (8)

O'ESk,g

Ist m € Sk, m2 € S} und 0 := ¢! o 1 0 ¢ die entsprechende
Permutation von {1,...,¢}, so ist fiir y1,...,ykire € E mit
Vi = Yii = Yo(i) fur i € {1, e ,2}

N ma(kt1)s - Yma(kat)) = N(Vaa), - - - Vage)) = sen(@)n(va, ..., ve)

- sgn(7r2) 77(Yk+17 = 7yk+5)'

=(moa).(wen)

= sgn(m)



Somit gilt
((ry U m2).(w@m)(y1,- - - Yits)
w(ym(l)a s 7yﬂ1(k))n(y7r2(k-‘r1)? s 7Y7r2(k+€))
= sgn(m1)sgn(m2) (w @ n)(y1,- -, Yire)
und folglich (71 U m2).(w ® 1) = sgn(71) sgn(m)(w ® n). Also ist
1
wAn = Pl Z sgn(o) o.(w®n)

TESkte

— ﬁ Z Z Z sgn(o o (m Um)) (oo (m Um)).(w®n)

0 €Sk, T1ESK mES,

= 22 Y sen(o)sen(m)sen(m) o (m Umo) (0 £9))

0ESk, e TESK mES,

= kliél Z Z Z sgn(o) o.(w®n)

0ESk,¢ T ESK mMES,

= Z sgn(o) o.(w®n).

0ESK ¢
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(iii) Wir verifizieren nun (4). Sei w := A1 A ... A Ak und
M= A1 N AN Akge. Sei y1,..., Yk € E. Fiir o € 5, ist

W(Yo(1)s - Yok)) = det((Ni(Yo()))Fj=1)
= Y sen(m)MVorm)) M Vo(my)
7T1€5k
nach der Leibnizregel. Gegeben m € S ist hierbei
m1(j) = (m1 Um)(j) fiir j € {1,..., k}. Ebenso ist
n(ya(k—l—l)v cee 7ya(k+€))
= det((AkJri(yo(kJrj)))f,j:l)

= ) s8n(0) M1 Vo(krowy) - - MereVorkra(e))
0€eSy

= > sgn(m) Mt Vo(ma(kr1)) - - Mt Yor(ma(k0)):

7r2€52

denn substituieren wir § := ¢! o 1 0 ¢ mit T € S, so ist
k+0() = ¢(0())) = (m20¢)(j) = ma(k +)) fir j € {1,...,£}. Fiir
m1 € Sk ist hier ma(k +Jj) = (m1 Um)(k +)) fir allej € {1,.<.,¢}.
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Nach (8) ist (w A n)(y1s-- -, Ykt+e) = _

€Sk sgn(a) w(yo(l)v s 7ya(k))77(.yo(k+1)a s ayO'(k—i-f))' was sich
durch Einsetzen der vorigen Identitdten umschreiben lasst zu

Z Z Z sgn (o) sgn(m1) sgn(m2) M (V(oo(rium))(1)) - - - Akre(Voo(miLima))(k+£))

0ESy ¢ T1ESK mES)

=sgn(co(mUmy))

= Z sgn(m)A(Yr()) - - - Akre(Vr(kre))

TESKte
= ()\1/\.../\)\k+g)(y17...7yk+g).

(iv) Da AltX(E) aufgespannt wird von Elementen der Form
A1 A ... A X und AltY(E) durch Elemente der Form

Ak4+1 A oo A Agye, ist eine bilineare Abbildung

B: AltK(E) x AItY(E) — Alt**(E) durch die Vorgabe von

BALA oo A Xy Akr1 Ao A XNkre)

festgelegt. Insbesondere ist A durch (4) festgelegt. [J

24.9. Wie zuvor identifizieren wir w € Alt°(E) = R{%} mit
w(0) € R. Fiir k € Ny definieren wir

rAw:=wANAr.=rw
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fiir r € Alt°(E) = R und w € Alt“(E) und erhalten bilineare
Abbildungen (w,n) — w A n von

AIO(E) x AltK(E) — AIltK(E) bzw. AItX(E) x Alt°(E) — AltX(E).

Fiir alle k,¢,n € Ny und w € Alt"(E), n € Alt*(E) und
¢ € AIt"(E) gilt:
(a) Esist n Aw = (=1)Kw An.

(b) Esist (wWAN)AC=wA(nAC).

Beweis. (a) Beide Seiten sind bilinear in (w,n), wir brauchen
Gleichheit also nur zeigen fiir w = Ay A ... A Ag und
N = Ak+1 N ... AXgye. In der Tat ist dann

)\k+1/\.../\)\k+g/\)\1/\.../\/\k:(—l)ke)\l/\.../\)\k_w;
wenn wir nacheinander A1, ..., Ak an Aggp, .oy Akt
vorbeitauschen, entsteht namlich jeweils ein Vorzeichen —1.

(b) Ist 0 & {k, ¢, n}, so sind beide Seiten trilinear in (w,n,); wir
brauchen also nur zu zeigen, dass sie iibereinstimmen im- Falle
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w=AA... AN\, 77:>\k+1/\--~/\)\k+6 und

¢ = Akger1 N ..o A Xkgern- Beide Seiten sind dann gleich

M A oA Xetegn. Im Fall 0 € {k, £, n} sind beide Seiten der Skalar
mal dem Dachprodukt der zwei anderen Multilinearformen. [

Ist a: E — F eine lineare Abbildung zwischen reellen
Vektorraumen und k € N, so schreiben wir a*¥ fiir die Abbildung
EK — FX (y1,...,yk) = (a(y1), ..., a(yk)). Wir definieren

OzXOZ EO = {OE} — {OF} = FO, OE g OF.

Definition 24.11

Es sei F ein reeller Vektorraum, a.: E; — Ep eine lineare Abbildung
zwischen reellen Vektorrdumen und k € Ny. Fiir w € AltK(Ey, F)
ist dann o (w) := w o &k € AItX(Ey, F).

Fiir k > 1 haben wir also a*(w) =wo (a x --- x a): (E})k = F,

(v, vie) = wla(va), - - ovie)).-
Identifiziert man 0-Formen mit Skalaren, ist o™ fur k = 0 die
Abbildung idg: Alt°(Ey) — Alt°(Ey).



Fiir jedes k € Ny ist o : AltX(Ey, F) — AItX(Ey, F), w — a*(w) J
linear.

Beispiel 24.12. Fiir alle k € N und A1,..., \¢ € (E2)* ist
FMA L AXM)=(Moa)A oA (Akoa),
denn auf (vq, ..., vk) € (E1)* nimmt die linke Seite den Wert

(M A A X)), calvg)) = det(()\,-(a(vj)))f-‘,j:l) an, wie
auch die rechte Seite.
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Satz 24.13

Fiir alle k, ¢ € Ng und jede lineare Abbildung a:: Ey — E> zwischen
reellen Vektorraumen gilt

a*(wAn) =a*(w)Aa*(n)

fiir alle w € Alt“(E,) und 7 € AltY(E).

Beweis. Der Fall 0 € {k, ¢} ist klar. Sei 0 & {k,¢}. Fiir alle
Y1, Yete € Erist dann o™ (w An)(y1, .- -, yk+e) gleich

> sen(@) w(e(Vo): - - > AWo)INAYokin)s - - - 2 Vo(kre))

O'Esk,g

= Z sgn(o) O[.((("))(.ycr(l)a ce 7ya(k))a*(n)(y0'(k+l)a s 7y0'(k+f))
UES;{’@

= (" (wW)ANa™M)as-- -y Yire).- O

Fiir die Allgemeinbildung seien Beziige zu duBeren Potenzen und
duBeren Algebren erwahnt.
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Definition 24.14

Es sei V ein reeller Vektorraum und k € Ng. Ein reeller
Vektorraum /\k V/, zusammen mit einer alternierenden k-linearen
Abbildung 7: Vk — /\k V, wird k-te duBere Potenz von V
genannt, wenn fiir jeden reellen Vektorraum W und jede
alternierende k-lineare Abbildung 8: VK — W genau eine lineare
Abbildung (: /\k V — W mit f o1 = 3 existiert.

Satz 24.15

Fiir jeden endlich-dimensionalen reellen Vektorraum E ist
(AltX(E), 7) eine k-te duBere Potenz AX(E*), mit

7 (E*)K = AIK(E), (M1, .., M) = AL A A A

| A

A\

Beweis. Sei m := dimg(E) und weitere Notation wie oben.
Gegeben eine alternierende k-lineare Abbildung J3: (E¥)F — W sei
B: Alt“(E) — W die eindeutige lineare Abbildung mit

B(b; A...Ab;)=pB(b;,...,b})
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fir alle i < --- <'ig in {1,...,m} (vgl. Satz 24.5). Dann sind
Bor:(E*)k = W und B: (E*)k — W alternierend und stimmen
auf allen (b7, ..., b,*k) iiberein, so dass 8 = /3 o T nach

Lemma 24.4 (b). Ist auch v: Alt(E) — W linear und yo 7 = 3,
soist y(b; A...Ab:) = B(b;,...,b;) und somit v = 3. O

n’ ? Fy

Bemerkung 24.16

Setzen wir Alt(E) := Dy, Alth(E), so ist
Alt(E) x Alt(E) — Alt(E),

((wk) ke, (1e)eery) ( > weA ne)
neNp

k+£f=n

eine bilineare Abbildung, die Alt(E) wegen Satz 24.10 (b) zu einer
unitalen assoziativen R-Algebra macht. Aus Satz 24.15 folgt, dass
Alt(E) mit E* — Alt(E), A — (0,),0,0,...) eine duBere Algebra
fir E* ist, also Alt(E) = A\ E*.

v
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§25 Differentialformen

Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und k € Np.
Zur Erinnerung: Eine k-Form auf M ist eine Abbildung

w: (TM)®k — R derart, dass gilt:

(a) Fiir jedes p € M ist wp := w(,m € Altk(T,M);

(b) w: (TM)®k — R ist glatt.

Bemerkung 25.1

Gilt (a) im Fall k > 1, so ist w genau dann glatt, wenn
w¢: V¢X (IKm)k_> Rv (valv e 7yk) = W(T¢_1(X,y1), coogy T¢_1(X7Yk))

glatt ist fiir alle Karten ¢: Uy — V3 C R™ von M (vergleiche
Bemerkung 21.39).

Fiir jedes x € V ist wy(x,") = (T~ 1(x,")) (wy-1(x)) € AK(R™).

25.2. Wir schreiben QX(M) C C°((TM)®k R) fiir den

Untervektorraum aller k-Formen. Dieser ist ein C°°(M)-Modul via
fw:= (f o m(rmyer) - w in C®((TM)®k R),




also (fw)(v) = f(p)w(v) fiir alle p € M und v € (T,M).
25.3. Ist w € QX(M) und U C M offen, so ist w|(Tuyex € Qk(U).
Allgemeiner:

Definition 25.4 (Zuriickholen von Differentialformen)

Ist p: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten und w € QX(N) mit k € N, so definiert

" (w)(viy ..oy vk) = w(Tod(ve), ..., To(vk))

fir p€ M und vy, ..., v € T,M eine k-Form ¢*(w) € QX(M).
Fiir w € QO(N) sei ¢*(w)(0p) := w(0p(p))-

Fiir alle k € Ng und p € M ist also
(@"(w)p = (Tp®) " (wy(p))-
Identifiziert man w € Q°(N) mit f :=w o Oy € C®(N), so ist
¢*(f)="fog.
Im Fall k € N ist fiir jedes j € {1,..., k} die Projektion
pr;: (TM)®* — TM, (w1, ...,v) — vj glatt, da (TM)®X eine



Untermannigfaltigkeit von ( TM) ist. Folglich ist

h:=(Tgopry,..., Tgopr): (TM)@k (TN)k glatt und somit
auch h|(TM™ sowie ¢*(w) = w o h|(TN,

Definition 25.5 (Dachprodukt von Differentialformen)

Seien w € QX(M) und 1 € QY(M) mit k, ¢ € Ny. Dann definiert

(wAN)(va, ..y Vikre) = (wp Ap)(Vi, - -+, Vite)

fir pe Mund y1,...,yk1e € TpM eine (k + £)-Form
wAn e QkJre(M) (wobei man (y1, ..., Ykte) = 0p lese wenn k + £ = 0).

v

Per Konstruktion ist namlich (w A7), = wp A1 € AL T,M).
Fiir jede Karte ¢: Uy — V,, CR™ von M ist fiir x € V mit
p := ¢~ (x) nach Satz 24.13

(WAMo(x) = (ToH(x,)) (wp A p)
= (To7 () (wp) A(TEH(x,)) (1)
= W¢(X,-)A77¢(X, )
Der Funktionswert an der Stelle (y1,.. ., ykie) € (R™) < ist
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Z Sgn(O')W¢(X,yo.(1), s aya(k))n(b(X?yU(k—i-l)? s aya(k—i-ﬂ))a
0'65/(,4

hingt also glatt von (x,y1,...,Yk+e) € Vi x (RT)kHE ab.

Wir tragen noch zwei Rechenregeln nach fiir das Zuriickholen von
alternierenden Multilinearformen.

Lemma 25.6

(a) Fiir jeden reellen Vektorraum E, jedes k € Ng und jedes
w € AltK(E) ist (idg)*(w) = w.

(b) Fiir alle reellen Vektorrdume Ep, E», E3 und lineare
Abbildungen «: E; — E3 sowie 5: E; — Ep gilt

(oo B)*(w) = B*(a*(w)) fiir alle k € Ny und w € AltX(E3). )
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Beweis. (a) Es ist (idg)*(w) = wo (idg)*k = w.
(b) Esist (w0 8)*(w) =wo
a*(w) o Bk = p*(a*(w)). O

Lemma 25.7

Es seien ¢: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, k, ¢ € Ng und w € QX(N), € QY(N). Dann ist

¢*(w Am) = ¢*(w) A ¢"(n).
Ist auch L eine glatte Mannigfaltigkeit und : L — M glatt, so ist
(¢ o) (w) =" (¢%(w))-

Weiter ist (idy)*(w) = w.

Prof. Dr. Helge Gldckner Mannigfaltigkeiten



Beweis. Fiir alle p € M ist nach Satz 24.13

(@ (wAn)p = (Tpd) ((wAMe(p)) = (Tpd) (We(p) A Ne(p))
= (Tpd) (wy(p)) A (Tpd)* (g(p)) = (" M)p A (6™ 1)
= (P"wAPN)p.

Wegen Tp(¢ o)) = Typ)¢ o Tptp und Lemma 29.6 (b) ist weiter

((po)"(w)p = (Tp(do @b))*(quw(p)))
= (Tp)" ((Ty) D) (Waw(p))))
= (To)" ((¢"W)y(p)) = (w (¢ (@)))p-

Fiir alle w € QX(N) und p € N ist nach Lemma 25.6(a)
(i) (@))p = (Tpidn)*(wp) = wp.
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Unser Ziel ist nun, jeder k-Form w € QX(M) eine (k + 1)-Form dw
zuzuordnen, ihre duBere Ableitung. Im Falle von 0-Formen,
aufgefasst als glatte Funktionen f: M — R, ist dies das Differential

df: TM — R, [y] = (f o v)'(0).

Dieses ist vertraglich mit Zuriickholen:

Lemma 25.8

Fiir jede glatte Abbildung ¢: M — N zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten und jedes f € C*°(N) ist

¢"(df) = d(¢*(f)).

Beweis. Fiir p € M ist (¢*(df))p, = (Tp0)*((d )¢(p)) =
(df)g(p) © Tpd = df o Tpp = d(f o ¢)[1,m = (d(¢7(f)))p-

Die Definition der duBeren Ableitung von k-Formen mit kK > 1
erfordert Vorbereitungen. Wir arbeiten in Karten.

Lokale Darstellung von Vektorfeldern und Differentialformen
Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, ¢: U — V C R eine Karte.



25.9. Nach dem Beweis von Satz 21.37 bilden die glatten
Vektorfelder

a _
<axj>¢ U= TU, p= To Y(6(p), &)

fir j € {1,..., m} einen Rahmen fiir TU. Nach Lemma 21.48 ist
jedes glatte Vektorfeld X: U — TU also von der Form

" 0
J )
j=1 0% ¢
mit eindeutigen glatten Funktionen a1,...,am: U — R.
(Im Sinne von Definition 13.30 ist dann Xy = (a1,...,am) € C>(V,R™)).

Sei ¢ = (¢1,...,Pm). Fiir jedes p € U bilden die Differentiale

(do1)p, ..., (dom)p eine Basis fiir (T,M)*; dies ist die duale Basis
zur Basis der (aixj)(b (p) fir T,M, mit j € {1,..., m}.
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Beweis. Bezeichnet pr;: R™ — R die Projektion auf die i-te
Komponente, so ist

0
d¢i<(3>ﬁ)¢(ﬁ>)) = doi(To ' (x,¢)) = d(pri|v)(x. &)

= d(pr;)(x, &) = pr;(g) = 05.00
Fiir jedes f € C*>°(U,R) ist

df_j:il <<8i>¢.f> dg;. (1)

Fir p€ M und v € T,M ist namlich mit x := ¢(p) wegen

dp(v) = Y7, doj(v)ey
Tod(v) = (x, do(v )—Zd@ (x,¢)

und somit

df(v) = df(ToH(T(v))) = 3571 doy(v)df (To ™ (x, &), wie

in (1) verlangt.



Sei nun k € N und w: (TU)®* — R eine Funktion derart, dass
wp = WMk € AltX(T,M) fiir jedes p € U und somit

Wp = Z ﬁ17~--,ik(p) (d¢i1)P ARRRA (d¢ik)P

1< <--<ix<m

mit eindeutigen Koeffizienten f; _; (p) € R, nach Satz 24.5.

Es sind dquivalent:
(a) w € QX(U);
(b) fiy ..i: U— Rist glatt firalle i <--- <ix in{1,...,m}.

yeeaylg =

Beweis. (a)=-(b): Nach Lemma 25.10 und Satz 24.5 ist

fi,i(P) = w ((6)6% >¢ ) (ai_k )¢ (p))

fiir p € U, hiangt wegen Bemerkung 21.38 also glatt von p ab.




(b)=(a): Mit f;, _j ist fi i doi A...Ad¢j glatt und somit
auch w = > fi,...io doiy N\ ... Ado; (siehe 25.2). O

i< i

Lemma 25.12

Es gibt hochstens eine Folge (dk)ken, von R-linearen Abbildungen

dy: QK(U) — QKTL(U) derart, dass (a)—(c) gelten:

(a) Fiir alle f € C®(U) = Q°(V) ist dof = df das Differential
von f.

(b) Fiir alle w € QX(U) und n € QY(U) mit k, ¢ € Ny ist

dire(w An) = (dkw) A+ (—l)kw A dgn.

(c) Fiir alle k € Np ist dky1 0 dx = 0.

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach k € Ny, dass dj eindeutig
festgelegt ist. Fiir k = 0 gilt dies nach (a). Ist w € Qk1(U), so ist
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w = Z ﬁ17~-~7ik+1 d¢i1 VANAN d¢ik+1

i <<k
mit f; i, € C°(U). Es geniigt, zu zeigen, dass die Summanden

in dew = Zi1<---<ik+1 dk(f,'lw,,,',“rl O’(b,’1 FANPIRAN d(ﬁ,’kﬂ) festgelegt
sind. Sei also 0.B.d.A. w = fdp, A...ANd@;,,, mit f€C>®(U), d.h.

w=fnNdoj,,
mit 7 := d¢y A ... Adgj (wenn k> 1) bzw. n:=1 € C*(U)
wenn k = 0. Zweimalige Anwendung von (b) liefert
dipiw = (dof) AnAde,, +fdii(nAdoi,,)
= (dof) AnpAdoj,, +f(dn) ANdej.,
+H(=1)*fn A di(dy,,,).

Nach (a) und (c) ist der letzte Summand gleich
(=1)% fn A di(dodi,.,) = 0; die vorigen zwei liegen schon fest. O

Setzt man dpf := df fir f € C>°(U) und




diw:= Y dfy i Ady AL Adg;,

i <o <
fiir k € N und w € Q%(U) von der Form
w= Y fi i déy A Adgy,
i< <

so erfiillt (dk)ken, die Bedingungen aus Lemma 25.12.

Beweis. Offenbar ist dew € Q¥1(U) und dy: QF(U) — Q1(U)
linear. Per Definition gilt (a). Fir k = ¢ = 0 ist (b) erfiillt, denn

do(f/\g):do(fg):d(fg):gdf+fdg:dof/\g+f/\dog
nach der Produktregel. Sei nun k 4+ ¢ > 1. Da beide Seiten der
Formel in (b) R-bilinear in (w,n) sind, sei 0.B.d.A.
w="fdoy N...Nd¢; undn =gdo;, A...Ndg,
mit f,g € C®(U) und i1 < -+ < ik, 1 <---<jein{l,...,m}.
Mit Q :=do, A...ANdoj Ndoj A...Nd¢j, ist wAn = fg und



dicre(w An) = d(fg) A (2)

ist {i,..., ikt V{1, .-, Jet # 0, soist namlich w Anp =0 und
Q =0, so dass beide Seiten von (2) verschwinden. Andernfalls

schreibe {il, e Ik} @] {jl, R ,jg} = {,ul, R ,,u,kJrg} mit
1 < -+ < flgsp; dann ist

Q= (-1)"doy, A...Ndoy, ,
fiir ein v € {0,1} und somit gilt wieder (2):
dkre(wAn) = dio(fgQ) = diye(fg(—1)"ddp, Ao Addy,.,)
= (=1)"d(fg) Ndpy, A...Ndoy,,, = d(fg) NQ.
Also ist
dere(wAn) = d(fg)NQ=df NgQ+dg N FfQ
df Ndoiy A...Ndoj A1
+f dg Adoi A...doi Adoj N ANdoje
=(=1)kddy A...Ad¢;, Ndg
= dwAn+(~1)kwAdn.
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Zum Nachweis von (c) braucht di1(dkw) = 0 nur fiir
w=fdoy N...N\do; gezeigt zu werden. Dann ist

di(w) = dfAd@i A . .Ady, = <<ai> f) AdpiAdpi A. . . Ad;,
j=1 17

und somit

dig1(diw) = ZZ((ax,) ((;Xj)d).f>>/\d¢,-/\d¢j/\d¢,'1/\.../\d(b;k.

i=1 j=1

Die Summanden mit / = j verschwinden; die Summe der
verbleibenden ist (unter Benutzung von Satz 15.8)

s ([(), Gy).

1<J

.f)/\d¢i/\d¢j/\d¢i1/\"'/\d¢ik:0;

die Lieklammer der zwei Vektorfelder verschwindet namlich jeweils,
da ihre lokalen Reprasentanten bzgl. ¢ konstant sind und somit
verschwindende Richtungsableitungen haben. [
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25.14. Fiir jede offene Teilmenge U C M, die Definitionsbereich
einer Karte ist, existiert nach Lemma 25.12 und Lemma 25.13
genau eine Folge (d;ij)keNo linearer Abbildungen

d?: QK(U) — QKF1(U) wie in Lemma 25.12. Ist W C U eine
offene Teilmenge, so zeigt die Konstruktion in Lemma 25.13, dass

(d/iJUU)’(TW)@(kJA) = d/l/V(W|(Tw)@k) fur a”e w € Qk(U)

Definition 25.15

Fiir w € QX(M) mit k € Ny definieren wir die zuBere Ableitung
diw: (TM)®KHD) 5 R via

dkw(yla .. 7.yk+1) = d;sj(w|(ru)eak)(}/17 o 7)/k+1)

fiir alle (y1,...,ykr1) € (TU)PKHD fiir eine Karte
¢: U— V CR™. Wir schreiben auch kurz dw statt dyw.

Nach 25.14 ist diw wohldefiniert. Per Konstruktion ist
(dkw)|(ruyenn = dF (@[ (Tuyer) (3)

fiir jede Karte ¢: U — V fiir M, die Einschriankung:links also glatt



und (djw)| 7, myer1 € AT T, M) fiir p € U, also djw € Q<F1(M).
Aus (3) und den Eigenschaften der d,fj aus Lemma 25.12 folgt:

Satz 25.16

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M und jedes k € Ny ist

dy: QK(M) — QK+1(M) eine R-lineare Abbildung. Zudem gilt:

(a) Fir alle f € C*°(M) ist dof = df das Differential von f.

(b) Fiir alle k,£ € Ng ist diye(wAn) = (dkw) An+ (—=1)Kw A dpn.
(c) Fiir alle k € Ng ist dxy10dx =0. O

Definition 25.17

Eine Differentialform w € Q%(M) heiBt geschlossen, wenn diw = 0.
Ist k > 1 und existiert ein n € Q“~1(M) mit w = dx_17, so wird w
exakt genannt.

| A

Nach Satz 25.16 (c) ist jede exakte Differentialform geschlossen.
Ebenfalls nach Satz 25.16 (c) ist im(dx_1) C ker(dy) fiir alle k € N
und dies bleibt fiir kK = 0 giiltig, wenn wir d_; als die Nullfunktion
{0} — C>°(M), 0 — 0 definieren.



Definition 25.18

Fiir k € Ng wird der Faktorraum

ker(dk)
im(dk—1)
k-te de Rham-Kohomologie von M genannt.

HSR(M) —

AuBeres Ableiten ist vertriglich mit Zuriickholen von Differentialformen.

Ist h: M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten, so ist h*(dw) = d(h*w) fiir alle k€Ng und w e QK(N).

Beweis. (a) Aufgrund der lokalen Konstruktion gilt dies, wenn M
eine offene Untermannigfaltigkeit von N und h die Inklusion ist.
(b) Im allgemeinen Fall erfolgt der Beweis per Induktion nach

k € Np, wobei kK =0 in Lemma 25.8 behandelt wurde. Fiir p € M
wahlen wir eine Karte ¢: Uy, — Vg C R” fiir N um h(p) und eine
Karte ¢: Uy — V4 CR™ ﬁjLM um p, mit h(Uy) C Uy. Wegen
(2) und ()| ruyex = () (@l ru, o),



h*(dw)| Ty, oy = (h]UZ) ((dw)l( Ty, o) diirfen wir nun
0.B.d.A. annehmen, dass M = Uy und N = Uy. Da h*(dw) und
dh*(w) in w reell linear sind, brauchen wir Gleichheit nur zu zeigen,
wenn ein f € C®(N) existiert und i; < --- < i in {1,...,n} mit
w=fdy A...\Ndyj;

im Falle kK > 2 ist dann also

w=fnAdy; (4)
mit j := i, und = dy; A...Ady;_,;im Fall k=1 ist
w = f di)j mit j := iy, so dass mit der konstanten Einsfunktion
n:=1¢€ C®(N) ebenfalls (4) gilt. Wegen d(dv);) = 0 folgt
dw = df ApAdY;+F(dn)Ady+F (1)K Igad(dy;) = df ApAdy;+fdnAdip;.
Mit Lemma 25.7, Induktionsanfang und Induktionsvoraussetzung
erhalten wir nun wie gewiinscht

h*(dw) = h*(df) A h*(n) A h*(dyy;) + h*(F) h*(dn) A h*(dyy)
= d(h*(F)) A h"(n) A dh*(v;) + h*(f) (dh™(n)) A dh*(¢;)
= d((h"f) h*(n) A h*(dyy)) = d(h"(w)).O



Bemerkung 25.20. (a) Traditionell schreibt man Karten
¢: U— V CR™als ¢ = (x1,...,Xxm) in Komponenten und somit

dxj

statt d¢;; an Stelle von (8/8)9)¢ schreibt man 0/0x;. Im Skript

werden diese Notationen nicht benutzt, auBer im Fall einer offenen
Menge V' C R™: Ist pr;: R™ — R die Projektion auf die j-te
Komponente, so ist idy = (pry |v,-..,Ppr,|v) und wir schreiben
dxj 1= d(prj lv),
so dass also dx;(x,y) = pr;(y) fiir alle (x,y) € VxR =TV,
(b) Werden in der Literatur auch Tensorfelder (also Schnitte von
Tensorbiindeln (TM)®™ & (T*M)®") diskutiert, so werden zudem
Konventionen festgelegt iiber hoch- und tiefgestellte Indizes. Man
schreibt dann z.B. dx/ und 8; = /9% statt dx; und §/0x;. Um
den Schreibaufwand zu verringern, wird oft die Einsteinsche

Summenkonvention angewandt, also iiber Paare aus einem hoch-

und tiefgestellten Index summiert, etwa a; y/ = > a v
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Satz 25.21 Poincaré-Lemma

Ist V eine offene Teilmenge von R™ und sternférmig, so ist fiir
jedes k € N jede geschlossene Differentialform w € Q%(V) exakt.

Ist also dw = 0, so existiert ein n € Q¥~1(V) mit w = dn. Bevor
wir das Poincaré-Lemma beweisen, beschreiben wir Anwendungen
in der klassischen Vektoranalysis.

Beispiel 25.22. Es sei V C R eine offene Teilmenge.

(a) Nullformen auf V identifizieren wir mit glatten Funktionen

f:vV—-R.D ist
— ann is m_ af

af =y ——
0x;

j=1
das “totale Differential” von f (vgl. (1) nach Lemma 25.10).

(b) Eine 1-Form w auf V ist von der Gestalt

dxj

w="fhdxg+ -+ fndxm

mit eindeutigen glatten Funktionen f,..., fn: V — R. Dann.ist



do = deAde Zgjdx,/\dxj

Jj=1 i#j
of,  0Of;
= Z <8x 8x> dx; A dx;. (5)
i<j ! J

Ist V' sternférmig, so ist w nach dem Poincaré-Lemma genau dann
exakt, also w = d¢ fiir ¢ € C*°(V), wenn w geschlossen ist, also
dw = 0, was nach (5) dquivalent ist zur (aus der Analysis 2
bekannten) Integrabilitatsbedingung

fi _ Of .
ng :—in fur alle i,j € {1,..., m}.
Im Falle m = 3 ist fiir F := (f,f,f): V — R3 also genau dann
F = grad(¢) fiir eine glatte Funktion ¢: V — R, wenn rot(F) = 0.
(c) Eine (m — 1)-Form w auf V ist von der Gestalt

w=Y (1Y Midxa A Ad AL A dm,
=1
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wobei der Hut bedeutet, dass der Term weggelassen wird (und das
Hinzufiigen der Vorzeichen (—1)~1 niitzlich sein wird). Dann ist

do = Y (1Y Ada AL Adg AL A dx
171

of; —~
= Z J( WY dg Adxa Ao Adxi AL A dxim
i,jl

= Zaxj Jldxj/\dxl AN A LA dX

— Za—édxl/\.../\dxm.
=1

(d) Eine m-Form w auf V ist von der Gestalt
w="Ffdxy A...A\dXn
mit einer glatten Funktion f: V — R. Da Q™*1(V) = {0}, ist

jede m-Form geschlossen. Ist V' sternformig, so ist also w = dn fiir
eine (m — 1)-Form 7 auf V. Schreiben wir
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n= Zj'll(—l)j_lfj dxg AL A 67;', A ... A dxm, so ist nach (c) also

mit F:=(f,...,fm): V= R™.

(e) Ist m=3 und w:Zle(—l)j_lﬁdxl/\.../\c?%-/\.../\dxm
eine 2-Form auf V, also

w=fdxo Adxzs — fhdxy Adxs+ f3dx3 A dxo,
so ist w nach (c) genau dann geschlossen, wenn
F:=(f,f,f): V — R3 die Bedingung div(F) = 0 erfiillt, also
quellenfrei ist. Ist V sternférmig, so ist div(F) = 0 nach dem

Poincaré-Lemma dquivalent zur Existenz einer 1-Form
1N = g1 dx1 + g2 dxo + g3 dxz mit

—dn— (98 _ O Ogs _ Og1 98 _ a1
w=dn= (8X2 8)(3) d)QAngJr<8X1 (9X3) d)quX3Jr(aX1 8X2> dxiNdxa,

was dquivalent ist zu F = rot(G) mit G := (g1,82,83): V — R3.
Man nennt G ein Vektorpotential fiir F.
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Das folgende Lemma ermoglicht uns den Beweis des
Poincaré-Lemmas (siehe Forster).

Lemma 25.23

Es sei V eine offene Teilmenge von R™ und W C R™ 1 eine
offene Teilmenge mit [0,1] x V C W. Wir betrachten

o: V=W, x—(0,x)

und ¥1: V — W, x — (1, x). Fiir jedes k € N und jede ge-
schlossene k-Form w € QK(W) gibt es dann ein n € Q¥ 1(V) mit

Yiw — Yow = dn.

Beweis. Schreiben wir Elemente von R™t! = R x R™ als

(t,X1,..,Xm), SO ist
w= Y fidg+ Y = gidtAdx
<<l < <Jk—1

Mit i, e ey iy J1y .- -y k—1 6{1,...,m}, / ::{il,...,ik},
J = {jl,...,jkfl}, dx; = C/X,'1 /\.../\dX,'k S Qk(W),



dxy :=dx; A...Adxj,_, € QW) und eindeutigen glatten
Funktionen f;, g; € C*(W) (wobei man
dxy =1¢€ C®(W) = QW) lese, falls k =1). Dann ist

Yow= Y (fot)da, vjw= Y (fiogr)dq (6)

<<y <<k
mit dx := dx; A ... Adx, € Q¥(V). Esist
of; = Ofy 0gy
dw = n dt/\dx,q't Z | Z B dx; Adx;— ' Z Z dt/\dx,-/\de.
h< <y n<--<ig i=1 <o <jk—1 i=1

Da dw = 0 per Voraussetzung, folgt

> ?dt/\dx, > Zangt/\dXi/\dXJ (7)

<<y < <jk—1 i=1

und somit
ofy gy
.Z 5 1 = > Z dx,/\dXJ, (8)
<o <lij < <g—1 i=1

um (7) zu folgern, kann man zum Beispiel fiir p € W die Basis
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fiir AltK*1(T, W) benutzen aus Satz 24.5, zur Basis (dt)p,
(dx1)p, - -, (dxm)p von (T,W)*. Um (8) zu folgern, beachten wir,
dass Beitrage mit i € J jeweils 0 sind; die lineare Abbildung

— (dt), A o vom Spann der (dx;), A (dxy)p mit i € J nach
Atk (T, W) ist injektiv.
Fiir jedes h € C°°(W) erhalten wir eine glatte Funktion
®(h): V — R via

1
d(h)(x) ::/0 h(t, x) dt;

die Abbildung ®: C>*(W) — C>°(V) ist R-linear. Wir erhalten
eine R-lineare Abbildung!?

LU Z COO dX/—>Qk( ) Z h/dX/b—> Z h/ dX/.

<<l <o <lip <o <l

Wir integrieren nun die Koeffizienten auf beiden Seiten von (8)
iber t € [0, 1], wenden also auf beiden Seiten W an. Da

"Diese ist wohldefiniert, denn die linke Seite ist ein freier C°°(W)-Modul
mit den dx; als freien Erzeugern; vgl. die Diskussion vor.Lemma 25.12.
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1
%(t,x) dt = fi(1,x) — (0, x)

ot

0

fiir x € V, ergibt Anwendung von W auf die linke Seite von (8)
ofy . *

0 w(Grda) = Do (o~ fiove)d = viw — vgw.

i< <l 1< <Jk

wobei im letzten Schritt (6) angewandt wurde. Anwendung von ¥
auf die rechte Seite von (8) liefert wegen

1 1
8g_j 0
t dt = — t dt
0 8X,'( 7X) aXi/o gJ( aX)

nun Yijw —how =dpmitn:=>; .  P(gy)dxy. U

Beweis des Poincaré-Lemmas (Satz 25.21). Da wir
Differentialformen mit Translationen Zuriickholen kdnnen, diirfen
wir annehmen, dass 0 € V gilt und V sternférmig beziiglich 0 ist.
Wir betrachten die glatte Abbildung

¢: RxR™—=R" (t,x)— tx.




Dann ist W := ¢~ 1(V) offen in R™*! und [0,1] x V C W. Seien
1o und 91 wie in Lemma 25.23. Ist k > 1 und w € Q(V)
geschlossen, so ist auch die k-Form o := (¢|}},)*w auf W
geschlossen (vgl. Satz 25.19). Nach Lemma 25.23 existiert also
eine (k — 1)-Form n auf V derart, dass

Yo —vio = dn. (9)

Da ¢|\, 091 = idy, ist ¥jo = (¢|\, 0 ¥1)*w = w. Da
¢WV o 1g = 0 die konstante Nullfunktion ist, ist {50 = 0.
Einsetzen in (9) liefert dn =w. O

Bemerkung 25.24 Gegeben eine glatte Mannigfaltigkeit M kann
man fiir jedes k € Ny
Atk (TM) = | ] Alt(T,M)

peM
zu einem Vektorbiindel machen und eine Differentialform

w: TM®k 5 R als glatten Schnitt (wp)pem in Altk(TM)
betrachten;!? insb. entsprechen 1-Formen Schnitten in T*M.

20der in A(T*M) := U,ep A ((ToM)").




Die Modulmultiplikation C*(M) x QX(M) — Q¥(M) wird dann
zur iblichen punktweisen Multiplikation

C®(M) x T(AItK(TM)) — T(Altk(TM))

von Schnitten mit Funktionen, f - (wp)pem = (f(P)wp)pem.
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§26 Integration von Differentialformen

In diesem Kapitel sei stets dim(M) > 1 (vgl. Bem. 28.3 fiir m = 0).

Definition 26.1

Ist V C R™ eine offene Menge und w € Q™(V), so ist

w = fdxg A...Adxy, mit einer eindeutig festgelegten glatten
Funktion f: V — R. Wir nennen w integrierbar, wenn f beziiglich
des Lebesgue-Borel-MaBes A, auf R™ iiber V integrierbar ist. In

diesem Fall sei /w ::/ FdA,
1% 1%

Bemerkung 26.2. Fiir k € Ny ist der Trager supp(w) einer k-Form
w € QK(M) auf einer glatten Mannigfaltigkeit M definiert als der

Abschluss supp(w) == {p e M: wp, #0} C M.

Hat w € Q™(V) in Definition 26.1 kompakten Trager, so ist w
tiber V C R™ integrierbar.

Definition 26.3

Ein C°°-Diffeomorphismus 7: V — W zwischen offenen
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Teilmengen V, W C R™ heiBt orientierungserhaltend, wenn
det7'(x) >0

fur alle x € V. Ist det 7/(x) < O fiir alle x € V/, so wird 7

orientierungsumkehrend genannt.

In Lemma 26.4 sei dy; := d(pr; |w) und dx; := d(pr;|v) mit der
Projektion pr;: R™ — R auf die jte Komponente, fiir j€{1,..., m}.
Lemma 26.4

Es sei 7: V — W eine glatte Abbildung zwischen offenen
Teilmengen V, W C R" und w € Q7(W), etwa
w=fdy; A...\dym. Dann ist

(W) = (Fo7)(detor’) dxg A ... A dxp.

Ist 7 ein Diffeomorphismus, so gilt

“ Jyw wenn T orientierungserhaltend;
m™(w) = 4 . .
v = ow wenn T orientierungsumkehrend ist.
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Beweis. Zunichst ist zu zeigen, dass fiir alle p € V
(7*(w))p = det(r'(p)) (dx1 A ... A dxm)p: (1)
Nach Lemma 25.7 ist
(7*(@))p = F(7(p)) (1) © Tyr) A A((dym) © Tpr):

Schreiben wir 7 = (71, ..., 7m) mit den Komponenten 7;: V — R
fir i € {1,..., m}, so ist

(dyi) o Tpr = (d(prjor))p = (d7i)p =, o 5 (p) ().

Unter Benutzung der Jacobimatrix J-(p) = ((07;/0x;)(p)){7;—; ist
nach Satz 24.7 also wie in (1) behauptet

(7 (w))p = det(Jr(p)) (dx1)pA. . A(dxm)p = det(r'(p)) (dx1A. . .AdXm),.

Sei nun ¢ := 1 wenn 7 orientierungserhaltend ist, 0 :== —1 wenn 7
orientierungsumkehrend ist. Nach der Transformationsformel der
Reellen Analysis ist dann
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=odet 7/(x)

——
/ w = / F(y) dAm(y) = / F(r(x)) Tdet 7/ (x)] dhm(x)
w w 14
= a/ f(7(x)) det7'(x) d)\m(x):a/ ™ (w). O
4

v

Definition 26.5

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit mit dem maximalen C*°-Atlas A.
Ein Atlas B C A wird orientiert genannt, wenn ) o ¢!
orientierungserhaltend ist fiir alle ¢, € B. Ein maximaler
orientierter Atlas o wird eine Orientierung auf M genannt. Existiert
eine solche, wir die Mannigfaltigkeit M orientierbar genannt.

| A

Definition 26.6
Eine m-Form w auf einer m-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit
M wird Volumenform genannt, wenn w, # 0 fiir alle p € M.

<
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Sei M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Sind

¢: Uy = Vy CR™ und ¥: Uy — V € R™ Karten fiir M und
=1 odl: ¢(Us N Uyp) — ¥(Us N Uy), so ist nach

Lemma 25.11 fiir w € Q7(Uy)

w](-,—Uw)@m =fdpi1 A... ANdYny

mit einer eindeutigen glatten Funktion f: Uy, — R. Dann ist

w=(detor' 0@) Fdp1 A... Nddm (2)J

auf T(Uy N Uy)®™. Zum Nachweis sei 0.B.d.A. U, = Uy, =: U.

Da (v~ 1)*(dvy) = d(v;) o T(¥ ) = d(pr;|v;) = dy; fiir
Jj€{1,...,m}, ist nach Lemma 25.7

(1) (w) = (Fo ™) dyr A... A dym.
Nach Lemma 26.4 ist dann

(@) (w) = 7@ W) =m((For™)dy A... Adym)
= (detor’)(foyy™Lor)dxy A... A dxp.
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DayloTo¢p= idy,, liefert Zuriickholen mit ¢ (unter Benutzung
von Lemma 25.7 und Lemma 25.8) wie benétigt (2).

Satz 26.7

Eine o-kompakte glatte Mannigfaltigkeit (M, .A) ist genau dann
orientierbar, wenn auf ihr eine Volumenform w existiert. Die Karten
¢: U¢ — V¢ aus A mit

W ((;Xl>¢ ®),. .., <a§m>¢ (p)> >0 firallepe Uy, (3)

bilden dann eine Orientierung o auf M. Ist M zusammenhangend,
sind diese und
—o0:={¢pok: peco}

mit £: R™ — R™, (x1,...,Xm) = (X1, .-, Xm—1, —Xm) die
einzigen Orientierungen auf M.

Beweis. Ist w eine Volumenform auf M, so sei o die Menge aller
Karten ¢ von M, welche (3) erfiillen. Sind ¢: Uy — Vi € R™ und
P: Uy — Vyy CR™in o, so ist
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w=Fdpr A ... Adm=gddi A... Adbm
auf T(Ud,ﬁ U¢)€Bm mit

fi=wo ((9/0x)ps - (0/Oxm)s)

und g = wo ((a/ax1)¢, L (a/axm)¢). Da ¢, € o, ist fiir alle
p € Uso Uy f(p) >0 und g(p) > 0. Mit 7 := 10 ¢! ist nach (2)

g(p) = det7'(4(p)) f((p));

wir schlieBen, dass det 7/(¢(p)) > 0. Also ist & ein orientierter
Atlas fiir M und dieser ist offenbar maximal.

Ist M zusammenhidngend und o1 eine Orientierung auf M, so
wahlen wir ein p € M und finden Karten ¢: € o und ¢ € o7 um p
und diirfen (nach dem wir notfalls o1 durch —o; ersetzen)
annehmen, dass (1) o0 1) (¢(p)) > 0. Da ]0, oo offen in R* ist
und det stetig, diirfen wir nach Verkleinern von Uy und Uy
annehmen, dass U, = Uy, ist und (o ¢~ 1) (x) > O fiir alle x € V.

Somit sind ¢, € o0 Noy. Die Menge Q aller g€ M, fiir die eine



Karte ¢ € 0 Mo um q existiert, ist also nicht leer. Per Definition
ist Q offen in M. Ist g im Abschluss von @, so wahlen wir Karten
¢: Up — Vg inound ¢: Uy — Vi in 01 um g und diirfen nach
Verkleinern annehmen, dass Ug = U, und (¢ 0 ¢~ 1)’ (x) entweder
fiir alle x € Vi positiv (und somit ¢ € c N oy und g € Q) ist, oder
fiir alle x € Vi negativ. Der zweite Fall kann nicht auftreten, da
einre @ mitre Uy = Uy existiert; es gibt eine Karte

0: U, — Vi inoNop um r. Die Kettenregel liefert

(oo ) @(r)) = (Yortorod ) (e(r)
= (Wor 1Y (r(r)o (koo ) (4(r)),
so dass

det() 0 ¢~ 1) (¢(p)) = det(v o 1) (k(r)) det(r 0 6~)((r)) > 0.
Da Q eine offene, abgeschlossene, nicht leere Teilmenge von M
und M zusammenhangend ist, folgt @ = M. Mit Einschieben von
Karten aus o N o1 sehen wir, dass o C o1, also 0 = 07.

Sei schlieBlich M orientierbar und ¥ eine Orientierung auf M. Da
M o-kompakt und somit parakompakt ist, finden wir eine der
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Uberdeckung Ug mit (¢: Up — Vi) € X untergeordnete Partition
der Eins (hj)jes auf M. Fiir jedes j € J existiert also eine Karte
(¢j: Uy = V;) € X mit supp(h;) C U;. Wir definieren punktweise

w:=Y hd(@)1 A Ad(¢)m,
Jjed
wobei der Summand zu j € J auBerhalb supp(h;) als 0 zu lesen ist.
Fiir jedes p € M gibt es eine Umgebung W derart, dass
Jw = {j € J: supp(h;j) " W # (0} endlich ist; dann ist
w|(7—W)@m = Z hj d(¢j)1 VAN d(qu)m
Jj€dw
und somit w € Q™(M). Sei J, ;= {j € J: hj(p) >0}, i € J, und
7j := i o ¢;* fiir j € Jp. Dann ist
a:=> ey, hi(p) det(7;) (¢i(p)) > hi(p) > 0. Mit (2) erhalten wir

Wp = Z hj(p) d(¢j)ﬂ\. . .Ad(¢j)m - a(d(d)i)l/\- . -Ad(¢i)m)P 7é 0.

J€Jp

Also ist w eine Volumenform auf M. O
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26.8. Wir betrachten eine o-kompakte, orientierbare glatte
Mannigfaltigkeit (M,.A) und eine Volumenform w auf M. Sei o die
durch (3) festgelegte Orientierung auf M und B(M) die o-Algebra
der Borelmengen von M. Ist ¢p: U — V C R™ in o, so ist

(671 (w) = pdxi A ... A dxm

mit p(x) := <w o ((8/0x1)g, - -, (3/8Xm)¢))(¢*1(x)) > 0. Wir
schreiben p ® (Ap|v) fiir das MaB mit Dichte p beziiglich des
Lebesgue-Borel-MaBes \p,|v auf (V,B(V)) und (¢71)s(p © Amlv)
fiir das BildmaB auf (M, B(M)) beziiglich ¢=1: V — U C M.
Weiter sei 14: M — {0,1} fiir A C M die charakteristische
Funktion (Indikatorfunktion) von A.

In 26.8 gibt es genau ein MaB p,, auf (M, B(M)) derart, dass

iy = Z La, © (851)(pn © dAm|v,) (4)
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fiir jede Folge (¢n)nen von Karten ¢p: Up — Vi, CR™ mit ¢, € 0
und ey Un = M und jede Folge (A,)nen paarweise disjunkter
Borelmengen A, C U, mit J,cy An = M, wobei

(dn 1) (W) = pndxi A ... A dxpm.

Beweis. Seien (¢n)nen, (Pn)nen und (An)nen wie im Satz; analoge
Eigenschaften seien von einer Folge von Karten ¢,: P, = Q, in o
erfiillt, Funktionen r, € C*°(Q,) und Borelmengen B, € B(M) mit
B, C Pp. Wir definieren p via (4) und

e, =Y 1, © (U a(rc © dAmlg,). (5)
k=1

Wir zeigen, dass p,, = p,. Hierzu sei A € B(M). Da die
Borelmengen AN A, N By, fiir (1, k) € N x N paarweise disjunkt
sind mit Vereinigung A, brauchen wir wegen der o-Additivitat
von i, und p, nur zu zeigen, dass

pw(ANA, N BL) = p,(AN A, N By). (6)

Ist ANA, N B, =0, soist (6) trivial. Andernfalls ist



U, N P, # (; wir betrachten 7: 1,,(U, N P,) — ¢, (U, N Py),
x + ¢, (¥ 1(x)). Fiir n € N mit n # v ist A,N A, = () und somit

(14, @ (& )<(Pn © Amlv,))(AN A, N By) = 0.
Also ist
po(ANA, N By)
= (14, © (6;Y)e(p © Amlw,))(AN A, (1 By)

_ / J671)) pu(y) dAm(y)
$n(ANALNBL)

_ / Larans, (652 (1)) o(y) dAm(y)
(f)y Ul/mPK

= / 14,08, (Un(X)) oo (7(x)) | det 7/ (x)] dAm(x)
Y (UuNPy)

_ / Lana, 6, (U (X)) r(x) dAm(x)
K Uul'WP,€

= u,(ANA,NBy),

wobei fiir die vierte Gleichheit die Transformationsformel
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) und dann benutzt wurde, dass
pu(7(x))| det 7/ (x)]| als Konsequenz

angewandt wurde mit y = 7(x

re(x) = pu(7(x)) det(7'(x))
von (2). O

Ist w eine Volumenform auf der m-dimensionalen glatten
Mannigfaltigkeit M, so gibt es fiir jedes n € Q™ (M) genau eine
glatte Funktion f € C*°(M) mit n = fw.

Beweis. Fiir jedes p € M ist Alt”(T,M) eindimensional, also
wp # 0 eine Basis fiir Alt™(T,M). Es gibt somit genau eine reelle
Zahl f(p) derart, dass

np = f(p) wp.
Fiir jede Karte ¢: U — V C R™ von M gibt es eindeutige glatte
Funktionen g, h: U — R derart, dass
n=gdpiAN...Nd¢ym und w=hdp1 A...\Ndonm
mit ¢ = (¢1,...,¢0m). Fir alle p € U ist dann h(p) # 0 und es ist

f(p) = &(p)/h(p)
eine glatte reellwertige Funktion von p € U. [J
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Definition 26.11

Es sei M eine m-dimensionale, o-kompakte glatte Mannigfaltigkeit
mit einer Orientierung o. Eine m-Form n auf M heiBt integrierbar,
wenn fiir eine Volumenform w auf M mit (3) die glatte Funktion f
aus Satz 26.10 beziiglich u,, integrierbar ist; man setzt dann

n ::/ fdug.
(M,0o) M

|\

Bemerkung 26.12

(a) Integrierbarkeit von n € Q™(M) und das Integral f(lvl o)1 sind
unabhéngig von der Wahl der Volumenform w mit (3).

4

Ist auch Q eine Volumenform auf M mit (3), so gibt es eine glatte
Funktion p: M — R mit Q = pw; da beide Volumenformen (3)
erfiillen, muss p(p) > 0 sein fiir alle p € M. Betrachtung der
Definition zeigt, dass dann ug = p ® p,. Gegeben n € Q™ (M) ist
n = f Q mit einer glatten Funktion f: M — R und somit

n=fpuw.
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Aus der Reellen Analysis wissen wir, dass f genau dann beziiglich
p ® p, integrierbar ist, wenn fp beziiglich u,, integrierbar ist;
weiter ist in diesem Fall [\, f d(p ® po,) = [y, fpdp.

(b) Die integrierbaren m-Formen auf einer m-dimensionalen,
o-kompakten glatten Mannigfaltigkeit M bilden einen
Untervektorraum von Q™ (M) und f(M,a) n ist linear in der
integrierbaren m-Form 7).

Sind n, ¢ € Q™(M) integrierbar und a, b € R, so finden wir
f,g € C®°(M) mit n=fwund ( =fw. Dann ist

an + b¢ = (af + bg) w.
Aus der Reellen Analysis ist bekannt, dass mit f und g auch
af + bg beziiglich p,, integrierbar ist und
Juyaf +bg)du, = a [y, f duw + b [,, & dp,. Die linke Seite ist
Jiy(an + b¢), die rechte a [, n+ b [,, <.

(c) Ist n integrierbar, so ist
for by
(M,—0) (M,0o)
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Erfiillt w die Bedingung (3) fiir o, so erfiillt —w die entsprechende
Bedingung fiir —o. Betrachtung der Definition zeigt, dass

le = f—gw- ISt nun n = fw, soist n = (—f) (—w), also

f(/\//,—a) n=Ju(=fdiw=— [y fdu,=— f(M,a) n-

(d) Jedes n € Q™(M) mit kompaktem Trager ist integrierbar. Ist
supp(n) C U fiir eine offene Teilmenge U C M und
oy ={(¢: Up = Vy) €0: Uy C U}, so ist
f(M,a) n= f(UVJU) 77|(TU)€B’V’-

(i) Sei zundchst supp(n) C Us fiir eine Karte ¢: Uy — V4 CR™
von M. Dann ist n = f w mit einem f € C>*°(M) mit

supp(f) C U;. Wir wéhlen Karten ¢p,: U, — V, CR™ fiir n > 2
mit M = (J,cr Un, setzen Ay := U; und

Ap:=U,\ (U1 U---UU,-1) fiir n > 2. Mit p, wie oben ist dann

/mm:}j/ 1114, d(65Y)e(pn @ Amlv,)
M = Jm
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= /M’f|1A1 d(¢1_1)*(/71®)\m\v1)

= / |f\o¢1_1p1d)\m < 00;
Vi

da der zweite Integrand fiir n # 1 verschwindet, gilt die zweite
Gleichheit.

(ii) Ist n beliebig, wahlen wir eine Partition der Eins (h;);cs auf M,
die den Definitionsbereichen U, der Karten ¢ € o untergeordnet
ist. Dann ist die Menge Jg aller j € J mit supp(h;) N supp(n)
endlich und n = ZjeJo hin. Nach dem Spezialfall ist hjn
integrierbar fiir alle j € Jp und somit auch h; = ZjeJo hin,
nach (b).
(iii) Ist supp(n) C U, so kénnen wir die Partition der Eins derart
wahlen, dass supp(h;) € M \ supp(n) oder supp(h;) C Uy, fiir eine
Karte ¢; € o mit Definitionsbereich Uy, C U. Wir diirfen daher
annehmen, dass supp(n) C U; fiir eine Karte (¢1: U1 — V1) € oy.
Mit U,, A, und p, wie in (i) ist dann



/ 77:/ 1o 67 p1 dAm.
(M,o) Vi

Das gleiche Integral erhélt man, wenn man in (i) M durch U
ersetzt und w durch w|(ryyem.

(e) Fiir jede Orientierung o auf M gibt es eine Volumenform w
mit (3).

Wir wéhlen hierzu eine Orientierung w. Ist (3) an einer Stelle
p € M verletzt fiir eine Karte um p aus o, so ersetzen wir wq
durch —wy fiir alle g in der Zusammenhangskomponente von p
in M. Das so neue gewonnene w erfiillt (3).

Beispiel 26.13. Ist V offen in R™, so ist w := dxy A ... A dx,, eine
Volumenform auf V und idy eine Karte in der zugehdrigen

Orientierung o. Es ist i, = Am|y (wir kdnnen namlich ¢, :=idy,
A1 :=V, A, =0 fir n > 2 wihlen in Satz 26.9). Fir n € Q™(V)
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mit 7 = fw ist also genau dann 7 integrierbar, wenn f bzgl. A\,
integrierbar ist, und in diesem Fall ist

n= / fdu, = / fd\y,  (wie in Definition 30.1).
v 14 14

Beispiel 26.14

Die glatte Mannigfaltigkeit M habe eine globale Karte

d=(d1,.-.,0m): M — V CR™. Dann gilt:

(a) Esist w:= ¢ Y(dxy A...A dxn) eine Volumenform auf M
und i = (672, (mlv):

(b) Sei o eine Orientierung auf M mit ¢ € o. Fiir n € Q™(M)
gibt es genau eine glatte Funktion f: M — R mit
n="Ffdpi A...A\on. Dann gilt: n ist genau dann integrierbar,
wenn f o ¢! beziiglich \,, iiber V integrierbar ist. In diesem

Fall ist
/ n:/(fqul) dA .
(M,o) %4

Nehmen wir ¢1 := ¢ mit p; = 1 in Satz 26.9 und A; :=M, so
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folgt 11, = (¢ 1)«(Am|v), also (a). Aus der Reellen Analysis wissen
wir, dass f genau dann beziiglich des vorigen BildmaBes
integrierbar ist, wenn f o ¢! beziiglich \,,|y integrierbar ist und
die Integrale dann tibereinstimmen (“Allgemeine
Transformationsformel”). Somit gilt (b).

Definition 26.15

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, N eine n-dimensionale,
o-kompakte, orientierbare glatte Mannigfaltigkeit mit einer fest
gewihlten Orientierung o und n € Q"(M). Ist v: N — M eine
glatte Abbildung, so definiert man

Ln = /(N,o) v (),

wenn v*(n) € Q"(N) integrierbar ist.
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§27 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Definition 27.1

Seien n,m € Ny und k € No U {o0}. Eine Funktion f: V — R" auf
einer relativ offenen Menge V' C [0, co[ xR™~! (bzw. auf V = R°,
falls m = 0) heiBt C*, wenn es eine offene Menge V C R™ mit

V C V und eine CK-Funktion f: V — R” gibt mit f = f|y.

Analog fiir relativ offene Teilmengen V C ]—o0,0] x R™~1.
Bemerkung 27.2. (a) Da wir Funktionen mit glatten Partitionen
der Eins zusammenmischen kdnnen, ist f: V — R" genau dann Ck
im vorigen Sinn, wenn fiir jedes x € V die Einschrinkung f|y eine
Ck-Abbildung ist fiir eine offene x-Umgebung W C V.

(b) Mit einigem Aufwand l3sst sich zeigen, dass f genau dann C*
ist, wenn f stetig ist, f|\o eine CX-Abbildung und fiir alle

a € (No)™ mit |af < k d|e partleIIe Ableitung M Ve - R”
: V — R" besitzt.

(c) F/(x) == (F)(x) ist wohldeflmert und die Kettenregel gilt fiir
Ck-Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von Halbraumen.
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Definition 27.3

Ein Hausdorffscher topologischer Raum M heiBt m-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn es fiir jedes p € M
einen Homoéomophismus ¢: Uy — V4 von einer offenen
p-Umgebung Ug C M auf eine relativ offene Teilmenge V;, von

[0, oo[ xR™! gibt (bzw. auf V, = R%, wenn m = 0).? Man nennt
(M, A) eine C*-Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn A ein maximaler
Ck-Atlas von Karten ¢: Uy — Vi im vorigen Sinne ist.

Ebenso mdchte man relativ offene Teilmengen von |—oo,0] x R™ als
Bilder von Karten verwenden, um auch im Fall m = 1 zwei Orientierungen zu
ermoglichen. Solche Karten sind im Folgenden stillschweigend mitzudenken.

Man definiert den Rand OM C M von M als die Menge aller
p € M derart, dass ¢(p) € 0V, C R™ fiir eine Karte ¢: Uy — V,
von M um p (und somit fiir jede solche Karte).!3

3Im Fall k > 1 ist die Bedingung p ¢ OM kartenunabhingig aufgrund des
Satzes iiber die Umkehrabbildung. Fiir k = 0 beruht der Beweis auf
Gebietsinvarianz, einem aufwendigeren Resultat der algebraischen Topologie.
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Stetige Abbildungen zwischen CK-Mannigfaltigkeiten mit Rand
heiBen CX, wenn sie in Karten C¥ sind.

Im Falle k > 1 kann fiir eine C¥-Mannigfaltigkeit M mit Rand

OM # () der Tangentialraum T,M nicht iiber geometrische
Tangentialvektoren definiert werden, da es durch Randpunkte nicht
Kurven in allen erwiinschten Richtungen gibt. Stattdessen definiert
man T,M als Raum der Aquivalenzklassen [¢, x, y] fiir alle Karten
¢ um p mit x = ¢(p) und y € R™, wobei

(¢.%,y) ~ (¥,a,b) wenn b= (10 ¢~") (x)(y)-
Die Biindelprojektion des Tangentialbiindels ist dann
TTM - TM*)M) [QZS,X?y]*—)QZS_l(X)

und To: TUp — Vo x R™, [h, x,y] — (x,y) ist ein
Ck—1_Diffeomorphismus. Weiter ist

TF([6, %, ¥]) = [t (100 F 0 6 1)(x), (1 o F 0 672V (x)(y)] fir eine
Karte ¢ fir M um p und eine Karte % fiir N um f(p), im Fall einer
Ck-Abbildung f: M — N. Glatte Vektorfelder und



Differentialformen auf glatten Mannigfaltigkeiten mit Rand kdnnen
ohne Anderungen diskutiert werden, ebenso wie Volumenformen
und Integration von Differentialformen (sowie Abschneide
funktionen und Partitionen der Eins). Flisse zu Vektorfeldern auf
Mannigfaltigkeiten mit Rand sind subtiler und kdonnen nur
diskutiert werden, wenn das Vektorfeld auf dem Rand tangential
zum Rand ist; wir bendtigen sie nicht. Im Falle eines Randes wéren
zudem auch Untermannigfaltigkeiten, Immersionen, Einbettungen,
Submersionen und lokale Diffeomorphismen subtilere Begriffe, die
im Skript vermieden werden. Das Produkt My x M, einer
Ck-Mannigfaltigkeit mit Rand My und einer gewdhnlichen
Ck-Mannigfaltigkeit M, (ohne Rand) kann mit Produktkarten zu
einer Mannigfaltigkeit mit Rand gemacht werden. Jedoch ist

[0, 0o[ % [0, 00| lediglich eine sogenannte “Mannigfaltigkeit mit
Ecken.” Wir bemerken:

Bemerkung 27.4

Ist M eine m-dimensionale CK-Mannigfaltigkeit mit Rand und
m > 1, so ist OM eine abgeschlossene Teilmenge von M und in
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natiirlicher Weise eine (m — 1)-dimensionale CX-Mannigfaltigkeit;
die Inklusionsabbildung OM — M ist Ck.Ist m > 2 und o eine
Orientierung auf M, so erbt OM eine Orientierung ogpy.

Ist p € M\ OM, so wéhlen wir eine Karte

¢: Us — Vi C [0,00 xR™ ! fiir M um p. Dann ist ¢(p) € (V;)°
und qS*l(qu) C M\ OM. Also ist M\ OM eine Umgebung von p
in M und somit M\ OM offen, also M abgeschlossen in M.

Ist p € OM, so wahlen wir eine Karte
¢: Us — Vi C [0, 00 xR™! fiir M um p. Schreibe
¢ =(¢1,-..,0m). Da V5N (]0, 00 xR™1) in R™ offen ist, ist
OV C {0} x R™1 und somit V,, N9V, = VN ({0} x R™1).
Also ist

P(Vy N OM) = Vg1 ({0} x R™1).
Dann ist W := {x € R™1: (0,x) € V;} offen in R™~1 und
dom: (Up NOM) — Wy, g = (¢2(q), ..., 0m(q)) ist ein
Homdomorphismus. Analog kénnen wir ¢gps bilden im Fall einer
Karte mit V, C]—00,0] x R™~1. Wie in 2.29 rechnet man nach,
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dass die ¢gps einen CK-Atlas fiir 9M bilden.

Ist m > 2 und o eine Orientierung auf M, so bilden die ¢gps mit
¢ € o einen orientierten Atlas auf OM; dieser ist in einem
maximalen orientierten Atlas ogp fiir 9M enthalten, den wir die
induzierte Orientierung nennen.

Auch im Fall m =1 kann man von einer auf OM induzierten
Orientierung sprechen, siehe Bemerkung 28.3.
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§28 Der Stokessche Integralsatz

Satz 28.1 (Satz von Stokes)

Sei m > 2. Fiir jede o-kompakte, m-dimensionale glatte
Mannigfaltigkeit M mit Rand mit einer Orientierung ¢ und jede
(m — 1)-Form w auf M mit kompaktem Trager ist

/ w:/ dw,
oM (M,o)

wobei M mit der von o induzierten Orientierung versehen ist.

Genauer ist der linke Integrand (jom)*(w) = w|(romyem-1 mit der
Inklusionsabbildung jyp: OM — M.

Folgerung 28.2

Fiir jede o-kompakte, m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit
einer Orientierung o und jede (m — 1)-Form w auf M mit

kompaktem Trager ist
/ dw = 0.
(M)
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Beweis des Satzes von Stokes. Um jedes p € M\ OM existiert eine
Karte ¢p: Up — Vj in o derart, dass V, eine offene 0-Umgebung
in R™ ist und nach Verkleinern von der Form |—¢p, p[™ fiir ein

€p > 0. Nach Ersetzen von ¢, durch %qﬁp ist 0.B.d.A. g, = 2. Wir
setzen Qp := ¢, (]—1,1[™). Um p € OM existiert eine Karte

¢ =(¢1,...,0m): Up = Vp in o derart, dass ¢1(p) = 0 und V,
eine relativ offene Teilmenge von [0, oo[ xR™~1 oder

]—00,0] x R™ 1 ist. Da m > 2, diirfen wir (notfalls nach
Komposition von ¢ mit (y1,...,¥m) — (=¥1, =2, Y3, -+, ¥m) von
links) annehmen, dass V eine relativ offene Teilmenge von

]—00,0] x R™~1 ist. Nach Ersetzen durch ¢ — ¢(p) diirfen wir
annehmen, dass ¢(p) = 0. Nach Verkleinern diirfen wir annehmen,
dass Vi, = ]—¢p,0]x |—€p, ep[, wobei wie oben 0.B.d.A. £, = 2.
Wir setzen Qp := ¢, '(]—1,0]x ]—1,1[™"1). Wir wihlen eine
glatte Partition der Eins (hj)jc; auf M, die der offenen
Uberdeckung (Qp)pem untergeordnet ist. Die Menge Jy aller j € J
mit supp(h;) N supp(w) # 0 ist endlich. Da w = 3", \ hjw, ist

dw =} e, d(hjw) und
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dw = / jw) sowie / w= h;w.
/(M,J) Z J oM Z ’

J€J JE€D

Es geniigt daher, den Satz von Stokes unter der Annahme zu
beweisen, dass supp(w) C Q) fiir ein p € M. Wir kiirzen ¢ := ¢p,
U:i=Up, V:=V,und Q:= Qp ab. Wir schreiben

(0 (W) =2y (-1 dxa A Adxg AL A dx mit

fi € C°(V). Dann ist

(571 (d) = (67 w) = 3 00 g A A i,

=7
Fall 1. Ist p € M\ OM, so ist supp(f;) C ]—1,1[™ fiir jedes
J €{1,...,m}. Unter Benutzung des Satzes von Fubini ist also

/( dw_z/axf )
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B Z/ [—1,1]m aXJ Am(x)

= / ll]m 1/ 8)(1 _ylag.y_]—]nt,)/_],,ymfl)dt d)\mfl(y)

J/

=0
das innere Integral ist nach dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechung gleich
f(y17"'7}/1'71717}07"'aym71) - f(}/hn~,yjfl7_17yj»---a)/m—1) :Ou
wobei beide Summanden wegen supp(f) C]—1, 1[™ verschwinden.
Da supp(w) NOM C UNOM =0, ist auch [;,,w = 0.
Fall 2. Ist p € OM, so ist supp(f;) € ]—1,0] x ]—1,1[™1 fiir jedes
Jj€A{1,...,m}. Dann ist

L dw—z / 2 Z / 90 () dAn).

[—1,0]x[~1,1]7—1 OX;
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Fir j € {2,..., m} ist das Integral in der letzten Summe gleich

1
of;
/[v_l Ox1apm2 1 87);.()/17 s Yji—1, tayja s 7ym71) dt d)\m—l()/) = 07

=0
mit dem Satz von Fubini und weiterer Argumentation wie oben.
Fiir j = 1 erhalten wir das Integral

081‘1

—(t,y)dt d\m—

[ 37 ()
—_—
=f(0,y)—fi(=1,y)=£(0,y)

= / 1(0,y) dAm_1(y) = / f1(0,y) dAm-1(y)
[-1,1]71

]-2,2[m1

was den Beweis beendet, sobald wir die Gleichheit in (1) begriindet
haben. Setzen wir P := U N M, so ist
supp(Jamw) € supp(w) NOM C UNOM = P und folglich
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| o) = [ )

mit der Inklusionsabbildung jp: P — M, nach Bemerkung
26.12(d). Mit W := {y e R™1: (0,y) € V} =]-2,2["1
betrachten wir die Karte ¢gps: P = UNIM — W von OM wie in
Bemerkung 31.4. Dies ist eine globale Karte fiir P. Sei

mi: R™1 — R die Projektion auf die k-te Komponente fiir
ke{l,...,m—1} und dyk := d(pr, |w) Man beachte, dass die
glatte Abbildung i = (i1,...,im): W — V, y — (0, y) die
Komponenten i; = 0 und ix = pr,_; |w hat fir k € {2,..., m} Da
dip = 0, ist fiir jedes j € {2,...,m}

(A A AdGA . Adxm) = dit AL AdiA .. Adim =0. (2)
Weiter ist
P*(dxg Adso A Adxm) = dia A .. Adim = dyr A... Adym_1. (3)

Da jpo gy = ¢ o, ist
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(Dom) Gpw) = *((¢71)'w)
= Y (-1 PHdxa A Adxg AL A dx)
1

j=
= (flol)d)/I oo Ndym—1

unter Benutzung von (2) und (3). In Anbetracht von Beispiel 26.14
erhalten wir nun — wie fiir (1) verlangt —

/ ()" (@) = / (F 0 1)(y) dAms(y). O
P w

Bemerkung 28.3. Mit geeigneten Definitionen bliebt der Satz von
Stokes auch giiltig im Falle m =1 (so dass OM diskret ist).

(a) Eine Orientierung auf einer O-dimensionalen Mannigfaltigkeit
definieren wir als eine beliebige Funktion o: M — {—1,1}. Eine
0-Form w auf M entspricht einer Funktion f: M — R. Hat f
kompakten (also endlichen) Trager, so definieren wir

Prof. Dr. Helge Glckner Mannigfaltigkeiten



w = a(x)f(x);
/W,a) > o)

die Summe ist sinnvoll, da nur endlich viele Summanden von 0
verschieden sind.

(b) Ist M eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und o
eine Orientierung auf M, so induziert o eine Orientierung ogy auf
OM wie folgt: Ist p € OM und gibt es eine Karte ¢: Uy — Vj in o
um p mit Vg C |—o00,0], so definieren wir o(p) =1 (dann ist

p = 0 und eine anschauliche Interpretation ist: “p ist ein Endpunkt
von M"). Gibt es eine Karte ¢p: Uy — Vi in 0 um p mit

Vi, C [0, 00], so setzen wir o(p) = —1 (dann ist ¢(p) = 0 und wir
konnten p einen “Anfangspunkt” von M nennen).

(c) Durch Benutzung einer Partition der Eins geniigt es auch im
Falle m =1, den Satz von Stokes unter der Annahme zu beweisen,
dass supp(w) C U fiir eine Karte ¢: U — V in o derart, dass

V =1-2,2[ und ¢(supp(¢)) C ]—1,1[ oder V =]—2,0] und
¢(supp(w)) € ]—1,0] oder V = [0,2[ und ¢(supp(w)) < [0, 1]. Der



erste Fall kann wie oben diskutiert werden und liefert Integrale vom
Zahlenwert 0 (wobei der Satz von Fubini und die zusétzlichen
Integrationsvariablen und Integrale wegfallen); der dritte Fall kann
analog zum zwwiten behandelt werden. Im zweiten Fall entspricht
w € Q9(M) einer glatten Funktion f € C2°(M) und dw deren
Differential df. Es ist dann

(1) (df) =d(fog ') = (Foo™ ) dx

und somit

/(M,a) dw = /(U’UU)(dw”TU = /]_2’01(7‘ o ¢)(x) dA1(x)
0
- /_1” 0 ¢~ 1) (x) dx = f(¢71)(0) — F(¢71(~1)
— f(¢_1(0)) = f(p) = com(p)f(p) = / w

oM
mit p := ¢~1(0) € M (an anderen Randpunkten verschwinden f
und w).

(d) Im Spezialfall M = [a, b] mit a < b und der durch idy €0



festgelegten Orientierung o auf M ist 9M = {a, b} und die auf
OM induzierte Orientierung ist gegeben durch ogp(b) =1,
oam(a) = —1. Wir konnen eine 0-Form w auf M mit einer glatten
Funktion f: [a, b] — R identifizieren. Dann ist df = f’ dx. Nach
dem Satz von Stokes ist

dw:/, w = a(b)f(b) + o(a)f(a) = f(b) — £(a). (4)
[a,b] (OM,oom)

Die Differentialform dw im linken Integral kann nach dem Vorigen
f" dx geschrieben werden, so dass (4) die Gestalt

/ F dx = f(b) — f(a)
.6

annimmt, analog zum Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung.
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§29 Affine Zusammenhange

In diesem Kapitel und den zwei folgenden stellen wir fiir die
Allgemeinbildung weitere Begriffe noch kurz vor. Stets sei M eine
glatte Mannigfaltigkeit. Wir beginnen mit den Begriffen eines
affinen Zusammenhangs, kovarianten Ableitungen und
Paralleltransport.

Definition 29.1
Ein affiner Zusammenhang auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist
eine reell bilineare Abbildung
V: V(M) x V(M) — V(M), (X,Y)— Vx(Y)

derart, dass

(i) Vex(Y) =fVx(Y) und

(i) Vx(fY)=(X.H)Y + Vx(Y) fir alle X, Y € V(M) und

f e C®(M).

29.2. Gegeben X, Y € V(M) und p € M sieht man wie in Aufgabe
P25, dass (VxY)(p) unverandert bleibt, wenn wir X auBerhalb
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einer p-Umgebung abandern; entsprechend fiir Y.

29.3. Ist U C M eine offene Teilmenge, so kann man fiir

X,Y € V(U) und p € U Vektorfelder X, Y € V(M) wihlen, die
auf einer offenen p-Umgebung W C U mit X bzw. Y
ibereinstimmen. Nach dem Vorigen ist

VE(Y)(p) = (V£ Y)(p)
wohldefiniert. Dann ist V{(Y)|w := (Vg Y)|w, also VLY glatt.

Man rechnet leicht nach:

Lemma 29.4

VY ist ein affiner Zusammenhang auf U. Fiir alle X, Y € V(M) ist
(VxV)lo = VY, (Y1)

29.5. Sei nun ¢: U — V C R™ eine Karte fiir M und

0 -
0j = <8xj>¢ furje {1,...,m}.

Fir alle i,j € {1,..., m} ist dann



Vo (9) = Tk
k=1

mit eindeutigen glatten Funktionen I}, ..., T7: U — R, den
sogenannten Christoffel-Symbolen zu V in der Karte ¢.
Lemma 29.6

Fir X, Y € V(U) schreiben wir X = >~ 3;0; und

Y = >, bj0; mit eindeutigen a;, bj € C*°(U). Dann ist

k=1 \ij=1
Beweis. Es ist :(a,-bj)aﬁijgiaj
m P
VXY =D a V(b))
ij=1

mit Z:il a,-@,-bj = X.bj. ]



Fiir Y € V(M) und p € M hangt also (Vx Y)(p) nur von X(p) ab.
Fiir v € T,M kann man folglich ein X € V(M) mit X(p) = v

wahlen und definieren:
V.Y = (VxY)(p). (1)

Definition 29.7
Ist I C R ein offenes Intervall und v: I — M eine glatte Kurve, so
nennen wir eine glatte Kurve n: I — TM ein Vektorfeld langs ~,

wenn
n(t) € T,y(t)M fiir alle t € /.

Es ist also (id;,n) eine glatte Kurve im Pullbackbiindel
~V(TM) C | x TM.
Beispielsweise ist 7 ein Vektorfeld langs ~.

Satz 29.8

Zu einem Zusammenhang V auf M gibt es genau eine Abbildung,
die fiir jede glatte Kurve ~v: I — M jedem Vektorfeld n: I — TM
langs v ein Vektorfeld Dy 7 langs v zuordnet, mit folgenden
Eigenschaften:
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(a) Dy(rn+ s¢) = rDyn + sDy( fiir alle r,s € R und
Vektorfelder 7, ¢ langs ~;

(b) Dy(an) = o'n+ aDyn fir jedes Vektorfeld 7 lings v und
jede glatte Funktion a: [ — R;

(c) Fiir jedes Y € V(M) ist (Dy (Y 07))(t) = V()Y fiir alle
tel

Man nennt Dy die kovariante Ableitung von 7 beziiglich V.

Beweis (Skizze). Ahnlich wie oben sieht man, dass eine kovariante
Ableitung Dy auf M fiir jede Karte ¢p: U — V CR™ von M eine
kovariante Ableitung Dgu auf U induziert. Ist v: | — U eine glatte
Kurve und n: | — TU ein Vektorfeld langs ~, so ist

dpon=(b1,...,bm)

mit glatten Funktionen by, ..., by: I — R. Dann ist
m

n=>_bid0)
j=1

und folglich nach (a), (b) und (c
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m
(Deun)(t) = 3 (B0 0 N(1) + Bi()VY%00))  (2)
j=1
fiir jedes t € | eindeutig festgelegt. Definieren wir Dgun durch die
vorige Gleichung, so erhdlt man eine kovariante Ableitung Dgu
auf U (wie leicht nachzurechnen ist). Ist auch auf W eine Karte
definiert, so induzieren Dgu und Dgw auf U N W wegen der
Eindeutigkeit die gleiche kovariante Ableitung. Fiir n: I — TM
kann man Dy somit auf wohldefinierte Weise stiickweise
definieren (mit Teilwegen, die jeweils im Definitionsbereich einer
Karte liegen) und erhilt eine kovariante Ableitung auf M. O

Bemerkung 29.9. Es ist niitzlich, (2) noch expliziter zu machen.
Hierzu schreiben wir

dpoy=(a1,...,am)

mit glatten Funktionen ay,...,an: [ — R. Dann ist
W(t) =) ai(t)di((1) = (Z a;(t)(?/) (7(t)), also mit (1)
i=1 i=1
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V0= 21121 (t)(V507) (1(£) = X T—1 i ()T (4(1)) Ok (v(1))-

Gleichung (2) kénnen wir somit umschreiben als

m

(Dyun)(£)=>_ | bi(t) +ZF )ai(t)b;(t) | Ok(x(1). (3)

k=1 ij=1

Definition 29.10

Sei V ein affiner Zusammenhang auf M. Ein Vektorfeld
n: I — TM langs einer glatten Kurve v: | — M wird bzgl. V
parallel genannt, wenn Dyn = 0.

Satz 29.11

Sei V ein affiner Zusammenhang auf M. Fiir jede glatte Kurve
v: I — M, jedes tg € | und v € T, ;)M gibt es genau ein
paralleles Vektorfeld 7 langs v mit n(ty) = v.

| A

Man nennt 7 den Paralleltransport von v lings ~.
Beweis. Sei zundchst (/) C U angenommen fiir eine Karte

¢: U— V CR™von M. Esist v => 7" vkk(v(to)) fiir



eindeutige vi,..., v, € R. Mit Notationen wie in Bemerkung 29.9
ist  nach (3) genau dann parallel, wenn fiir alle t € /

0=> [ bh(t) + D TE(H(£)ai(0)bi(2) | Ok(x(1)).

k=1 ij=1

also fiir alle k € {1,..., m}

Zr t))ai(t)b;(t)

ij=1
gilt. Dies ist ein lineares Differentialgleichungssystem erster
Ordnung fiir (b1,...,bm): I = R™, welches lokale Existenz und
Eindeutigkeit erfiillt und hat zu den Anfangsbedingungen
bi(to) = vk fir k € {1,..., m} eine eindeutige auf ganz /
definierte Losung (b1, ..., bm), aufgrund der Linearitét (siehe
Reelle Analysis).

Im allgemeinen Fall folgt aus der lokalen Eindeutigkeit, dass es ein
groBtes offenes Teilintervall J C [ mit tp € J gibt mit der
Eigenschaft, dass v ldngs ~y|, einen Paralleltransport besitzt. Wir
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zeigen, dass 7 € J fiir alle 7 € | mit 7 > tg; den Fall 7 < tg
behandelt man analog, so dass also J = /. Es gibt

to < t; < -+ < t, = 7 derart, dass y([ty, t,4+1]) im
Definitionsbereich U, einer Karte enthalten ist fiir alle
ve{0,...,n—1}. Essei l, C vy 1(U,) ein offenes Intervall mit
[tv, tu+1] € . Nach dem Spezialfall gibt es einen eindeutigen
Paralleltransport 79 von vo := v langs |;,. Wir setzen v; := ng(t1)
und haben nach dem Spezialfall einen eindeutigen Paralleltransport
n1 von vy langs 7|y,. Rekursiv finden wir einen Paralleltransport 7,
von v, langs 7|, und setzen v,+1 := n,(t,+1). Wir kénnen dann 7
stiickweise auf /; U --- U [, definieren durch Zusammensetzen von
N1, -..,Mn und schlieBen, dass re hU---U/l, C J. O

Definition 29.12

Ein affiner Zusammenhang V auf M wird symmetrisch genannt,
wenn VxY — Vy X = [X, Y] fiir alle X, Y € V(M).

Bemerkung 29.13. Man kann zeigen, dass jeder symmetrische
affine Zusammenhang V auf M ein Spray X auf M festlegt und
umgekehrt, vgl. Lang; fiir jede Karte ¢: Uy — -V, und alle
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x=(xt,...,Xm) € Vg, v=1_(v1,...,vm) € R ist
(T?¢poXo T 1) (x,v) = (x,v,v,— Z%,k:l rf}(¢’1(x))x,-vjek).
Wir schlieBen mit einem Beispiel.

Beispiel 29.14. Ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R" und identifizieren wir T,M mit
{p}xR™C{p}xR"=T,(R"), so ist nach Lemma 20.6 TM eine
Untermannigfaltigkeit von T(R"). Ein glattes Vektorfeld auf M ist
somit von der Form X = (idp, a) mit einer glatten Funktion

a: M — R" derart, dass (p, a(p)) € TpM fiir alle p € M. Fiir X
wie zuvor und Y = (idp, b) definieren wir

(VxY)(p) := Op(p, (a-b)(p)) = Op(p, db(p, a(p))),

wobei Op: {p} x R" — T,M die Orthogonalprojektion ist
beziiglich des iiblichen Skalarprodukts, wenn wir {p} x R"” mit R"
identifizieren durch Weglassen der ersten Komponente. Dann ist V
ein affiner Zusammenhang auf M.

[Um eine Stelle p kénnen wir einen lokalen Rahmen fiir TM lokal
zu einem Rahmen Xi,..., X,: U — T(R") fiir T(R")|m ergédnzen
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und dann das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
anwenden (sieche Lemma 21.43); der Rahmen Xji, ... X, darf also
als orthonormal angenommen werden. Nach Lemma 21.48 ist dann

n

(p, db(p, a(p))) = > _ ci(p) Xj(p)

j=1
mit ¢1,...,¢, € C®°(U) und es ist
m
(Vx¥)(e) = >_<i(p)
Jj=1

eine glatte Funktion von p € U. Die reelle Bilinearitat und (i) in
Definition 29.1 sind klar; (ii) folgt aus der Produktregel,

d(fb) o (idp, a) = ((df) o (idpm, a))b + f(db o (idpm, a)). ]
Allgemeiner gibt es auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit den
Levi-Civita-Zusammenhang (siehe 31.4).
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§30 Hauptfaserbiindel

Hauptfaserbiindel sind eine weitere wichtige Struktur. Jedem Vektor-
biindel |dsst sich ein Hauptfaserbiindel zuordnen und umgekehrt
lassen sich einem Hauptfaserbiindel Vektorbiindel assoziieren.

Definition 30.1

Eine Rechtswirkung einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine
Abbildung X x G — X, (x, g) — x.g derart, dass x.e = x und
(x.g1).82 = x.(g1g2) fiir alle x € X und g1,42 € G.

Eine dquivalente Bedingung ist, dass die Abbildung G x X — X,
(g,x) — x.(g71) eine (Links-)Wirkung ist, wie bisher behandelt.

Beispiel 30.2. Fiir jede Gruppe G ist die Gruppenmultiplikation

w: G x G — G eine Rechtswirkung von G auf G und ist G eine
Liegruppe, so ist u glatt. Wir konnen dann allgemeiner eine glatte
Mannigfaltigkeit M wahlen und erhalten eine glatte Rechtswirkung
0:PxG— Pauf P:=Mx G via

o: PxG— P, ((p,h),g) — (p,hg).



Hauptfaserbiindel verallgemeinern dieses Beispiel und sind lokal
von dieser Gestalt.

Definition 30.2

Es sei G eine Liegruppe. Ein Hauptfaserbiindel mit
Strukturgruppe G iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M ist eine
glatte Mannigfaltigkeit P, zusammen mit einer glatten

Rechtswirkung P x G — P, (y,g) — y.g und einer glatten
Abbildung 7: P — M derart, dass

m(y.g) = w(y) fir alle (y,g) € P x G

und fiir jedes p € M ein offene p-Umgebung U C M und ein
C°°-Diffeomorphismus

0: 7 1(U) = Ux G

existiert derart, dass pry 06 = 7| -1(y) mit pry: U X G — U,
(g,g) — qund 0: 7= 1(U) — U x G &quivariant ist, also

0(y.g) = 0(y).g fir alle (y,g) € 77 1(U) x G.
R et or hae oo T




Man nennt 6 eine lokale Trivialisierung fiir P.

Mit der zweiten Komponente 6,: 771(U) — G von 6 ist also

0(y) = (n(y), b2(y))
fiir alle y € 7~1(U) und die Aquivarianz verlangt, dass

0(y.g) = 0(y).g = (7(y), b2(y)g) fiir alle (y,g) € (V) x G.
Beispiel 30.3

Fiir jede Liegruppe G und abgeschlossene Untergruppe H von G
ist G ein Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe H iiber G/H,
zusammen mit der kanonischen Abbildung 7: G — G/H, g — gH
und der glatten Rechtswirkung 7: G x H — G, (g, h) — gh.

Hierbei tragt G/H die eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur,
die 7 zu einer Submersion macht (s. Satz 18.1 und Folgerung 7.2).
Fiir jedes p € G/H gibt es nach Satz 5.1 eine offene p-Umgebung
U C G/H und eine glatte Abbildung o: U — G mit m oo = idy,
also einen glatten lokalen Schnitt fiir 7. Dann ist

¢ Ux H—=a (), (g,h)—oa(q)h



eine glatte Bijektion mit glatter Umkehrabbildung

0: 7' (U) = Ux H, g (n(g).a(n(g)) g).
Offenbar ist 1) dquivariant und somit auch 6 = wil.
Definition 30.4

Sei wie zuvor P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit
Strukturgruppe G und Biindelprojektion 7: P — M. Eine Familie
(6))jcs von lokalen Trivialisierungen 6;: 7=1(U;) — U; x G heiBt
Atlas von lokalen Trivialisierungen, wenn M = UjeJ U;.

Ist (0;)jcs ein Atlas von lokalen Trivialisierungen
0;: 7 1(U;) = U; x G von P, so ist Uj := U; N U; offen in M fiir
alle i,j € J und es ist fiir alle x € Uj;

(6i 067 1)(x, €) = (x, g(x))
mit einer C*°-Funktion gj;: U;j — G. Wegen der Aquivarianz folgt
(6:00:1)(x.8) = (006, ")((x,e)g) = ((6;06; )(x. e))g

= (x,gi(x))g (1)



fiir alle x € Ujj und g € G.

(8ij)ijes ist ein G-wertiger C*°-Kozyklus auf M.

Beweis. Gegeben i, j, k € J haben wir fiir alle x € U; N U; N Uy
(x,gi(x)) = (0i 0 0;1)(x, €) = (0: 0 071)((6; 0 0 M) (x, €))

= (606 1)(x, gix(x)) = (x, 8(x))gj(x) = (x, gi(x)gj(x)).
wobei die vorletzte Gleichheit (1) benutzt. Also ist
gik(x) = gj(x)gjk(x). O
Satz 30.6

Es sei G eine Liegruppe, M eine glatte Mannigfaltigkeit, (U;);c
eine offene Uberdeckung fiir M und (&ij)ijes mit gij: UinU; — G
ein G-wertiger glatter Kozyklus. Dann existiert ein
Hauptfaserbiindel P iiber M mit Strukturgruppe G und
Biindelprojektion m: P — M derart, dass ein Atlas (6;);cs von
lokalen Trivialisierungen 60;: 7=1(U;) — U; x G fiir P den
gegebenen Kozyklus (gj)i jcs induziert.
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Beweis. Es sei Y die Menge aller Tripel (i,x,g) mit i € J, x € U;

und g € G. Fiir (i,x,g), (j,y,h) in Y schreiben wir

(i,x,8) ~ (J,y,h), wenn x =y und g = gjj(x)h. Unter Benutzung
der Kozyklusbedingung sieht man, dass ~ eine Aquivalenzrelation

auf Y ist. Wir definieren P := Y/ ~ und schreiben [i, x, g] fiir die
Aquivalenzklasse von (i, x, g). Fiir jedes i € J ist die Abbildung

wi:UiXG_)Pa (ng)’_)[i7xag]
injektiv. Fir alle i,j € J ist
VWU x 6) = (UinU;) x G

offen in U; x G und die Abbildung

Yo (UinUj) x G — (UiN Uj) x G ist gegeben durch
(x,8) — (x, gij(x)g), also glatt und somit ein
C*°-Diffeomorphismus (denn die Umkehrabbildung ist analog). Die
Abbildung m: P — M, [i, x, g] — x ist wohldefiniert und stetig
beziiglich der finalen Topologie O auf P beziiglich den Abbildungen
1;, denn es ist mo¢;: U; x G — U; die Projektion auf die erste
Komponente. Nach Lemma 1.26 und Bemerkung 1.27 ist O
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Hausdorffsch, macht ¥;(U; x G) = n~1(U;) offen in P fiir jedes
i€ Jund;: U x G— 771(U;) zu einem Homdomorphismus.
Geben wir 7~1(U;) die glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, die

Vi Ui x G — w7 1(U;) zu einem C°°-Diffeomorphismus macht, so
folgt mit der Glattheit der 1); o qu‘l aus Aufgabe P14 (a), dass es
eine eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur auf P gibt, die
jedes m~1(U;) zu einer offenen Untermannigfaltigkeit und somit
jedes 1); zu einem C°-Diffeomorphimus auf eine offene Teilmenge
von P macht. Die Abbildung

T:PxG—= P, ([i,x gl h)— [i,x, ghl

ist wohldefiniert, eine Rechtswirkung von G auf P, und sie ist
glatt, da (7o (v oidg))(x, g, h) = ¥i(x, gh) glatt in (x, g, h) ist
fiir alle i € J. Man rechnet direkt nach, dass die Diffeomorphismen
b; = ¢J;1: 7= 1(U;) = U; x G lokale Trivialisierungen fiir P sind
und somit P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit Strukturgruppe G.
Ebenso rechnet man direkt nach, dass (gj;)i jcs wie vorgegeben der
vom Atlas (6;);c, induzierte Kozyklus ist. [
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Sei P ein Hauptfaserbiindel iiber M mit Strukturgruppe G und
Biindelprojektion 7m: P — M. Ist F ein endlich-dimensionaler
reeller Vektorraum und p: G — GL(F) ein glatter
Gruppenhomomorphismus, so ist

GxF—F, (g,v)—gv:i=npg)v)

eine (Links-) Wirkung von G auf F und glatt (vgl. Aufgabe P35).
Fiir (y1,v1), (2, v2) € P x F schreiben wir (y1,v1) ~ (y2, v2),
wenn ein g € G existiert mit

yvo=y1.g und v =g lv.

Man rechnet direkt nach, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf
P x F ist. Wir schreiben [y, v] fiir die Aquivalenzklasse von
(y,v) € P x F. Per Definition der Aquivalenzrelation ist dann

lyg,v] = [y, gv] fir alle (y,v) € Px F und g € G.

Wir schreiben
Px,F:=(PxF)/~
fiir die Menge der Aquivalenzklassen, oder kurz E. Die Abbildung



e E—= M, [y,v]— 7w(y)

ist wohldefiniert. Fiir jede lokale Trivialisierung
§: m~1(U) — U x G von P mit 2. Komponente f,: U — G ist

0: (me) H(U) = Ux F, [y,v]= (n(y),02(y).v)

eine wohldefinierte Abbildung und man rechnet direkt nach, dass
diese bijektiv ist, mit Umkehrabbildung

(x,v) —~ [(9*1(x7 e), v].

Sei (6;)jey ein Familie von lokalen Trivialisierungen
0;: 7 1(U;) — U; x G, die samtliche lokalen Trivialisierungen
von P umfasst. Nach dem Vorigen ist
bio(07)x,v) = (x.8i2(8; (x,€)).v) = (x, gj(x).v)
= (x, p(gij(x))(v))- (2)
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Satz 30.7

P x, F kann in eindeutiger Weise derart zu einem glattem
Vektorbiindel iiber M mit typischer Faser F gemacht werden, dass
0 eine lokale Trivialisierung von P X, F ist fiir jede lokale
Trivialisierung 6 von P. Ist (6;);c, ein Atlas von lokalen
Trivialisierungen fiir P und (gjj)ijcs der zugehodrige G-wertige
glatte Kozyklus, so ist (p o gjj)ijes der vom Vektorbiindelatlas
(gj)jej induzierte GL(F)-wertige glatte Kozyklus.

Beweis. Gegeben p € M wahlen wir eine Trivialisierung

0: 7~ 1(U) — U x G von P mit p € U und geben E, := ﬂEl({p})
die Vektorraumstruktur, welche die Bijektion pr, o§|Ep: E, — F zu
einem Isomorphismus von Vektorraumen macht. Wegen (2) gilt
dies dann fiir jede solche Trivialisierung. Mit den Bijektionen
(0;)jes an Stelle von (0;)jes konnen wir nun Lemma 21.17
anwenden und erhalten eine eindeutige glatte Vektorbiindelstruktur
auf E mit typischer Faser F, die jedes 0; zu einer lokalen
Trivialisierung macht und (p o gjj)i jes zum zugehdrigen
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GL(F)-wertigen Kozyklus. Fiir die Vektorbiindel-Trivialisierungen
zu anderen Atlanten fiir P gilt dies dann auch. [J

Beispiel 30.8. Es sei F ein endlich-dimensionaler Vektorraum und
E ein glattes Vektorbiindel iiber der glatten Mannigfaltigkeit M,
mit typischer Faser F und der Biindelprojektion mg: E — M.
Wihlen wir einen Atlas (6;);cs von lokalen Trivialisierungen
0j: Ely; — Uj x F, so induziert dieser einen GL(F)-wertigen
glatten Kozyklus (gjj)ijcs mit gij: Ui N U; — GL(F). Diesem
kénnen wir mit Satz 30.6 ein Hauptfaserbiindel P iiber M mit
Strukturgruppe G := GL(F) zuordnen. Das zu P assoziierte
Vektorbiindel zu p := id¢ lasst sich durch den Kozyklus
(pogi)ijes = (gij)ijecs beschreiben, ist nach Satz 21.15 also zum
gegebenen Vektorbiindel E dquivalent.
Beispiel 30.9. Ist M eine m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
und A der maximale glatte Atlas auf M mit den Karten
¢: Uy — Vi, CR™, so schreiben wir kiirzer J := A und ¢; := j fiir
Jj € A. Fiir j € J bilden die Diffeomorphismen

0 :=TU; = Uy xR™, v (m1m(v), doj(v))



dann einen Vektorbiindelatlas fiir das Tangentialbiindel TM. Der
zugehdrige GL(IR™)-wertige glatte Kozyklus (gjj)i jes mit
gij: UinU; — GL(R™) ist gegeben durch

gii(x) = (¢io gbj_l)’(¢>(x)) fir x € Uin U;.
(a) Wir kénnen nun wie in Satz 21.16 das Vektorbiindel E zum
Kozyklus (det ogjj)i jcy bilden (oder zuerst das zu (gj)ijey
gehdrige Hauptfaserbiindel P und dann das zu det assoziierte

Vektorbiindel nehmen). Dann ist E zu Alt”(TM) = A"(T*M)
dquivalent.

(b) Zu einer reellen Zahl o > 0 ist auch p: GL(R™) — (]0, 0], -),
A | det(A)|“ ein glatter Gruppen-Homomorphismus. Wir kénnen
also das zum Kozyklus (p o gjj)ijes gehorige Vektorbiindel E bilden
(ohne oder mit Umweg iiber P). Glatte Schnitte in E nennt man
a-Dichten auf M. Besonders wichtig sind 1-Dichten auf M. Analog
zur Integration von m-Formen auf orientierbaren m-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten |3sst sich eine Integrationstheorie fiir 1-Dichten
auf nicht notwendig orientierbaren glatten Mannigfaltigkeiten
formulieren.
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§31 Weitere Grundbegriffe

In der Differentialgeometrie betrachtet man meist Mannigfaltig-
keiten mit zusadtzliche Strukturen, etwa Mannigfaltigkeiten mit
einer riemannschen (oder pseudo-riemannschen) Metrik, einer
symplektischen Struktur oder einer Poisson-Klammer. Fiir die
Allgemeinbildung gehen wir auf diese Begriffe kurz ein, die auch in
der mathematischen Physik eine wichtige Rolle spielen.

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition 31.1

Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist eine glatte
Mannigfaltigkeit M, zusammen mit einer glatten Riemannschen
Metrik g auf M (wie in Definition 21.21).

31.2. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist fiir jedes
p € M die Abbildung

H ' HP: TPM - [0700[7 Vi—= g(V, V)

eine Norm auf T,M. Dies ermdglicht uns (analog zur Analysis 2)
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die Definition der Weglinge eines C1-Wegs v: [a, b] — M via

b
L) = [ 15(Ollgo

Fiir eine Karte ¢: Uy — Vi € R™ von M definieren wir fiir
i,j € {1,..., m} eine glatte Funktion g?: Uy — R via

gt = (0/), (0105,

Satz 31.3

Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension
m > 1 und o eine Orientierung auf M, so ist

wp = \det (& (P)fy) (d1 Ao A dbm)y (D)

fir pe M und (¢: Uy — Vy) € o mit p € Uy wohldefiniert und
liefert eine Volumenform w auf M.

Man nennt w das Riemannsche Volumen auf M.
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Beweis. Gegeben p € M seien ¢: Uy — Vi und ¢: Uy — Vy
Karten in o um p. Nach Ersetzen von Uy und Uy, durch ihre

Schnittmenge sei 0.B.d.A. U, = Uy =: U. Wir betrachten die
glatte Funktion 7 :=10¢~1: V,; — Vi, und kiirzen ab

o
Oxj

Dag¢l=4ytor, istfiiralleic {1,...,m}

o(p)) furi,je{l,...,m}

a,-j =
und A := (ay)"_;.
(0/0x)s(p) = doH(d(p), &) = d " T7(¢(p), &)

= dyv T (¥(p), dT(4(p), ei))

m

Z idy? Zak: 9/0x)u(p)

k=1
wobei d7(¢(p), &) = >k (07ic/0xi)(¢(p))ex = Doy aiex

benutzt wurde. Also ist
g} (p) = &((9/0x)4(p), (0/0x))4(p))



= Z ak;agjg((a/axk) (p), (8/8x@ Z aklaé_lgkg

k=1 k=1
somit (g7 ()7, = A7 (g} ((P))§'_1A und folglich

det (g5 (p))j—1) = (det A)*det (g4 ,(P))¥e—1) (@)
mit det(A) = det (7/(¢(p))). Wir benutzen (2) und dann (2):

\/det ((gj)( I,j 1) (dr A AN dYm)p
= det(A) \/det ((gg’( NE2) (db1 A .. A dm)y
— \/det ((g,?( ™) (dp1 A ... A dém)p.

Also ist wp wohldefiniert. Die Formel (1) ist fiir alle p € U,
anwendbar, so dass nach Lemma 25.11 w](TU¢)@m glatt ist und
somit w eine Differentialform. Da stets w, # 0 per Konstruktion,
ist w eine Volumenform. [
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31.4 Man kann zeigen, dass es auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) genau einen affinen Zusammenhang V
gibt, welcher (im Sinne von Definition 29.12) symmetrisch ist und

%g(n(f), ¢(t)) = &((Dyn(t), ¢(1)) + g(n(t), (Dv)(t))

erfiillt fiir jede glatte Kurve v: I — M und alle Vektorfelder  und
¢ langs . Man nennt V den Levi-Civita-Zusammenhang zu g.

Kurven 7 in M mit Dy = 0 nennt man geodétische Kurven (oder
kurz Geoditen); dies sind Losungen der Differentialgleichung 2.
Ordnung des zu V gehdrigen Sprays auf M (vgl. Bemerkung 29.13
und Lemma E.10). Man kann zeigen, dass geodatische Kurven
wenigstens lokal kiirzeste Verbindungsstrecken sind. Daraus |asst
sich z.B. folgern: Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
und zusammenhéangend, so ist )

d(x,y) = |[1/f L(v)

eine die Topologie definierende Metrik auf M, wenn ~ die Menge
aller C1-Wege von x nach y durchliuft. Insbesondere ist M
parakompakt und somit (da zusammenhingend) o-kompakt.
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31.5. Allgemeiner betrachtet man (z.B. in der relativistischen
Physik) pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten: Ist M eine glatte
Mannigfaltigkeit, so nennt man eine glatte Abbildung

g: TM ® TM — R eine pseudo-riemannsche Metrik, wenn fiir
jedes p € M die Einschrankung g, := g|1,mxT,m eine
symmetrische bilineare Abbildung ist und nicht entartet (also fiir
jede Basis vi, ..., vy von Tp,M die Matrix (gp(vi, vj))—;
invertierbar ist). Ein Beispiel ist die Minkowski-Metrik

g: TMo T™ — R auf M := R?,

g((p,x), (p,y)) = xay1 + x2y2 + x3y3 — Xays
firpe Mund x = (x1,...,xa), y = (y1,...,ya) in R*.
Symplektische Mannigfaltigkeiten

Definition 31.6

Eine symplektische Form auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist
eine geschlossene 2-Form w: TM @& TM — R derart, dass fiir jedes
p € M die alternierende bilineare Abbildung wp: T,M x T,M — R
nicht entartet ist.
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Man nennt dann (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit.

Man kann zeigen, dass jede symplektische Mannigfaltigkeit von
gerader Dimension ist.

Beispiel 31.7. Unter Benutzung von Einheitsmatrizen in GL,(R) ist
fiir jedes n € N die Blockmatrix

(1)

in GL2,(R), da die Spalten Standard-Einheitsvektoren oder deren
Negative sind und somit eine Basis fiir R?" bilden. Die bilineare
Abbildung

B:RM™ xR SR, (v,w) = viJw
ist also nicht entartet und sie ist alternierend, da JT = —J. Sei
U C R?" eine offene Teilmenge. Schreiben wir

idV = (Xla"'axnayla"'?yn)

mit den Projektionen auf die 2n Komponenten, so kdnnen wir auf
V die 2-Form



n
w = Z dx; A dy;
j=1
betrachten. Da d1 = 0, ist diese geschlossen. Fiir jedes p € V und
alle v, w € R?" ist
n
Wp((P, V)7 (P, W)) = Z(ijn-l-j - Vn-H'WJ') = 5(‘/’ W)?
j=1
also wp, nicht entartet. Somit ist w eine symplektische Form auf V.

Bemerkung 31.8. Es lasst sich zeigen, dass jede symplektische
Mannigfaltigkeit (M, w) lokal aussieht wie das vorige Beispiel, also
um jeden Punkt p € M eine Karte ¢: U — V C R?" existiert

derart, dass (¢71)*w = > i1 dx; A dy; (Satz von Darboux).

Beispiel 31.9

Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist das Kotangentialbiindel
T*M in kanonischer Weise eine symplektische Mannigfaltigkeit:
Wir haben die Biindelprojektion w1xps: T*M — M und deren
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Tangentialabbildung
T(nrsm): T(T*M) — TM.
Setzt man fir A € T*M und £ € T(T*M)
0(¢) := AT (w7-m)(€)), (3)

soist @: T(T*M) — R eine 1-Form auf T*M und die geschlossene
2-Form € := —d# ist eine symplektische Form auf T*M.

Ist X € (ToM)* mit p e M, so ist m1+pm(X) = p, also
T(m71-m)(&) € TpM. Somit ist §(&) durch (3) sinnvoll definiert.
Mit der Biindelprojektion wr(r«pp: T(T*M) — T*M ist

A = mr(r-m)(§), so dass wir (3) auch schreiben konnen als

0() = mr(rem)(&) (Trrem(§)) fiir £ € T(T*M). (4)J
Fiir festes A ist die Abbildung 0): TA(T*M) = R, £ — 6(&) linear,
da XA und Ty(m7+m): TA(T*M) — T,(M) linear sind. Damit
6 € QY(T*M), ist nur noch Glattheit von 6 nachzuweisen.




Sei m:=dim(M) und F:=R™. Ist ¢: U — V C F eine Karte
fiir M, so ist fiir jedes p € U die Abbildung

dqf)‘Tpmi TpM — F
ein Isomorphismus von Vektorrdumen, also auch die duale lineare
Abbildung (d¢|1,m)*: F* — (Tp,M)*. Per Konstruktion von
Dualbiindeln (vgl. Beispiel 21.19) ist ¢: V x F* — T*U C T*M,
(X> a) = (d¢|T¢—1(X)U)*(a) =ao d¢|T¢—1(X)U
ein C*°-Diffeomorphismus, also auch

Ty: Vx F*x Fx F*=T(V x F*) = T(T*U)

mit TY(x, o, z, 8) = [t — Y(x + ty, o+ t3)]. Wir behaupten, dass
fiir alle (x,q,z,8) € V x F*x Fx F*

(0 o TY)(x,a,z,B) = az). (S)J

Ist dies wahr, so ist 6 glatt (da die rechte Seite in (5)) glatt von
(x,a, z, ) abhdngt). Zudem kénnen wir dann sehen, dass Q, fiir
jedes A € T*M nicht entartet und folglich 2 eine symplektische




Form ist. Mit dem Standard-Skalarprodukt (-,-) auf R™ = F ist
h:=F—F" v (v,

ein Isomorphismus von Vektorraumen, also
V:=idy xh: Vx F = V x F* ein C*°-Diffeomorphismus. Da

TV =idy xhxidegxh: VXxFxFxF—=VxF*xFxF*,

ist
(o) O)(x.y,z,w) = (0o oVW)(x,y,z,w) ZszJ-
Schreiben wir idyxrF = (X1, -+, Xm;s Y1, -+, Ym), SO ist aIso
m
(Y oWw) 8 =3 y;dx.
j=1
Folglich ist

(o W) (Q) = (o W)'(~db) = —d((&) o ¥)"0)

= —Zdyj/\dxj- :dej-/\dyj;
j=1 j=1
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da dies nach Beispiel 31.7 eine symplektische Form auf V x F ist,
ist auch Q| 7« yye2 symplektisch.

Es bleibt, die (5) zu beweisen. Mit
§ = (TYod)(x,a,z,8) = TY([t = (x + tz,a + tF)])
= [t=¢v(x+tz,a+th)])=[t— (a+th8)o d‘z"Twl(Xm)U]

ist
Trrm(§) = [t = mrem((attB)odd|r,, vl =[t— ¢~ H(x+tz)).
Weiter ist

mr(rem)(§) = Y(x, @) = aoddlr _, v =d(acd)lr, _, ju,

x) )

somit (wie bendtigt)
0e) = daoo)[tm o ot ) = 0] alo(ox+ 1)

2|, (@) + ta(2) = a(2). O
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Poisson-Mannigfaltigkeiten

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition 31.10

Eine reell bilineare Abbildung {-,-}: C®(M) x C>®(M) — C>(M),

(f,g) — {f,g} wird Poisson-Klammer genannt, wenn gilt:

P1 (C*°(M),{:,-}) ist eine Liealgebra; und

P2 Fiir jedes h € C*°(M) ist {-, h} eine Derivation der
kommutativen, assoziativen R-Algebra C*>°(M).

Es gilt also {fg, h} = {f, h}g + f{g, h} fir alle f,g, h € C>*(M).

Eine Poisson-Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, {-,-}) aus einer
glatten Mannigfaltigkeit M und einer Poisson-Klammer auf M.

Fiir jedes h € C*°(M) ist {-, h} eine Derivation; nach Bemerkung
15.10 gibt es daher genau ein Vektorfeld X, € V(M) derart, dass

{f,h} = Xp.f = Lx,(f) fiiralle f € C®°(M).

Man nennt X, das Hamiltonsche Vektorfeld zu h.
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Anhang A: Beweise fiir Grundlagen der Topologie in §1

Beweis fiir 1.5. O1: Fiir jedes x € () existiert ein £ > 0 mit
B:(x) C 0, denn die Verneinung dieser Aussage lautet: (Ix € 0) ...,
was falsch ist. Fiir jedes x € X gilt B:(x) C X z.B. mit ¢ := 1.

02: Sei x € UN V. Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit

B-(x) C U. Da V offen ist, existiert ein p > 0 mit B,(x) C V.
Setzen wir 6 := min{e, p}, soist By(x) CUN V.

03: Gegeben x € U existiert ein j € J mit x € U;. Da U; offen ist,
existiert ein € > 0 mit B.(x) C U;. Dann ist B.(x) C U; € U. Da
x € U beliebig war, ist U offen.

Beweis zu 1.10. Wir zeigen, dass Oy eine Topologie auf Y ist.
Wegen X € Oist Y = XNY € Oy. Ebenso folgt aus ) € O, dass
D =0NY e Oy; also erfiillt Oy die Bedingung O1. Sind

U, VeOy,sogibtesP,QeOmit U=PNYund V=QNY.
DaPNQReO, folgt UNV =PNRNY € Oy; also gilt O2. Ist
(Vj)jes eine Familie von Mengen V; € Oy, so existiert fiir jedes
j€JeinUie Omit V;=U;NY. Dannist U:=|J;c,U; €0



und somit

Uvi=Uwinyv)=(Ju | nYy=UnYeO0y;

jed jed jed
Oy erfiillt also 03. O

Beweis zu 1.11. (a) Fiir jede offene Menge U C X ist

Uy) H(U)={xeY:x=jy(x) e U} =UNY € Oy, also jy
stetig.

(b) Ist f stetig, so auch jy o f als Komposition stetiger Funktionen
(siehe Satz 1.12). Sei nun jy o f stetig angenommen. Fiir jedes

V € Oy existiert eine offene Teilmenge U von X mit
V=UnY = (") (V). Dann ist

FHV) = FH(Uy) 1 (V) = Gy o F) (V)
offen, also f stetig.

(c) Zu jedem V € Oy gibt es eine offene Teilmenge U C X mit
V=UNY.Ist Y eine offene Teilmenge von X, soist V =UNY
offen in X, also Oy C O und somit



Oyg{VGOZ\/g Y}.

Ist V ein Element der rechten Menge, soist V =V NY € Oy;
also gilt Gleichheit. [J

Beweis von Satz 1.17. Ist B eine Basis fiir eine Topologie O auf X,
soist X € O, also X = J;¢, Vj fiir eine Familie (V});ec, von
Mengen V; € B. Also ist

U VD X:

veB

da jedes V € B eine Teilmenge von X ist, gilt Gleichheit (also B1).
Sind U,V e Bundist xe UNV, soist UN V eine offene Menge,
es existiert also eine Familie (V})jc; von Mengen V; € B mit
UNV =U;e, V). Es existiert ein jo € J mit x € Vj; mit W := Vj,
ist B2 erfiillt.

Sei nun B eine Menge von Teilmengen von X, welche die
Bedingungen B1 und B2 erfiillt. Wir definieren_O durch
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O:{U v;/v/gzz}. (1)

veMm
Nach Bl ist X = (Jycg V € O. Weiter ist ) = ¢y V € O. Sind
U,V € O, so gibt es Teilmengen M, N C B mit U = |Jpcy, P und
V= UQeN Q. Fiir jedes x € UN V gibt es ein P, € M und ein
Qx € N mit x € P, und x € Q. Dann ist x € P, N Qy, nach B2
existiert also ein Wy, € B mit x € W, C P, N Q. Dann ist
x € W, C UN V und wir schlieBen, dass

unv= J weo.
xeunv

Ist (V})jecs eine Familie von Mengen V; € O, so gibt es fiir jedes
J € J eine Teilmenge M; C B mit V; = UWeMj W. Setzen wir
M :=Uc, Mj, soist Ujc; Vi = Uwem W € O. Also erfiillt O die
Bedingungen O1, 02, O3, ist also eine Topologie. Per
Konstruktion ist I3 eine Basis fiir O. Eine Topologie O auf X mit
B als Basis ist durch B eindeutig festgelegt, denn per Definition
einer Basis muss O durch (1) gegeben sein. [J
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Beweis von Satz 1.20. (a) Fiir jede offene Teilmenge U C X; ist
(pr1)"Y(U) = U x Xo € O, also pr; stetig. Analog sehen wir, dass
pry stetig ist.

(b) Ist f: Z — Xi x Xy stetig, so auch f; = pr; of fiir j € {1,2} als
Komposition stetiger Funktionen. Seien umgekehrt f; und f; stetig.
Ist U C X; x X, eine offene Mengen, so gibt es eine Familie

(Uj x Vj)jes von offenen Kastchen mit U = |J;c,(U; x V;). Damit

FHU) = J 1Y x V)
jeJ
offen ist, brauchen wir nur zu zeigen, dass das Urbild jedes offenen
Késtchens offen ist. Da

FHUx V) = {xeZ:(fx). h(x) € Ux Vj}
= (A)7HU)N(HR) (V)
gilt und f1, f stetig sind, ist f1(U; x V;) offen.
(c) Seien x = (x1,x2) und y = (y1, y2) zwei verschiedene Punkte in
X1 x Xo. Fiir ein j € {1,2} ist dann x; # y;. Da X; Hausdorffsch
ist, gibt es in X; disjunkte offene Umgebungen U und V' fiir x;



bzw. y;. Dann sind (pr;)~*(U) und (pr;) (V) disjunkte offene
Umgebungen fiir x bzw. y in X.
(d) Wir zeigen, dass die Abbildung

f:(YaOY)_)(YaT)a y—=y

ein Homdomorphismus ist (woraus O = T folgt). Damit f stetig
sind, genligt es, zu zeigen, dass f stetige Komponenten

fi: Y — Y; hat. Da Y; die von X; induzierte Topologie tragt,
brauchen wir zu zeigen, dass diese nach X; stetig sind. Sie sind
dann aber die Einschrankung auf Y der stetigen Projektion

X1 X Xp — X;, somit stetig.

Da Oy ein induzierte Topologie ist, ist f ~* genau dann stetig,
wenn 1 als Abbildung nach X; x X stetig ist. Dies gilt genau
dann, wenn die Komponenten (f71);: Y — X; stetig sind. Da
diese ihr Bild in Y; haben, geniigt es, Stetigkeit der Abbildung
nach Y zu zeigen mit der induzierten Topologie. Dies ist aber die
Projektion Y1 X Y2 — Y; und somit stetig. []
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Anhang B: Beweis des Satzes von Frobenius

In Anhang B ist M eine m-dimensionale, o-kompakte glatte
Mannigfaltigkeit und D eine reguldre Vektordistribution auf M, mit
typischer Faser der Dimension n.

Definition B.1

D heiBt invariant, wenn fiir jedes glatte Vektorfeld X € I'(D) und
jedes p € M ein offenes Intervall /| C R mit 0 € / existiert derart,
dass | x {0} x {p} im Definitionsbereich des Flusses zu X
enthalten ist und

T, Flt,o(Dp) C DF|:,o(p) fir alle t € /. (1)

V.

Da Fl; g ein lokaler C*°-Diffeomorphismus ist, ist
TpFlio: ToM — Ty, o(p)M bijektiv; aus Dimensionsgriinden gilt
somit Gleichheit in (1).

Definition B.2

Wir nennen eine Karte ¢: Uy — V5 C R™ fiir M eine geblatterte
Karte zu D, wenn Vj = R x S mit offenen Teilmengen R C R”
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und S C R™~" und fiir jedes s € S die abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit N, := ¢~ (R x {s})
von Uy eine Integralmannigfaltigkeit fiir D ist.

Fiir jedes g € N ist dann Tqp(Dg) = Tqd(TgNs) =

To(q)(R x {s}) = {¢(q)} x (R" x {0}), somit
d¢(Dg) = R" x {0}. (2)

Satz B.3
Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(a) D ist integrabel;
(b)
(c) D ist invariant;

(d) Um jeden Punkt p € M existiert eine geblatterte Karte zu D.

D ist involutiv;

v

Bemerkung B.4
Ist D involutiv, so auch D|y C TU fiir jede offene Menge U C M.

Sind namlich X, Y € ['(D|y), so gibt es fiir p € U ein £ € C(U)
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derart, dass {|w = 1 fiir eine offene p-Umgebung W C U. Setzen
wir X(q) := &(q)X(q) fir g € U, X(q) :=0q € TqgM fiir

g€ M\ supp(€), so ist X € [(D) und X|w = X|w. Analog finden
wir Y € [(D) mit Y|y = Y|w. Dann ist

[X. YI(p) = [X, Y1(p) € Dy,
also [X, Y] € [(D|y). Analog sieht man:

Ist D invariant, so auch D|y C TU fiir jede offene Menge U C I\/I.J

Lemma B.5

Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, so gilt fiir alle X, Y € V(M)
und pe M

d

dt

TRV (FIX(0)) = X, Y1(p)

t=

in T,M, unter Benutzung des Flusses FIX: Q — M fiir X.

Beweis. Dies zeigen wir in der Ubung (Aufgabe P47). O



Lemma B.6

Ist f: N — M eine glatte Immersion zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten, so hat jedes p € N eine offene Umgebung

U C N derart, dass f|y eine Einbettung glatter Mannigfaltigkeiten
ist und somit f(U) eine Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis. Fiir eine offene p-Umgebung W C N ist f| injektiv,
denn f sieht lokal aus wie die injektive lineare Abbildung

R" - R"” x R™", x — (x,0) mit n:=dim(N) und m := dim(M).
Es gibt eine kompakte p-Umgebung K C V. Dann ist f|k eine
topologische Einbettung, somit auch f|xo = (f|k)|ke. Also ist
f|ko eine Einbettung glatter Mannigfaltigkeiten. [

B.7. Im folgenden Beweis nutzen Voriiberlegungen.
(a) Fiir eine C*°-Abbildung f: My x M, — M und p = (p1, p2) ist

Tpf(vi,v2) = Tp, f (o, p2)(v1) + Ty, f(p1,-)(v2)

fir alle (vi, v2) € Tp, My x Tp, Mo, wenn wir letzteres Produkt wie
iblich mit T,(M; x M>) identifizieren (siche Lemma 10.3). Also ist
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im Tpf =im Tp (-, p2) +im Tp, f(p1, ).
(b) Ist v: I — M eine C'-Kurve in einer C'-Mannigfaltigkeit und
s € I, schreiben wir manchmal

d
— t) :=(s). 3
g1, (8 = 17(s) (3)
Hangt v von weiteren Variablen ab, die festgehalten werden,
schreiben wir % statt %.
Die Notation (3) weicht ab von der Notation 4|  ~(t) := +/(s),
t=s
wenn M eine offene Teilmenge eines Vektorraums ist (wie zum
Beispiel in Lemma B.5). Aus dem Zusammenhang wird immer klar
sein, was gemeint ist.
(c) Ist My ein offenes Intervall / in der Situation von (a), so ist
TsM; = R(s, 1) fiir alle s € R und fiir pp € My
. 0
m Tsf('a P2) = IR-rsf(a p2)(57 1) = Ra . f(t7p2)'
=s
Beweis fiir Satz B.3. (a)=-(b): Sind X, Y € (D), so gibt es fiir
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p € M eine Integralmannigfaltigkeit N zu D mit p € N. Nach
Verkleinern von N ist N eine Untermannigfaltigkeit von M (siehe
Lemma B.6). Fiir alle g € N ist X(q) € Dg = T4N; da TN nach
Lemma 20.6 eine Untermannigfaltigkeit von TM ist, ist

X|n: N — TN somit glatt und ebenso Y|y: N — TN. Nun sind
X|n und X iiber die Inklusionsabbildung jn: N — M verkniipft
und ebenso Y|y und Y; nach dem Lemma iiber verkniipfte
Vektorfelder sind somit auch [X]|y, Y|n] und [X, Y] iiber jy
verkniipft. Insbesondere enthdlt D, = T,N den Tangentialvektor

[XIn, YInl(p) = Toin([XIn: Yin]) = [X, Y1Un(p)) = [X, Y1(p)-

Also ist [X, Y] € T'(D), folglich D involutiv.

(b)=-(c): Sei X € (D). Ist p € M, so existiert ein lokaler Rahmen
X1,...,Xy: U — D fiir D auf einer offenen p-Umgebung U C M.
Im Folgenden schreiben wir & := Flifo wie in Aufgabe P28. Fiir
ein offenes Intervall | CR mit 0 € [ ist [ x {0} x {p} im
Definitionsbereich des Flusses FIX von X enthalten, wir kénnen
also fiir i € {1,..., n} die glatte Funktion



yii l = ToM, t = TOX (X(0F(p)))
betrachten. Da [X|y, Xi] € T(D|y), ist

[Xlu, Xi] =) hyX;
j=1

mit geeigneten glatten Funktionen h; € C>(U), fiir j € {1,...,n}
(siehe Lemma 21.48). Fiir festes t € [ ist ®5, (p) = X (PF(p))
mit s € R in einer 0-Umgebung (vgl. Aufgabe P28). Analog ist
®X,_(q) = X, (9X,(q)) fiir s € R in einer 0-Umgebung und

g € M in einer ®X(p)-Umgebung @, also

ToX, = ToX, 0 TOX, auf TQ und somit

Wty = S| ilers) = S| TOX ToX, (x(0X(@X(p))
= TN L] X (XX (@X(p)) = TOX (X0, X1(@X (p)))
= ;huwi‘(p)mt).

Prof. Dr. Helge Glckner Mannigfaltigkeiten



Mit v (t) := (71(t), ..., 7a(t)) € (TpM)" ist also
v () = At)(v(1)),
wobei A(t) € Endr(T,(M)") via

A1, v (Zm )R YN CA N
j=1

definiert ist. Aus der vorigen Formel ist klar, dass

Al x (ToM)" — (TpM)", (t,v) — A(t)(v) glatt ist und somit
Folx (TpM)" = (TpM)", (8, v) = (v, A(t)(v))

ein zeitabhangiges glattes Vektorfeld auf (T,M)". Nun ist v eine

Losung des Anfangswertproblems

y(t) = f(t,y(t)), y(0) = (Xi(p), -, Xa(p)).
Der Untervektorraum N := (Dp)" ist eine Untermannigfaltigkeit
der glatten Mannigfaltigkeit (T,M)" und darin abgeschlossen.
Weiter ist fiir alle (t,v) € I x N
f(t,v) = (v,A(t)(v)) e {v} x N=T,N.



Nach Satz 20.5 ist also y(t) € N fiir alle t € /, folglich ~;(t) € D,
fiir jedes t € [ und alle i € {1,..., n} und somit

TOX Dyx(py = TOX(RX(PF(P)) + -~ +RXH (P (p)))
= Rm(t) 4+ +Ryn(t) € Dp,

wobei aus Dimensionsgriinden tatsdchlich Gleicheit gilt. Anwenden
von T,®F = (Tox(,)®%,) T liefert

T (Dp) = Dox(p)
und somit die Invarianz von D.
(c)=(d): Gegeben p € M existiert ein lokaler Rahmen
X1,...,X,: U — D fiir eine offene p-Umgebung U C M. Fiir
J €{1,..., n} existiert ein offenes Intervall [; C R mit 0 € /; und
eine offene p-Umgebung U; C U derart, dass /; x {0} x U; im
Definitionsbereich Q; des Flusses FIXi zu X; enthalten ist.
Absteigend betrachten wir nacheinander j=n—1,j=n-2, ..,
j =1. Da der Fluss FI’ stetig ist und Flg?b(p) = p € Uj4q, diirfen
wir nach Verkleinern von /; und U; annehmen, dass
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F'f’o(‘i) € Un
firallet € [; und g € Uj. Essei H C T,M ein zu D,
komplementarer Untervektorraum und L C U; eine
Untermannigfaltigkeit mit p € L und T,L = H. Nach Verkleinern
von L diirfen wir annehmen, dass L = (S) fiir eine offene
0-Umgebung S C R™~" und einen C*°-Diffeomorphismus
¥: S — L. Setzen wir | .= N---N1,, so sind

P11 xS — M, (t1,s) = FIRo(4(s))
und
I/Jj: FxS— M, (tl, -t S) — Fltjio(wj—l(tj—lv .o, 1, S))
fir j € {2,...,n} glatte Abbildungen. Wegen
¥n(0,...,0,5) = 1(s) ist
im Tm/;,,(O, - .,0, ) =im T(ﬂ/) = H.
Wegen ¢,(0, . ..,t,0,...,0,0) = Fq{o(p) ist fiir j € {1,...,n}



: d X;
Ton(0,....0,-.0,...,0,0) = R—|  FI%
im Totn( ) dt; i 50

(p) = RXj(p).
Folglich ist
im Tothn = H +RX1(p) + -+~ + RXy(p) = T,M
und aus Dimensionsgriinden Toyp: R™ — T,M ein Isomorphismus
von Vektorrdaumen. Nach Verkleinern von / und S darf also
angenommen werden, dass Uy := ¢,(/" x S) offen in M und
Y 1" xS — Uy ein C*-Diffeomorphismus ist. Wir setzen
R:=1" V,:=RxS=1"xS;dannist ¢ :=,: Us — V, eine
Karte fiir M um p. Diese ist eine geblatterte Karte zu D, also
im Trwn(-,s) = Dwn(hs) (4)
fir alle (r,s) € R x S. Da T,¢n(-,s) injektiv ist, folgt (4), wenn
im T,?[),,(-,S) - Dwn(rys).
Wir zeigen per Induktion nach j € {1,...,n}, dass
im Tey)(-, ) C Dy(e,s) fiir alle t = (t1,...,t;) € W und s € S. Es
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ist ¥1(ty,s) = Fltllo(zb(s)), also

0
871_177[)1(1'175) = Xl(FItl,O( ( ))) € D@Zﬂ (t1,5)

gleiches gilt fiir die reellen Vielfachen im Bild der
Tangentialabbildung. Da

X.
ety 1, 8) = Flo(ja(ty, - -1, 9),
ist induktiv mit 7 := (t1,...,tj_-1)
0

. X; Xi ;.
im T,y ¥ 8) = Ra? FIi o (¥j-1(7: $))+ T FIo(im oy (-, 5))

X; X;
CRX(FIyo(vj-1(m.8))) +  TFIo Dy y(rs) S Dyye,s)-

=XiWilte)EDywe B =P
t ,0NT S —

(d)=(a): Ist pe M und ¢: Uy — Vi = R X S eine geblatterte
Karte fiir M zu D, so sei (r,s) := ¢(p). Dann ist p in
Ns := ¢~ (R x {s}), einer Integralmannigfaltigkeit zu D. O

Beweis des Satzes von Frobenius (Satz 22.3):
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Nach Satz B.3 ist D genau dann integrabel, wenn D involutiv ist.

Wir nehmen dies nun an; nach Satz B.3 gibt es dann einen Atlas
aus geblatterten Karten. Sei p € M. Wir behaupten:

(a) Sind N; und N Integralmannigfaltigkeiten fiir D, so ist
N1 N N> eine offene Teilmenge von Ny und N>, und beide
induzieren auf Ny N N> die gleiche glatte Mannigfaltigkeitsstruktur.

Ist die Behauptung richtig, betrachten wir die Menge N aller p
enthaltenden Integralmannigfaltigkeiten N; nach Aufgabe P14 (a)

ibt es d f
gibt es dann au 5 .- U N

NeN
eine eindeutige glatte Mannigfaltigkeitsstruktur, die jedes N €
zu einer offenen Untermannigfaltigkeit (und somit B zu einer
Integralmannigfaltigkeit) macht.

Zum Beweis der Behauptung sei g € Ny N N,. Es gibt eine
geblatterte Karte ¢: Uy — Vi, = R x S mit g € Uy. Sei
Je: Ng — M die Inklusionsabbildung fiir £ € {1,2}. Es gibt eine
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g-Umgebung U, C Ny mit j,(U;) € Uy, die zu einer offenen Kugel
in R” diffeomorph ist; fiir jedes x € U, gibt es folglich eine glatte
Kurve v: | — U, auf einem offenen Intervall / C R mit [0,1] C /
derart, dass y(0) = g und (1) = x. Wir schreiben
pojpoy=(p,o) mitp:l - Rundo: | —S. Fiirallet €[ ist

(0'(t),0'(t)) = (¢ojeoy) (t) € dpTjy Ty (syNe = dpD,(yy = R"x{0}
mit (2), also o’(t) = 0, ergo o konstant. Ist s der konstante Wert
von o, so ist also jy(Uy) enthalten in der Untermannigfaltigkeit

Ns := ¢~ 1(R x {s}) von M. Nun ist j|y,: Us — Ns glatt und eine
injektive Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten der gleichen
Dimension, also étale und somit ein lokaler Diffeomorphismus.
Folglich ist j,(Up) = Uy offen in Ng und ji: Uy — jo(Uy) ein
Diffeomorphismus. Dann ist U := U; N U = j1(U1) N j2(Us) eine
offene p-Umgebung in Ns sowie in Ny und N, (da

U = j; Y (j1(U1) N j2(Us))), woraus die Behauptung folgt.

(b) Ist N eine Integralmannigfaltigkeit fiir M mit NN B # (), so ist
N eine offene Untermannigfaltigkeit von B.
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Nach (a) ist N N B eine offene Teilmenge von N und B und beide
induzieren darauf die gleiche glatte Mannigfaltigkeitsstruktur. Nach
Aufgabe P14 (a) erlaubt N U B eine glatte Mannigfaltigkeits-
struktur, die N und B zu offenen Untermannigfaltigkeiten macht.
Da N und B wegzusammenhingend sind und N N B # (), ist auch
N U B wegzusammenhiangend. Es folgt zudem, dass N U B eine
immersierte Untermannigfaltigkeit von M ist und eine
Integralmannigfaltigkeit. Da p € NU B, ist N U B (also auch N)
eine offene Untermannigfaltigkeit von B.

(c) Ist ¢: Uy — R x S eine geblatterte Karte fiir M zu D und N
eine Integralmannigfaltigkeit zu D mit abzahlbarer Basis der
Topologie, so ist die Menge {s € S: NN Ns # 0} abzahlbar, wobei
Ns == ¢~ YR x {s}).

Die Menge N N Uy ist eine offene Untermannigfaltigkeit von N,
hat also eine abz3dhlbare Basis der Topologie und ist somit

o-kompakt. Jeder Punkt x € N N Uy hat eine offene Umgebung
W, € NN Uy, die zu einer offenen Kugel in R" diffeomorph ist.
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Es gibt eine abzahlbare Teilmenge A C N N Uy derart, dass

NN Ug = Ugea Wx. Wir schreiben ¢ = (p, o). Fiir jedes y € W,
existiert eine glatte Kurve v: | — W, fiir ein offenes Intervall / mit
[0,1] C I derart, dass (0) = x und (1) = y. Wie oben sehen wir,
dass o oy konstant ist, also o(y) = o(x) und somit y € N,(,). Es
gilt also Wy C N, () und folglich

NAUs € Ny
X€EA
Da die Mengen N; fiir s € S paarweise disjunkt sind, folgt
{s€S: NsNN#0Q} ={o(x): x € A}; diese Menge ist abzahlbar.

(d) Ist n: [a, b] — R’ stetig und 7(a) # 1(b), so ist die Menge
n([a, b]) iberabzihlbar.

Schreiben wir n = (91, ...,m¢), so gibt es ein k € {1,..., ¢} mit
nk(a) # nk(b). Nach dem Zwischenwertsatz ist 7 ([a, b]) also ein
Intervall in R mit mehr als einem Punkt und somit liberabzahlbar,
folglich auch n([a, b]).
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(e) B hat eine abzihlbare Basis der Topologie. |

Um dies nachzuweisen, wahlen wir eine kompakte Ausschopfung
(Kn)nEN von M, setzen K,]_ = KO = @ Und fur ne N

Ry := Kn\ K7_; sowie W, := ,‘,’+1 \ Kn—2.

Sei n € N. Fiir jedes x € R, gibt es eine geblitterte Karte

Onx: Unx = Vox = Rnx X Spx um x mit U, x € W,. Nach
Verkleinern diirfen wir annehmen, dass S, « eine offene Kugel in
R™=" ist und nach Verschieben und Strecken, das S,  die offene
Einheitskugel S C R™~" ist. Es gibt eine endliche Teilmenge ®,,
von K, mit K, C ng(bn Unx- Sei J = U,enin} x ®,. Dann ist
(U))jey eine lokalendliche offene Uberdeckung von M (vgl. Beweis
von Satz 12.21) und jedes U; ist relativ kompakt. Fiir j € J und
seSsei Njg = ¢J._1(Rj x {s}). Wegen der lokalen Endlichkeit ist
{j € J: p € U;} endlich und somit auch

AL :={(,s) e Jx S: pe N}

Rekursiv sei fir n € N
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Apt1 = {(J, S) c€JxS: (H(I', t) S Anfl) Nj,s N N,'7t ?é @}

Induktiv sehen wir mit (b), dass N; s C B fiir alle n € N und
(J,s) € An. Auch sehen wir induktiv mit (c), dass jede der
Mengen A, abzihlbar ist.1* Also ist A := UnEN A, abzahlbar;
konnen wir zeigen, dass

B= J N

(J,s)EA

so hat B eine abzihlbare Basis der Topologie (wie jede der
abzihlbar vielen offenen Teilmengen N; ;). Gegeben g € B gibt es
einen Weg ~v: [0,1] — B mit v(0) = p, ¥(1) = q. Fir j € J und
s € Sist Y 1(N;s) eine offene Teilmenge von [0, 1]; ist namlich
Y(t) € Njs, soist Nj s N B # (), nach (b) also N; s eine offene
Teilmenge von B und somit v~ 1(N;s) offen. Wir wahlen eine
Lebesgue-Zahl § > 0 fiir die offene Uberdeckung

e il (i,t) € An_1 ist die Menge aller j € J mit U; N N;; # (0 endlich, da

N; ; relativ kompakt ist (siehe Lemma 12.25 (b)). Fiir jedes solche j ist die
Menge der s € S mit N; s N N;; abzahlbar nach (c).
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(7_1(Nj’5))07s)6JX5 von [0, 1]; fiir jedes t € [0, 1] existiert also ein
(j,s) € J € S derart, dass [0,1]N]t — 6, t + 5[ C v 1(N; ). Wir
wahlen ¢ so groB, dass % < 0 und setzen t; := /¢ fir
i€{0,1,...,¢}. Fir jedes i € {1,...,¢} gibt es Elemente j(i) € J
und s(i) € S mit [ti_1, ti] € 71 (Nj(iy.s(i))- Wir zeigen, dass
(J(1),s(i)) € A; fur alle i € {1,...,¢}; insbesondere ist dann
(Jj(¢),s(¢)) € A; und somit

q=7(1)=7(t) € Nosy € |J N

(J,s)eA

Aus p = 7(0) = v(to) € N;a)s(1) folgt (j(1),s(1)) € Ar. Ist
ie{l,....,0—1} und (j(i),s(i)) € Aj, so ist
v(ti) € v([ti-1, ti]) VY ([ti; tiv1]) S Nigiy,s(iy O Nj(it1),s(it1) also
Gl +1),s(i+1)) € Aigr.

(f) Ist X ein lokal wegzusammenhangender topologischer Raum
und f: X — M eine stetige Funktion mit f(X) C B, so ist
f|B: X — B stetig nach B, versehen mit der immersierten
Mannigfaltigkeitsstruktur.
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Verlangt ist also, dass jede Umgebung eines Punkts in X eine
wegzusammenhangende Umgebung des Punkts enthilt.

Fiir jedes x € X ist f(x) € U; fiir ein j € J (mit Notation wie im
Beweis von (e)) und somit f(x) € N; fiir ein s € S. Nach (b) ist
dann N; s eine offene Untermannigfaltigkeit von B. Die Umgebung
f~1(U;) von x enthilt per Voraussetzung eine
wegzusammenhangende x-Umgebung W. Schreiben wir wie oben
¢j = (pj,0j): Up = R; x S, so ist gj(f(W)) eine
wegzusammenhangende Teilmenge von S. Da f(W) C U; N B, ist

{teS:f(W)NN;: #0} C{teS: BN N;; # 0},

wobei die rechte Seite nach (e) und (c) abzahlbar ist. Also ist
oj(f(W)) abzahlbar. Nach (d) muss jeder Weg in o;(f(W))
konstant sein und somit ist o;(f(W)) = {o(f(x))} = {s}. Also ist
f(W) C N;s. Da N; s eine Untermannigfaltigkeit von M ist, ist mit
flw: W — M auch f|I|XJ/"S: W — N; s stetig und somit auch

f|2,: W — B. Die Abbildung f|B: X — B ist somit stetig.
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(g) Ist L eine CX-Mannigfaltigkeit mit k € No U {oo} und

f: L — M eine CX-Abbildung mit f(L) C B, soist f|B: L — B
eine Ck—AbbiIdung nach B, versehen mit der immersierten
Mannigfaltigkeitsstruktur. Insbesondere ist B eine initiale
Untermannigfaltigkeit von M.

Wir wiederholen hierzu den Beweis von (f) mit X := L, bis

f(W) C N; s erreicht ist. Da N; s eine Untermannigfaltigkeit

von M ist, ist dann mit f|y : W — M auch f|’lXJ/"5: W — N;s eine
C*-Abbildung und somit auch foV: W — B, da N;, eine
Untermannigfaltigkeit von B ist. Also ist f|B: L — B eine
Ck-Abbildung. O
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Anhang C: Hilfsresultate der Topologie

Fiir die Konstruktion tubularer Umgebungen ist von Nutzen:

Satz C.1

Es sei f: Y — Z eine Abbildung zwischen topologischen Raumen
und X C Y eine Teilmenge. Wir nehmen an:

(i) f ist ein lokaler Hom&omorphismus;

(i) f(X) ist abgeschlossen in Z und f|x: X — f(X) ein
Homoomorphismus;

(i) Z ist parakompakt.

Dann gibt es eine offene Teilmenge U C Y mit X C U derart, dass

f(U) offen in Z und f|y: U — f(U) ein Homdomorphismus ist.

v

Jeder parakompakte topologische Raum X ist reguldr, d.h. jede
Umgebung U eines Punkts x € X enthilt eine in X abgeschlossene
x-Umgebung V (siche Lemma C.4).1% Dies ist klar im fiir uns
relevanten Fall, dass X lokalkompakt ist (man nehme V' kompakt).

15X ist sogar normal.
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Beim Beweis von Satz C.1 nutzen wir das folgende Lemma.

Lemma C.2

Es sei Y und Z topologische Raume, A C Z abgeschlossen und

(Vi)ier eine Familie offener Teilmengen von Z mit A C | J;., Vi

Fir i € | sei gi: V; = Y eine stetige Funktion. Wir nehmen an:

(a) Firalle i,j € I und a € V;N V;N A gibt es eine offene
a-Umgebung O = O(a,i,j) C ViN V; mit gilo = gjlo;

(b) Z ist parakompakt.

Dann existiert eine offene Teilmenge V C Uiel V; mit AC V und

eine stetige Funktion g: V — Y derart, dass fiir jedes x € V eine

offene x-Umgebung W C V existiert und ein i € [ mit W C V;

und glw = gilw-

Beweis. Fiir jedes z € A gibt es ein ((z) € | mit z € V(). Da Z
parakompakt und somit regular ist, existiert eine abgeschlossene
Umgebung @, von z in Z mit Q; C V(). Fiir z€ Z\ A sei

Q, := Z\ A. Da Z parakompakt ist, existiert eine lokal endliche
offene Uberdeckung (W;)je, von Z, welche ((Q)°)zcz
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untergeordnet ist. Fiir jedes j € J gibt es also ein z(j) € Z mit
W; C (Q,(j))°. Setzen wir Jo := {j € J: z(j) € A}, so ist (W))jey
eine lokal endliche Familie offener Teilmengen von Z mit
A CUjey W, Fiir jedes j € Jy ist
W; € Q) € Vi

mit i(j) := ¢(z(j)). Nach Lemma 12.25(a) hat jedes a € A eine
offene Umgebung U, in Z derart, dass

®(a):={j € Jo: UsnN W, # 0}
endlich ist. Ist W := {j € ®(a): a & W} # 0, so kénnen wir U,
durch die offene Teilmenge

.\ J W
jew o
ersetzen; wir diirfen daher annehmen, dass a € W/ fiir alle
Jj € ®(a). Fiir alle j, k € ®(a) ist dann a € Vj(;y N Vi) N A, also
a € 0(a,i(j),i(k)); nach Ersetzen von U, durch
U0 () O(a,i(y), i)

J,ked(a)
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diirfen wir also annehmen, dass U, C O(a, i(j), i(k)) fur alle
J, k € ®(a). Nach weiterem Verkleinern darf angenommen werden,
dass U, C Wj(,) fiir ein j(a) € Jo; dann ist j(a) € ®(a). Nun ist

V::UUa

acA
eine offene Teilmenge von Z mit AC Zund g: V = Y,
Z = gj(j(a))(2) wenn z € U, ist wohldefiniert: Ist namlich
z€ UsNUp, soist z € U, € Wy, also j(b) € ®(a), folglich
Us C O(a,i(j(a)),i(j(b)) =: O und somit

8i(j(2))(2) = 8i(j(alo(2) = giGj(e)l0(2) = &i(j(b)) (2)-
Insbesondere ist g|u, = gi(j(a)lu, fiir jedes a € A, also gy, stetig
und somit g stetig. [

Beweis von Satz C.1. Gegeben z € f(X) existiert genau ein x € X
mit f(x) = z. Per Voraussetzung hat x eine offene Umgebung U,
in Y derart, dass V, := f(U,) in Z offen ist und f|y,: U, — V,
ein Homoéomorphismus. Wir setzen

- -1.
g = (flu,) " : Vz = U,.
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Da f(X N U;) in f(X) relativ offen ist, gibt es eine offene
Teilmenge P von Z mit f(X N U,) = f(X) N P. Nach Ersetzen von
U, durch U, N f~1(P) diirfen wir annehmen, dass

F(X)N V, = £(X N Uy);

dann ist g|rx)nv, = (Flxnu.) ™" = (FIx) " Heoony, - Ist

ae f(X)NnV,NV, mit z,w € f(X), so ist

(flx)~Y(a) € XN U, N Uy. Also ist O = O(a, z,w) := f(U, N Uy)
= flu,(U; N Uy) eine offene a-Umgebung in V, N V,, und

g:lo = (flu,nu, )t = gwlo. Nach Lemma 14.2 existiert eine
offene Teilmenge V C (J,c¢(xy Va mit £(X) C V und eine stetige
Funktion g: V — Y derart, dass fiir jedes x € V eine offene
x-Umgebung W C V existiert und ein z € f(X) mit W C V, und
glw = gz|w. Also ist g ein lokaler Homdomorphismus, folglich

U := g(V) offen in Y. Weiter ist (f o g)|w = (f o g&2)|w = idw,
also f|y o g =idy; somit sind f|y: U— Vund g: V= U
zueinander inverse Homoomorphismen. Ist xg € X, so ist
x:=f(x0) € V und fiir W und z wie zuvor ist

g(x) = g2(x) = (f|x) "} (x) = x0, also X C U. O



Ergdnzungen zu Anhang C

Es sei X ein topologischer Raum und (A;)jc, eine lokalendliche
Familie abgeschlossener Teilmengen A; C X. Dann ist auch
A:=J;c, Aj abgeschlossen.

Beweis. Ist x € X \ A, so gibt es eine offene x-Umgebung U derart,
dass Jo :={j € J: UN A;j # 0} endlich ist. Dann ist

U\NA=U\ | A
j€h
offen in X und eine x-Umgebung. Also ist x € (X \ A)?, folglich
X \ A offen und A abgeschlossen. [

Jeder parakompakte topologische Raum X ist regular.

Beweis. Sei x € X und U eine offene x-Umgebung in X. Zu jedem
y € X\ {x} gibt es disjunkte offene Umgebungen P, von x und Q,
von y. Da X parakompakt ist, existiert eine den offenen Mengen
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Qx == U und Q, fiir y € X\ {x} untergeordnete, lokal endliche
offene Uberdeckung (V;);c; von X. Dann ist also V; C Qy(j) fiir
ein x(j) € X. Fiir jedes j in J; :={j € J: x(j) # x} ist V; g Qx(j)»
also V; C X'\ Py(j) und somit auch V; C X'\ P, folglich x € V;.
Nach Lemma 12.25 (a) ist die Familie (V;);c, lokal endlich, somit
A:=Ucy V; abgeschlossen (siche Lemma C.3). Da x € A, ist

W := X'\ A eine offene x-Umgebung. Aus X = UUJ;c, V; folgt

x\vclJvc

Jj€h

also U2 X\ Ujey, Vj 2 X\ A= W. Da die zweite der vorigen
Mengen abgeschlossen ist, folgt W C X'\ U e ViC U O
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Anhang D: Konstruktion tubularer Umgebungen

Um Satz 23.1 zu beweisen, benutzen wir eine lokale Addition.
Definition D.1

Es sei M eine parakompakte glatte Mannigfaltigkeit. Eine auf einer
offenen Teilmenge @ C TM definierte glatte Abbildung

> : Q@ — M wird eine lokale Addition genannt, wenn

(a) Ox € Q fiir alle x € M und X(0x) = x (wobei 05 € T, M); und
(b) Fiir alle x € M ist TOX(Z‘TXMOQ) = idTXM-

Die Notation in (b) ist hier wie in 13.37. Wir zeigen in Anhang E:

Auf jeder parakompakten glatten Mannigfaltigkeit existiert eine
lokale Addition. [

Beweis von Satz 23.1. Wir wahlen eine lokale Addition >X: @ — M
fiir M und eine Riemannsche Metrik g auf M. Das
Normalenbiindel (TN)* ist eine Untermannigfaltigkeit von TM,
also W := (TN)1 N Q offen in (TN)L. Weiter ist




On(N) = (TN)L N Oy (M) C W. Die Einschrinkung

h:=X|w: W — M ist glatt und bildet On(N) = {0x: x € N}
bijektiv und stetig auf N ab. Die Umkehrabbildung

On: N — Opn(N) ist stetig. Sei i: N — M die Inklusion. Wegen
ho Oy = i enthdlt im(To, h) fiir x € N die Menge

im(Tx(ho Oy)) =im Tyi = T,N. Mit der glatten Inklusion

J (TN)ENW = W C TMist (hoj)(y) = |(r.nytng(y), also
enthilt im( Tch) auch im(To(hoj)) = idrm((TxN)*) = (T, N)L.
Da TxM = T,N @ (T, N)=, ist

Toh: To (W) = To ((TN)Y) — T«M surjektiv und somit
bijektiv, da auch der Definitionsbereich Dimension dim(M) hat.
Nach Lemma 3.10 gibt es in W eine offene 0,-Umgebung W,
derart, dass h(W) offen in M und h|y, : Wi — h(W) ein
C°°-Diffeomorphismus ist. Nach Ersetzen von W durch J, .y, Wi
diirfen wir annehmen, dass h ein lokaler C*°-Diffeomorphismus ist.
Da M parakompakt ist, liefert Satz C.1 eine offene Teilmenge

Q C W mit On(N) C Q derart, dass P := h(Q) offen in M und
Y := h|g: @ — P ein Homdomorphismus ist. Da v auch ein

lokaler C°°-Diffeomorphismus ist, ist 1) ein C°°-Diffeomorphismus:
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Mit dhnlichen Argumenten l3sst sich der folgende Satz beweisen.
Er dient nur der Allgemeinbildung, sein Beweis wird {ibersprungen.

Es sei M eine parakompakte glatte Mannigfaltigkeit und

> : Q@ — M eine lokale Addition. Dann existiert eine offene
Teilmenge Qp C Q mit {0x: x € M} C Qp derart, dass das Bild
¥(Qp) der Abbildung

Y= (T1m| Qe Zl@p): Qo — M x M

in M x M offen ist und ¢: Qo — ¥(Qp) ein C*°-Diffeomorphismus.

Beweis. Die Abbildung h := (7m1m]|@, X) bildet die Teilmenge
Om(M) = {0x: x € M} bijektiv und stetig auf die Diagonale
Ay ={(x,x): x € M} von M x M ab und die Umkehrabbildung
(x, x) — 0y = Op(x) ist stetig, weil Opp: M — TM, x — 0x
stetig ist. Wegen (ho Oy )(x) = (x, x) enthalt im( Ty, h) die Menge
im(Tx(ho 0)) =Ar,m C TM x T,M, wobei wir T(M x M) wie
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iiblich mit TM x TM identifizieren. Mit der glatten
Inklusionsabbildung j: TMNQ — Q C TM ist

(hoj)(y) = (x, Z|1.Mn@(y)), also enthalt im(Th) auch
im(To(hoj)={0} xim(idr nm) = {0} x TxM. Da

At + ({0} x T(M) = T,,M x TyM, ist

Toh: To,Q = To (TM) — TM x T M surjektiv und somit
bijektiv, da auch der Definitionsbereich von der Dimension
2dim(M) ist. Nach Lemma 3.10 gibt es in Q eine offene
0x-Umgebung Q. derart, dass h(Qy) offen in M x M und

hlg,: Qx — h(Qx) ein C*°-Diffeomorphismus ist. Nach Ersetzen
von @ durch UxeM Q. diirfen wir annehmen, dass h ein lokaler
C°°-Diffeomorphismus ist. Schreiben wir M als topologische
Summe o-kompakter offener Untermannigfaltigkeiten M; mit j in
einer Indexmenge J, so ist M x M die topologische Summe der

M; x M; mit i,j € J, also parakompakt (vgl. Satz 12.26). Satz C.1
liefert also eine offene Teilmenge Qy C Q mit Op (M) C Qp derart,
dass h(Qp) offen in M x M und v := h|g,: Qo — h(Qo) ein
Homdomorphismus ist. Da v auch ein lokaler
C*°-Diffeomorphismus ist, ist ¢ ein C*°-Diffeomorphismus. EJ
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Bemerkung D.4. In der Literatur wird die (stets erreichbare)
Schlussfolgerung von Satz D.3 meist zur Definition einer lokalen
Addition hinzugenommen. Bedingung (b) aus Definition D.1 wird
manchmal nicht vorausgesetzt.
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Anhang E: Differentialgleichungen 2. Ordnung und Sprays

Sprays auf einer glatten Mannigfaltigkeit M sind gewisse
Vektorfelder auf TM, mit deren Hilfe sich Differentialgleichungen
2. Ordnung auf M formulieren lassen.*® Wir fiihren Sprays und ihre
Exponentialfunktion ein. Im Rahmen dieser Vorlesung sind Sprays
lediglich ein Hilfsmittel zur Konstruktion lokaler Additionen und
wir behandeln ausschlieBlich, was fiir dieses Ziel erforderlich ist.
E.1. Wir betrachten zuerst eine offene Teilmenge V C R™; wie
tblich identifizieren wir TV mit V x R™, was eine offene
Teilmenge von R x R ist. Wir identifizieren also

T2V := T(TV) mit der offenen Teilmenge

TV x (R"xR™) =V xR"”xR™ xR"

von R™ x R™ x R™ x R™ = R*™_Ist | C R ein offenes Intervall
und v: I — V eine Cl-Kurve, so ist

Y(t) = (3(1),7'(t)) € V x R™.
®Und zwar solche, fiir welche mit v auch t — ~(st) eine Lésung ist fiir alle
seR.
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Ist v: | — V eine C?-Kurve, so ist
i) = () (£) = (4(£), 7 (), 7/ (£),7(8)) € TV x(R™XR™) = T2V.
Soll fiir ein glattes Vektorfeld
X:TV=VxxR" = T(TV)=TV x (R™ x R™)
und fiir alle (xp, vo) € V x R™ eine Losung (vy,7n) des AWP
J(£) = X(1(£)), ¥(0) = (30, %) (1)

existieren mit 7 = 7/ (so dass also ¥(t) = X(y(t),~/(t)),
7(0) = xp und 4/(0) = vp), so muss

X(x,v) = (x,v,v,f(x,v)) (2)
sein mit einer glatten Funktion f: V x R™ — R™,
E.2. Sei fiir (xg, o) € V x R™
(v,m): I =V xR"
eine Losung von (1). Gilt (2), so ist
(v(£),n(t), 7' (8), 7' (1)) = (v(t), m(t), m(t), F(7(t), (1))



fiir alle t € 1, folglich
n(t) =7/(t)

und

V(t) = £(y(t),7'(1))- (3)
Ist umgekehrt (v(0),+/(0)) = (xo, vo) und gilt (3), so wird (1)
durch # erfiillt.
E.3. Sei wieder (2) erfiillt und (v,7"): I — V x R™ eine Lésung
fir (1). Fiir s € R ist

ls:={teR:tsel}

ein offenes Intervall in R mit 0 € /5. Wir betrachten die glatte
Funktion

Vsils =V, t > ~(ts).
Dann ist (7s)'(t) = sv/(st) und (7s)"(t) = s?~4"(st); also erfiillt
(s, (7s)') genau dann die DGL y(t) = X y(t)), wenn

s29"(st) = (75)"(t) = F((st), 7' (st)),

=f
also s2F(~(st), 7/ (st)) = F(y(st), s7'(st)).



Somit gilt genau dann fiir alle (xp, vp) € TV und die maximale
Losung (7,7) = Yoxo,v: | — TV von (1), dass fiir alle s € R die
Funktion (vs, (7s)): Is = TV die DGL y(t) = X(y(t)) (und somit
das AWP y(t) = X(y(t)), y(0) = (xo, svo)) lost, wenn

f(x,sv) = s°f(x,v) firalle (x,v) € VxR™und s € R. (4)

Definition E.4

Ist V eine offene Teilmenge von R™, so nennen wir ein glattes
Vektorfeld X: TV — T2V der Form (2) ein Spray auf V, wenn
zudem (4) erfiillt ist.

Wir bendtigen Notation zu zweiten Ableitungen: Ist V C R™ offen
und f: V — R" eine C?-Funktion, so ist f': V — L(R™ R")
:= Homg(R™,R") stetig differenzierbar und

"(x) € L(R™, L(R™,R")),
also
dAf: VxR" xR™ 5 R",  (x,y,2z) = f'(x)(2)(y)



fir festes x € U bilinear in (y,z) € R™ x R™. Es ist
d
dPf(x,y,2) = —|  df(x+tz,y) = d(df)(x,y,2,0),
t=
denn mit der linearen Punktauswertung ev, : L(R™ R") — R”,
a— ay) ist

dPf(x.y.2) = & (f'(x)(2)) = (gy o ') (x)(2) = (df (-, ¥)) (x)(2)
= d(df)((x,y),(2,0)).

Um Sprays auf glatten Mannigfaltigkeiten definieren zu kénnen,
brauchen wir noch ein Lemma.

Essei 7: V — W ein C*°-Diffeomorphismus zwischen offenen
Teilmengen V CR™ und W CR™. Ist X: TV — T(TV) ein
Spray auf V, soist Y := T(T7)o X o T7~! ein Spray auf W.

Beweis. Wir haben
Tr: VXR" - W xR (x,v)— (7(x),d7(x, Vv))
und T(T7): (V xR™) x (R™ x R™) = (W xR™) x (R™ x R™),



(x,v,a,b) — (T7(x,v),dT7(x,v,a,b))
= (7(x),dr(x,v),d7(x,a),d®7(x, v, a) + dr(x, b)).
Gegeben (y,w) € W x R™ sei (x,v) := Tt~ 1(y,w), so dass also
(y,w) = T71(x,v) = (7(x),d7r(x, v)). Dann ist
X(Tr7Hy,w)) = X(x,v) = (x, v, v, f(x,v))
mit der glatten Funktion f: V x R™ — R™ wie in (2). Folglich ist
Y(y,w) = T?7(X(x,v)) = (1(x),d7(x,v), d7(x, v), g(y, w))
= (y,w,w,g(y,w))
mit g(y, w) := d@7(x, v, v) + d7(x, f(x, v)), also (2) von Y
erfiillt. Ersetzen wir w durch sw mit s € R, so wird v durch sv
ersetzt. Also ist
gly,sw) = d®7(x,sv,sv)+ dr(x, f(x,sv))
s2(d@r(x, v, v) + d7(x, f(x,v))) = s?g(y, w);
das Vektorfeld Y erfiillt also auch (4), ist somit ein Spray. [
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Lemma E.6

Sind Xi,..., X, Sprays auf der offenen Menge V C R™ und
h1,...,h,: V — R glatte Funktionen derart, dass fiir alle x € V

hi(x) = 0 und > hi(x) =
j=1
so ist auch > 7, (hj o m1v)X; ein Spray auf V.

Beweis. Es ist Xj(x,v) = (x,v, v, fi(x,v)) mit
fi(x,sv) = s2f;(x, v), somit

(i(h o m7v)Xi(x, v)) - (
(

X, (v fi(x,v)))

n

X,V Zh x)v, » hi(x)fi(x, v))

j=1
= (x,v,v, 1"(x7 v))
mit f(x,v) =321 hj(x)fi(x,v). Da fi(x,sv) = s2f;(x, v), ist
f(x,sv) =321 hi(x)fi(x,sv) = s?f(x,v). O



Bemerkung E.7

Ist X: TV — T2V, (x,v) = (x,v, v, f(x,v)) ein Spray auf einer
offenen Teilmenge V C R, so ist fiir jedes x € V die maximale
Losung 1 des Anfangswertproblem

y(t) = X(y(t)), y(0) = (x,0)

auf ganz R definiert; fiir alle t € R ist n(t) = (x,0).

Beweis. Setzen wir 7(t) := (x,0) fir t € R, so ist n(0) = (x,0)
und 7(t) = (x,0,0,0). Aus f(x,0) = f(x,00) = 0%f(x,0) = 0 folgt

X(n(t)) = X(x,0) = (x,0,0,f(x,0)) = (x,0,0,0) = n(t).O

Definition E.8

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein glattes Vektorfeld
X: TM — T(TM) wird ein Spray auf M genannt, wenn
T2¢o X o T¢p~1 ein Spray auf Vj ist fiir jede Karte

¢: Up — Vy CR™ von M.
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Nach Lemma E.5 stimmt auf einer offenen Menge V C R der
neue Begriff mit dem aus E.4 {iberein.

Auf jeder parakompakten glatten Mannigfaltigkeit M existiert ein
Spray.

Beweis. Es sei A der maximale C°°-Atlas auf M, bestehend aus
Karten ¢: Uy — V; € R™. Wir wahlen eine glatte Partition der
Eins (hj)jes auf M, welche der offenen Uberdeckung der Uy
untergeordnet ist. Fiir jedes j € J existiert also eine Karte

¢;j: Up = Vi mit supp(h;) C U;. Dannist Yj: TV; — T(TV)),
(x, v) — (x v, v,0) ein Spray auf V;, somit

Xj = T2(¢._1) o Yjo Tg;j ein Spray auf U;. Wir zeigen dass

X:TM = T(TM), v =Y hi(mrm(v))Xi(v) (5)
jed
an jeder Stelle v durch eine endliche Summe gegeben ist!” und X
ein Spray ist. Gegeben vg € TM hat xp := m1m(w) eine offene
Umgebung W in M derart, dass

st hj(mrm(v)) = 0, lese man den Summanden als 0.
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Jo:={j € J: Wnsupp(hj) # 0}
endlich ist. Ist j € Jo und xo ¢ supp(hj), kénnen wir W durch
seinen Schnitt mit X \ supp(h;) ersetzen; also sei 0.B.d.A.
xo € supp(h;) C U; fiir alle j € Jo und somit U := W N[, U
eine offene xp- Umgebung in M. Fiir alle v in der offenen
vo-Umgebung TU in TM verschwinden in (5) dann alle
Summanden mit j € J\ Jp; also ist

V) =D hi(mmm(v))Xi(v).

Somit ist X |1y glatt und aJUGSJOLemma E.5 folgt, dass X|ry ein
Spray auf U ist (fiir k € Jo ist T%(¢x|u) o X|7u o T(dk|u)™t
punktweise eine Konvexkombination der Sprays
T2(¢xlu) o Xjlru o T(¢klu) ™t mit j € k). O

Ist M eine C°-Mannigfaltigkeit und X: TM — T2M ein Spray, so gilt:
(a) Ist n: I — TM eine Lésung der Differentialgleichung
y(t) = X(y(t)), so gilt n =7 fir v := 7m0 7.



(b) Fiir den Fluss FI: Q — TM der DGL y(t) = X(y(t)) ist
Qio={veTM: (1,0,v) € Q} eine offene Teilmenge
von TM und Oy(M) = {0y € TuM: x € M} C Q.
(c) Die Abbildung expx: Q10— M, v— mrpm(Flio(v))
ist eine lokale Addition auf M.
Hierbei ist @ C R x R x TM (vgl. Definition 17.5).
Man nennt expy die zum Spray gehérige Exponentialfunktion.
Beweis. (a) Wir diirfen annehmen, dass n(/) C TUy fiir eine Karte
¢: Uy — Vy CR™ von M, da sich | durch solche Teilintervalle
iberdecken lasst. Es ist Y := T2¢ o X|7y, o T¢~! ein Spray auf
V4 und da X\TU¢ und Y lber T¢ verkniipft sind,.ist (:=T¢on
eine Losung der DGL y(t) = Y(y(t)), somit ¢ = 0 mit
0 :=mrv, 0 =pryoC (siehe E.2). Aus

vi=mmmon=mmmo T¢ to(=¢ om0 =¢ o0

folgt 4 = T¢tol =T to(=n.
(b) und (c): Fiir jedes x € M ist 05 € ;0 und expx(x) = x(siehe
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Bemerkung E.7); also ist Op(M) C Q1 9. Weiter ist Q9 in TM
offen und Fl glatt (vgl. Satz 17.25), somit auch expy glatt. Fiir

x € Mund v e T,Mist rv € Qg fiir geniigend kleines r > 0. Sei
n: 1 — M mit [0,1] C | eine Lésung des AWP y(t) = X(y(t)),
y(0) = rv; weiter sei v := pryy on, so dass 1 =%, nach (a). Fiir
alle s € [0, 1] ist dann t — n(st) die Lésung des AWP mit srv an
Stelle von rv, insbesondere mit t =1

V(s) = mrm(n(st)) = expx(srv).

Somit gilt

To.(expx [ Tmnang)(v) =[5+ expx(sn)] = [s > 1(s)]
— 5(0) = n(0) = rv.

Also ist To, (expx | T.mMn0,,)(v) = v und folglich

To.(expx [ToMnay,) = idTm. O

Beweis von Satz 23.1. Nach Satz E.9 existiert auf M ein Spray;
nach Lemma E.10 ist die zugehorige Exponentialfunktion eine

lokale Addition auf M.



Das Skript hat insbesondere von den folgenden Werken profitiert:

e M.P. do Carmo, “Riemannian Geometry,” Birkh3user, Boston,
1992;

e O. Forster, "Analysis 3,” Vieweg, 1984;

e S. Lang, “"Fundamentals of Differential Geometry,” Springer,
New York, 1999;

e J.-P. Serre, “Lie Algebras and Lie Groups,” Springer, Berlin,
1992: und

e R.W. Sharpe, "Differential Geometry,” Springer, New York,
2000.

Serres Buch diente als Quelle fiir Konstruktionen mit Submersionen
und den Satz von Godement (wobei der dortige Rahmen allerdings
anders ist und analytische Mannigfaltigkeiten iliber vollstandig
bewerteten Kérpern diskutiert werden). Langs Buch war hilfreich
fiir die Diskussion von Sprays, tubularen Umgebungen, den Satz
von Stokes sowie symplektische Mannigfaltigkeiten,~wobei bei Lang
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allgemeiner Mannigfaltigkeiten behandelt werden, welche auf (nicht
notwendig endlich-dimensionalen) Banachraumen modelliert sind.
Satz 24.1 und Lemma 24.2 variieren Argumente aus Langs Buch.!®
Sharpes Buch nutze im Hinblick auf verkniipfte Vektorfelder und
duBere Ableitungen von Differentialformen. Auch Forsters Buch war
nitzlich fiir die Diskussion von Differentialformen, wobei dort nur
Untermannigfaltigkeiten von R"” betrachtet werden. Die Diskussion
affiner Zusammenhinge und kovarianter Ableitungen basiert auf do
Carmos Buch. Hintergrund zu Fliissen von Differentialgleichungen
und Parameterabhingigkeit findet man unter anderem bei

e H. Cartan, "Differentialrechnung,” Bl-Wissenschaftsverlag,
Mannheim, 1974 sowie

e J. Dieudonné, “Foundations of Modern Analysis,” Academic
Press, New York, 1960;

auch Ideen aus einem Buchmanuskript des Dozenten gingen ein.1®

8Dje zuriickgehen auf R. Godement, “Théorie des faisceaux,” Hermann,
Paris, 1964 (Seite 150).
Y. Glackner und K.-H. Neeb, “Infinite-Dimensional-Lie Groups.”
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Eine Einfiihrung zu Liegruppen findet man z.B. in

e J. Hilgert und K.-H. Neeb, “Structure and Geometry of Lie
Groups,” Springer, New York, 2012 oder

e J.J. Duistermaat und J. A. C. Kolk, “Lie Groups,” Springer,
Berlin, 2000.

Fiir Anwendungen der Differentialgeometrie in der Physik, siehe

o |. Agricola und T. Friedrich, “Globale Analysis,” Vieweg,
Braunschweig, 2001

sowie

e V.I. Arnold, “Mathematical Methods of Classical Mechanics,”
Springer, New York, 1989.

Anwendungsbeziige werden auch betont in der Monographie

e R. Abraham, J. E. Marsden und T. Ratiu, “Manifolds, Tensor
Analysis, and Applications,” Springer, New York, 1988.

Zum Einlesen in Riemannsche Geometrie erwdhne ich
e Kiihnel, W., “Differentialgeometrie,” Springer, Wiesbaden, 2013.
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Ein zweibdndiges Standardwerk zur Differentialgeometrie ist

e S. Kobayashi und K. Nomizu, “Foundations of Differential
Geometry” I+1l, Interscience Publishers, New York, 1963 & 1969;

fiir symplektische Geometrie, siehe

e D. McDuff und D. Salamon, “Introduction to Symplectic
Topology,” Oxford University Press, Oxford, 2017.

Topologische Grundlagen kdnnen bei Bedarf nachgelesen werden in

e B.v. Querenburg, “Mengentheoretische Topologie,” Springer,
Berlin, 1979 oder
e H. Schubert, “Topologie,” B. G. Teubner, Stuttgart, 1975.
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