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3. Ubungsblatt — Ausgewihlte Lésungen

Prisenzaufgabe 3.1 Sei b € N mit b > 1.
(a) Seien ¢; reelle Zahlen mit 0 < ¢; < b — 1. Zeigen Sie: Fiir jedes n € N gilt

Z ¢ bz bn+1

Losung:

n+1 n
chbl<Zb—1 (Zlf)—(Zbi)—b”“—l
i=0
(b) Zeigen Sie, dass jede Zahl x € N einde eindeutige Darstellung der Form

n
T = E c;b'
i=0

mit n € Nund ¢; € {0,...,b — 1} besitzt.

Existenz: Sei n = max{i € Ny : b' < z} und sei ¢, = max{c € N: cb" < z}.
Es gilt x,, := x — ¢, 2" < b"™. Fiir i € Ny mit ¢ < n — 1 definiere rekursiv ¢; :=
max{c € Ny : b’ < x;41} und x; = 741 — ¢;b". Bemerke, dass 0 < ¢; <b—1
und zg = 0. Es gilt

T =cyb" 4 2y = b 4+ cp "z, = = chb’ + z9 = Zcz-bi.

=0
FEindeutigkeit: Sei n € N. Nehme an, dass x Darstellungen der Form =z =
Yorgcbund x =37 dibt mit ¢;, d; € {0,...,b — 1} besitzt. Es gilt

n

> (e —di)b' = 0.

=0
Nehme an, dass es ein ¢ € Ny gibt mit ¢; # d;. Ohne Einschriankung der
Allgemeinheit diirven wir annehmen, dass ¢, — d,, # 0. Es gilt
n—1
b < Jen — da|b" = [(cn — da)b"] = | =) (e — di)b| Z|cz—d|b’ <"
i=0
Fiir die letzte Ungleichung haben wir die Tatsache, dass 0 < |¢; —d;| < b—1
und die Ungleichung in (a) verwendet.



Priasenzaufgabe 3.3 Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften eines ageord-
neten Korpers (K, +, -, <):

(a)

(b)

z>0,y< 0= zy <0,
Beweis: Weil y < 0 gilt 0 = y + (—y) < 0+ (—y) = —y und damit —zy =
x(—y) > 0. Jetzt gilt 0 = —zy + 2y > 0 + 2y = zy.

r>1=0<1<1,
Beweis: Nehme an, dass # > 1. Wenn 1 < 0, dann nach (a) 1 = 22 < 0.

Darum gilt - 1> 0. Wenn 1 — l < 0 waére, hétten wir 1n gleicher Welse
- 1= x(l — 1) <0 und damit < 1. Darum gilt 1 — = > 0 und damit
L1

Nehme an, dass 0 < 2 < 1. Wenn z < 0 wire, dann nach (a) 1 = 22 < 0.
Darum gilt z > 0. Weil 1 < 1, gilt £ —1 < 0. Nach (a), 1 —z =z(2 —1) < 0.
Darum gilt x > 1.

T1 <Y1, T2 < Yo == 21 + T2 <Y1 + Yo
Beweis: x1 < y; und damit x14xs < y1+x2. Weil x5 < yo, gilt y1+22 < y1+1o.
Wegen Transitivitat gilt x1 + o < y1 + yo.

Priasenzaufgabe 3.4 Sei K ein angeordneter Korper und a,b,c,d € K mit
b > 0und d > 0. Man zeige:

@ ¢ _, @&_ate c
b d b b+d
Beweis: Aus 5§ — ¢ > 0 folgt mit b,d > 0:
c a
be—ad = (5= 5)bd >0
c—a 777 >
Also
a+c_g_b(a+c)—a(b+d)_bc—bd>0
b+d b b(b+ d) ~ b(b+d)
da der Nenner positiv ist. Ebenso
E_a+c_c(b—|—d)—(a+c)d_bc—ad>0
d b+d d(b+ d) Cdb+d) T

Hausaufgabe 3.1

(b)

Stellen Sie die folgende Dualzahl im Hexadezimalsystem dar:
1111.1111.1111.1111.1111.111 1. 111 1.1 11111 1. 11111 111 T LD

Losung: F.FFF.FFF.FFF.FFF.



Hausaufgabe 3.2

(a) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € N gilt:

n

D ivil=(n+ 1) -1

1=0

Beweis: Fiir n = 1 gilt 1 = 3"1_ i-il = (14 1)! — 1. Nehme an, dass n € N
und Y"1 ji-il = (n+1)! — 1. Es gilt

nz:i-i! = (n+1) (n+1)!+zn:i-i! = (n+1) (n+1)!4+(n+1)!-1. = (n+2)! -1

(b) Folgern Sie, dass jede Zahl = € N eine eindeutige Darstellung der Form

n

x:Zai-i!

=1

mit n € N und a; € {0,1,...,7} besitzt.
Bewers: Existenz und Eindeutigkeit folgen in dhnlicher Weise wie in Priasenzaufgabe
4.1(b).

Hausaufgabe 3.3 (Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen
Mittel) Zeigen Sie: Fiir alle x4, ..., 2, € Rsq gilt

Beweis: Fiir n = 1 ist die Aussage trivial. Nehme an, dass n € N und dass
die Ungleichung gilt fiir alle z4,..., 2, € Rsg. Seien jetzt x1,..., 2,41 € Rxq.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass z,,1 > x; fiir
i1=1,...n. Sei x, = %Z?Zl x;. Bemerke, dass x, 11 > z,. Es gilt

n+1
Z?:f T [ NT, + Tpt1 s . Tp4+1 — Tq i
—— =| —— =(14+—— .
(n+ 1)z, (n+ 1)z, (n+ 1)z,

Nach der Bernoullische Ungleichung gilt

n+1
(e > (n4 1)t el
(n+1)x,

n n+1
(n+ 1)z, -,

Jetzt gilt



und damit

n+1 n+1 1 n+1
1 an Z; Tn+1
T _ anrl Lai=1 Y > wnJrl_ = 2" 1
E - = - +
n+1 ‘ “ (n+ 1)z, “ oz, anm

i=1

Nach der Voraussetzung gilt 27 > ], ;. Darum

n+1 n+1

n+1
1
(TH_I;%‘) ZH%

Hausaufgabe 3.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Zeigen Sie:
Fiir jedes n € N und alle (ay,...,a,), (b1,...,b,) € R" gilt

1 1
n n 2 n 2
e (30) ()
i=1 j=1 k=1
Beweis: Definiere fir i =1,...,n

[ und Y = L

| |
\/ Z?:l a:? \/ Z?:l yJQ

Aus die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel folgt

1
XY, < |XG] Vil =/ X2V < S (X7 +770).

Xi =

Darum gilt

Es folgt

PEZEDBNTEND NP DD IR NP BN DI
1=1 i=1 j j ) j j=



