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5. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Lésungen

Priasenzaufgabe 5.4 Seic € Rogundsei f: R — R, x — 2" — ¢. Wir schreiben f’
fir die Abbildung R — R, x — na™!. Sei 79 = 1 and definiere fiir n € N rekursiv

L = Th—1 — M

f'(@p-1)

(d) Zeigen Sie, dass x} > c fiir alle k € N.

(e) Zeigen Sie, dass (xx)reny monoton fallend ist.

(f) Zeigen Sie, dass (x)ren konvergent ist und limy o 2 = /c.

Lésung:

(d) Wir beweisen erst mit Induktion, dass x; > 0 fir alle k£ € Ny. Fiir & = 0 gilt
T =29 = 1> 0. Sei jetzt k € N und nehme an, dass x;_; > 0. Es gilt

n
T =Tp—1— — 7 — Tk-1 B —

nT,_, nxy_,

Weil 2y > 0und ¢ > 0, gilt 27 |, —c < 2, < na?_,. Darum = oD < 1. Es folgt
k—

x> 0. Dies beweist, dass x;, > 0 fiir alle k € NO

Weil 21 > 0 und ¢ > 0, gilt - —% > —1. Mit

Hilfe der Bernoulli Unglelchung folgt

n n 1 c \" n 1 c
Ty = Tp_q 1_ﬁ+nx” >xp | 1+n _ﬁ+m:” =c.
k—1 k-1

(e) Fiir jede k € N mit k > 2 gilt 27, — ¢ > 0 und 2}~] > 0. Darum folgt

(f) Weil (x))gen monoton fallend ist und z}_; > ¢, ist (2 )gen von unten beschré'mkt
—C

Damit ist die Folge konvergent. Sei x := limy_,o, xp. Weil xp — x4 + Tt
1

fiir alle k € N, gilt

. Tp4—C " —c 2" —c
O=lm (zp —2p1 +—— | =2 -2+ . T

n—
k—

und damit 2" = c.



Hausaufgabe 5.1 Untersuchen Sie die Folge (ay,,)nen, mit

/ 1
an:n< 1—1———1>,
n

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung: Es gilt
n(1+i-1)(Y1+1+1) )
< 1+%+¢) ( 1+%+1>

Dies zeigt, dass (a,)nen monoton steigend und nach oben beschriankt durch a, < % ist.

Ay —

Damit konvergiert die Folge. Die folge (1/1 + %)neN ist monoton fallend und beschréankt

und ist damit konvergent. Das Quadrat des Grenzwerts ist gleich 1 und darum konvergiert
(+/1+ %)neN gegen 1. Es folgt, dass a,, gegen % konvergiert.

Hausaufgabe 5.2 Die Fibonacci-Folge ( f,) ist rekursiv definiert durch fy := 0, f; ;=1
und f,41 := fn + fn_1 fiir allen € N.

(a) Zeige, dass fiir alle n € N gilt

f_i_1+ﬁn_1—ﬁn
"5 2 2 '
(b) Zeige, dass die Folge (gn)nen, gn := f’}zl konvergiert. Zeige, dass
. 1+5
lim g, = :
n—00 2

Lésung:

(a) Die Aussage ist klar fiir n = 0,1. Sei m € N und nehme an, dass die Aussage wahr
ist fiir n < m. Es gilt
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(b) Sei # = 1=Y53 Bemerke, dass |z| < 1. Es gilt

1+V5
n+1 n+1
\/Lg {<1+_2\/5) _ (1—2\/5> } 14V _ nl=v5
_ 2 2

AT
V5 2 2

Weil lim,,_, 2™ = 0, folgt lim,, .o g, = HQ\/E-

Hausaufgabe 5.3 Sei (f,,) die Fibonacci-Folge. Fiir n € N, sei

Man zeige:

(a) Es gilt s, <2 fiir alle n € N,
(b) lim s, =2,

n—o0

(c) sup{s,:n €N} =2.

Beweis:
(a) Es gilt
n n n—1 n—2
1 fr—1 Jro 1 fr 1 Jr
S”_2+Z o 2 ok —52u9k 129
k=2 k=3 k=1 k=1
:_+_Sn___ “°on = A
2 2 227 4 49n=1 4 9n
und damit f f
n=2— s =30 <2, 1
§ 2n—1 on ( )

(b) Da alle f,, positiv sind, ist die Folge (s,)nen streng monoton wachsend. Da sie nach
(a) auch nach oben beschrinkt ist, ist sie also konvergent. Deshalb ist sie auch
eine Cauchy-Folge, was insbesondere s,,1 — s, = gﬁ—i} — 0 nach sich zieht. Die
Rechenregeln fiir Folgen ergeben somit aus (1) die Konvergenz von (s, ),en gegen 2.

(¢) Monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folgen konvergieren gegen das Su-
premum der Menge der Folgenglieder.

Hausaufgabe 5.4 Sei m € Z. Definiere die Relation ~ auf Z durch
r~y = mlr—y.
Sei Z/mZ die Menge von Aquivalenzklassen von ~, dass heifit
Z/mZ = {[x] : x € Z} = {[0],[1], 2], ..., [m — 1]}.

Zeigen Sie, dass Z/mZ genau dann ein Korper ist, wenn m eine Primzahl ist.

Lésung: Wir zeigen hier nur, dass Z/mZ kein Korper ist, wenn m keine Primzahl ist. Es
gibt p,q € N, p,q > 1, sodass m = pq. Es gilt [p|lqg] = [pq] = [m] = [0]. Darum sind [p]
und [¢q] Nullteiler. Ein Korper ist aber nullteilerfrei.



