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Analysis 1

6. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Lésungen

Prasenzaufgabe 6.1 Fiir £ € N, sei a; € R. Nehme an, dass sup{a; : ¥ € N} und
inf{ay : k € N} existieren. Definiere

Sp :=sup{ay : k > n},
in = inf{ag : k > n}.

(a) Zeige, dass die Folge (s, ),eny monoton fallend und die Folge (i,,),eny monoton steigend
ist.

(b) Zeige, dass die Folgen (s,)neny und (i,)nen konvergieren. Wir schreiben s und i fiir
die Limes.

(c) Sei H die Menge von Haufungspunkten von {ay : k € N}. Zeige

supH=s und infH =q.

Lésung: Wir beweisen die Aussagen fiir die Folge (s,,)nen. Die Beweisen fiir die Aussagen
fir (4,)nen sind dhnlich.

(a) Wenn A C B C R, dann ist jede obere Schranke von B auch eine obere Schranke
von A. Es folgt, dass sup(A) < sup(B). Weil {ay : k > n+ 1} C {ay : k > n}, gilt
Sn+1 S Sn-

(b) Die Folge (s)nen is von unten beschriankt durch inf{ay : k£ € N}. Weil sie monoton
fallend und beschrankt ist, ist sie konvergent.

(c) Sei a € H. Wir beweisen erst, dass s > a. Sei € > 0 und n € N. Es gibt ein m € N
mit m > n, sodass a,, > a — €. Darum gilt s,, > a — e. Weil dies gilt fiir alle € > 0,
folgt, dass s, > a fiir alle n € N und damit s > a. Jetzt zeigen wir, dass s € H. Sei
€ >0und N € N. Es gibt k£ € N, sodass |s; —s| < § fiir alle [ > k. Insbesondere gibt
es ein [ > N, sodass |s; — 5| < §. Weiter gibt es ein n > [ > N, sodass |a, — s;| < 5.
Es folgt [s — an| = |5 — si + 51 — an| < |s — 5| + |5y — an| < § 4 § = €. Dies beweist,
das s € ‘H. Es folgt, dass s = sup(H).

Prisenzaufgabe 6.2

(a) Sei (a,)nen eine konvergente Folge in R>¢ mit a := lim,,_, a,. Beweisen Sie, dass
die Folge (G},)nen mit

der geometrischen Mittel gegen a konvergiert.



(b) Beweisen Sie, dass

Lésung:

(a) Sei e > 0. Es gibt ein N € N, sodass |a, — a| < § fiir n > N. Fiir diese n gilt

<a+e

Wenn a > 0 findet man auf dhnliche Weise, dass es ein N” € N gibt, sodass G,, > a—e¢
fiir alle n € N mit n > N”. Es folgt, dass fiir alle ¢ > 0 es ein N € N gibt, sodass
a—¢c <G, <a-+efalls n > N. Wenn a = 0, dann gibt es fiir alle € > 0 ein
N € N, sodass 0 < G,, < ¢ fiir alle n > N. In beide Fille folgt, dass (G,)nen gegen
a konvergiert.

Sei a, = (1 + 1)". Wir beweisen erst mit Induktion, dass [[;_, ax = ("J;—,l)n Fiir
n=1glta =2= (111)1' Nehme an, dass [[o_; ax = ("Ll)n. Dann gilt

n+l n n n+1

(n+1) I an+1) (n+2)

H A = An41 ] = (1 + ) ] = |

Pt n! n+1 n! (n+1)!
Dies beweist die Behauptung. Jetzt gilt

n n : n
e = lim a, = lim (n—i_—):hm(n—{—l) —

und damit

. ! . n+1 . W1 .on+1 /1
lim n4/— = ( lim lim n4/— | = lim ni/— =e.




Prasenzaufgabe 6.3 Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen und ¢ € R, 0 < ¢ < 1.
Es gelte a2 — ani1| < clanss — ay| fir alle n € N. Man zeige, dass die Folge (a;,)nen
eine Cauchy-Folge ist, also konvergiert. Ferner ermittle man eine divergente Folge mit
|2 — ani1] < |ans1 — ay| fir alle n € N,

Losung: Es gilt

|an - an—1| S C|an—1 - an—?l S 02|an—2 - an—3| S T S Cn_2|a2 — a1
und damit folgt fiir n,m € N mit n > m

n n n
o =1 3wl £ S o] < ( 3 ) 02— o

k=m+1 k=m-+1 k=m-+1

n—m—1 00 1
="t ( Z ck> lag —ay| < ™71 (Z ck) lag —ay| < ™1 1 las — ay].
—c
k=0

k=0

Seie > 0. Weil 0 < ¢ < 1, konvergiert die Folge (cm*1ﬁ|a2—a1|)meN gegen 0. Darum gibt

es ein N € N, sodass ¢™ 't |ay — a;| < € fiir alle m > N. Dies zeigt, dass (a,)nen eine
Cauchy-Folge ist. Jede Cauchy-Folge ist konvergent. Die Folge (a,, = %)neN ist divergent
und hat die Eigenschaft, dass |a,12 — pi1| < |ans1 — ay] fir alle n € N.

Hausaufgabe 6.1 Es sei 2 C N die Menge aller natiirlichen Zahlen, die durch keine
Primzahl p mit p # 3 und p # 7 teilbar sind. Zeigen Sie, dass gilt

> =i
neq) " 4
Lisung: Es gilt Q = {3*7" : k,1 € No} und damit

Z%:ZZ%: 23_lk> (Z%> :1—13—11—17—1:2

ne keNg leNg (kEN() 1eNg

Hausaufgabe 6.2  Sei (a,,),en eine monoton fallende Nullfolge. Nehme an, dass Y | ay,
konvergent ist. Zeige, dass (na,),en eine Nullfolge ist.

Lésung: Sei € > 0. Die Reihe Y > a, ist konvergent. Darum ist (> ;_, ax)ren eine
Cauchy-Folge. Es gibt also eine N € N, sodass fiir alle m,n € N mit n > m > N gilt

T () [5e)

Da die Folge monoton fallend ist, gilt as, < a; fir alle £ € N mit £ < 2n und damit
na, < Ziﬁnﬂ ay. Fiir n > N folgt, dass

2n

Nnag, < E ap < €.
k=n+1



Hausaufgabe 6.3 Seien >~ a,, Y ., b, Reihen mit positiven Summanden. Man
zeige: Gibt es K, L € R, 0 < K < L, mit K < i <L fiir alle n, so gilt:

oo o0
Z a, ist konvergent <= Z b, ist konvergent.

n=1 n=1

Lisung: Nehme an, dass ) | b, konvergent (und damit absolut konvergent) ist. Es gilt
0 <a, < Lb,. Die Reihe ZneN Lb,, is absolut konvergent, da ZneN b,, absolut konvergent
ist. Nach dem Majorantenkriterium ist die Reihe Y > a, absolut konvergent. Nehme
jetzt an, dass >~ | a, konvergent (und damit absolut konvergent) ist. Es gilt 0 < b, +a
Nach dem Majorantenkriterium ist die Reihe ), b, absolut konvergent.

Hausaufgabe 6.5 Sei (a,),en eine monotone Nullfolge. Zeigen Sie den Verdichtungs-
satz von Cauchy: Die Reihe ) a, ist genau dann konvergent, wenn ) . 2"az» kon-
vergent ist.

Losung: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass die Folge
monoton fallend ist. Es gilt

neN

ontl
> ap < 2Mag <2 Z
k=27 41 k=2n—141
Es folgt
N—1 2ntl
Zak—z Z ak<22a2n<22a2n
n=0 k=2n+41

22 Qon <ZQ Z ak:2Zak SZiak.
k=2 k=2

n=1 k=2n-141

Die Aussage folgt jetzt aus dem Monotoniekriterium.



