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8. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Lésungen

Priasenzaufgabe 8.1 Fiir p > 0, sei || - ||, : R” — R>o gegeben durch

-

]l = (Z |£Ei|p> (z € R").
i=1
Wir definieren [|z|| : R* — R>q durch
|2]| 0o := max{|z1], ..., |zal} (x € R").
(a) Fir p € RogU{oo}, sei d, : R x R" — R gegeben durch

dy(z,y) = llz —yl,  (x,y €R").

Zeigen Sie, dass dj, dy und do, Metriken auf R™ definieren. Hinweis: Fiir || - || kann
man die Cauchy-Schwarsche Ungleichung verwenden.

Losung: Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung fiir p = 2. Definiere
<'a'> R® XR”—)R, (x,y) = <ZIZ’,y> :Zxkykz
k=1

Es gilt ||z]|3 = (x, z). Bemerke, dass fiir alle z,y,2 € R” und A € R
(r.y) = (y,z) wnd (z,y+Az) = (z,y) + Az, 2)
und, dass nach der Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt |(z,y) < ||z]|2||ly||2- Darum

le—yl3 =M@ —2)+ (=B ={(z = 2)+ (z —9), (x — 2) + (z = 9))
= ((z—2),(z—2)) +2{(x —2), (2 = ) + {(z —y), (z — )
<llw = 23+ 2/ ((x — 2), (= — ) + |12 — yl3
<lw = 23+ 2l|z — 2lallz = yll2 + 12 = yll3 = (& = 2ll2 + |2 — yll2)*

und damit
|z —yll2 < llz = 2ll2 + ||z — yll2-



Priasenzaufgabe 8.3 Geben Sie eine geometrische Beschreibung der folgenden Teil-
mengen von C an und skizzieren Sie diese:

(a) A={z€ C:Re(2?) =1},
(b) B={z € C:Im(z?) = 1}.

Lésung:

~
~

(a) (b)

Priasenzaufgabe 8.4 Beweisen Sie, dass es ein © € Ry gibt, sodass cos(z) = 0.
Losung: Sei x > 0. Es gilt

B °° (_1)k ok 2 74 26 8 210 712
cos(x) = (2k>!x = 1—7—1—] -3 GG

k=0

.TQ 5174 5176 1'2 .CEIO 1,2
—(1-=+— ) - (1-— ) - (1- —_
2 4l 6l 7-8) 10! 11-12

Es gilt 1 — % + % < 0 genau dann, wenn V6 — /12 < x < /6 + v/12. Bemerke, dass

2

1— m > 0 fiir alle z < /6 + /12 < /56 und k > 3. Darum gilt cos(z) < 0 fiir

x € (\/6 — V12,6 4+ v/12). Weil cos(0) = 1 > 0 gibt es nach der Zwischenwertsatz ein
x > 0, sodass cos(z) = 0.

(]

Hausaufgabe 8.1 Fiir s € C und z € C mit |z| < 1, sei B,(2) die Binomialreihe

wobei (7) = 5(5*1)(5*2..-(sfk+1).




(a) Sei s € R und sei (s,)nen eine Folge rationaler Zahlen, die monoton wichst und
gegen s konvergiert. Zeigen Sie, dass lim, ., Bs, (x) = Bs(z) fur alle x € R mit
lz| < 1.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle s € R und z € R mit |z| < 1 gilt By(x) = (1 + 2)°.

Lésung:

(a) Wir betrachten erst den Fall s = 0. Wir diirven annehmen, dass —1 < s,, < 0 fur
alle n € N. Bemerke, dass

S_1<sn> (1=5)2—8n)...(k—1—s,) 1-5,2—5, k—-1-s,
n k -

1.
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Darum ’(S,:)| < s, fur alle n, k € N. Es folgt
Sn,
k

(S(0)) 1<%
k=0 k=1
Weil lim,, o0 s, = 0, folgt lim,, o0 | Bs, () — Bo(z)| = 0 und damit lim,,_,» Bs, () =
Sei jetzt s € R. Nach Satz 5.20 im Skript von Miiller gilt B,(z)B,(z) = Buts(2)
fir alle u,v € C. Es folgt, dass B, (z) = Bs(x)Bs,—s(z). Die Folge (s, — $)nen
ist ein monoton wéchsende Nullfolge. Es folgt lim,, o Bs,—s(z) = 1 und damit
lim,, o Bs, (x) = Bs(z) lim,, . Bs, —s(x) = Bs(z).

|Bs,. () = Bo()| =

wfF < s i jaft = 2l
— n — .
k=1 1—|a|

(b) Die Folge ((1+a:)8”)neN konvergiert gegen (1+x)*. Nach (a) konvergiert (B;, (x))neN
gegen Bg(x). Weil s, € Q, gilt nach Folgerung 5.21 im Skript von Miiller, dass
B, (x) = (1 4+ x)*. Darum gilt

Bs(x) = lim B, (z) = lim (14 2)* = (1 4+ x)°.
n—oo

n—oo

Hausaufgabe 8.3 Sei (a,)neny die Fibonacci-Folge, das heifit ¢ = 1, a3 = 1 und
Un41 = Qp + a,_1 fiir alle n € N. Definiere die Potenzreihe f(z) := 3 " a,z".

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).
(b) Ermittlen Sie eine explizite Darstellung der Funktion f.

Lésung:

(a) Nach Hausaufgabe 5.2 ist die Folge (azzl)neN konvergent und lim,, . “Z—Zl = 1+2‘/5.
2

1+V5°

Die Konvergenzradius ist darum gleich an

(b) Es gilt

f(x) —af(x) —2*f(z) = (Z akxk) - (Z ak:cHl) - <Z akxk”)

k
=ap +a1x — apT + E (ar, — ag—1 — ag—2)z” =1
k=2

und damit f(z) = Tl—x? fir alle z € C mit |z| < 1+2\/3.



