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10. Ubungsblatt

Prasenzaufgabe 10.1 Die Funktionen f,g : R — R seien stetig und es gelte
f(q) = g(q) fur alle ¢ € Q. Zeigen Sie, dass f(z) = g(x) fiir alle x € R.

Priasenzaufgabe 10.2 Zeigen Sie: Eine stetige Funktion f : R — R ist genau
dann injektiv, wenn sie strikt monoton ist.

Prisenzaufgabe 10.3 Sei f : [0,1] — [0,1] eine stetige Funktion. Zeigen Sie,
dass f eine Fixpunkt hat, das heifit es existiert ein « € [0, 1], sodass f(z) = x.

Prisenzaufgabe 10.4 Sei I = [a,b] mit a,b € R. Seien U,V C T offene Teilmen-
gen, sodass

(i) UuV =1,
(i) UNV =0.

Ziel ist es zu zeigen, dass U = I und V = 0, oder U = () und V = I. Insbesondere
ist es nicht moglich, dassa € U und b € V.

(a) Zeigen Sie, dass entweder a € U oder a € V.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit, konnen wir annehmen, dass a € U. Nehmen
Sie an, dass V # 0.

(b) Zeigen Sie, dass z := inf V existiert und x > a.
(c) Beweisen Sie, dass x ¢ U.
(d) Beweisen Sie, dass = ¢ V.
)

(e) Zeigen Sie, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt.

Prisenzaufgabe 10.5 Sei (X, d) eine metrischer Raum. Zeigen Sie, dass

d d(z,y)
= X xX >R ’
d+1 X — >0, (x’y)'_}d(x,y)—&—l
eine Metrik auf X erkldrt. Zeigen Sie, dass die offene Mengen in (X, d) und (X, d’)
gleich sind.



Hausaufgabe 10.1 Die Funktionen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus
sind definiert durch
sinh : C — C; z++ sinh(z) = = (e* — e ),

cosh : C — C; z 5 cosh(z) := = (e +e77).
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a) Beweisen Sie, dass sinh und cosh stetig sind.

(
(

)
b) Ermittlen Sie Potenzreihendarstellungen fiir diese Funktionen.
(c) Zeigen Sie, dass sinh die Menge R bijektiv auf R abbildet.

)

(d) Beweisen Sie fiir z € C, dass
cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

(e) Skizzieren Sie die Graphen der (reellen) Funktionen R — R, z ~— sinh(z) und

x + cosh(x).
Hausaufgabe 10.2 Sei (X, d) eine metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Der Abstand zu A ist durch

d(z, A) == inf{d(z,y) : y € A} (x € X)
gegeben.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € X
|d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y).
Folgere, dass die Funktion X — R, = — d(z, A) stetig ist.

(b) Seix € X. Zeigen Sie, dass d(z, A) = 0 genau dann, wenn es eine Folge (a,,)nen
in A mit lim,, s a, = = gibt.

Hausaufgabe 10.3 Unter welchen Voraussetzungen ist eine Funktion

1
h: {n:neN}U{O}—)R
stetig?
Hausaufgabe 10.4 Sei

sin(@) - falls o #0
R — R; — z ’
/ b { 0, falls z = 0.

Ist f stetig?

Abgabe der Hausaufgaben: Freitag, 20.12.2019, 10 Uhr in den blauen Postféchern
Nr. 115 & 116 auf D1 unter Angabe des Namens und der Ubungsgruppe.



