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12. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Losungen

o

Prisenzaufgabe 12.2 Sei F(z) := Zana:” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

n=0

R > 0.

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes k € N der Konvergenzradius der Potenzreihe >~ @, 2"
gleich R ist.

(b) Beweisen Sie, dass fiir jedes & € N auch der Konvergenzradius der Potenzreihe
Yoo on+k)(n+k—1)...(n+1)a,z" gleich R ist.

(c¢) Sei z € R mit |z| < R. Beweisen Sie, dass F differenzierbar in x ist und F'(z) =
Doy nanz™ "t =370 (04 1)an 2™

(d) Beweisen Sie, dass F' sogar unendlich oft differenzierbar in x ist und fiir jede k € N
FO@) =32 (n+k)(n+k—1)...(n+ aypz™

Losung:

(a) Sei r > 0 und sei (fm)meN gegeben durch f,,, == > |a,|r". Die Folge (fm)meN ist
genau dann konvergent, wenn (%)meN konvergent ist. Weil fmr—;f’“ =3 lantk|r"
folgt, dass (3 " @ntkt™)men genau dann absolut konvergent ist, wenn > >~ a,z"
absolut konvergent ist. Die Potenzreihen ZZO:O ap,x™ und ZZO:O an ™ haben darum
den gleichen Konvergenzradius.

(b) Weil (n+k)(n+k—1)...(n+1) > 1 fiir jedes n € N, ist die Konvergenzradius der
Potenzreihe > ° (n+ k)(n+k —1)...(n+ 1)a,z" kleiner oder gleich R.

Sei 0 <r < R.Seis e Rmitr <s< R.Esgibt ein N € N, sodass (n+k)(n+k—
1)...(n+ 1)r™ < s" fur alle n € N mit n > N. Darum gilt

oo N oo

D (ntk)(ntk—1) ... (n41)]anlr" <> (ntk)(ntk—1) .. (n+1)]anr"+ Y an|s"
n=0 n=0 n=N-+1
Weil die Reihe Y777 | |a,|s" konvergent ist, folgt, dass >~ " ((n+k)(n+k—1) ... (n+

1)|a,|r™ konvergent ist. Dies gilt fiir alle r € R mit 0 < r < R und darum ist die
Konvergenzradius der Potenzreihe >~ ((n+k)(n+k—1)...(n+1)a,z™ grofer oder
gleich R.

(c) Nehme z € R mit |z| < R fest. Es reicht zu zeigen, dass

Yo gan(z+h)") — (o0 anx” o0
( + h) < >;nanw"1

o(x, h) =




gegen 0 konvergiert wenn h — 0. Nach dem binomischen Lehrsatz und der Dreiecks-

ungleichung gilt
Y\ n—kpk-1
h
=2

i ( T+ h nx”’l) I~
n=2
00 n 00 n—2
k=2 n=2 k=0 k-+-2

an

n=1
:2

Weil
n—2 n—2
n n—2—k|7 |k n(n —1) n—2 n—2—k| k
h|® = h
k:0<k+2)m U Zo(k+2)(k+1)< po )l
n—2
n(n—1) Z ( >|x|"_2_k|h|k =n(n—1)(|z| + |h|)n72
k=0
folgt

o, h) < |B Y n(n —Dlaq| (2] + )" = A1 Y_(n+2)(n + Dlanse| (2] + )"

n=2 n=0

Es folgt aus (a) und (b), dass die Potenzreihe Y~ (n + 2)(n + 1)a,:22" Konver-
genzradius gleich R hat. Sei r € R mit || < r < R und sei

C= i n+2)(n+ 1)|apa|r"™ < 0.

n=0
Wenn |h| <7 — |z|, dann gilt
o(x, h) < |h i(n +2)(n + 1)|apqo|r™ = |R|C.
n=0

Dies beweist, dass lim,_,o ¢(z, h) = 0.

(d) Die Behauptung folgt mit vollstdndige Induktion einfach aus (c).

Priasenzaufgabe 12.3 Betrachten Sie die Funktion

0, x <0,

R R
/ -5 a:r—>{6_i, x> 0.

Zeigen Sie, dass f auf R beliebig oft differenzierbar ist.
Losung: Fiir jedes n € N gibt ein Polynom p,(x) derart, dass

(@) = p, (1) et (@>0)

T



Diese Behauptung beweisen wir mit vollstindige Induktion. Fiir n = 0 gilt f© = p,f
mit py = 1. Nehme an, dass fiir ein n € N es ein Polynom p, () gibt, so dass f™(x
P (2) e~z wenn z > 0. Sei ppi(2) := —2?pl, (x) + 2*pp(z). Fiir x > 0 gilt

. 1 1\ 1 1\ 1 . 1\ 1
o, (D) (2)et (1) e o (1)
X X x Xz X

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus der Behauptung folgt, dass f beliebig oft differenzierbar ist im jedem Punkt x # 0.
Da die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Potenz, gilt lim, o f ™) (z) = 0 und
limo L f((z) = 0. Es folgt

lim J@) = 1) = lim 1f(gc) = 0.
z—0 x z—=0 X
Damit ist f differenzierbar in 0 und f’(0) = 0. Nehme jetzt an, dass fiir ein n € N die

Funktion f n-mal differenzierbar in 0 ist und £ (0) = 0. Es gilt

fi L) = 0O Ly =o.

z—0 T z—0 T

Es folgt mit vollstandige Induktion, dass f beliebig oft differenzierbar in 0 ist und alle
Ableitungen von f in 0 gleich 0 sind.

Hausaufgabe 12.1 Die Funktion f : [a,b] — R sei differenzierbar in [a, b]. Beweisen
Sie den Satz von Darboux: f’ nimmt auf [a, b] jeden Wert zwischen f’(a) und f'(b) an.
Ldsung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass f'(a) > f'(b).
Sei A € R mit f'(a) > A > f'(b). Sei g : R = R, x — f(x) — Ax. Weil f differenzierbar
ist, ist ¢ auch differenzierbar und damit stetig. Das Interval [a, b] ist kompakt und damit
nimmt g sein Maximum auf [a, b] in einem Punkt y € [a, b] an. Weil ¢'(a) = f'(a)—A >0
gilt

i 92) — 9(a)

zla Tr—a

> 0.

Es folgt, dass es z € [a,b] gibt mit g(z) > g(a) und darum y # a. Auf dhnliche Weise
folgt y # b. Es folgt, dass y € (a,b). Nach Satz 7.4 im Skript vom Miiller gilt ¢'(y) = 0
und damit f'(y) = .

Hausaufgabe 12.3 Zeigen Sie fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen f, g die

Leibniz-Formel: .

(f-9)™=>" (Z) fFR gk, (1)

k=0

Losung: Wir beweisen die Formel mit vollstédndige Induktion. Fiir n = 0 ist die Formel



trivial. Nehme an, dass (1) fir ein n € N wahr ist. Dann gilt fiir alle x

0w =3 (3) 00w = 3 () (1w )

k=0

-y (Z) (S @)g 0 (@) + f O (2)g" D (@)

— (% (k i 1) f® ($)9(n+1_k)(:v)> + (i (Z) f® ($)9(n_k+1)($)>

k=1 k=0



