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Analysis 1

14. Ubungsblatt — Ausgewiihlte Losungen

Priasenzaufgabe 14.2 Seien a,b, ¢ € R. Bestimmen Sie die Stammfunction von f :

1
x +— ————— (iiberall wo f definiert ist) im Fall
ax? +bx +c

(a) b* — 4ac < 0,
(b) b* — 4ac =0,
(c) b* —4ac > 0.

Lisung: Wenn a = b = 0 und ¢ # 0, dann ist x — % + ' eine Stammfunktion, wobei
C € R. Wenn ¢ = 0 und b # 0, dann sind alle Stammfunktionen der Form z +
+log(lz + §]) + C mit C € R.

Jetzt betrachten wir erst der Spezialfall wobei a = 1 und b = 0 und ¢ = 1,0, —1. Die
Stammfunktionen sind dann der Form

arctan(z) + C (c=1),
-1
" o1 ostie+ 1) o
og(lz —1 og(lr+1 _l r—1 _
5 5 +C’—210g<x+1D+C (c=-1),

wobei C' € R. Wenn F' eine Stammfunktion einer Funktion ¢ ist, dann gilt fiir alle A € R

d
%F(Ax) = \p(\x),
d
TAF(z) = (),
d
Wir setzen D = b* — 4ac. Wir nehmen erst an, dass D # 0. Es gilt
1 4a 1

a:c2+bx+czm( 2a b )2_. .
—mx + 75 sign(D)

Mit die oben genannte Rechenregel folgt, dass die Stammfunktionen der Form

)
2 2ax b
arctan T+ +C, (D<0),
VID| (\/IDl \/|D|>
T +—
1 2 b— VD
— log ar+b- VD +C (D >0)
\ VD 2ax + b+ /D




sind. Wenn D = 0, dann
1 1 1

0 +brtc a(py )’

Die Stammfunktionen sind dann der Form

1 -1 -1
T — = T
ar+ 5.  ar+g

Hausaufgabe 14.1 Die Funktion f: R = R, y = f(z) := z + €, besitzt eine beliebig
oft differenzierbare Umkehrfunktion g = f~! : R — R (braucht nicht gezeigt zu werden).
Berechnen Sie g”(1).

Lésung: Es gilt

&2 £
@(f o g)(z) = Tt =
und
%(f og)(x) = % (f’(g(fc))g'(x)> = "(g(x)) (¢'(2))" + f'(9(2))g"(x)

Weil g(1) = 0 und

1 1
(1) = _
10 = 6wy T 7O
folgt, dass )
f” O !/ "
5+ /(0)g"(1) =0
(£(0))
Es gilt f/(0) = 2 und f”(0) = 1 und darum ¢"(1) = ——L @ — -3

Hausaufgabe 14.2 (Partialbruchzerlequng)

(a) Seien p(z) und ¢(z) Polynome. Beweisen Sie, dass es eindeutig bestimmte Polynome
h und r gibt mit p = gh 4+ r und Grad(r) < Grad(q).

(b) Beweisen Sie, dass jede rationale Funktion § geschrieben werden kann als § =h+
wobei h und r Polyome sind und Grad(r) < Grad(q).

r
q

(c) Was sind h und r wenn p(z) = 2° + 2% + 32 + 2 und ¢(2) = 52> + 2% + 22 + 17

(d) Es sei R =L eine rationale Funktion mit Grad(p) < s := Grad(qg) so, dass p und ¢
keine gemeinsame Nullstelle besitzen. Seien nq,...,ns € Nund ¢, aq,...,as € C, mit
a; # aj, fiir ¢ # j, so dass q(z) = c(z —a1)™ ... (2 — as)". Beweisen Sie, dass R die
eine eindeutige Patialbruchzerlegung besitzt.

2243
z+2)3(z—1)"

223 4x—1
z+2)(z—3)(22+1

(e) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegungen von ( 7 und

=1

(f) Bestimmen Sie die Stammfunktion von R\ {—2} - R, z — o
T



Lésung:

(a) Sei g(z) ein Polynom. Fiir ein Polynom s(z) definieren wir Polynome H(z) und R,(z)
wie folgt. Seien ag, ..., an,bo, ..., by € C mit a,, b, # 0, so dass s(z) = Y, _, ax2”
und ¢q(z) = Y1 bz Wenn n < m dann setze Hy(z) := 0 und Ry(z2) := s(2).
Wenn n > m, dann setze H,(z) := 722" und Ry(2)(2) := p(z) — Hs(2)q(2). In
diesem Fall gilt Grad(Rs) < n.

Sei jetzt p(z) ein Polynom und n := Grad(p). Jetzt definieren wir rekursiv hg(z) := 0
und ro(z) := p(z) und fir k € N

hi(2) == Hy,_,(2) und ri(2) = Ry, (2).
Es gilt Grad(r,+1) < Grad(q), hpy1(z) = 0 und
p(z) = (h(2) + -+ ha(2))a(2) + 7a(2)
Die Behauptung gilt jetzt mit h(z) := hi(2) + -+ + ho(2) und r(2) := r,(2).

(b) SeieI;Lh(z) und 7(z), so dass p(z) = h(z)q(z) + r(z) und Grad(r) < Grad(q). Dann
E=h+1.

() 22 +22+3242= (222 — 2+ 5)(522 + 22+ 22+ 1) + (T2 4+ 3882 + 2,

(d) Sehen Sie Seite 175 im Skript von Miiller.
(e)

203+ —1 19 28 3— 4 3+ 4i

C+2@—3) 2 +1) B@+2)  Br—3)  50@—i)  50@+i)
2 +3 —4 5 7 4

@t2P@—1) 271z +2) 0x+2? 3@+28 2x—1)
(f) Es gilt

2T —1 280 560 672 448 129
= 2)2 —14(x+2)+84— — _
(x4 2)° (z+2) (z+2)+ x—|—2+(x—|—2)2 (x+2)3+(x—|—2)4 (x+2)°

und darum
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Hausaufgabe 14.3 Bestimmen Sie die folgenden Stammfunktionen:

el‘
(a) / 5+ e® 4z,

(b) /sin(x)ecos(m) dx,




—d$:/

sinh (%)
cosh (%)

dr = 2log (COSh (g)) +C.



