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10. Ubungsblatt

Hausaufgabe 10.1 Wir definieren fiir ¢ € C.(R™) die Fouriertransformation
Fo:R" = C
von ¢ als

Fo&) = | olx)e & dx  (£€R").

Rn
(a) Beweisen Sie, dass fiir alle ¢ € C°(R") und p € N}

F(0"9)(€) = (iO)" Fp(&)  (E€R™M),
wobei
()" =y ey (yeR™).

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € C°(R™) und A € End(R™)

1

P = Taacay

((A™H") " F(9),
wobel * das Zuriickziehen bezeichnet.

(c) Seien ¢, € C.(R™). Wir definieren die Faltung ¢ % 1 von ¢ und 1 durch

dpx(z) = | dx—y)h(y)dy  (x€R").

R”

Beweisen Sie die Identitat
F(p*v) = FoFip.
Lésung:

(a) Sei ¢ € C°(R™). Wenn 1 < j <n und £ € R”, dann

F(0;0)(&) = | 0i¢(x)e 0 dx—/ / /c’w u, 5, v)e”HT08) do - dy du.
Ri—1 JRn—J

Rn

Jetzt wenden wir partielle Integration auf dem inneren Integral an un bekommen

/8]¢ U, T, i{(u,x;,v),€) d.%‘ — /¢ u, 5,0 ) z((u x;,0), §>d

zﬁj/éu Zj,v —i{(uz5,0 dxj

zgj/ / /d)u ., v)e” {208 da du du
Ri—1 JRn—J

:@Awmﬂ“m:@w@.

und damit

Wenn o € Nij, dann liefert wiederholte Anwendung dieser Identitét

F(0"9)(§) = (i§)" F ().



(b) Sei A € GL(n,R) und ¢ € C.(R™. Nach der Transformationsformel gilt fiir alle
EeR”

A*p(x)e M) dp = | p(Ax)e "6 da

R7L R?L

:/n|det( Dp(y)e 4647 2) day

: (AT e g

= Tdet(A)] Jy YW y.

Es folgt 1
* _ _1 *
FlA'¢) = m(m )') F(#).

(¢) Seien ¢, 9 € C.(R™) und £ € R™. Es gilt
Foro)e) = [ orv@e = ds
= [ [ oa—ppote 9 dyds
n Rn
[ - e day)
R™ xRn®
Wir betrachten jetzt die Abbildung

O :R"xR" - R"xR", (z,9) —~ (z—y,y).

Die Abbildung @ ist linear und bijektiv. Damit ist es ein C''-Diffeomorphismus.
Es gilt

I, -1, n "
detD@(x,y)zdet( 0 I, )zl ((z,y) € R* x R™).

Wir definieren
FRYXR" =Ry (2,9) = d@)i(y)e e
Nach der Transformationsformel gilt
[ o ype @ dwy) = [ (Fo@)(ay)det Db,y dls,y)
R™ xR™ R xR
[ fegday)
R™xR™

/ oz e~ H@:8) o= i(y:€) 11 dy
n R’!L

= Fo(E)F(8).

Hausaufgabe 10.2

(a) Beweisen Sie, dass

_ 2
e I121° g = 7.
]RZ



(b) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N

/ ezl g — </ et dt) .
R
/ e 17 dg = 7%

(a) Wir verwenden Polarkoordinaten. Nach der Transformationsformel gilt

o) 2
_1 00
/ e I=1* gz = / / re™" dedr = 2W(*67T2)’ =~ T
R2 o Jo 2 "=

(b) Sein € Nund z € R™. Es gilt

Folgern Sie, dass

Lésung:

ef”m”2 =e k=1 zi = efm? . efxi,

und darum
/ ozl dx:/.../efxl e duy ... doy
R™ R R
2 2
:/€7w1 dx1~~~/€7z" dzx,
R R
= (/ eitz dt)
R
Es folgt

n

/ ol g — (/ o=yl dy) :
R™ R2

Nach (a) ist die rechte Seite gleich 773 .

Hausaufgabe 10.3 Sei U = (0,1)? C R2. Berechnen Sie
[ ettt i atde
U

Ldsung.' V\/ ir deﬁnieren dle Abbildung @ : (_].7 1) X R — R 3 X > (m 71'2 \V/ ]- X )'
D(b - 1T2 / == \/ l -
e‘ = ae 1T ] = .

Sei f:RZ =R, z+— ell”. Nach der Transformationsformel gilt

I::/e””ﬂxg_m?””g 1—x2dx:/fo<1>$ det D®(z dx:/ fly) dy.
. V 1 ., () () A (v)

)

Es gilt

OU) = {(x1,224/1 —22) : 21,22 € (0,1)} = {y € R? : y; > 0,92 > 0 und yi+y3 < 1}.

Wir verwenden jetzt Polarkoordinaten und bekommen

1oes z T
I:/ / re” dgi)dr:/ d¢/ re’ drz%(e—l).
o Jo 0 0



Hausaufgabe 10.4 Sei f : R" — R eine stetige kompakt getragene Funktion,
sodass f(z) > 0 fiir alle x € R™ und

f(z)dz = 1.
]Rn

Wir definieren fiir € > 0 die Funktion f. : R — R durch
1 .1
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle € > 0

supp(fe) = esupp(f) := {ex : € supp(f)}

und
fe(x)dz = 1.
R’n

(b) Beweisen Sie, dass fiir alle stetige Funktionen ¢ : R — R

lim [ fe(z)p(z) dz = ¢(0).

E\LO R

Lésung:

(a) Seie> 0. Es gilt

supp(fe) = {xr e R™: f(%m) #0} =e{z € R*: f(x) # 0} = esupp(f).

Die Abbildung ® : R® — R", 2 + e 2 ist linear und invertierbar. Damit ist
sie C1. Es gilt det ®(x) = ¢~ ™. Nach der Transformationsregel gilt

/’ e "fle ) dr = f(z)dx. = 1.

R

(b) Sein > 0. Wir werden beweisen, dass es ein 7 > 0 gibt, sodass fiir alle 0 < ¢ < r

. fe(z)o(z) de — ¢(O)‘ <.

Weil [i,, fe(x)de =1, gilt

fu(@)p(x) di — ¢><o>] -
.

[ 1@)(6(@) — 6(0)

< / @) olw)-0(0)] do.

Sei p > 0, sodass supp(f) C B(p) := {z € R" : [lz]| < p}. Aus (a) folgt
supp(fe) € B(ep) und darum

/ fo(@)|é() — 6(0)] dz = / f()|0(z) — 6(0)| d.
Rm Bl(ep)

Sei 17 > 0. Es gibt ein § > 0, sodass |¢(z) — ¢(0)| < 7 fiir alle z € B(6). Sei
r= %. Wenn 0 < € < r, dann

| @@ =00l dr < [ fiw)de =



