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11. Ubungsblatt
Fiir n € N und r > 0, sei S""1(r) := {x € R" : ||z|| = r} die (n — 1)-Sphére mit

Radius r. Wir schreiben S"~1! fiir S"~1(1). Wir definieren die Abbildung I' : R, —
R durch

I'(t) = /OOO siTle™%ds (t >0).

Priasenzaufgabe 11.1

(a) Beweisen Sie fiir jede Funktion ¢ € C.(R™)

_ > n—1
- ¢(x)dx = /0 /an " o(rw) dw dr.

Hier bezeichnet dw das Flachenmaf$ auf S™~1.

(b) Zeigen Sie, dass
el gy — Loorcgm-1 (7
/ne dx 2vol(S )T (2)

(¢) Beweisen Sie die Identitét
27
vol(§" 1) = .
r(z)

(d) Beweisen Sie fiir alle t > 0 die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion

WIS | oz

Dt + 1) = tI(t).

Beweisen Sie weiter, dass
1
I'(l)=1 und F(§) = /7.

Diese Formeln bestimmen I’ (g) fir alle n € N.

Priasenzaufgabe 11.2

(a) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Nehmen Sie an, dass
es eine offene Teilmenge U C R* und eine C*-Abbildung f : U — R gibt,
sodass M = {(z, f(z)) : # € U} C R". (Jede Untermannigfaltigkeit kann lokal
als ein Graph dargestellt werden; Satz 2 in Kapitel 1.9 in Forster 2.) Geben Sie
eine Formel fiir das k-Volumen von M als ein Integral iiber U. Untersuchen Sie
speziell den Fall Kk =n — 1.

(b) Schreiben Sie S? C R? als Vereinigung von Graphen von C!-Funktionen und
berechnen Sie damit das 2-Volumen von S2.



Hausaufgabe 11.1 Sei I eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R2, so-

dass I' € Rso x {0} x R. Sei M die Drehfliche von I' um die z-Achse, dass heifit
0

die Fliche die durch Rotation von I' um die Gerade R | 0 entsteht. Nehmen
1

Sie an, dass v : (a,b) — R? eine Karte ist von T', das heifit, dass v eine injektive

Cl-Kurve (a,b) — R3 ist, sodass v/(t) # 0 fiir alle t € (a,b), v~ : T — (a,b) stetig

ist und ' = Im(vy).

(a) Geben Sie ein Formel fiir das 2-Volumen von M. Betrachten Sie dazu die Ab-
bildung

~1(t) cos(9)
fi(ab) x (0,21) = R, (t,¢) = | m(t)sin(e)
v3(t)

(b) Sei ¢ € C(R?). Schreiben Sie [,, ¢(x) dz als Integral iiber (a,b) x (0, 2). Hier
bezeichnet dx das Flachenmafl auf M.

(c) Betrachten Sie die 2-dimensionale Sphiire S? als Drehfliche und berechnen Sie
damit das 2-Volumen.

(d) Betrachten Sie den Teil M = {x € R® : 23 — 2% — 23 = —1,0 < 23 < 1} des
Hyperboloids als Drehfliche und berechnen Sie damit f v T3 dx.

Hausaufgabe 11.2 Sei E C R" eine einschachtelbare Menge mit Volumen vol(E) =
V' > 0. Sei h € R;. Betrachten Sie die Menge

M::{<(h;t)x,t)eR”xR:er,OStSh}.

(a) Skizzieren Sie M fiir n = 2.

(b) Bestimmen Sie das Volumen von M. Beniitzen Sie dazu das Prinzip von Cava-
lieri.

(c) Seijetzt n =2, a € R? und r > 0. Bestimmen Sie das Volumen von M, wenn
E={zeR?: ||z —a| <r}.

Abgabetermin der Hausaufgaben: Montag, 6. Juli 2020, 9 Uhr via Panda.



