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11. Ubungsblatt
Firn € Nund r > 0, sei S"7!(r) := {x € R" : ||z|| = r} die (n — 1)-Sphére mit
Radius r. Wir schreiben S"~1! fiir S"~1(1). Wir definieren die Abbildung I' : R, —

R durch -
I'(t) = / siTle™%ds (t >0).
0

Priasenzaufgabe 11.1

(a) Beweisen Sie fiir jede Funktion ¢ € C.(R™)

_ > n—1
- ¢(x)dx = /0 /an " o(rw) dw dr.

Hier bezeichnet dw das Flachenmaf$ auf S™~1.

(b) Zeigen Sie, dass
el gy — Loorcgm-1 (7
/ne dx 2vol(S )T (2)

(¢) Beweisen Sie die Identitét
27
vol(§" 1) = .
r(z)

(d) Beweisen Sie fiir alle t > 0 die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
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L(t+1) =tT(¢).
Beweisen Sie weiter, dass
1
I'(l)=1 und F(§) = /7.

Diese Formeln bestimmen I’ (g) fir alle n € N.

Lésung:

(a) Sei U C R™ eine offene Teilmenge und sei x : U — S"~! eine Karte von S"~!
mit dichtem Bild. Dann ist die Abbildung

O :RogxU =R (r,z) — ri(z)

ein C*-Diffeomorphismus auf ein offene und dichte Teilmenge von R™. Fiir alle
1 <i<n-—1gilt, dass 9,,P(r,x) erhalten ist in dem Tangentialraum von
S"~1(r). Da
T,5" 1(r) = w* (we s™1(r))
gilt
(0, (1, 2),k(x)) =0 (1<i<n,r>0,zxel)



oder, dquivalent dazu

D, ®(r,z)'k(z) =0 (r>0,2ze€U).

Weil _
D®(r,x) = ( k(z) | Da®(r,z) )
folgt
k(x)t
D®(r,z)'D®(r,x) = | --------moo - ( k(x) | Dy®(r,z) )
D, ®(r,z)t
k(x)tk() k(x) D, ®(r, )

0 D ®(r,z)' D, ®(r,x)
Weiter gilt D, ®(r,z) = rDx(x) und darum
L] 0
DY(r,z)' DO (r, z) = ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0} r?Dk(x) Dk (x)
Damit folgt
2
det (D@(r,x)) = det (D(I)('I“, z)'D®(r, CE))

1 0
Y I

0 | r2Dr(z)" Dr(z)
= r2(n=1) Jet (D[i(,ﬁE)tDIi(l'))-

Sei ¢ € C.(R™). Nach der Transformationsformel gilt

- o(x)de = A /U(;S(rf-s(ar)) | det D®(r, z)| dx dr

:/OOO/U¢(m(m))\/dedr
_ /0 - /U qs(m(x))r"—l\/det (Do) Dis()) dr i

= /OOO /Sn_1 ¢(rw)r" ! dw dr.

(b) Sei 8 € C.(R), sodass 0 < f(r) < 1 fiir alle r € R und Q‘Bn(l) = 1. Fiir alle

¢ > 0 ist die Funktion z — 6(e||z||)e*" ist kompakt getragen und es gilt

/ e 171”4z = lim 9(6”33“)67“1“2 dz.
n G\LO R



Aus (a) folgt

/ el gy = lim/ / 1""719(67’)67”’"“2 dw dr
R™ el0 Jo Jgn-1
z/ dw/ rn=Le=lrl gy
Sn—1 0
= Vol(S"_l)/ rn=te= Il gy
0

Wir beniitzen jetzt nochmals die Transformationsformel und schreiben das In-
tegral als ein Integral {iber p = r2. Wir bekommen

“lel? gy — Loor(sn1) [ pEle=p dp — Lvol(sn-1T (™
/ne dz 2vol(S )/0 p2 e Pdp 2vol(S )F(2>.

Nach Hausaufgabe 10.2 ist fRn eIl dg gleich 772 . Darum folgt
213

vol(§" 1) = .
r(z)

(c) Seit > 0. Wir verwenden partielle Integration und bekommen
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=0

It+1)= / rle ™" dr = —a:te_”loo +/ te'~te™® do = tT'(t).
0 0
Weiter gilt
(1) = / e Tdx = —e_w}zozo =1
0

und

Priasenzaufgabe 11.2

(a) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Nehmen Sie an, dass
es eine offene Teilmenge U C R und eine C*-Abbildung f : U — R * gibt,
sodass M = {(z, f(z)) : # € U} € R". (Jede Untermannigfaltigkeit kann lokal
als ein Graph dargestellt werden; Satz 2 in Kapitel 1.9 in Forster 2.) Geben Sie
eine Formel fiir das k-Volumen von M als ein Integral iiber U. Untersuchen Sie
speziell den Fall Kk =n — 1.

(b) Schreiben Sie S? C R? als Vereinigung von Graphen von C!-Funktionen und
berechnen Sie damit das 2-Volumen von S2.

Lésung:
(a) Wir beniitzen x: U — M, x — (z, f(z)) als Karte von M. Es gilt

Iy,



und darum

Dk(x)' Dr(z) = ( I | Df(x)" ) |--------- = I+ Df(z)'Df ().

Es folgt, dass

vol(M) = det (I + Df(z)t!D dz.
Wenn k =n — 1, dann gilt

vol(M) = /U \/det (I + grad f (z)grad f(z)!) do = /U V1+ ||gradf(x)||? dz.

(b) Sei fi: B%(1) = R, 2+ 4+/1 — [|2[|2. Dann ist
H{(z, fe(@)) s 2 € BA(1)}.
+

eine offene und dichte Teilmenge von S2. Es folgt

1(5?) = 1+ |lgrad 2d
wish =3 [ VI TP

1
:2/ 14 || ——=
B2<1>$ H 1 — ||

2
B2(1) L — ||z

1
= 2/ —dx
B2(1) /1 —|lz[?

Jetzt setzen wir Polarkoordinaten ein und bekommen

1 27
152:2// ' dédr = 4n.
vol(S?) s m(br T

2




